Sitzungsberichte

der

mathematisch-naturwissenschaftlichen
Abteilung
der

Bayerischen Akademie der Wissenschaften

zuu Minchen

1933, Heft 11

Mai-Juli-Sitzung

e Mitiinchen 1955

——e )
Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften
: “An \Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung

V4



185

Erginzungen zum Kleinschen Realititstheorem in der
Theorie der ebenen algebraischen Kurven.

Von W. Franz Meyer in Koénigsberg i. Pr.

Vorgetragen in der Sitzung vom 6. Mai 193é.

Nr.1. Es mdgen bedeuten: # die Ordnung, v die Klasse einer
ebenen algebraischen Kurve ¢ = ¢, = v, = v; p die Anzahl der
Wendepunkte, p, die der reellen, py die der imaginiren, so daf3:
e == p; + po- Analog zerlege sich dual die Anzahl » der Spitzen:

¥ =17y + 7

Andererseits werde die Anzahl 8 der Doppeltangenten zerlegt
in: 3 = 3, + 3, - 3, wo 3, die Anzahl der isolierten, 3, die der
eigentlichen, und §, die der imaginiren ist. Und wieder dual
gelte fiir die Anzahl & der Doppelpunkte:

d=d,+ d + d

Dann 1aBt sich die klassische Klein sche Realititsformel in
der Gestalt schreiben:

(0 K=(—n)—(py—ry) — 2 (8, —dy) = 0.

Man achte hier zunichst auf das arithmetische Einzelergebnis,
dall (v — ) — (p; —7,) eine gerade Zahl ist, oder auch, als Kon-
gruenz geschrieben, daf:

(1) v—n=p, —7; mod 2.

Dies werde direkt hergeleitet. Aus den beiden ersten Pliicker-
schen Formeln:

‘N::t?z(?z—I)—v——(zd—F 37) =0,
N=v(v—1)—n—(0a8+3p)=0
folgt, daB v —7 und % — p gerade Zahlen sind, so daB man

setzen darf:
Miinchen Ak, Sb. 1933, II



186 W. F. Meyer
(2) v—r=omod 2,7 — p = 0moad 2,
oder auch, da imagindre Wendepunkte und Spitzen je paarweise
auftreten,
(2" v—rry=o0mod 2, 7 — p; = 0 mod 2.

Hieraus ergibt sich aber (1), mit der Verschirfung, dal v — »;
und 7 — p; einzeln gerade sind.

Indessen 148t sich die Kongruenz:
(3) v—r=p—sn mod 2

noch weiter verscharfen. DurchAddition der beiden zueinander
dualen Ausdriicke fiir das Geschlecht p:

p = QZ_“—J)Z‘(’Z T gy OTDT2) s

2

ergibt sich:

4p— D) = (Rt — 3+ ) — 2@+ ) — 205+ ),
oder kiirzer, mit Riicksicht auf V-~ V = o:

@ 4= =C—n—0—r),

oder auch, als Kongruenz geschrieben:

(5) p—n=v—7mod 4,

wo, gegeniiber (3), an Stelle des Moduls 2 der Modul 4 ge-
treten ist.

Andererseits beachte man, daf3 die Gleichungen (2’) ganz all-
gemein flr topologisch-stetige Kurven ¢’ gelten. Beschrinkt man
sich etwa auf die erstere Gleichung (2'), so ist zunichst bei ge-
rader ,,Ordnung’’ %" — Ordnung = Maximalzahl der reellen
Schnittpunkte von ¢’ mit einer Geraden — auch die Anzahl g, der
reellen Wendepunkte eine gerade, und bei ungerader Ordnung
eine ungerade. Jeder neu hinzutretende reelle Wendepunkt zieht
aber einen zweiten nach sich, ohne daf3 sich der Charakter der
Kurve (»' gerade bzw. ungerade) dndert.

Und analog dual.
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Somit treten an die Stelle der Gleichungen (2') die analogen:

(2" v — 7, =o0mod 2, 7 —p;=o0mod:2.

Nr. 2. Wir kehren zurtick zur Kleinschen Formel (I) und
bringen sie in zwei andere Gestalten. Fiigt man den beiden ersten
Pliickerschen Formeln &V = o, N = o noch die dritte: P =
37 (n—2) —6d — 87 — p = ohinzu, so liefert die Elimination
von 3 und & die zu sich selbst duale Beziehung:

(6) 30 ny=p—r="(p;—7r1) + (po — 70)-

Setzt man diesen Ausdruck fir v
als erste Modifikation von (I):

aIn K'=2 {(91_71> +3 (82_d2>}—<90—7‘0) = 0.

Diese Beziehung enthilt zwar auller den Anzahlen reeller Ele-
mente (Wendepunkte und Spitzen, isolierte Doppeltangenten
und Doppelpunkte), noch solche imaginirer Elemente (Wende-
punkte und Spitzen), bietet aber andererseits den Vorteil, von
Klasse und Ordnung explizite unabhingig zu sein.

Als Anwendung betrachte man den Fall einer Kurve ohne
Spitzen, und mit gleich vielen isolierten Doppeltangenten und
Doppelpunkten, so dall » = o, 8, = &,. Dann reduziert sich (I)

auf:

(I(’)) Kl:291’—90:

0

2 in (I) ein, so ergibt sich

was sich auch in der Gestalt:
I
) pr=, ¢
3
schreiben liBt. Es gilt also der Satz:
»Die Zahl g, der reellen Wendepunkte betragt fur Kurven

ohne Spitzen und mit gleich vielen isolierten Doppeltangenten

und Doppelpunkten ein Drittel der Gesamtheit der Wende-
punkte.*

Nun ist gemdBl P =o0,da»=0, 0 =31 (n—2) —6d, so daB
man der Beziehung (7) auch die Form geben kann:

7" pr=n(n—2)—24d.
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Man nehme jetzt noch spezieller an, daf} die Kurve auch keine
Doppelpunkte besitzt, so dafl das Geschlecht p den Maximal-
(e—1) (n—
e

2 . o
wert 2) erhilt. Dann ergibt sich:

(7" pr =7 (n—2)

fur Kurven ohne Doppelpunkte und Spitzen, und ohne isolierte
Doppeltangenten.

Man konnte daher auf diec Vermutung kommen, daf3, wic es
bei der niedrigsten Ordnung 7z = 3 zutrifft, die reellen Wende-
punkte einer solchen ¢, durch eine ¢,__, ausgeschnitten werden.
Fur den nichsthoheren FFall # = 4, also cine c; =+, ohne iso-
lierte Doppeltangenten, glaubte J. GraBmann bewiesen zu
haben, daB3 die acht reellen Wendepunkte auf einem Kegel-
schnitte liegen. Sein Beweis hat sich aber als nicht stichhaltig
erwiesen, und an besonderen Fillen zeigt auch die Figur die
Unrichtigkeit des Satzes.

Nr. 3. Zu ciner anderen Modifikation der Kleinschen Formel
(I) gelangt man, wenn man aus den drei Pliickerschen Ur-
gleichungen N = o, NV =0, £ = o die Grofien » und o elimi-
niert, so dal} sich die, ebenfalls autoduale Bezichung ergibt:

[}

(8) v—n) (v +n-—9)=2(0—4d)
14 ) 2
( 2

Entfernt man 3, — &, aus (I) und (8), so entsteht die gesuchte
Modifikation von (I):

Ty K'=@(—n)(+n—10)+ (py—7ry)—208,—d)
— 2 (§y— dy) = o.

Auch diese enthilt neben den Anzahlen reeller Elemente
(Wendepunkte und Spitzen, Doppeltangenten und Doppel-
punkte) auch solche imagindrer (Doppeltangenten und Doppel-
punkte).

In den Sonderfillen der autodualen Kurven (v = #) fillt in
(I""y das erste Glied weg, und tiberdies fir v+ 7 = 10, wo nur
die beiden Fille in Betracht kommen (nebst den dazu dualen):
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(92) n=4,v="06;, d=0,8=1,7=2, p=28;
<9b) ”:4%\":6;47:3:874;7':0,9:6.

Es treten dann die Reduktionen ein:

(9a) o1 — 71 = 2 (8, + &),
(9b) pr1 =2 {(81 —dy) + (8— 0)}-

Nr. 3. Wir kechren zuriick zur Kleinschen Formel (I). Es
erscheint wiinschenswert, diese mit weiteren Beispielen zu be-
legen, um dabei die Frage zu kliren, wieweit die arithmetischen
Losungen der Formel auch geometrisch realisierbar sind. Wir
greifen hier die beiden, hinsichtlich ihrer Realititseigenschaften
noch nicht naher untersuchten Sonderfille v - % < 9 heraus,
die sich mit Riicksicht auf (8) hervordringen,

Der erstere Fall ist der der autodualen rationalen ¢, ==+,. Die
drei Plickerschen Urformeln zichen sich — wie stets fiir auto-
duale Kurven — in eine einzige zusammen:

(10) 8=2d+ 37
Hier ist nur & = 1 moglich, also:

(10") d=38=1, r=p=2

)

so dall man es algebraisch mit vier quadratischen Singularititen-
gleichungen zu tun hat.

Die Kleinsche Formel (1) lautet dann:
(10" p1 T 20y =17y + 2 d,.

Man ordne etwa nach der Art der Doppelpunkte D. Zunichst
bieten sich zwei Hauptfille dar, je nachdem (A4), der D eigentlich
ist (dy == 0), oder aber, (B), isoliert (d, = 1).

Beidemal treten wieder Unterfille auf.

Bei (A) (dy = 0) reduziert sich (10"') auf:

(104) 71 = 0, + 28,

so dall man zunichst zu trennen hat:

(Ay) r1=2; (dy =0,
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nebst den entsprechenden Beziehungen:
(104dy) 2= py + 20y; (104, O=p; + 23,

Bei (A4,) hat man abermals zwei Unterfille:

(AD P1 =0, 3y =1; (A;> p1 =12, 8y =o0.
Andererseits liefert (4,) nur den einen Typus:
(Ay) r1==0, p; =0, 8= o0.
Fur (B) (dy, = 1) reduziert sich (10") auf:
(10p) r1+ 2 =p; + 28,
Man hat zunichst zu trennen:
(B1) 71 =12; (By) r1 =0,

nebst den beiden entsprechenden Beziehungen:
(10By) 4= py+ 28y (10B5,y) 2 = gy -+ 23,

In ersterem Falle kann die Moéglichkeit p; = 0, 8, = 2 nicht
eintreten, da p; < 2, 3, < 1, und es bleibt nur der eine Typus:

(B1) p1=2, 8 =1.

Dagegen zerlegt sich (B,) wieder in zwei Unterfille. Da jetzt
»; = 0, hat man gemil} (10 B,) die beiden Typen:
(By) p1=2, Jy=0; (By) p1=0, 3y =1.

Im ganzen haben sich so sechs verschiedene Realititstypen
der ¢, = v, ergeben, die in einer Tabelle zusammengestellt wer-
den mogen:

A. Der Doppelpunkt ist ein eigentlicher (¢, = 0):

4y r1=2, p;=0; Jy=1, §; = 0;
(A1) r1=2, py=2; 8, =0, 8 = I;
[(Al) 7¥71=0, py=0; 3,=0, 3; =1.
B. Der Doppelpunkt ist ein isolierter (¢, = 1):
(By) r1=2, py=2; 8,=1, 8; = 0;
(B) 71=0, py = 2; 8y =0, & = I;
(BY) 71=0, p=0; 8y=1, ;=0
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Nr. 4. Diese sechs Typen sind, wie man sich leicht an den
Figuren iiberzeugt, realisierbar. Es 1af3t sich aber auch eine voll-
stindige algebraische Begriindung geben, die zeigt, wie die
Kleinsche Realitiatsformel im Falle der ¢4 = v, mit der Existenz
einer einfachen Diskriminantenidentitit gleichwertig ist.

Man trenne zu dem Behuf lieber die beiden Hauptfille, je
nachdem die beiden Spitzen reell sind (A4), oder nicht (B); im
ersteren Falle normiere man ihre Argumente zu 4 1, im letzteren
zu =+ 1, so dal} die ,,Spitzenform'‘ die Gestalt erhilt:

(119) R,=3—¢ (e = 4 1),
mit der Diskriminante:
(11p) : R=c.

Die beiden Argumente des Doppelpunktes seien die Wurzeln
der ,,Doppelpunktsform**:

(11,) D, =22, + 20d;, + d,,
mit der Diskriminante:
(11,) D=d?—dyd,.

Fall A. Die beiden Spitzen sind reell. Die ¢, = v, werde ex-
plizite dargestellt durch:

(12) Fo iy 1 x = fo(h) /10 1 f),

wo
(12)  fi=02—1k f1 =02+ 1D, fr=2D.

Zuerst hat man das Biischel B der zu den drei Formen f apo-
laren Formen

(13) b =bg 2t - 46,03 + 66,02 + 4650 - b,

aufzustellen. Hier bestimmen sich die Koeffizienten 4; aus den
drei linearen Bedingungen:

(14) {é0+é4= 26y, bydy + by dy = 26,4,
body + bydy + b, (do + dy) = 2 (b5 + 61) ;.
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Bedient man sich der Abkiirzungen:
(13) 8¢ = dy + 3dy, 3y =dy + 3dy, 8 =dy—d,,
so 1aBt sich auf Grund von (14) das Biischel 5 linear aus den
beiden Individuen ¢} und ¢} zusammensetzen, wo:

g = 8y, ¢4 = — 8y, Co =0, ¢c5 = 2d;, ¢; = — 2d,;

(16) {

{ €0 = —2dy, ey = 2d,, ¢y =0, ¢5=-—dy, ¢, = d,

Hieraus ergibt sich das ,,Schnittpunkttheorem®’, d. i. das Kri-
terium dafiir, daB3 vier Punkte Ay, Xy, 25, Ay der Kurve auf einer
Geraden liegen, in der Gestalt:

Co Sy €4 Sg T €155+ €35 + €359 =0,
L €oS1 T €35 T €155 + €38 4 €38, =0

(17)

wo die s die elementarsymmetrischen Verbindungen der
Ay, . . Ay bedeuten. Hieraus entnimmt man einmal die ,,Doppel-
tangentenform‘* A;, deren Wurzeln die Argumente der Doppel-
tangente sind, andererseits die ,,Wendepunktsform'® 7;, deren
Wurzeln die Argumente der beiden Wendepunkte sind:

(18) A, =2%8, 4 8213, + 3,

(19) P, =n¥43,> —dy8,) —6nd, 3 - (-—— 4d,* + d,3,),
mit den beiden Diskriminanten:

(18") A= 16d,*— dyd,,

(19) P = DA.

Hier 148t sich (19"), da die Diskriminante R(11;) der Spitzenform
jetzt den Wert 1 besitzt, auch in der Gestalt schreiben:

(19" RP = DA.

Aus der Darstellung (18) 1ift sich noch eine bemerkenswerte
Folgerung ziehen. Da sich (18") auch in der Form schreiben 140t:
X A e 382
<I8 ) D: 16 — D ’
so schlieBt man, daB fiir D < o die rechte Seite positiv ausfillt,
also auch die linke, d. h. es muB3 dann auch A < o sein.
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Der Fall B. Die beiden Spitzen sind konjugiert imagindr.
Die Rechnung verliuft parallel zum Falle A. Es ergibt sich ein-
mal:

rr A ,
(183) DEI6+3<QIO+‘Z‘Z>2)

so daB3 fir D > o auch A > o ist.

Andererseits kommt:
(19,)

Hier vertritt der Faktor — 1 die Diskriminante R von &;, so dal3

— P= DA.

man wiederum zur Bezichung:
(19" RP=DA

gelangt. Da aber die Kurve ¢, = v, autodual ist, so hitte man
auch, von der expliziten Klassendarstellung ausgehend, die zu
den obigen Rechnungen dualen durchfihren koénnen. Dabei
vertauschen sich £ und 2, D und A, womit die Beziehung (19"")
endgiiltig bewiesen ist.

Diese Formel (19"') enthilt zugleich die Zusammenhinge
zwischen den Koinzidenzen der beiden Spitzen bzw. Wende-
punkte sowie der beiden Doppelpunktstangenten bzw. Doppel-
tangentenberithrungspunkte.

Die sechs, somit unter Beriicksichtigung von (18") und (18a"")
vorhandenen — und auch je durch geeignete Wahl der &, 44,
dy in (11,) realisierbaren — Vorzeichenméglichkeiten fir die
in (19’") auftretenden Faktoren decken sich nun gerade mit den
aus der Kleinschen Formel abgeleiteten Typen, wie die folgende
Tabelle zeigt:

R P D A

4@1;)' >0 | <0 | >o0 <o

L(B;')7ﬂ<o | >0 | <0 | >o0

A | >0 | >0 >0 | >o0

(BY)  >o0 =0 | €0 <o
(A,y) <0 | <0 | »0 | >0
By | <o | <0 | <0 | <o
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Hierbei sind die beiden ersten Fille zueinander dual, die vier
{ibrigen autodual.

Nr.5. Zweites Beispiel. DerFall:n=4,v=5(+n=09).
Hier ist 8 =d == 2, p = 4, » = 1, p = 0. Mit Riicksicht auf
71 = 1 wird jetzt die Kleinsche Formel:

(21) py - 28, =2 + 2 d,.

Man ordne etwa nach der Anzahl &, der isolierten Doppelpunkte:
dy = 0, 1, 2, so hat man zunichst die Einteilung:
[ (o) dy = o: beide D sind eigentlich (d; = 2);
(8) dy = o: beide D sind konjugiert-imagihir (d, = 2);
(21) {(B) dy = 1: der cine D ist eigentlich (&, = 1), der
andere isoliert;
(v) d5 = 2: beide D sind isoliert.

Dem entsprechen die drei Kleinschen Formeln:
(212,8) p; + 28, =12; (210) gy + 28, = 4; (217) ¢; + 25, = 6.

Somit bieten sich als Unterfille die arithmetischen Lésungen

dar:

(210) dy=0: (21) py =0, 8y =1; (2y) p; = 2, 8y = 0;

(218) dy=0; (8)) p1 =0, 8, =1; (3y) py = 2, 3, = 0;

(218) dy=1: (By) p1 =0, 3y =12; (fs) p1 =2, 3y = I1;
(Bs) p1=4 3y =0;

(21y) dy=2: (y) p1=2, 33 =2; (Ya) p1 =4, Oy = 1.

Dabei ist zu beachten, dal} in den drei Fallen (x,), (3,), (By),
wo 3, = 0, je noch eine weitere Unterteilung stattfindet, je nach-
dem die beiden Doppelpunkte eigentlich, oder aber konjugiert
imagindr sind. Damit gelangt man zu der vollstindigen Tabelle
von 12 méglichen Typen:

() Beide Doppelpunkte sind eigentlich.

((7.1>d220,d1:—:2,d2:0; p120;82:1’81:1,8020;
(a9) do=0,d; =2,dy =0; py =2;3,=0,3; = 2,8, =0;
(0y) dy = 0,dy = 2,dy = 0; pl—_-2;82=2;81=0,80—2.
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(8) Beide Doppelpunkte sind konjugiert imaginir.

(8,) dy=0,d, =0,dy=2; p; =0; 8, =1,3; =0, 5, = 0;
(3y) dy=0,dy = 0,dy = 2; p; = 2; 3, =0, 8; = 2, §, = 0;
(3)) dy=o0,dy=0,dy = 2; py = 2; 8, =0, 8; = 0, §; = 2.
(p) Ein Doppelpunkt ist eigentlich, der andere isoliert.
(By) dy=1,d{=1,dy=0; py =0; 8, =2,8, =0, 3, = 0;
(Be) dy=1,dy=1,dy=0; py=2; 3, =1,8; =1, §, = 0;
(Bs) dy=1,d; = 1,dy=0; py=4; 8, =0,8; = 2,3, = 0;
[(@é) dy=1,dy =1,dy =0; py = 4; 8, =0, 3; =0, § = 2.
(v) Beide Doppelpunkte sind isoliert.
!(Yl) dy=12,dy=0,dy=0; gy =2; 8§, =2,8, =0, =0,
{(ye) dy=2,d1=0,dy =0; py=4; 3= 1,3, =1, 5, =0,

Von diesen zwdlf Typen sind, wie man sich an den Figuren
tuberzeugt, alle bis auf zwei: () und ($3), realisierbar.

Der innere Grund aber, weshalb diese beiden Falle nicht reali-
sierbar sind, ist kein algebraischer, sondern ein topologischer.

Denn streift man von den Kurven alles Algebraische ab und
beschriankt sich auf ,,topologische* Kurven mit stetig verander-
lichen Punkten und Tangenten, die auch vier Arten einfacher
Singularititen — reelle Wendepunkte und Spitzen, reelle eigent-
liche Doppelpunkte und Doppeltangenten — zulassen diirfen,
so gehen die beiden Fille (£;) und (f3) tUber in Kurven mit
genau einer Spitze und einem Doppelpunkt bzw. in solche mit
noch vier Wendepunkten.

Aber diese beiden topologischen Typen existieren nicht, um
so weniger also die algebraischen Typen (£, Jund (83).



