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Uber die Proportionalitiit der aus Punktkoordinaten
und der aus Ebenenkoordinaten gebildeten
Geradenkoordinaten.

Von Heinrich Tietze in Miinchen.

Vorgetragen in der Sitzung vom 4. Mirz 1933.

Einleitung.

1. Genauer gesagt, handelt es sich um einen allgemeineren
Proportionalititssatz (Satz (B) von Nr. 3), betreffend 72 Systeme
von je 22 Zahlen (£, ..., 2% fiir 1 <7 < Zund 2P,..., " fir 1 <
< n—7), von dem der geldufige Sonderfall # = 4, / = 2 die
im Titel genannte Proportionalitit liefert. Fir diesen Satz wird
cin Bewels mitgeteilt, der sich auf reine Identititen zwischen
Polynomen der als %% unabhingige Variable aufgefaBten x!
und 2" stittzt. Das Bestehen der fraglichen Identititen (Satz (A)
von Nr. 3) greift dabei insoferne iiber jenen Proportionalitits-
satz hinaus, als — wie in Nr. 4 besprochen — der letztere aus

jenen Identitdten folgt, aber nicht umgekehrt diese aus jenem.

2. Um etwa im eben angefiihrten Sonderfall # = 4, /= 2 den
Sachverhalt zu skizzieren, so handelt es sich hier um die Groflen

1 ’ ’ r o

x":’ x"z 1 u"l’ va |
pl’, 7y = _// rr 2 (/‘/1 iy - Iz rr )
yy? iy | ”"1’ V'
von diesen GroBen gilt, — und darin spricht sich die erwdhnte
Proportionalitit aus, — daB fir jedes Wertsystem der 29,

#'W, fiir das alle vier ,,Inzidenzrelationen‘*

4
L=+ uW =0 (G, h=1,2)
p=1

bestehen, alle zweireihigen Determinanten der Matrix

) P12y P13 D1 Paay Pazs Do \!
731 42, 723> 9120 413> J14
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null werden!. Es sind das Determinanten wie die folgenden
— im Einklang mit der Bezeichnung (6) im allgemeinen Fall —
mit M (1]2]3/4) bzw. M (-]-]1,2]3,4) bezeichneten

M (1 E 2 | 3 1 4_> = P13 o3 T P14 J2a = P13 G233 P14 Ta2
M (- - 11,213,4)=p1a 12— Das Taa

nebst den durch Permutation der Indizes 1, 2, 3, 4 daraus her-
vorgehenden. Im folgenden wird dann bewiesen, dal jede dieser
Determinanten A7, aufgefaf3t als Polynom in den unab-
hingigen Variablen 2%, «®, sich durch die Polynome Z;,
mittels geeigneter Polynome A4;, in der Gestalt

M=2 Aih [’ilx

LHh=1
darstellen 1aBt (vgl. Nr. 3, Satz (A), sowie Nr. 11, 12).

Analoges gilt dann im allgemeinen Fall beliebiger # und /
(wo n > 2, 1< /< n—T1) fiur die aus den GroBien

— |l i
(2) B s B, B 1;31)‘(1':1,...,1)

)][
= aulh) ) |
(3) 71'1,...,1'"_1_‘ ”;',""’ ”vﬂ__lf(hzl,...,n——l)

gebildeten zweircihigen Determinanten A7 (vgl. Nr.3): wie im
Sonderfall gehéren sie dem Polynomideal an, das innerhalb des
Ringes aller Polynome in den ¥, # (mit beliebigen kom-
plexen Koeffizienten?) durch die Polynome

n
— N ),k
(4) Lyy=2 x(,,‘) u,,)

v=1

erzeugt wird.

! Nur wenn weder alle g noch alle ¢ null sind, soll von einer Proportionali-
tiat der # zu den ¢ gesprochen werden und nur dann hat man es mit Geraden-
koordinaten zu tun. Das Verschwinden aller zweireihigen Determinanten der
Matrix (1) gilt aber (in trivialer Weise), auch wenn diese Einschriinkung nicht
erfiillt ist.

? Vgl. tbrigens Anm. 3.
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Gesprichsweise Bemerkungen der Herren Herglotz und
Perron, die im folgenden verwertet wurden, werden an ihrer
Stelle erwihnt.

Uber andere Beweise des Proportionalititssatzes vgl. Nr. 5.

§ 1. Formulierung der Behauptung.

3. Es moge jede der beiden Zahlenfolgen %y, ..., %, und v,

., v, e¢ine gerade (oder auch jede eine ungerade) Permutatlon
der Zahlen I, ..., # darstellen. Wir bilden fiir die durch (2), (3)
erklarten GroBen 2, ¢ die Determinante

pn,...rl: pv,...vl

(]7.’1_:_1...}(’ ql’l__{_l...'l’n

n

(5) M =

Nehmen wir an, dal3 die Zahlensysteme (xq, ..., %) und (v,

., ¥ genau /—s gemeinsame Zahlen aufweisen. Behalten wir
uns dann vor, jedes der vier Zahlensysteme (%, .. ., %), (4.4,

a7, (i oo vy a1y - .y V) so umzuordnen, daB nach-
her (wy, ..., »,) und (vq, ..., v,) wieder beide eine gerade oder
beide cine ungerade Permutation der Zahlen 1, ... 72 dar-
stellen, so kénnen wir bei geeigneter Anordnung setzen: (xy, ..., %)
= (o M Sy o), (V) = (q, e NP1, R
wobel (A, ..o, My, Oqy oy 0, P, .- ) €in System von /b5
verschiedenen Zahlen aus 1, . .., 7 bedeutet. Sind py, . . ., g, _;__,
die noch ubrigen #—/—s Zahlen und ist (v;.,, ..., v, =
(s oo e gy %1,y oy &), SO St (%74, . .., %,) bis auf die An-
ordnung gleich (uy, ..., Pp—y—s 1, - - - p)- Da nun die Anord-
nung (A, ... 7\,_5, Oy « oy Oy W1y v oy By j—ygr O1 - -« §5) AUS
Mooy Mgy P e v oy Py By - v oy B j—gy %1y - - -, %) durch s Ver-
tauschungen _]C zweier Elemente hervorgeht, so 14t sich die
Determinante (5) in der Gestalt schreiben:

M: MO\I! . '!}\I—: | 3 Ry [l’n—l—: |0€1, Sty v’slpl’ A Ps) -
(6) :p/'.l,..., Al Uyeens g qul,...,.u o @ _IL

n—1l]—s G G
7\ HL
{_( I) P).l,..., Al Qs s G5 g‘"x" RSy [Py Ny e JPRRP %

Fiir s kommen nur Werte in Betracht, die <7 und < #—/ sind,
wobei (da fir s = o sich A/ identisch null ergibt) s > 1 sei.
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Der in § 2 bewiesene Satz lautet dann:

Satz (A): Jede in der unter (6) angegebenen Weise
gebildete Determinante 4/ (oder was dasselbe ist,
jede Determinante (5)), aufgefaBt als Polynom in den
7% unabhingigen Verdnderlichen 2% 2% ist dar-
stellbar in der Gestalt

I n—1
(7 M= Z’Aih Lip
i=1 h=1

wobei
n

L= N0 0

v
v=1

und die 4;, geeignet wihlbare Polynome in den )
2" sinds.

Eine unmittelbare Folge des Satzes (A) ist dann der — hie-
mit auf eine neue Weise bewiesene —

Satz (B): Bedeuten x%, #{® solche (reelle oder imaginire)

v

Zahlen, fiir welche alle ,,Inzidenzrelationen®*

Y

(&) L= 0P =0 (<< 1< h<n—]

=1

3

erfiillt sind, dann haben fiir die aus den %, 2" gemaB (2), (3)

gebildeten p, ¢ simtliche der oben erkldrten Determinanten A7
den Wert null: in der zweizeiligen Matrix, in der in einer Zeile
alle () GréBen p, in der zweiten Zeile die in geeignete Reihen-

3 Da sowohl alle A7 als alle Z;;, Polynome in den x(‘f), ug,}') mit rationalen
(sogar speziell ganzen rationalen) Koeffizienten sind, so ist, wenn iiberhaupt
cine Darstellung (7) besteht, leicht zu sehen, dafl auch eine solche bestehen
mub, in der die A4;;, ebenfalls lauter rationale Koeffizienten haben, daB also
(vgl. den Text bei Anm. 2) jedes A7 innerhalb des Ringes aller rational-
zahligen Polynome dem aus den Z;j erzeugten Polynomideal angehort.
Tatsiichlich wird (vgl. Nr. 8, Satz A*) eine Darstellung mit rationalzahligen
A;p, aufgestellt werden. Die Frage, ob auch stets eine solche Darstellung mit
ganzzahligen A;;, besteht, wird hier nicht weiter verfolgt (vgl. Gbrigens
Anm. 15).
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folge gebrachten Gréllen ¢ stehen, sind alle zweireihigen Deter-
minanten null?®,

4. Sei jedoch bemerkt?, dall umgekehrt aus der Giiltigkeit des
(durch andere Beweise lingst festgestellten) Satzes (B) nicht
der Satz (A), sondern — und zwar unter Berufung auf den
Hilbert schen Nullstellensatz — nur soviel erschlossen werden
kann, daB eine gecignete Potenz AM* eines jeden M dem durch
die Polynome Z;, erzeugten Ideal angehért, d. h. daB Glei-
chungen wie (7) fir M* anstelle von M Dbestehen miissen.
Da mir aber Gleichungen (7) fir die erste Potenz von M
in gewissen Sonderfillen aus einer gelegentlichen miindlichen
Bemerkung von Herrn Herglotz bekannt waren (vgl. Nr. 7)
und sich auch in anderen Einzelfillen aufstellen lieBen, so
lag es nahe, die Existenz analoger Gleichungen allgemein zu
vermuten.

Uber Nicht-Eindeutigkeit der A;, fiir gegebene L, und ge-
gebenes A7 vgl. Nr. 12

5. Was den iblichsten Beweis des Proportionalititssatzes
(B) anlangt, so wird er unter der zuldssigen Voraussetzung, daf
die Matrix Z = | 2P, .., 2@ (fir 1 <7< 7) den Rang / hat (da
andernfalls alle p null, dic Gleichungen A7 = o also eo ipso er-
fullt sind) — und zwar unter Heranzichung der Lehre von den
Losungen homogener lincarer Gleichungssysteme und eines
Determinantensatzes von Jacobi — sehr cinfach so erbracht:

—_

durch Hinzunahme gecigneter weiterer 2—/ Zeilen wird 2 er-

ginzt zu einer quadratischen Matrix || 21

mit einer Determinante X == 0; die zu den Elementen der
letzten 72—/ Zeilen gehérigen Adjunkten X7 (h=1,.. ., n—10),
die cine Matrix vom Rang 7z—/ bilden, erfillen dann, fur die
2P genommen, die Inzidenzrelationen £ 2% 2" =0 (7= 1,...,2);

v

{| von 7#* Elementen

* Sind also weder alle p noch alle ¢ null, so besteht fiir die # und ¢ Pro-
portionalitit (vgl. Anm. 1).

5 Die folgende Bemerkung geht auf ein Gesprich mit Herrn Perron
zuriick. Auf dessen Lehrbuch der Algebra, 1. Bd., 2. Aufl. (1932), kann
beziiglich des Hilbert’schen Nullstellensatzes verwiesen werden (L. c.,

pe 273).
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die Groflen ¢, die man somit berechnen kann, indem

1+1...)'”’
man in (3) die #® gleich XY™ setzt, ergeben sich dann zu®

0
Gogos oo, =X~ p,

l...‘l‘]’

wobei ¢ = 4 1 oder = —1 ist, je nachdem (vq, ..., v,) eine
gerade oder ungerade Permutation von 1, ..., 7 ist. Ersichtlich
folgt hieraus das Verschwinden aller Determinanten (5), d. h.
die Behauptung. — Der folgende Beweis fiir die Proportio-
nalitit der p zu den ¢ beniitzt weder den Determinantensatz
Jacobi's noch die Lehre von den Lésungen linearer Glei-
chungssysteme.”

§ 2. Beweis von Satz (A).

6. s moégen Ay, ..., gy -+ oy Og, -y Py - - - €ine bestimmte An-
ordnung der Zahlen 1, ..., 7, wie in Nr. 3 erklirt, bedeuten,

Im folgenden verwenden wir dann noch gewisse (/—1)-reihige
Determinanten aus der Matrix der 4%, namlich

(i [¥E)) ()
P:'.),.. ¥ — x/lj,l"-)x/'.JI

s—1 —s’

xf,"), N R ¢ S S A=)}

wobei also der Zeilenindex j alle von 7 verschiedenen Zahlen der
Reihe 1, ..., / durchlaufe.® Analog verwenden wir aus der Matrix
der #® die (s-—/—1)-reihigen Determinanten

a®» =lu® ”'('};)

e )
"’]',""""s—l | ‘“1 — s

RIS SR S ))

¢ Vgl.Jacobi, Crelle’s Journal f. Math. 22 (1841), p. 304, § 11, Formel 12
= Werke, Bd. III, p. 377.

7 Einen Beweis des Proportionalitiitssatzes, der ohne den Determinanten-
satz auskommt und nur die Lehre von den Lésungen linearer Gleichungs-
systeme heranzieht, findet man bei E. Bertini, Geometria proiettiva degli
iperspazi (1907), Cap. 2, No. 15, unter Beschrinkung auf den Fall, da8 alle
und alle ¢ von null verschieden sind. (Vgl. tibrigens in der deutschen Ausgabe
von A. Duschek [1924], p. 40, den zwecks Erledigung der iibrigen Fille
beigefligten Grenziibergang.)

8 Im Falle s = 1 treten hiebei keine Indizes v auf; im Falle / = 5 = 1 1st
unter P die Zahl 1 zu verstehen, analog auch unter Q9 (vgl. die Erklirung
der QS}:,), ey weiter unten) im Falle #—/ = 5 = 1.
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Dann gilt
!
— NN FiEopW) (i)
p;';""’ gy Vs eens Vs —— ( I) Pi'l,..., Ve—1 xl’s
i=1
n—1
o\ n—I1+h (k) (1)
— —1 ) AN
7/11,., S S P ]4/1 ( ) Q":""’ Vo1 711':
=

7. Sei zunidchst s = 1. Multipliziert man dann die Gleichun-
gen (4) mit? (— 1! PP und mit (— 1)* 't 0% und summiert
iiber alle 7 und 7, so erhilt man

! n—1
\T /\ (__ I);I+i+h P(Z) Q(h) L,'h:
i=1 h=1

n 1 n—1{
= M (=)t PO O N
v=1 /=1 h=1

s I)11—1+h Q(h) le,h):

X

und wenn man mit ¢y, py die zwei Zahlen bezeichnet, die weder
einem A noch einem p gleich sind, so ist das gleich 47 (A4, ..., %,_,
|t1) - By y—1 | %1 |gq), da offenbar in der Summe alle Sum-
manden v == o4, p; verschwinden. Damit hat man die Identitit

M (s Mg [ ey — [ (o) =
<9> (’ n(’l n+i+h pl) )
= (=t PYoR L,

i=1 h=1

die ich einer bereits erwihnten Bemerkung von Herrn Her-
lotz entnehme.

8. Fiir beliebiges!® s behaupten wir:

® Vgl. beziiglich P, Q) Anm. 8.

10 I'm folgenden werde s > 1 angenommen; fiir s = 1 geht (10) in (9) ber,
wenné, ve 4 = 4 im Einklang mit (11) gleich 1 gesetzt wird.
Beziiglich der Notwendigkeit, auBler s = 1 auch s > 11in Betracht zu ziehen,

sel folgendes bemerkt: Aus dem Bestehen von Gleichungen (7) fiir die
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Satz (A*). Die Relationen (7) sind erfiillt, wenn wir

n
+ith N7 ; 3
(10) A= b P O
Vise..s V1 =1
setzen, wobei die Zahlenkoeffizienten 4, , _, folgendermafien

. . . . n
bestimmt seien: ecs sei & = o nur fiir solche v; v

VieooVe g = s—1,
welche s —1 verschiedene Zahlen aus den Zahlen ay, . . ., o, pq, .. .,

o, darstellen; und zwar sei

e I

gy i s 4

¢l (s—t—1)!
s!

(II) é"l-..l’s_l X)

¥

wenn sich unter den Zahlen vy, ..., v,_; genau ¢ Zahlen aus
01, -« s 0 also genau s—1 — #Zahlen aus oy, ..., o, befinden.
Die durch (11) definierten Zahlen ¢ lassen sich auch kenn-
zeichnen als Losung des Gleichungssystems

s D=1
(12) £ L (s—8) P =0 (1<t<s—1)
SC(:—I) _ <__I>:—1

dem Fall s = 1 entsprechenden (in Nr. 7 betrachteten) Gréfien A7 folgt natiir-
lich noch nicht das Bestehen derartiger Gleichungen auch fiir die anderen
GréBen A7, die einem s > 1 entsprechen. — Analog sicht man, was den Be-
wels des Proportionalititssatzes (B) anlangt: Wenn man fir die Groen p
und ¢ nur weiB3, daB die fiirs = 1 gebildeten (in Nr. 7 betrachteten) GroBen
AM samtlich null sind, so folgt daraus noch nicht das Verschwinden aller
GroBen A7; das erkennt man etwa im Falle # = 4, / = 2 der gewdhnlichen
Geradenkoordinaten des dreidimensionalen Raumes, wenn man die Matrizen
der x(lf) und die der uf,h) beide gleich 3): ?, 8:8 " wiihlt, sodaB auBer g, und
712 alle # und ¢ verschwinden; dann verschwinden mit Ausnahme der in
Nr. 2 genannten (dem Falle s = 2 zugehorigen) GroBe A7 (. 1 . : 1,2 ‘ 3, 4) =
P1a Gro — Pas 734 2lle anderen Grofen A7, insbesondere alle mit s = 1. —— Ana-
log erkennt man allgemein fiir 72 > 2 (sodal mchr als eine GroBe A vorhanden
ist), daB das Verschwinden einer GroBe A7 nicht aus dem aller ibrigen 47
folgt: Man braucht die 15') und u‘(,h) nur so zu wihlen, daB g; Mgt

s Tuy .. g [ e g = 1, alle ibrigen p und ¢ aber null werden, so
wird 47 ()\1_._)\1_: | p.l._. e —s ! “,...as| p,...0s) = 1, wihrend alle {ibri-
gen A4 null werden.



S =

Proportionalitit der zweierler Geradenkoordinaten 143

9. Wir wollen nun Satz (A*) beweisen. Zunichst sei bemerkt,
daB in der Summe auf der rechten Seite von (10) alle jene Sum-
manden untereinander gleich sind, die sich nur in der Anord-
nung der Indizes vy, ..., v,_; unterscheiden. Wenn wir dem-
entsprechend je (s—1)! untereinander gleiche Summanden zu-
sammenfassen, konnen wir (10) auch schreiben:

L \adiRR N O pli) (k)
1_< I> e € Pwl...vx_lQ cea Ve q?
[»]
die Summe erstreckt Qiber alle voneinander verschiedenen Kom-
binationen vy, ..., v._y von s—1 Zahlen, ausgewihlt aus «,, ...,
o, py,--- P» — hiebei unter 7, wie oben, die Anzahl der unter

ihnen befindlichen Zahlen p verstanden. Setzt man diese Poly-
nome A, in die rechte Seite von (7) ein, so ergibt sich

n ! n—I
7 : 147 ) 7 — 14k h
Tl e L P
[} w=1 i=1 h=1

n
\NT \‘ (
2 O

[v] VS:l

, '
1...4””_1_511...15

ce g e Vs T

Von dieser Sumime ist zu zeigen, dal sie gleich

MOt By s L0 e a P12

n
. . bl .
ist. Da nun von der inneren Summe Y alle jene Summanden
V=1

verschwinden, in denen v, gleich ecinem A, gleich einem u, oder

gleich einer der Zahlen vy, ..., v, ist, so kénnen wir, wenn zur
Abkurzung ])}.)... ;'l—s Ve s (/,Hl...,u”_l___s LRI = 7'1'1... v gCSCtZt
wird, dafiir auch schreiben:
S— N, 0,
(IS> e ¢ l‘l. ..I’S’
()

dic Summe erstreckt Gber alle méglichen Arten, wie man s ver-

schiedene Zahlen vq,...,v, aus oy, ..., &, o1, ... p, auswihlen

oY
und unter ihnen eine als letzte, v, auszeichnen kann (wihrend
es auf die Anordnung der ibrigen nicht ankommt). Die GréBen

7, ., sind von der Anordnung der Indizes vo6llig unabhingig.
ey
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Dieselbe Grofie », , kommt nun in (13) in s Summanden
e

vor, die sich dadurch unterscheiden, daf3 immer wieder ein
anderer Index w als letzter Summationsindex v, ausgezeichnet
ist. Sind nun genau #* der Indizes %y, ..., %, gleich einem p,

-

die ibrigen s—#* gleich einem o und ist 1 = #* < s—1, so

werden sich unter den genannten s Summanden, die 7, ent-
1

.. ¥y
halten, genau #* finden, wo v, gleich cinem p und somit unter
vi...v,_, nur #*—1 Zahlen p sich finden, ¢ also = =1 ist;

und es werden sich genau s—#* solchc Summanden finden, wo

v, gleich einem «, also ¢ = () ist. Im ganzen hat 7, ...», In der
Summe (13) also den Koeffizienten (vgl. (12))
DL 6— %) () =o.
Ist jedoch #* = o, sind also die Indizes %, . . ., %, lauter Zahlen a,
so ist fir alle s Summanden, die 7, b =Fa =a, enthalten,
1 1

D = () — I, thre Summe also gleich 7, Ist schlieBlich
. .

1 ..(IS'
t* = s, sind die Indizes %4, . . ., %, also lauter Zahlen p, so ist fiir
_I\S—‘l
(—o "
s
ihre Summe also gleich (— 1)~ "7, . Sonach hat dic Summe
£ 5

S aus (13) den Wert

enthalten, ¢® = (= D=

alle s Summanden, die 7, "
0.0

- _1 -
527“1“.":+(—-I>S ’91...0

-5

und das ist gleich der GroBe A aus (6), was zu beweisen war.

10. Bekanntlich gilt auch die Umkehrung von Satz (B), welche
lautet:

Satz (C). Erfillen die aus den %, 2" gemaB (2), (3) ge-
bildeten Groéfen p und ¢ alle Gleichungen M = o (wo 3/ durch
(6) erklart ist), und sind weder alle » noch alle ¢ null, dann be-

stehen simtliche Gleichungen (8).

Der Vollstandigkeit wegen sei auch hiefiir der Beweis beigefiigt.
Hiezu sei vorweg bemerkt: Wihrend, wie wir geschen haben,
die GroBen M dem aus allen Z;, erzeugten Polynomideal ange-
héren, gehért fiir 2 = 2 kein Z;, dem aus den Polynomen M
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erzeugten Ideal anl!; denn daB ein Z,, (oder ecine Potenz da-
von) nicht als cine lineare Verbindung % B A/ der M mit Poly-
nomen £ als Koeffizienten darstellbar ist, erhellt schon daraus,
dal} (fir 2 > 2) es mindestens einen Punkt oder mindestens cine
Ebene gibt, sodall die Koordinaten dieses Punktes, bzw. dieser
Ebene nicht in Z;, vorkommen, wohl aber linear homogen in
jedem 7. Tatsidchlich gibt es ja fir # > 2 auch immer Wert-
systeme der 29 2 fir welche nicht alle L, verschwinden
(sogar solche, wo alle Z;;, == o sind), wohl aber alle 47 (und ent-
weder alle p, oder alle ¢ oder alle p und ¢).

Beweis von Satz (C): Das Wesentliche ist, da8 die (nach Vor-
aussctzung nicht simtlich verschwindenden) GréBen p den
linearen Teilraum /-ter Stufel? X, dessen Punkte in der Ge-
stalt

(14) o= xR P (v=1,...,n)

darstellbar sind, eindeutig bestimmen; denn die Darstellbar-
keit eines Punktes (x) in der Gestalt (14) ist gleichbedeutend da-

mit, daB die Matrix A = «,..., 29, z,| v=1,..., » den gleichen

)
Rang / hat, wie (nach Voraussetzung) die Matrix || x,,. .., 2% ||;

das Nullsetzen aller (/+1)-reihigen Determinanten von A liefert
aber ein Gleichungssystem I' fiir dic x,, dessen Koeffizienten
nur durch die GréBen p bestimmt sind*. Analog kenn-

1 Aus dem Hilbert'schen Nullstellensatz (vgl. Anm. 5) bzw. dem aus
ihm unmittelbar folgenden Korollar:

, Wenn an allen Stellen (= Wertsystemen der betrachteten unabhingigen
Variablen), wo das Polynom # nicht null ist und die Polynome 7, 7,
verschwinden, stets auch das Polynom G verschwindet, dann ist G A oder
cine Potenz (G 77)* in der Gestalt 2 4, 7, mit Polynomen A4, darstellbar*
1iBt sich jedoch schlieBen (wenn Satz C bereits anderweitig als bewiesen an-
genommen wird), daf} fir jedes g und jedes ¢, wie man es aus der Gesamtheit
aller # bzw. ¢ auswiihlen mag, p ¢ Z;;, oder eine Potenz davon dem aus den
Polynomen A/ erzeugten Polynomideal angehért. Doch wird der Aufsuchung
entsprechender Darstellungen der p ¢ L;p durch die A7 hier nicht weiter
nachgegangen.

12, Stufe’ im Sinne GraBmann’s (vgl. E. Study, Geometrie der Dy-
namen, (1903) p. 310) = Anzahl der (durch keine Relation verbundenen)
homogenen Koordinaten.

'3 DaB I' ein Losungssystem in den a, vom Rang / hat, ist dabei schon
klar; auf zwischen den g bestehende Relationen (wie gy, Aoy - A15 Aas + Pra
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zeichnen die (nach Voraussetzung nicht simtlich verschwin-
denden) GréBen ¢ den linearen Ebenenraum (—/)-ter Stufe
UP=" dessen Ebenen durch

u, = 1,4 .. 4D B0

v

gegeben sind. Nun kann man aber den zu XY zugehérigen

Ebenenraum "% bilden, dessen Ebenen wit .. :7'2” durch
7
das Gleichungssystem Y 2% 7 = o bestimmt sind; berechnet

r=1
man aus #—/ unabhingigen Ebenen von U~ die zugehérigen

GréBen ¢, ., . so sind sie den zu X gchérigen Gréfen
T

Py ...y, (in geeigneter Reihenfolge) proportional und da ihnen,
wegen der Gleichungen A7 = o auch die Gréflen ¢, T

proportional sind, so sind die ¢, yund g, einander
. W

1
proportional, UW=D und T" 9 fallen also zusammen, d. h. es

gelten die Gleichungen (8).

:
Yn—

§ 3. Geradenkoordinaten des dreidimensionalen Raumes.

11. Im besonderen Fall 2 = 4, / = 2 der Geradenkoordinaten
des dreidimensionalen projektiven Raumes sehen die in Nr. 7
und 8 gegebenen Identititen, aus denen die Proportionalitiit der
beiden Arten von Geradenkoordinaten geschlossen werden kann,
so aus (wobel wir fir s =1 den Fall 3, =1, p; = 2, oy =3,
pr = 4 und fir s =2 den Fall oy =1, oy =2, g1 = 3, g2 = 4
herausgreifen):

4 4
. 1’ rr \7 ’ r 1’ ’ \Y ’ 1
(15) P393t 21 Goa =X Uy oy X,U, Xy Uy o, XU, —
v=1 r=1
4 4

1 1t \7 r? 7 ! ’ \Y (24 17
—xyu, 2ox, u,fx U, Jox, u,,

v=1 ve=1

Pa3 = 0 bel den Geradenkoordinaten des x;: ay: 25 2, Raumes) braucht
also gar nicht zuriickgegriffen zu werden, um zu schen, daf3 die aus den g
gebildete Koeffizientenmatrix von 1" den Rang »#—/ hat.
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2 4
I Y g N o il '
(16) 212 712_—ﬁ34 934:2(—)/ Xy Uy — i Xy %@)z Xy Uy —
a=1 0=3

I 2 4 4
) NT NT NT e
ne 2 (4'—r Yo Mg ™ i x_; %g e v
a=1 0=3 y=1

wozu alle durch Permutationen der Indizes 1, 2, 3, 4 sich er-
gebenden Formeln hinzutreten; man bestiatigt die Richtigkeit
dieser Formeln leicht direkt (wobei man bei der zweiten Formel

4 2
DA M gleich M o2® 0 4 > ) 202 setzt).

" {l

jede Summe
=1 a=1 0=3
12. Schon in diesem Falle # = 4, / = 2 kann man sehen, dal}
die Polynome A,-,l, mit denen auf den rechten Seiten die Sum-
men L;, — 2 202" multipliziert sind, nicht nur auf eine ein-
zige Weise gewdhlt werden kénnen. Es gelten nimlich fiir be-
liebige Werte von @ und 4 dic Gleichungen:

(17) P13 723+ P14 G2a = (x” Z{;’ ‘1'—61/:22) Ly —]—(—x;' ”; +bLyy) Lyp+
+(— "” 7’ ~—bLyg) Loy (""; ”;"—“Ln) Lo,

<18> 2 4
P12712—/’34734:(,l Xy Uy ‘Lfllzo) 11+( ﬂf "u +5L21) 2
a=1 =3

. 2 4
'5‘(_“;_\.75“;7‘;’—5[112)L21+(““ 4 ; il fan) Los.
a=1 =3

In der ersten dieser Formeln4 erhilt man fiir a =0, 6 =0
die einfachste durch (15) gegebene Darstellung; in der zweiten

4 Wenn man, wie naturgemiB, nur solche Darstellungen aufsucht, bei
- - . . . - 24
denen der Koeffizient Ay, von Ly, eine sowohl in den x) wie in den )
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fihrt ¢ = ——;, 6 =.——; auf (16), dochsind hier die Formeln, die

sich ergeben, wenn ¢ und ebenso 4 gleich cinem der Werte o
oder — 1 gesetzt wird, noch knapper?!®.

lineare Form ist, analog Ay, in den 2}/ und #), 4, in den x,, und u}/, A,,
in den x, und #,, dann geben (17) und (18) die allgemeinste Darstellung
2 Ay, Ly fiir die linken Seiten, wie sich unter Zugrundelegung des all-
gemeinen Ansatzes mit unbestimmten Koeffizienten feststellen Iast.

15 In diesem letzteren Falle bckommen die auftretenden 4, simtlich ganz-
zahlige Koeffizienten, was die Vermutung stiitzen kénnte, dafl die in Anm. 3
erwihnte Frage zu bejahen sel.



