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Uber das Problem der mehrfachen Kommensurabilititen
im Sonnensystem.

Von A. Wilkens.

Vorgetragen in der Sitzung vom 4. Februar 1933.

Geniherte niedrigzahlige Kommensurabilititen der mittleren
Bewegungen bei zwei groen Planeten z. B. Jupiter und Saturn,
oder bei cinem. groBen Plancten und einem Planetoiden oder
endlich bei zwei Satelliten der groflen Planeten wie Jupiter und
Saturn sind wohlbekannte und schwierige Fille der Mechanik
des Himmels, die bis heute fir gréBere Zeitrdume im Hinblick
auf Stabilitits- und kosmogonische Fragen ungeldst geblieben
sind. Das einzige bisher bekannte Beispiel einer bei mehr als
zwei Korpern stattfindenden Kommensurabilitit ist der Fall der
drei inneren der vier klassischen Monde des Jupiter, der einen
der reinsten und schonsten Typen fir eine periodische Loésung
darstellt; erst ganz neuerdings nach der Entdeckung des groflen
Planeten Pluto hat sich gezeigt, dal3 die drei groBen Planeten
Uranus, Neptun und Pluto durch eine auflerordentlich bemer-
kenswerte niedrigzahlige Kommensurabilitit der mittleren Be-
wegungen ancinander gebunden sind, indem (s. meinen Artikel
hiertiber in den Astr. Nachr. Bd. 240, Nr. 5741 und Sitzungsber.
der Bayer. Akademie der Wissenschaften vom 10. Januar 1931)
' in =1 ; : i bzw.n =22 =3»",alson—4n" -+ 32" =o.

2
Diesobestehenden mehrfachen und niedrigzahligen Kommensura-

bilitaten fithren wie die einfachen Kommensurabilititen zu einer
schr schwierigen Darstellung der Bewegungstheorie, weil sie, wenn
auch erst in der 2. Ordnung der Massen, zu kritischen Ungleich-
heiten fiihren, falls iberhaupt eine Anordnung nach Potenzen der
Massen zuléssig ist; bei den Jupitermonden und der Plutogruppe
kommtaber noch entscheidend und erschwerend hinzu, daB3 infolge
der niedrigzahligen Kommensurabilitit zwischen bereits zweien
der drei kritischen Massen schon bei der 1. Ordnung der Massen

grundsitzliche Schwierigkeiten bei der Integration bestehen,
Miinchen Ak, Sb, 1933, 1
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indem bei den Jupitermonden die Differenz 7 — 272" == 2’ — 25"’

== und ebenso bei der Plutogruppe n—2’ und 2#’— 32"/
kleine GroéBen sind, so daB3 also infolge der kleinen Divisoren
fiir die einfache wie fiir die mehrfache Kommensurabilitit, ins-
besondere bei der Plutogruppe, schwere Kalamititen fiir die In-
tegration vorliegen. Vom Standpunkt der Mechanik des Himmels
wie auch von kosmogonischem Gesichtspunkt aus, speziell mit
Riicksicht auf die Frage nach einer etwaigen Analogie der kos-
mogonischen Entwickelung der Satelliten der groBen Planeten
und der groBen Planeten selbst, ist es von Interesse zu wissen,
ob auBer der dreifachen Kommensurabilitit bei den Jupiter-
monden und der Plutogruppe noch weitere den Jupitermonden
analoge bzw. weitere Fille mehrfacher Kommensurabilitit im
Sonnensystem existieren, insbesondere zwischen zweien der gro-
Ben Planeten und einem Planetoiden, die einen so groflen Spiel-
raum in bezug auf die mittleren Bewegungen bieten, dall wert-
volle und bemerkenswerte Fille mehrfacher Kommensurabilitit
von vorneweg moglich erscheinen. Da die Jupitermonde das her-
vorragendste Beispiel der praktischen Existenz einer mehrfachen
periodischen Losung sind, bedeutet die anzuschneidende Frage
die Suche nach analogen periodischen Losungen des Vierkorper-
problems unter den Planeten des Sonnensystems.

Als erste Frage crgibt sich dementsprechend, ob die zunichst
fiir die Jupitermonde giiltige Relation (1) NV =#n--3#" 4 21" =o0
in direkt tbertragener Form genihert oder strenge in bezug
auf das aus einem Planetoiden, Jupiter und Saturn bestehende
Triplett praktisch erftllt ist, wobei in diesem wie in analogen
Fallen fiir die spétere theoretische Bearbeitung entscheidend ist,
ob die aus (1) folgende Relation n—2n' == n'—2#"" == m einc
nicht kleine GréBe ist, da, wie oben gezeigt, der Fall eines kleinen
Betrages von 2 schon in der 1. Ordnung der Masse zu wesent-
lichen Schwierigkeiten in der Integration fithren wiirde, so daf
wir nur solche Falle bearbeiten kénnen, bet denen erst bei gréf3e-
rem Betrage von m infolge der mehrfachen Kommensurabili-
tat gemal (1) erst in den Gliedern der 2. Ordnung der Masse
Integrationsschwierigkeiten entstehen konnen. Hitten wir in
Anlehnung an die zwischen Jupiter und Saturn bestehende
nahe Kommensurabilitit, wonach #»’:#” = 5:2 ist, denjenigen
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Planeten gesucht, bei dem 2n—5n’ = 2n'—sn”/, also N = 2»
— 71" 4+ 3x'" wire, so wiirden bereits bei der 1. Ordnung der
Masse infolge der Eigenschaften der Stérungsfunktion beim
Argument 2/-—35/" kritische Glieder entstanden sein, wenn sie
auch von dem 3. Grade der Exzentrizititen sind, wihrend im Falle
des Analogons zu den Jupitermonden bei der 1. Ordnung der
Masse keine kritischen Glieder auftreten kénnen, indem die nu-
merische Rechnung fiir die mittlere Bewegung nach (1) ergibt:
w—o2n' = 0 —2n" = 587218, also n = 6567474; da diese Stelle
von dem kritischen, dem doppelten Werte von 7’ entsprechenden
Betrage 508”27 um 58" entfernt ist, so kénnen also in der 1.Ord-
nung der Masse keine kritischen Glieder auftreten. Die stati-
stische Untersuchung des bis heute vorliegenden Materials der
Planetoiden zeigt, daB, worauf ich noch weiter unten zuriick-
kommen muB, innerhalb des Intervalles n,= 6567474 -4 10"
69 Planeten vorhanden sind, so daB sich die Untersuchung des
Analogons der Jupitermonde im Sonnensystem auch praktisch
lohnt, mit dem Ziele, ob bei diesen Planeten wie bei den Jupiter-
monden fiir das der Funktion V nach (1) entsprechende kritische
Argument K = /— 3/ + 2/ in Analogie zur Pendelbewegung
cine Libration oder Rotation besteht, womit fiir kosmogonische
Fragen der erste Fingerzeig gegeben wire. Bei den Jupiter-
monden ist bemerkenswerterweise K = /— 3/ + 2/ = 180°
abgeschen von kurzperiodischen Stérungen; bei der Ubertragung
auf das System cines Planetoiden, Jupiter und Saturn, ist, wie
dic Berechnung von & auf Grund der Statistik der Bahnelemente
der 69 genannten Planetoiden zeigt, das oskulierende X == 180°.
Das Argument K = /— 3/ + 2/ ist, was hier schon hervor-
gehoben werden mag, cine von jedem Lingenanfangspunkt un-
abhingige Grille, da die algebraische Summe der Koeffizienten
von /Z, // und /” in dem Ausdruck fiir X verschwindend ist.
Dienidchste Folgerung aus der letzteren Tatsache des Verschwin-
dens der algebraischen Summe der Koeffizienten der Lingen in
K ist die, daB3 bei der Zerlegung von K in zwei Teile, wie es zur
Ermittelung der das Argument K hauptsichlich in bezug auf
den Grad der Exzentrizitit zusammensetzenden Teilargumente
notwendig ist, jeder Teil von dem gleichen Grade in bezug auf
die Exzentrizititen ist. Wir konnen niimlich das kritische Argument
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K in folgender Art zerlegen (1) in: K =/—/ — (20— 2]"),
(2)in: K =7—01"— @/ —3/Yund 3) in K = 3{( — 1)
~——2 (/—1["). Bezeichnen wir die Teilargumente mit o und B, so
daBl K — «—1f, so erkennt man, dal} in den genannten drei Fillen
der Zerlegung von A sdmtliche o- und B-Glieder fir sich in der
Storungsfunktion vom o. Grade in bezug auf die Exzentrizititen
sind, da die algebraische Summe der Koeffizienten in den Teil-
argumenten o ist. Der Algorithmus, der fiir ein beliebiges Bahn-
element in dessen Differentialgleichung zur Erzeugung von
Gliedern mit dem Argumente A fiithrt, ist dann also der folgende.
Ist ' ein belicbiges Bahnelement, so lautet die entsprechende
Differentialgleichung dieses Elementes nach der Methode der
Variation der Konstanten, wenn wir grade nach den soeben ge-
nannten vier verschiedenen / enthaltenden Argumenten o bzw.
entwickeln, weil sie als vom o. Grade die Hauptglieder fixicren,
folgendermalen:

»

Tl w' Ei(a,e....a ¢ ..)cos(l—1)
L Fyla,e...,a’, e’ .. cos ({—1")
+om’ Fyla,e...,a, e ..)cos 3 ([—1"

b’ Ey(a,e..,d e’ .. cos 2 (I—1"),

wo die Koeffizienten £;, entsprechend dem Argument des tri-
gonometrischen Terms, von den ecingeklammerten Elementen
abhingig sind und wo die vier Argumente /— /', /-— /",
3(/— ) und 2 (/ — /") einerseits die ecinzigen Argumente
o. Grades sind, die bei Kombination zum Argumente A fithren,
wie man leicht tbersieht, und deshalb andererseits teilweise,
wenigstens in bezug auf die Glieder in /— /' und /— /", nu-
merisch zu den groBten Gliedern fihren, weil sic den Anfang
der Fourier-Reihe fiir die Entwickelung der Stérungsfunktion
bilden. Werden nun in £; die Jupiterelemente @/, ¢/, . . . von den
Stérungen durch Saturn, und zwar speziell von denen mit dem
Argumente 2/ — 2/ abhingig gemacht, analog in Z, die a”,
e”’, .. .vonder Jupiterstérung des Argumentes 3/ — 3/”, ebenso
in /£y diec a, ¢, ... von der Saturnstdrung des Argumentes
2 (/— /") und schlieBilich in 72, dic a, ¢, ... von der Jupiter-
storung des Argumentes 3 (/—/"), so fithren die Produkte cos o
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-cosfi=1~ cos (o — ) 4 cos (o 4 ) im ersten Gliede der rech-
2

ten Seite zum Argumente X = /— 3/’ 4 2/” und dic Koeffizien-
ten sind jedesmal von der 2. Ordnung der stérenden Masse.
Wesentlich ist dabei, dal3 diese Koeffizienten in allen 4 Fillen
von dem o. Grade der Exzentrizititen werden, weil die Teilglieder
der genannten Argumente vom o. Grade sind, so daf3 also auch
das gesuchte kritische Glied des Argumentes X vom niedrigst-
moglichen, namlich o. Grade der Exzentrizititen, ist.

Wiirde man in weitergehender Zerlegung K = / — 2/
(l'——20"), also o = /—20"und B = [/ — 2/" setzen, so ent-
sprechen o und 8 gemil den Eigenschaften der Stérungsfunktion

Glieder 1. Grades der Exzentrizitiaten, so dafl die K-Glieder in Y

vom 2. Grade der Exzentrizititen werden, also gegeniiber den
den {ritheren Argumenten entsprechenden Hauptgliedern in
erster Naherung zu vernachlissigen sind. In derselben Weise
sind die weiteren Glieder zu vernachlissigen, bei denen « und p
zu Gliedern 2. und hoheren Grades in den Exzentrizititen fihren.

Verlassen wir vortibergehend den AK-Typ der Jupitermonde,
um im Anschlul} an diesen nach den Typen zu suchen, bei denen
im niedrigsten Grade Exzentrizititen bei niedrigstem Argument
der Fourier-Reihen die maximale Grofle der Koeffizienten ber-
haupt eintritt, so muf dies stattfinden bei dem Typus, bei dem
die Teilargumente o =/-—/ und = //-— /" nur mit dem
cinfachen Vielfachen der Lingen auftreten, so daf also K =
=0 — ('~ 0"y =1[-—2]"4[" unter der Annahme, dal}
den Anfangsgliedern o = /— /" und 8 = // — /"’ der Fourier-
Reihen die absolut gréoBten Koeffizienten entsprechen. Aus der
entsprechenden Bezichung fiir die mittleren Bewegungen, nim-
lich N = -—2x' 4+ #" ergibt sich # = 477”801; unter allen
bisher entdeckten Planetoiden bis Nr. 1223 (KI. Planeten Jhrg.
1933) ist auffallenderweise nicht ein einziger Planet mit diesem
Werte der mittleren Bewegung bzw. nicht einmal im Intervall
# -4- 10" vorhanden, vielleicht als Kriterium flr die an dieser
Stelle stattfindende und stérungstheoretisch bedingte Sorte von
Lésungen. Es moége noch bemerkt werden, dafl K in der Weise
zerlegt werden kann, dal . =7~/ und 8 = 2/ —2/”, d. h.
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in zwel Teile, die beide von dem 0. Grade der Exzentrizititen sind
wie bei der ersten Zerlegung, wobei aber wegen des doppelten
Argumentes =2 (//— /") ein Glied mit absolut kleinerem
Koeffizienten entsteht, entsprechend etwa der Zunahme des
Koeffizienten um einen Grad der Exzentrizitit., Der Typ der
Jupitermonde unterscheidet sich von unserem neuen Typ dadurch,
dall an Stelle von § = /' — /" des neuen Typs bei den Jupiter-
monden das doppelte Argument 3 = 2 (/' — /") tritt, so dal3
beim Jupitertyp der entsprechende Koeffizient von cos 2 (£ — ")
absolut kleiner ist, auch deshalb, weil der gestérte Kérper eine
groBBere mittlere Bewegung # hat, also ndher zur Sonne gelegen

) a a . . -
ist, so dall , = « und ,, = & kleiner als beim neuen Typ ist; dann
a a

sind aber auch beim Jupitertyp die Stérungen 2. Ordnung der
Masse kleiner als beim neuen Typ.

Ganz allgemein folgen die sukzessiven Typen, soweit die den
o und  entsprechenden Stérungsglieder von dem o. Grade der
Exzentrizititen Dbleiben, aus der Relation:

K=:{—1I"—FE{—1),
worin sukzessive £und 7 = 1, 2, 3, . . . zu substituieren sind; die
Fille 7= 1 neben £=1 und 2 sind oben bereits behandelt worden;

die folgende Tabelle 1 gibt zu jedem 7z und £ die zugehorige mitt-
lere Bewegung bis 7 und & = 4.

Tabelle 1.
. ) I 2 3 4
z
1 477’~é 4 656’.’5 | 8351 1013.8
2 388.5 ‘ 477.8 507.1 656.5
3 3587 | 4182 477.8 537.4
4 3438 3885 433.1 477.8

Ist 2 = 7, so entspricht das zugehorige 7 immer dem oben be-
handelten Haupttyp mit 2z = 477”801. Ist ferner £ = 27, so ent-
steht immer wieder der obige Typ der Jupitermonde usw. Je
groBer £ bzw. ¢ werden, desto kleiner werden die Absolutbetrige
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der zugehdrigen Koeffizienten der Fourier-Reihen und um so
kleiner wird der Betrag der Stérungen 2. Ordnung auch bei den
kritischen Gliedern. '

Gegeniiber diesen Hauptfillen, wo die Teilargumente zu Glie-
dern o. Grades der Exzentrizititen fGhren, haben die Fille, wo
o oder B, oder wo « und 8 zu Gliedern 1. oder héheren Grades
fithren, entsprechend geringere Bedeutung bzw. sie entsprechen
bei niederem Grade der Exzentrizititen den obigen Typen der
Tabelle, wo zwar ¢ und B zu Gliedern o. Grades in den Exzentri-
zititen fithren, wo aber £ und 7 weiter von 1 entfernt liegen; wie
schon erwihnt, kann man annehmen, dall dem Anwachsen von
7 oder % um cine Einheit eine Zunahme des Grades der Exzentri-
zititen ebenfalls um cine Einheit entspricht.

Weiter ist es noch von besonderem Interesse zu untersuchen,
ob analog zu Jupiter und Saturn als stérenden Korpern dhnliche
Fille einer mehrfachen Kommensurabilitit in einem System zwi-
schen Mars, Jupiter und einem Planetoiden existieren und be-
achtlich sind. Ist jetzt also 7z die mittlere Bewegung des Mars,
7" die des Planetoiden und 7’/ die des Jupiter, so folgt im Analogie-
falle zu den Jupitermonden aus der Relation 7 — 37’ 4 22" = o,
daB 2" = 828”258. In der Nihe dieser Stelle gibt es eine groBe Zahl
von Planetoiden, diec diesen Spezialwert annehmen, insbesondere
kommen die Planeten Nr. 524, 945 und 971 der kritischen Stelle
bis auf 1”7 nahe. Im kritischsten Falle, wo 2 — 2#’ -+ %' =0
ist, ergibt sich 7y = 1092”824, d. h. ein Fall, wo der Planet
speziell vom Saturn weiter entfernt ist, so dal3 dessen Stérun-
gen weniger in Frage kommen, gar nicht in bezug auf eine
einfache oder mehrfache Kommensurabilitit. Sucht man alle
Planetoiden heraus, deren mittlere Bewegung in die Grenzen
n' = ny - 10" eingeschlossen ist, so ergeben sich 29 Fille, wobeij
in 9 Féllen #'—#y <2”, d. h. bei 15 aller Fille, und auch
innerhalb der Grenzen, wo #»’—#n; <5, ergeben sich 16
Fille, d. h. mechr als die Hilfte aller vorhandenen Fille. Die
Nummern der betreffenden 29 Planetoiden nebst ihren mittleren
Bewegungen sind in der folgenden Tabelle 2 zusammengestellt,
wo allerdings zu beriicksichtigen ist, daB die mittleren Bewegun-
gen oskulierende, keine mittleren sind und noch zu priifen ist, ob

die #q den spiteren Grenzbedingungen 5a) bzw. §b) fiir 7, ge-
6
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nigen. Alle anderen Fille ergeben sich wie bei der Kombination
von Jupiter und Saturn nach denselben Formeln, wobei aber
nur zu beachten ist, daB3 dem Planetoiden die mittlerc Bewegung
2" zukommt.

Tabelle 2.
Plan.-Nr. 7 ” Plan.-Nr. | n

; [
8 | 1086”3 J 802 1087”9
43 1085.0 810 1097.8
228 1086.0 | 819 1088.7
2353 1091.1 ( 836 1094.6
270 1088.6 ! 857 1094.1
281 1096.4 913 1093.0
341 1087.7 \ 1037 1098.5
352 1091.4 | 1055 1087.2
453 1099.8 1088 1086.0
496 1103.4 1133 1099.4
512 1095.4 | 1150 1093.8
707 1102.1 1153 1090.5
736 1085.8 1188 1094.0

782 1102.4
800 1092.7 H

Die Differentialgleichung
des kritischen Argumentes X.

Da fiir den auf das Sonnensystem Ubertragenen Fall der Ju-
pitermonde die kritische Bezichung zwischen den Léngen die
Form hat: K =/7— 3/ 4 2/”, wobei das System Planctoid—
Jupiter—Saturn betrachtet wird, so ist, da /=c¢ + [ndz
wo £ die mittlere Linge der Epoche, die Dijfferentialgleichung
fur K:

. K & dn &L dU
() drt T der g T3 g T gy

wo wir die 2. Ableitungen von // und /”” nicht weiter auf solche

nach ¢’ bzw. ¢’ zu reduzicren brauchen, weil die Jupiter- wie
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Saturnlingen / und /”” bereits von Le Verrier in den Annalen
der Pariser Sternwarte als bekannte Funktionen der Zeit ge-
geben sind, so dafl nur einc zweimalige Differentiation nach der
Zeit erforderlich ist. Setzen wir

drr Al

R:—3a’t2+2a’lz =esin [a- 24+ B,

so erhilt die Gleichung (2) die Form:

2
(4) izi{:csin](+esin[m-l+{ﬂ],

wo das Glied ¢-sin (o -7 4+ ) etwa der groBen Ungleichheit
zwischen Jupiter und Saturn entspricht, um diese zu beriicksich-
tigen, oder einer der wesentlichen langperiodischen Stérungen
2. Ordnung der Masse zwischen Jupiter und Saturn, deren belie-
big viele, auch neben der groBen Ungleichheit, beriicksichtigt
werden kénnen. Wire es gestattet, bei vorausgesetztem kleinem
sin K, wo also X in der Nihe von o oder 180 gelegen wire,
sin K = K oder m— K zu setzen, so wire (4) mit der Gleichung
fur erzwungene Schwingungen identisch und leichtlésbar, sonstist
(4) allgemein die strenge Gleichung mit erzwungener Schwingung,
deren allgemeine Losung durch den inhomogenen Teil sehr er-
schwert wird. Wird ¢ = o angenommen, so wird in diesem homo-
genen Falle

dK

t— 1y — . )
(5) " J VC—2ccos K
so dal3 die Losung fiir X eine Libration ergibt, falls der Absolut-

2¢ . . .
betrag c T hso daBl K zwischen zwei Grenzwerte eingeschlos-

sen bleibt, fixiert durch cos K= 2Cc’ so dall K um o° oder 180°

libriert; ist ¢ <0, so ist, wenn ¢ = -— ¢’ gesetzt wird, wobei ¢/ >0
ist, das Radikal im Integral (5) nur dann reell, wenn:

C+2¢ -cosK o,

- C
so daf} cos K RS und folglich A umo®librieren muB. Iste> o,

6
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so folgt aus C—2¢ - cos K >0, daf} cos & < 2Cc’ also Libration

um 180° stattfindet.

Die zu einem beliebigen Werte von K, gehoérige Grenze der
mittleren Bewegung 7 flir die Bedingung einer Libration folgt
aus der fir r = ¢, geltenden Differentialgleichung nach (5):

(fidf")h _ KOIQ . C‘—Z cos KO’ WO ](0 = ]{‘ ; fOlg].lCh ist
0 fs

-CA = cos Ky il K% oder, daim Librationsfalle | ¢ < 1seinmuf}:
2¢ 2¢ 2¢

‘ .
I .

| Ky*+cos Ky <15 bei ¢ <o, also c =—¢’, wo ¢/> o0, muf} also
2¢

. 1 I 1
sein, entweder oc)écK(')z—cosKoé I, also2 LK< 2 coszzKO, d.h.
= p =

. 1 -
sa) Ky ='ng—3ngt2n’ |2 ¢ coszKO,womxt die obere

und untere Grenze von 7y festgesetzt ist; es ist also an den Grenzen

I :
=30 —2#" -2 ]/5' cosszo; oder es mul} sein
19

K I Lol
B) cos Kg— % < r1,also , K> > —2sin? K|,
2 = 2¢ = 2
was zu einem imaginiren, also unbrauchbaren Grenzwerte fithrt.

Ist ¢c> o0, also K = 180° - L um 18c° librierend, so wird

2

wegen o =-—c¢ sin L fur Z dieselbe Form des Ausdruckes fur

die Grenze von ng bzw. L wie oben im Falle ¢ <o erhalten, es
ist nur ¢’ mit ¢ zu vertauschen, so daf

(sb) Ly = ng—3n'+2n" ngfcos;Lo
bzw., da L, = K, — 180%:
Ly = ng—3n H+24" <2 Vcﬁsin;[(o.
Soll X bzw. L als Funktion der Zeit dargestellt werden, so ist in

. P! L1
(5) zu substituieren: cos K = 1 —2 sin?® ) K und dann sin : K=z,
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so dal3:

7]
(5C>t Ty = ]/C——ZC/VI_ sin2IK

2c—C

/Vwﬂ&w—nfww

=t ds Sm—
_‘/Vh (Bt — )

damit ist scheinbar die Normalform der elliptischen Integrale

falls c <7 o;

erlangt, es ist aber zu beachten, da3 der Modul £2 = 254—67C> I
dal =1 (1— ¢ ) <1, weil ¢ <1 nach Voraussetzung fiir den
£2 2 2¢ 2¢

Fall einer Libration. Ist ¢> o, so gilt auch dann die letzte der
Formeln (5c¢), wobel nur ¢ mit — ¢ zu vertauschen ist und die
Lésung fiir L = K — 180 gultig ist, wihrend die beiden anderen
Formeln unverindert bleiben. Setzen wir in die letzte Form von
. 2c—C .
(5¢) einen neuen Modul £2 = y < I, so entsteht die be-
¢
kannte Normalform, bei der der Modul kleiner als 1 ist, und zu-
erst ¢ =—¢’ <0, also ¢/ > 0 angenommen sci, so daf3 der Faktor
V — ¢ = }/¢ reell ist, wenn wir die lineare Substitution x == £ - z

verwenden, indem alsdann erhalten wird:

dz
Vmetmw=n= [l i

folglich wird dann also nach der Theoric der elliptischen Funktio-

27 V’g . ™ V 3 31» 0
é[(l[l—gsmz u—}— = nzK,1 w4+ ...

nen z=—sin am# —

. 2x Vg . o= -
d folglich x = 4.z == y
und folglich x = 4.2 £, L‘“Q sin 2K, %+ ], wobei die

Periode in bezug auf 7 den Betrag 4 X, in bezug auf # den Betrag

4K . . ' . .
! hat und wobei ty in 2 =}/ —=¢(¢—1¢,) die Integrations-

V—c



82 A. Wilkens

konstante ist, so dafB} auch gesetzt werden kann: 2 = V—c+D
mit D als Integrationskonstante Das clliptische Normalintegral
d=

1. Gattung: K = f v Iy -ist mit demArgumente/é
V(—(—#2) ’

b K; s it dem Modul
epDenso '\\le fV(I. _z><1_,é’2 0) mi em odu

k’? = 1-—4A%den Tafeln der elliptischen Integrale zu entnehmen,
/\1
umdann die in den Reihen auftretende GroBeg=e¢  berechnen
bzw. ebenfalls den Tafeln entnehmen zu kénnen. Liegt der Fall
¢> o vor, also Libration um K = 180% so dal3 K = 180° 4 L
d*L . . . .
und also - == —¢ sin L, so ist also nur ¢ mit — ¢ in allen

dar?
2¢ 4 C
¢

Formeln zu vertauschen, wobei also £ V wird. Da die

Periode P = 4 K, ist, so wird bei £ = o die Periode 27, so dal3 bei
kleinem Betrage von £ die Periode sehr nahe mit der Periode 27w
bei kleiner Schwingung {ibereinstimmt.

Die Integrationskonstanten 7y bzw. 2 in # und C in £ und &
crgeben sich auf Grund der vorgelegt gedachten Werte von £
und 7, fiir den belicbigen Zeitpunkt ¢ = o folgendermafien. Zu-

dK .
erst folgt € aus (a’z‘) = (ng— 31 + 24" = C-—2¢ cos K,

so dal3 damit auch &2 = 224_76 bekannt wird.

Alsdann folgt #; aus:

IK:jfﬁ[]/ggsinzl}( 2% =)
wenn noch K = Ky und #z = 2, gesetzt werden; bcrijcksichtigt
man in 1. Ndherung nur das 1. Glied rechter Hand, so erhilt man
eine 1. Ndherung fir #,, die dann mit Riicksicht auf dic héheren
Glieder differentiell oder durch Versuche interpolatorisch ver-
bessert wird. Die Grofie #, selbst folgt dann mittels

ug=V —c@t—ty)=—V-—c-,

weil =0 war.
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Beschranken wir uns vortibergehend auf kleine Schwingungen,
und zwar um den beliebigen Wert K, so dal3(7a) K = K+ L,
wo L als kleine GréBe vorausgesetzt wird, so erhalten wir mit
Riicksicht auf die erzwungene Schwingung nach (4) die neue
Gleichung:

(7) Zl’kz[gl = (' sin L+ cos L+esin (az40),

wobei ¢/ = ¢ cos Ky und ¢’ = ¢ sin K, so dal}, wenn L? usw.
77

S < . :
gegen L vernachlidssigt und L - o= M gesetzt wird, die neue

Gleichung entsteht:

2
(8) ddfla[ =M+ e-sin (a1 9).

Die Losung dieser Gleichung im Falle der Libration, also bei
¢’ <o, zusammengesetzt aus der allgemeinen Loésung A des
homogenen Teiles: M= A sin (} — ¢ ¢+ B) und der parti-
kuldren Losung der inhomogenen Gleichung: M, = x sin (az+8)
mit x als zu bestimmender Konstanten lautet:

e
] = — 1 3
A My e sin (af + ),
so daf} alsdann
() K=l—3l’—{-21”=1{0+L=—~[{0——i,
L Asin(Y—7 ¢+ B)— ae-i-i' sin (az 4 B),

wobel sich die Konstanten 4 und A aus den fiir # == o giiltigen

d
Werten von X und a{f ergeben mittelst der Gleichungen:

1

. ¢ e .
a) AsinB=", +—, -, sinf
c s
, e dK
by V—~4 cos B=ny—3nyg42ny + , ,cosf - )
os -+ ¢ dt 0
Liegt der Sonderfall ¢/ = — 22 vor, so dal3 der Nenner o2 -+

der partikuliren Losung verschwindet, so ist dic Lésung 4/, in
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das gemischt sdkulare Glied abzudndern: M, = x-#-cos (at + B),

. . e . ..
wo man bei Substitution x = ow erhilt, so daB in diesem Falle
o

17
K=1—3'+ 20" =K,—°, + Asin (az + B)
(10) :
~2az‘cos (ot 4+ B).

Da im Sonnensystem, falls das Zusatzglied in (4): e sin (e z + )
der groBen Ungleichheit zwischen Jupiter und Saturn entspricht,
20
108
aber ¢/ von der Ordnung m’ - m/" = [, m’?, so ist 2 = 400 "%
verschwindend klein gegen ¢/, so daf3 im Sonnensystem der Divisor
o? -+ ¢/ immer == o bleibt und nahe gleich ¢’ ist.

Aus(7)folgt noch, daB3, da die Bedingungen einer Librationin be-
zug auf ¢ und Ky bei kleinem Z an die Bedingung ¢/ = ¢ cos K< 0
gebunden sind:

I .
o = arc (—4,0) = — = —20m'? (m’ = 103), andererseits

(roa)entweder (1): ¢ >o und zugleich go®< K, < 270°
oder (2): ¢< o und zugleich go® > K, > 270% d. h.
auch, wenn bei ¢ Z o zugleich K, = go°
sein muf.

Ableitung der Koeffizienten des kritischen Gliedes.

Zufolge der Differentialgleichung

11 ?IzK — 2721_. dzz’ + 2 dzz”,
(1n) det At S ae dr

. n a3 . . .
ist zundchst 0 als Funktion von K darzustellen, indem die

2. Ableitungen von /” und /”” den Annalen der Pariser Sternwarte
entnommen werden. Da nun /=¢ + [ % -d¢ wo ¢ = mittlere
Linge der Epoche, so folgt:

d¥ d% dn
(r2) a2 = dr T dr
dn d%e .
so dal} zuerst s und dann a2 als Funktion von X darzustellen



Uberdas Problem der mehrfachen Kommensurabilititenim Sonnensystem g

2

ist und dabei der Hauptkoeffizient ¢ in dd;f = ¢-sin K fiir den

von uns behandelten Fall des Analogons zu den Jupitermonden
festzustellen ist. .

Sind a, @', @ die groBen Halbachsen der Bahnen, so lauten
die Differentalgleichungen fiir ¢ und e:

Q’a_ _ 2 519
(13) dt  na 0c¢’
de 2 oQ
(14) B naoa -+ Gliedern,

die von der Exzentrizitit und Bahnneigung abhingen, wobei Q
die Stérungsfunktion fixiert. Aus dem dritten Keplerschen Ge-
setz, wonach @a%? = £2(1 + m) (4% = GauBsche Konstante)
folgt alsdann

dn  30Q
(15) dt —  a?ie’

zur Abtrennung der Glieder 2. Ordnung der Masse mit dem Ar-
gument X sind die schon fixierten Terme der Stérungsfunktion Q
bei der Bewegung unseres Planetoiden zu bericksichtigen:

(16) Q= ! /azm' A0+ I/éQm” A° -+ Dj cos —1

—}—Ddcoqg([—l )+ D1 cos ({—1") 4 Dy cos2 (I-—1""),
wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben, und zwar
unter Benutzung der Entwicklung der St6érungsfunktion im
10. Bande der Annalen der Pariser Sternwarte, wobei die von
den Exzentrizititen und Bahnneigungen abhingigen Glieder
vernachlassigt werden:

(172) D1 = &4’ (Al—;), D{" = kEm" (Zl—;,)

Dy =k’ A3
DY =k’ A?
I4 177 M H = a
wo 72’ und 72" die Jupiter bzw. Saturnmasse, « = ,, & = ,, und
a

die A" die 4* fir das Argument & = , fixieren. Da £% = a®. 22,
a

abgesehen von dem Faktor 1 4+ 72, und die o’ A4! = & bzw.
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" Ai= ', wo die & die nur von « bzw. & abhingigen Laplace-
schen Koeffizienten sind, so wird auch:

(DI = m' n%a%a(bt—0)

b DY = m” n?a% (61— @)
(17b) Dy = w! n%a? a 5
lDQ' = wm" n2a® & B2

Um die Glieder in K = [/ — 3/ - 2" zur expliziten Erschei-
nung zu bringen, ist die Abhingigkeit der folgenden Koeffi-
zienten (18) und ihrer Differentialquotienten nach «, @', a”,
nidmlich:

[Di von 2/ —2]"]
DY wvon 3/ —30"
(18) D; von 2/ —-2/"

Dy von 37 — 3/

J

zu erweisen, indem diese Koeffizienten nach Potenzen der Stérun-

genvon a,a’,a’, Al, usw. zu entwickeln sind ; sind die entsprechen-

den Stérungen Aa, Aa’, Aa”’, so ist: @ —ay, + Aa, @’ = o’y -+ A,

a’ =ay’ +Aa"”, ferner = [y + Al usw. wo aq, a,, @, die Mittel-

werte und /; usw. die ungestérten Lingen sein mogen. Die Po-

tenzentwicklung ist aber bis nach Aufstellung der Differential-
d%c

gleichung fir f;; und 25 aufzuschieben. Die Differentialglei-

chung fur ar erglbt zunichst nach (15) und (16):

dn 31 A 0 ;- ’
(18) pr —_~—42[Dlsm (I —10)+3D5sin3 (I'—1)

+ Di'sin (0" —1) +2.D% sinz2 (I — l)],
wonach abkiirzend gesetzt werde:

I

(19> DL - D 2D,1’ _ D”,fg _D:), — D 2

)42

;' — D,

Um die Glieder 2. Ordnung der Masse in den Produkten (18)
der 2 mit den Sinusgliedern der Lingendifferenzen festzustellen,
ergibt zunichst die Potenzentwicklung der nur von «, 2’ und a”
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abhingenden Koeffizienten D, die schon explizit von der 1. Ord-
nung der stérenden Massen 72’ oder 72" sind, die Reihe:

@ (i (i)
(20) DW= DMt (aD ) Aa - (%, ) Ad 4 (ap )Aa”,
0

o

wobei die von den Exzentrizititen und Neigungen der Bahnen
abhingigen Terme vernachlissigt sind und wo nur der erste Term
Dy® von der 1. Ordnung, alle anderen Glieder in (13) aber von
der 2. Ordnung der Masse sind. Analog ist zu setzen:

|fsm ({10 )=sin (ly—0))+( Al— A )cos (ly—13)
Hsm (I—0""y=sin (ly—10)-+( Al— Al")cos (ly—1
sin 3 (/-—17")=sin 3 (Jy—1y )+ (3AI—3A )Y cos 3 (Ly— - 1y)
ilsmz(l——/”)— sin 2 (/g-——1y) - (2Al—2A ) cos 2 (ly—1y)

so daB alsdann die Produkte auf der rechten Seite von (18) unter

Mitnahme nur der Glieder 2. Ordnung der Massen die Form
erhalten:

(22) D" sin (I—1) =Dy (Al—Al") cos (ly—4y)
+sin (Jp—12p) (OOD,)AQ + (GaD ) Ad ]

D" sin ((—1") =Dy (Al—AI") cos (Ly— 1)

- 1’ - rr
. oD oD
+sin (Z,—12) |- Aa + P Aa"]

D" sin(30—30) = Dy’ (30— 3AL) cos (37,— 32)
+ sin (37, — 3/, )[ D" pgt TP Aa’J

ta
DVsin (2/— 20"y =Dy (2Al—2Al") cos (2[,— 2 /)

I/ DI\ DI\ / r?
+ sin (24y—2/; l 2 AaTvaa,, Aa]

wobei zu beachten war, dall 2 und 2"’ nur von ¢ und &’, aber
D' und D™ nur von @ und a’ abhingig sind.

Zur Gewinnung der in K kritischen Glieder nach (18) und (22)
sind einmal die Ableitungen der D® nach a, a’, @’/ zu bilden
und ferner die Stérungen 1. Ordnung von Aa, Aa’, Aa”, ferner
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von A/, A/, Al in Abhingigkeit von den unter (17¢) genannten
vier Argumenten der trigonometrischen Funktionen, Dabei folgt
zunichst in bezug auf die Differentialquotienten nach a, &’ und
@’ nach (19) und (17b):

a ai = m'n*a (a— 26 + &,1) l
(23a) ’ oD’
a’ P m' n*o (2e— 61— byY)

fiir deren Richtigkeit die Homogenitit der D' von der -3. Ordnung

in 2 und &’ die Kontrolle bietet, indem alsdann:
oD’ on :
a»gl +d 85’7 = — 3D sein muB, also gemil (19) und (17b):
= — 3 m' 7% (6'—«), was auch die Summation der
beiden Gleichungen (23) zu deren Kontrolle richtig ergibt. Ferner

wird:
a BaD — m" 0% (7— 26! + 5,Y)
(23b) S __
v = (2 — BB

wobei die Kontrolle der von (23a) dhnlich ist. Ferner wird in

e

bezug auf D"

~ 11t ]
Jadg :3m’n2a(~—263+b13)l

(23C) EDIII
l ! —— ~3m n?a (53 6,%) ]

wobei auch hier die Kontrolle auf Grund der Homogenitit erfallt
ist, indem sich nach (19) und (17b) ergibt, dal3:

EDI// aD//I

7 o e 11t T ’ 2 3

a - +a g 3D gt 10 b3
Endlich wird in bezug auf D':
oD — —
a P =2 m na(—256%46,%)
da
(23d) oW - -
a’ =2m 22 (6% 5%

aa”
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wobei auch hier die Kontrolle, daB3 in analoger Weise auch hier
die entsprechende Homogenititsbedingung:

v —
a aé)w—%—a” aaD,: =—3DV = —6m'" nab.
a a

erfiilllt sein muf, stimmt.
Weiterhin sind nun die Stérungen 1. Ordnung far Az, Ad/,

Aa”’, AL, AV, Al zu ermitteln. Aus (13) folgt zundchst:

Aa= / 2 o0 dt, so dal} wir erhalten:
J na e

{ Aa =TI cos ({—1I'+ E" cos ({— 1"+ E" cos (3/—31")
+ E%Vcos (2/—1"),

2 2

1’ — 3 DI 11y — B ’

(24) wo £ na(n—n') "’ = , na(n—n') °
2 2

o D// o -~ .I'

na(n—un'") "’ £ (nan—mn"") De

Die Storungen der groBen Halbachsen von Jupiter und Saturn
mit Riicksicht auf die oben fixierten, allein in Betracht zu ziehen-
den Argumente lauten nach Bd. 10 der ,,Annales de l'obser-
vatoire de Paris‘‘:

(25) Ao’ = H" cos(2l'—217") H" = 414371
5 Aall:—_ G//I COS (3 11_3[II> O Gl’l=_2981.120

Die Stérung A/ des Planetoiden folgt mit Riicksicht auf die Be-

zichung:
dl de "de )
dt_dl‘ —f—?l, so dal3: (26> /:‘ 4t dt‘f—./ﬂ-dl(,

oder da s = 7y -+ An, mittels A/ = a{’; dt + /-A n-dt.

Nach doppelter Integration ist dann zuerst nach (18):
(27)

. D o
t/Andt_- —}—3l(n,_n)2sm ('—0H+ o — )

r1rs

12 sing—n+ ' P sin@r—a22
9(7z'-» -n)" sinj3(e — )—}-4(%,,_;)2Sm (2 -—2 )]

—P'sin (' — )+ P sin (I — 1) - P sin 3 (' —1)
+PVsinz (I — 1),

,sin (0 —1)
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wobei

l

3Dl y 3_le P,” 1 D/II 3 .DIV

_ 4 _ ‘ o .
(' —n)? (o —n)*’ 3 (' — ) 4 (1 —n)?

Ferner folgt nach (14) unter Vernachldssigung der Exzentri-
zititen und Neigungen mit Riicksicht auf (19), wonach Di,
= a% D’ usw.:

de 2 0.0 2 8(420’)
(2 —_—— e e ’r_
(28) d o B2 7lcz[ va cos (I'—1)
d (CZ?'D”> p l J <§d2D”l .
3 cos(I"—1) + - ia -cos 3 ({'—1)
¢ (ze*D") L, L 0AY 1o, 0
S cos 2 (/ —l)—}—zfc‘“m 2 —{—Zé“m aa/J’

%;ja’z‘:F' sin({'—20) £ sin (I —1)

sodaB (29): Ae = /
+ £ sin 3 (0 —1)F FVsin2 (I"—1)

2 | oL

Fo=— 2
n (W — n) _a g T2 ’
2 - oD i
"o . Lo D
s n (W' —n) _a da T '
wo rre N
F/!/ — 2 . (LZ aD I DIII
o @ —n)y| da T
gy L 1 8PY L bl
2n(W'—n)y Ca T

und wo die nur von « und & abhingigen Ableitungen a aa’iz(l)untcr
(23) fir die direkte Anwendung gegeben sind und ferner in Ac
der aus den reinen Sikulargliedern in 4° und A° entstechende
sakulare Teil der Form ¢-# zu dem ungestdrten Teil 7+ ¢ hinzu-
gezogen gedacht wird, so daBl die Summe (74 -~ ¢)- 7 der aus den
Beobachtungen folgenden mittleren Bewegung #, - ¢ entspricht.

Mithin ist schlieBlich die gesuchte Liangenstorung:

(30)  Al=L'sin ((—0')4+L"sin ({-—1")+4 L" sin (3/—370)
+LWsin(2/-—2/")
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wo
E 1
L =—F —F : l 2D'] D'
n (n —n) <
"o__ 11 rr_ rr 3 2]
S n(n —n) [ + 20 ] (n"—n)zp
a 117
LIII 1"'// Pl’/ o / [ D D’I,]
on{n'—

71t

(n — n)?

I [ 0D

Voo IIV__ PV __ Dw
! z 2 2n(w’ —mn) P T2 ]

—— 3 v
4(7;”—72)20 J

Weiter ist nach dem 10. Bande der Annalen der Pariser Stern-
warte in bezug auf Jupiter und Saturn fiir die allein in Frage
kommenden Glieder:

Al =M"sin(2/—21") M =-—66"99
14 I 8
\3 ) AZH V/// sm (3[ l//)} \VON// _ _*_ 55 96

Die Substitution der Ausdriicke fiir Aq, Aa’, Aa”’, A/, A/ und Al
in die rechten Seiten von (22) liefert dann bei Auflésung der tri-
gonometrischen Faktoren die gesuchten in sin A multiplizierten
Teile von:

: q o 11
D' sin (I- ~Z’)xsinK[ = DS S
2 2 Ca |
1 . r? . : ) I 17 117 I E'D’, ”"‘
D" sin (1— )—sm]('l ) Dy N —{—2 P e

32 '
( > E\DIII n

rrr - TN __I e 4 I, 5
D" sin3(l—1 )—smK[ . Dy L —{—2 P =Y —
A S -
DY sin (I—71"Y=sink |+ 1Dy 1 P g
)= 2 Oa 1
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so daf3 nunmehr in der fiir d—f giltigen Gleichung (18), umgeformt

d
auf die Koeffizienten D®:

(33) Z:;Z =43 [D' sin ((—0")+D" sin({—1I")+ D" sin3 ({— 1)
+ D% sin 2 (I .z“)]

mittels (32) die Glieder 2. Ordnung der Massen mit dem Argu-
mente A gegeben vorliegen.

2
Es bleibt jetzt noch die Entwickelung von Zz‘: nach den Glie-

. de 2 00
dern in K. Auf Grund der Ausgangsformel 2t nata folgt

die die in Betracht kommenden Argumente enthaltende Dar-

stellung:

(34) i:;: CO+ C cos({—1")+ C" cos ({—1")+ C"" cos 3({—1")
+ CVcos2({—1I"),

so daB, da nach (28) und (29) C°= (? (g, a’, @’") (Jupiter- und

- B 0AY B 040
Saturnstérungen) = —

na 9da  na Oa

oy }

C = F 5 —n=— ; a——EDa +20
- o .

C‘I/ — F// (72/1— n) [ 72Z a ‘aDLZ + 2 DII
(34) — ;
/II_ 11! ’ . 2 I aD 21
C"=3F" (n —n)-——3—n_a P +2D |

CV =2FY (#'—n)=— 7IzA dai +20%

schlieBlich erhalten wird:
(35)

d%s  ¢C° da ?Coda' aCog’a”_ ?C' da’ +8C'a’¢_z' 1)
dit Ca dt ' tded 04 dr Oa dt fa dt cos
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aC/I da aCI’ dall . 'aCI/l da aCIlI dal
+ [“a; Ao 'd;']“’s = +[—a;,zz+ 2 %]'
, oCY da oCv  da’ %
- cos 3 ({—=10) + [aa— . + Fra 4dtﬁ] cos 2 ({—1")

di dl o [0 dr

. , dl dl’
— """ sin 3 ({—17) [3 T ’a’t]

. ” dl  dl”
— C% sinz2 ({—1") [Za’i—‘a’t].

Die ersten 3 Terme rechter Hand scheiden sogleich aus, da die
nur von a, &’ und a’’ abhiingigen C® von der 1. Ordnung der Masse

sind, ebenso also ihre von den Lingen unabhingigen Ableitungen
nach «, ¢’und &/, und da ferner dic Ableitungen s und Z

' ’ dt’ dt dt
cbenfalls von der 1. Ordnung sind, so dal3 deshalb in ihnen keine
Glieder in K auftreten konnen, also auch nicht in dem Produkte
AL und den analogen Ausdriicken in @’ und a”.

da dt
[ dl de’ s’ ]
T +;g' —_
dl  de dt at dt
y — 1 ’ ’
Da@6) =g 7 +ny -+ An

und

a]s 711/ 731/ ysll
= € OO o KA

I + o T An 7 = 7 -—n = .

5y + A’

so treten in den letzten 4 Termen von (35) allgemein die Terme
7o COund ' CWauf, die also fortfallen, weil sie nicht zu X-Gliedern
filhren. Aus allen {ibrigen Termen von (33) kénnen K-Glieder
entstehen, und zwar zunichst aus dem 4. Gliede der rechten Seite
von (33):

oC’' da

(352) da dt

cos ({—17),
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WO o - die Masse 7’ als Faktor hat, so daf3 in Z]f; nur ebenfalls

die Terme 1. Ordnung in m’ bzw. »’/ berticksichtigt zu werden

@
s auftretenden 4 Argumenten /— /7',

[— 70", 3({— 1) und 2 (/— /") gibt aber keine Kombination
mit dem Faktor cos (/ — /) einen Term in X, so daB} (35a) weg-
fallt. Das néchste Glied:

brauchen; von den in

oC' da ,
(35b) t gy 08 U—1)

gibt einen K-Term aus der Kombination des Termes 2//—2 /"

in da’ mit cos (/—/’). Ferner gibt

dt
oC” da ,
(3 5 C> ‘84‘ [l]t COS <Z— / )

keinen K-Term, wohl aber:

acll a]all

(35d) od " s cos ([—1"").
Das nichste Glied

\ oC”” da iy

(335€) cn g 0831

enthidlt ein A-Glied aus der Kombination des Argumentes

2(/—/!")in aa]f; mit cos 3 (/—/’). Das weitere Glied

eC"' da ,
(35f) od dr 9953 (—17)
enthilt kein K-Glied, aber

oCV da "
(352) cu g €082 (I—17")

enthilt ein A-Glied aus der Kombination des Gliedes 3 (/ — /') in
da

s mit cos 2 (/ — /’); schlieBlich enthidlt das Glied
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b oCcv™ da’
(35h) 2" dt
keinen K-Term, so dal3 4 der betrachteten Sorte von Gliedern
verschieden von o und ebenso viele gleich o sind. Die réstlichen

4 Gliederpaare in (35) sind:

. , Ndl Al d(+AD 2Al
(351) C sm(l—l)dt,wod}: - 7°th“_ :no.i_,a?,

cosz({—1")

und wo A/ bzw. —Z»wieder von den 4 Haupt-Argumenten ab-

de
" : N }
hingen, so dal3 das Produkt sin (/ — /') 7 keinen K-Term enthilt.
;. /4
(35k) (' sin U_Z)a’t
gibt ein K-Glied mit Hilfe des Termes vom Argumente 2 7/ —2 /"
dr

dt
17 M 7! dl
(351 C"sin({—17 );ﬁ

enthilt kein K-Glied, weil das Argument / —/” nur mit 3 // — 3 7"

in

. . . dl . . .
ein solches ergibt, das aber in , in der 1. Ordnung nicht auftritt.

at

t’ b rr dl/’
(35m) C"sin(l—1") Jr
gibt ein A-Glied aus dem Term in 3/ —3/” in dé;

71t : ’ dl
(35n) """ sin 3 (Zm-l)dl;

G e . . dl

gibt ein K-Glied mittels 2 (/ — /") in ar
(350) C"siny (I—1) CZ
gibt kein K-Glied.
(35p) CWsinz2 ({—1") Z’Z

gibt ein A-Glied mittels 3 (/ — /) in jl
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(350) Crsina (—1) %
gibt kein K-Glied.

Von den Gliedern rechter Hand in (35) geben also insgesamt
8 Terme einen von sin X abhingenden Anteil. Nach Ausfithrung
der erforderlichen Produktbildungen unter Beriicksichtigung
der oben eingefihrten Bezeichnungen der Koeffizienten der tri-
da di
d’t ..y Jt ..

nach (30): j,—j: 1y + (ng—n'y) L' cos ({—1")

4 (ng—ny) L' cos ({—1") + 3 (ng—mng) 1" cos 3 ({—1')
+ 2 (y—mny ) LV cos2 ([—1")

gonometrischen Glieder in ., unter Beachtung, dal}

ferner nach (31):

‘Z = sy + 2 (nyg—ng) M" cos (20— 27") ]
dl// Y Y o NIII 1;7 B [// i
ar o +3(g—1ny) cos (3 377) J

ferner nach (24) und (23):

Z‘; — (rg—ng) E' sin ({—1) —— (ng— ny) E" sin ({— ')

— 3 (ng—mny) £ sin (30—30)—2 (ny-—ny) EV
- sin(2/—2/")

dtll - 11 ’ 17 M ’ 7

s =—2H" (W —n") sin(2{—27")

_dézi e G’I’ < ’_ s . Z’ ZII)

7 = 3 w—n'")sin(3L —37"),

2e
erhilt man schlieBlich den folgenden Ausdruck fiir Z,, . in Ab-

hiangigkeit von sin K:

dZ - aC/ r ’ rr aC” rrr ’ s
(37) parsdtih—: San [5 ’ H ( — 7 >+2aaur G (72 — 3 )

C/II 3 aCIV
_L It 13% R o _(I/, R 7 -—l— ! y 1! ’ . rt
Fp EY (0 —n") > ta E" (n—u) - CM" (3 —#'")

+ iCIINII (nl_ 7Z,I . 3 CIII LIV <7Z _— 7Z’I) o 3 Cl\' L”, (%——- 7/ZI>]‘
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(4 1/

In (33) enthalten rechter Hand die Glieder jj, Zund a;{t_ ge-
maf (36) noch die Einzelglieder 7, 7’ und #”, die mit den Multi-
plikatoren C niemals Glieder in sin X ergeben, wihrend aber
die Stérung Az in # = ny + An in Verbindung mit den Termen
der rechten Seite von (35) wohl zu solchen Gliedern in sin K fiihrt;
dabei ist aber zu beachten, dal3 die # selbst als von der Ordnung
der storenden Masse zu betrachten sind, weil #’ = 300" sin 17’
=3[, X 107% =3/, Jupitermasse, ferner 7'’ = 120" sin 1" =3/, Ju-
pitermasse, schlieBlich # = 656 sin 17 == 3 Jupitermasse und des-
halb die Stérungen Az gemiB (18) und den Definitionsformeln
(17b) der Koeffizienten von der Ordnung »’-#? also, da # — »’
auch von der Ordnung der stérenden Masse, von der Ordnung
m’+«n = 2. Ordnung der Masse; die Kombination mit den GréBen
1. Ordnung der Masse C® in (35) ergdbe also zu vernachlissi-
gende Grofen 3. Ordnung.

Folglich ist alsdann nach (12) und mittels (33), (32) und (37):

\ d  d*=  dn .
(38) dzz—dtz—}—dt-——c-sm](, wo

3 lzDg M+ ZfZJY"l-F [17" N 1%, G

F AN
+§l__ SD”I() LI\' + C? Elv]

(39)

2 oa
e 1 0DWY
__3[D6\ L/” . ’)7 aa -[l/”
aC’ 4 sc
_E_‘ (72/ —.72/, Eal H// _%_2<7Z 71”) ’\ I/ G//’

C/// v
(n—u'")- i EY (n— ') - OaC B

__%_ (\721__7211) C/ jl]” + 2 <7Z’"—7Z”)C” N//I

=3 (=" )" LY —3 (- ) OV L
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wo ¢ mit dem gleichbezeichneten Koeffizienten (4) identisch ist.
Zur letzten Vervollstindigung der Gleichung (11) bzw. (4) ver-
a’ ay’,
3gp T2 gp
Abhingigkeit von den groen Ungleichheiten zwischen Jupiter
und Saturn, falls gerade deren Einflufl auf die Lésung unter-

sucht wird. Nach den ,,Annales de l'observatoire de Paris‘,
Bd. 12, S. 8 bzw. A. 8 1st:

bleibt jetzt noch die Darstellung von R = —

8/ =+ 1205"96sin (57" —2/0)+13717¢cos (50" —21)
37" =-—20988"95sin (5" —2/)—23"26cos (50" —21),

so daf3:

A’? 4 d’)[ll

R=— 3d¢9+2 , =Ssin(s/"—20)+Ccos(5l"—21l'),

wo lg C==(2.51403—10), und lg S = (4,56148-—10).

Um schlieBlich fiir R die in (8) benutzte Form R = ¢ «sin (x4 {)
zu erhalten, sind, wenn §/”—2 /"= ot -+ v gesetzt wird, indem
o= s§n’—2n" =+ 47019 und v=735 /) -—2/, aus den zur Zeit
#=o giiltigen Anfangswerten besteht, die Groflen ¢ und £ zu be-

{esm{i 551ny—}—€cosy}
rechnen aus:

ecosf=Scosy—Csinvy

Die weitere Integration erfolgt dann nach den schon oben ge-
gebenen Methoden.

In bezug auf die Anwendung auf die Planeten des Sonnen-
systems ist es nun von Interesse zu sehen, ob periodische Losun-
gen cxistieren, ob also die Bedingungen (10 a) unter der Grund-
voraussetzung, dall ¢ <o sein muf, erfillt sind oder ob die
Lésung von vorneweg dem Typ der rotierenden Pendelbewegung
entsprechen. Die folgende Tabelle enthilt alle zwischen 2 =
636”474 +- 10”7 vorhandenen Planctoiden, 69 an Zahl, ihre
mittlere Bewegung #,, ferner Ly = M, -+ & -+ und endlich
Ky=1y—31ly+2 1) =[,—49" (=0 entsprechend 1925.0).
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;lzmet
NT.

48
49

~

95
100
133
137
159

[SENT)
- O
-

8]
—
(8]

653.7
646.2
6350.9
668.2
645.9
€66.2
656.0
643.0
647.0
660.1
646.4
606.0
0659.3
661.7
651.9
654.4
062.4
666.2
663.0
660.2
654.1
654.1

213
220
203
166

192
228

34
126

255

103
202
153

03
152
164
171
154
117

39
354

95

31
114
169
198
320

34
204
121
240
194
300

L N

o0t ~T
% ds 4=

Planet
Nr.

|

1

L,

Gx;*w__6543{—L 1509

621
634
663
671
676
081
704
718
740
746
774

784

791
867
885
893
804
936
964
972
981
082
9906
1040
1041
1043
1049
1081
1113
1114
1115
1146

1200 |

0643.1
665.7
0662.3
652.2
663.0
048.2
663.6
659.7
664.0
648.4
665.8
646.8
645.5
6060.6
651.2
663.0
645.8
647.9
663.8
660.6
051.7
656.0
651.8
052.1
662.0
653.6
654.2
651.2
649.4
052.8
647.4
666.0
603.8

178
12
289
4
142
190
258
10y
233
227

83

] 190

258
311
127

101°%
129
323
240
315
93
141
209
120
184
178
34
141
209

©
O b Y~ O
~ = N O W

NN R

IR R
- O =

K,

Gemial der Tabelle befinden sich demnach unter den 69, d. h.
69, aller Plancten

21 Planeten, bei denen [Ky <9o® (14 der 69 Planeten)

48 Plancten, bei denen | Kyl>00® (2/, der 6o Planeten)
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Zugleich ist bei 29 Planeten: > 656”47, unter ihnen 8, wo
Ky <90%und 21, wo | Ky > 90°.
Analog ist bei 40 Planeten: 7 < 656747, unter ihnen 13, wo
Ko <90° und 27, wo |Ky|> 90°.

Folglich ist der Fall Ky > 9o mit 48 Fillen auf beide Unter-
falle nz 65647 ziemlich gleichmiBig verteilt, wihrend der Fall

| K | <00® mit 21 Fillen ungleichmiBig verteilt erscheint, indem
nur 8 Fille bei 2 > 656”47, aber 13 Fille bei # < 636747 statt-
finden.

Die Entscheidung, welche Fille einer periodischen Losung ent-
sprechen, ist nach fritherem noch von dem Vorzeichen von ¢ in
¢’ = ¢+ cos Ky abhiingig; welches aber auch das Vorzeichen von
¢ sein moge, immer gibt es, auch in der Natur in bezug auf die
K-Werte, ein Gebiet, wo Libration, und ein Gebiet, wo X sich,
abgesehen von kurzperiodischen Schwankungen, wie das stindig
rotierende Pendel verhilt. Es verbleibt im Einzelfalle zur Tren-
nung der beobachteten Planetengruppen die numerische Be-
rechnung von ¢ und der Bedingungen (5a) bzw. (5b) nach der
Formel (39).

Will man mit Ricksicht auf die groBen Ungleichheiten zwi-
schen Jupiter und Saturn und ohne L in K=K+ Z als eine kleine
GroBe zu betrachten, die strenge Integration der Gleichungen (4)
bzw. (7) durchfihren, so bleibt als einfachster Weg, wenn er
allerdings auch mit langeren numerischen Rechnungen verbun-
den bleibt, der der mechanischen Quadratur; man erhilt durch
doppelte Quadratur nach (7):

= [[[c sin L+ ¢ cos L +esin(at+ B)](d2)?;

um strenge Anfangswerte im Gaulschen Differenzenschema der
numerischen Integration zu erhalten, ist zwecks Substitution in
die rechte Seite der letzten Gleichung nach Taylors Satz zu setzen:

dL 2L 1 (2P
L= L—}—z‘( )+ t(dx)J“ t3(dt3)+,..

wo Lg=(Anfangswert fiir #=0)=o0 und ebenso

Rl

(fi[;) =1g— 3129 -+ 2729, fcrner:(df;) = sin Ly ¢" cos L,
0
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-+ ¢sin f=¢" 4 ¢sin § und wo die héheren Ableitungen von Z
durch Differentation von (7) erhalten werden, so daf3 die An-
fangswerte der summierten Reihen des Differenzenschemas mit
beliebiger Genauigkeit erhalten werden kénnen und der Fort-
setzung mittels numerischer Integration in der tiblichen Artkeine
Schwierigkeiten mehr im Wege stehen.



