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Uber mehrfach transzendente Erweiterungen
des natiirlichen Rationalititsbereichs.

Von Oskar Perron,
Vorgetragen in der Sitzung am 7. Mai 1932.

§ 1. Die Aufgabe.

Dal3 es transzendente Zahlen gibt, folgt nach Cantor aus der
Abzihlbarkeit der Menge der algebraischen Zahlen; etwas ganz
anderes ist es aber, wenn man verlangt, transzendente Zahlen
wirklich anzugeben, eine Aufgabe, die bekanntlich Liou-
ville zuerst gelést hat.?

Ebenso leicht kann man mengentheoretisch die Existenz einer
Folge von Zahlen Z;, £, ... nachweisen, die so beschaffen ist,
daB fiir jedes » der Kérper & (¢4, ... ,%,) eine »-fach transzen-
dente Erweiterung des natiirlichen Rationalititsbereiches & (1)
ist, d. h., daf} keine algebraische Bezichung

v
(1) 2 A g Bk
mit rationalen Koeffizienten Ay 4, die nicht simtlich ver-
schwinden, besteht. Denn jedenfalls gibt es eine transzendente
Zahl £;. Nehmen wir an, wir hitten schon die Existenz von

(- 1) Zahlen Z,, ..., Z; erkannt, fiir welche keine Relation der
Form (1) besteht, so bilden die Zahlen des Korpers (&, . . ., &)

eine abzidhlbare Menge. Die algebraischen Gleichungen mit
Koceffizienten aus diesem Korper bilden also ebenfalls eine ab-
zihlbare Menge, folglich bilden auch die Wurzeln dieser Glei-
chungen eine abzihlbare Menge. Es gibt daher Zahlen, die
nicht Wurzeln einer derartigen Gleichung sind; jede solche Zahl
Iillt sich fiir £, verwenden.

Etwas ganz anderes ist es wieder, eine Folge der verlangten
Art wirklich anzugeben. Schon zwischen zwei Liouville-

! J. Liouville, Sur des classes tres-étendues de quantités dont la valeur
n'est ni algébrique, ni méme réductible 2 des irrationelles algébriques. Journal
de mathématiques pures et appliquées 16 (1851).
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schen Zahlen kann sehr wohl eine algebraische Gleichung mit
rationalen Koeffizienten bestehen, so dall auch das Liouvillesche
Verfahren hier zunichst versagt. Dagegen ergeben sich Folgen
der verlangten Art leicht aus dem Lindemannschen Satz. Sei
nimlich o4, «,, ... eine Folge algebraischer Zahlen, zwischen
denen keine Beziehung der Form
’

(2) N la, =o0

v=1
mit rationalen nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten /,

besteht, etwa a, = Vﬁ_,., wo p die V¢ Primzahl ist. Dann bilden
die Zahlen

21 = ealr E‘T = ea:’ e
eine Folge der verlangten Art. Denn eine algebraische Bezichung
der Form (1) geht iiber in

\T 4

¢ /1‘/.1 —:— —'r /1"47‘
—_ Al

:O,

und da hier die Exponenten von ¢ wegen der Nichtexistenz einer
Bezichung der Form (z2) lauter verschiedene algebraische Zahlen
sind, miissen nach dem Lindemannschen Satz alle Koeffizienten

A, ;. verschwinden.!
Leerl

Obwoh! man hiernach in mannigfacher Weise solche IFolgen
£, &a . .. bilden kann, so sind doch alle £, immer aus cin und
derselben abzihlbaren Zahlenmenge entnommen, nidmlich aus
der Menge der Zahlen mit algebraischen Logarithmen. s fragt
sich, ob man nicht umfangreichere Mengen fiir die £, zur Ver-
fligung stellen kann. Das ist in der Tat moglich; wir werden
durch geeigneten Ausbau des Liouvilleschen Verfahrens fol-
gendes beweisen:

Satz 1. Man kann in mannigfacher Weise eine Fol-
ge von Zahlenmengen Ay, M, ... die simtlich die
Miachtigkeit des Kontinuums haben, wirklich an-
geben, von der Art, dal, wenn &, irgendeine Zahl
aus 1/, bedeutet, fir jedes 7 der Korper t (%4, ..., %)
stets eine 7-fach transzendente Erweiterung von
St (1) ist.

1T, Lindemann, Uber die Zahl =. Mathemat. Annalen 20 (1882).
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§ 2. Verallgemeinerung des Liouvilleschen Satzes.

Satz 2. Wenn die » reellen Zahlen &,,... & einer
Gleichung nten Grades der Form (1) gentiigen, so daB
in jedem Glied /; +/y ...+ /4 < n ist, und wenn ¢
eine hinreichend kleine (von £;,...,&, und zabhingige)
positive Zahl bedeutet, so gibt es kein System von
# -1 ganzen rationalen Zahlen ¢ (>0), p4, ... pr fur
welche die » Ungleichungen gelten:

Z pli/f

o < ‘gl—q‘ﬁ\yn,
| | n
P o c| o-1
o <" :,1,—‘75 e E,_l—&—‘ (e=2,3,..., 7).

| gl ~g"|* g

I

Beweis. Wir nechmen an, es sei doch ein solches System ¢,
P1 - .- pr vorhanden, und definieren dann » Zahlen 84, ..., Br
durch die Formeln

E:.‘— = b (P:I:Z) 77>
71 (2
Setzen wir dann
> p») 1 8:}
(3) Co==" "
7 (2g)%
so ist also 8, = - 1. Fiir die (im allgemeinen irrationalen) Ex-

ponenten B, gelten auf Grund der Voraussetzungen die Un-
gleichungen

n n
./’)Q\iel\l‘g :(2g>':
“Z/ - ¢ P
‘80"‘7131-—1\' gn (29)‘” ( 2
(_2{7/“ o= — L'-_ 2n£' P=2,3 )7>)
also ist, wenn eine Zahl v durch die Formel
( ) (2 — I
(4 \29) = o,
definiert wird:
s) By >n -+,
Po—nPo-1 1+ Y (6=12,3,...7)
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Dabei ist y >0, wenn nur ¢ klein genug (es geniigt ¢ < 2 ");
also sind dann erst recht alle §, positiv, und es ist B, > ,-1.

In der nach Voraussetzung bestehenden Formel (1) diirfen
die rationalen Koeffizienten 4; , mnatiirlich ganzzahlig an-
genommen werden. Schreibt man dann die Gleichung (1)
zur Abkiirzung in der Form

(6> f (aly sty Eﬂ) - O:
so geht sie durch Einsetzen der Gréflen (3) und Anwendung
des Taylorschen Satzes tiber in:

( w1 Catect) (py  pr By, 3
D= M ! ? q (29)71@‘1‘ Al

k. Vi
Mt S ).

=0

/1 Ar

Nun ist, weil alle 3, gleich -4- 1 sind,

Mt
- Ih[f( e ’>(&,...,PI) S 30
ML Ryeeidr 7

= 4 _\7(!1)___([,.)/11 ) (;ﬁ) 11—7\1”_(/),‘) bt By o,
Zl...lr }\1 7\7, qeeelr q q q” ]

wobei die B, . ganze rationale Zahlen sind, die nicht
simtlich verschwinden, weil sonst das Polynom f identisch ver-
schwinden wiurde, also auch alle Koeffizienten All...lr ver-
schwinden wiirden, entgegen der Voraussetzung. Fir die B; ;.
ergibt sich aus ihrer Definitionsformel zunachst die Abschitzung

1= Sl
< V4. PP
e =9 2 (l) (N) va g
0y dr
wobei
Max d; ;. =4
gesetzt ist. Setzt man ferner
Max =G,
fl—l

so folgt aus (3), weil 8, = £ 1, weil ferner 2¢ > 2 > 1 und
weil die Exponenten 3, positiv sind,

];"<G+1,
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so daB sich aus der vorigen Abschitzung weiter ergibt:

® s 20 3 ) @ o it
ldr

wo man fur M etwa die Zahl
ﬂ/:A(”jﬁ<my<G+qy

withlen kann, die jedenfalls von ¢ unabhingig ist. Die Gleichung
(7) lautet jetzt einfach nach Multiplikation mit ¢™:

N _‘. ‘?7~1...).r )
(9) T (ag) bt IeB =0 Nt ).
ST
Nun vergleichen wir zwei fir (A, ..., %) in Betracht kom-
mende Systeme (4, ..., &) und (;', ..., »'). Ist dabei ¢

12

der groBte unter denjenigen Indizes =, fir welche 2/ ==/

ist, und ist etwa 2, > 2/, so ist mit Rucksicht auf (5) fiir

o> 1:

(' Byt 2 Be) =0 Byt N Br) = Bo— (0" Brt e+ Bet)
= Be— 0"+ et )Pt
= Bo—nPot =>n+7,

und fir p = 1:

O’ By o0 B) — (0 By A0 Be) 2 B S

In der Formel (9) sind daher die (im allgemeinen irrationalen)
Exponenten von 2¢ alle voneinander verschieden. Bezeichnet
man sie, der GroBe nach geordnet, mit Zq, . . ., 4s, so ist

(10) R (e ui'd (6=1,2,...,5—1)
und die Formel (g9) geht iiber in

s
Cs

(11) S =o,

o=1 (2?)/[6

wobei die (5 einfach die ganzen Zahlen B, . in gewisser

Reihenfolge sind. Die C; konnen also nicht alle verschwinden
und nach (8) ist

(12) Col <

Mg <M (2¢)™.
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Ist €, die erste von o verschiedene unter den Zahlen Cy, ..., C;,
so folgt aus (11):
8
C, =— N Cf,w
o= o o
6=0+1 \"‘g>

also mit Riicksicht auf (12) und (10) und weil2¢ > 2 > 1 ist:

. oo
i T iy < S Megr e
= FoSs =~ (2g)r T = (2g) (g -1 ~(2g).

o=0+1

Somit ist (2¢)" < 2.4, oder also nach (4)

L < 2M.

2"¢
Wihlt man daher die Zahl ¢ kleiner als —271_:111{», so hat man

einen Widerspruch, wodurch Satz 2 bewiesen ist.

§ 3. Beweis von Satz 1.

Mit Hilfe von Satz 2 lassen sich nun Mengen von der in Satz 1
behaupteten Art auf mannigfache Weise konstruieren. Seien
etwa g, /2 zwei ganze rationale Zahlen, und zwar g — 2, 2 > 2.
A, sei die Menge aller Zahlen der Form

[ev) .
0 Jw
— g("/l)!’

y=1

wobel die j, beliebig aus den Zahlen 1, 2, ..., /4 ausgewihlt seien.
Jede Menge M, hat dann die Michtigkeit 2%, also die Machtig-
keit des Kontinuums. Wir wollen zeigen, dafl die Mengenfolge

My, M,, ... die in Satz 1 behauptete Eigenschaft hat. Sei also
, ¥ _;Ad . ,L& - .ﬂ@

(I 3) :-“_:g‘u! —t_g?.'(‘lu)! EE 53;1:)7 + e

eine Zahl aus 47,. Angenommen, die Zahlen &,, . . ., £, gentigen,

entgegen unserer Behauptung, einer algebraischen Gleichung
mit rationalen Koeffizienten, etwa vom Grad 7. Dann gibt es
eine positive Zahl ¢ von der in Satz 2 angegebenen Eigenschaft.
Ist nun £ irgendeine durch 2, 3,..., # teilbare positive ganze
Zahl, so folgt aus (13):
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P1
+g(lc+1)"

]
g
wobei die p, ganze Zahlen sind und die ¢, den Ungleichungen
geniigen:

/)2 P2
aZ:gm +g("+°)"
. Pr . Pr
&r=" Tg(/wr)!’

1 < q@,< 2k

Setzt man daher

(14) =g,
(& !

(15) ‘ —'—;9)- =155 (p=1,2,...,7),
so ist

I /\al___;)l/ 2/1’

" 7 "

Ir'(/z_o_‘pz/\i/’l’
(16) q"2 g g%

Wenn man die durch 2, 3, ..., » teilbare Zahl £ geniigend grol3
gewihlt hat, ist aber nach (14) und (13)
- 2%
% ¥
Gy >+ 1,
Go— NGae1 72+ 1 (e=2,3,..,7%),
wo ¢ die Zahl aus Satz 2 bedeuten soll. Aus (16) folgt dann
o P12k 2k ¢
SRS = = g“£< gl g
‘a”_ﬁ; ] /
2/ 2/ ¢
o < z < =2,3 y 7
e P e g g €T
|~ q
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Das gleichzeitige Bestehen dieser Ungleichungen wider-
spricht aber dem Satz 2. Die Annahme, daB3 die Zahlen &, ..., &,
einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten ge-

niigen, war also falsch, und damit ist unsere Behauptung be-
wiesen.



