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Uber eine allgemeine Methode der speziellen Stérungs-
theorie mit besonderer Beriicksichtigung

der Jupitergruppe.
Von A. Wilkens.

Vorgelegt in der Sitzung vom 16. Januar 1932.

Im Jahre 1917 habe ich in den Astr. Nachr. Bd. 205 5.145 usw.
eine auf rechtwinklige Koordinaten bezligliche Methode zur Sté-
rungstheorie der ]upiterg‘ruppc entwickelt, deren Kerngedanke
darin besteht, dal die Komponenten der durch Jupiter beding-
ten storenden Krifte, die allgemein von der 1. Ordnung der Ju-
pitermasse klein sind, von einer héheren, der 2. Ordnung, klein
werden, wenn man von ciner ungestorten Bewegung ausgeht,
bei der die Zentralmasse aus der Summe der Sonnen- und Ju-
pitermasse zusammengesctzt ist. Alsdann werden auch die ent-
sprechenden Storungen der rechtwinkligen Koordinaten von
2. Ordnung klein. Hier mdéchte ich nun eine weitere allgemein
auf alle Planctoiden ibertragbare Vercinfachung und Reduk-
tion in Vorschlag bringen und mit den erforderlichen Formeln
belegen.

Nach Transformation auf cinc gednderte Zentralmasse im
Falle der Jupitergruppe sollen zunichst in diesem speziellen Falle
die Koordinaten des Plancten ebenso wic die des Jupiter als
hauptsichlich stérenden Koérpers, indem wir zunichst von der
Anzichung durch die ibrigen grofen Planeten absehen, auf ein
um die zu wihlende z-Achse rotierendes Koordinatensystem, das
sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit 7', der mittleren
Bewegung des Jupiter, dreht, bezogen werden; alsdann sind die
neuen Koordinaten Z, v des Trojaners und die entsprechenden
Koordinaten &', 4 des Jupiter nahe konstant, indem nur die
Exzentrizitit der Bahnen und die Breitenidnderung gegen die
Grundebene kleine Schwankungen um die Mittelwerte der
neuen Koordinaten bedingt. Folglich sind alsdann auch die Kom-
ponenten der stérenden Krifte in bezug auf das bewegliche

o . . . N
Koordinatensystem nahe konstant und dndern sich wie die Ko-
Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. 1932. L. I



2 A. Wilkens

ordinaten nur unter geringen Schwankungen mit der Zeit, wih-
rend sic in cinem festen System mit der Periode des Jupiter-
umlaufes und deshalb im doppelten Betrage der resultierenden
stérenden Kraft verinderlich sind. Die Erzielung einer nahen
Konstanz der Stérungskomponenten hat im Gauflschen Dif-
ferenzenschema der mechanischen Quadratur infolge der Klein-
heit der Differenzen eine wesentliche Beschrinkung der Dif-
ferenzenreihen zur Folge. Dic Stérungen selbst haben dann in-
folge der nahen Konstanz der 2. Ableitungen die Tendenz, we-
sentlich dem Quadrat der Zeit monoton anzuwachsen, wobei die
periodische Anderung im festen Koordinatensystem nach der
Integration erst wieder beim Ubergange vom beweglichen zum
festen System in Erscheinung tritt.

In cinem festen System x, ¥, 7, bezogen auf die Jupiterbahn
als ay-Ebene und mit deren aufsteigendem Knoten auf der
Ekliptik als Richtung der x-Achse, gelten dic Differential-
gleichungen

d*x x L, A —ax A&
(1) prt =— k2 (1 —{—7;z>;3—i—é“m —

4 7
und analog in ¥ und z. lIdentische Hinzufigung von

Eradl v Rl x

o=—" 5 T s rechter Hand ergibt in neuer Form:
‘ d*x _ B2 s L A X
(2) 7 e (1 - w2 - );’3 - 2t X,

wo die Komponente X

’ I I I I

oder auch noch etwas zweckmiQiger:

, N 1 I I
:<x —x) (AB—;’,B) + x(;g‘_rlg))

analog fur ¥ und Z, wo dic 2. Klammer jedes Summanden bei
den Trojanern eine kleine Grofie 1. Ordnung ist, fixiert durch
die der Abweichung vom Librationspunkte, ferner den Exzentri-
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zititen und der gegenseitigen Bahnneigung beider Planecten ent-
sprechende kleine GréBe ¢, so dal3 die Stérungskomponenten
w' X und 7' ¥V von der Ordnung #2'¢ klein sind, 22’2 aber von
der Ordnung 7¢¢?, weil z und ¢ allgemein von der Ordnung ¢
sind.

Statt der Koordinaten x und y werde jetzt in der xy-Ebene
das neuc um den Anfangspunkt gleichmiBig bewegte Bezugs-
system der £ eingefiihrt, so dal} allgemein:

(4 Z== xcosg-+ ysin cp}
1 =—xsing 4+ ycosof

also speziell fir Jupiter:

(5) ¢ = acosg+y sinip} WO
 =-—x"sing 49 cosepf’

©) o =0, 2¢und (),_¢= @,

den Winkel fixicren moge, den der Radiusvektor des Jupiter
im Zeitpunkt / = o mit der a-Achse, also am zweckmiBigsten
mit der Richtung zum aufsteigenden Knoten der Jupiter-
bahn auf der Ekliptik als x-Achse bildet, so dall ¢, die
Linge des Jupiter zur Zeit der Epoche 7 == o, und also die Z-
Achse und der Jupiter-Radiusvektor fir 7 = o zusammenfallen.
Sind dann x4, v, und =, dic ungestorten, x, ¥ und z die gestor-
ten Koordinaten des Trojaners, so bestehen zwischen den Sté-
rungen

(7) X—xg=Ax, v-—y,= Ay, g—2z,= A7z
und den entsprechenden Stérungen
(3) E—5,=A4% v—une=242% {—{;=AC

im £nZ-System unter Verwendung der den Formeln (4) entspre-
chenden Umkehrungen die Beziehungen:

(9) Ax = AL coso—A7sino
Ay =ALsin o - Ancos o
Az = AL,

Die Stérungen Ax, Ay, Az geniigen nun gemiB (2) den bekann-
ten Differentialgleichungen:
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ddj” FEN () + Bl X
(10) d;?y FEN () B! Vb
ddjz N () + B Z
wo die V(x) etc. die Nebenteile
(11) N(x) = ,-_—*3 (gfr—n2)
und analog V() und N(2) fixieren, ferner £2 — A2 (1 - m | ')

und schlieBlich ¢ und f die bekannten noch weiterhin zu trans-
formierenden Koeffizienten sind:

<12>g=7__22[m(x0+ ;Ar) +Ay(y0+ ;Ay) + Az (0 + ;A)]

f=3[ q+69“—31§q+ ]

Indem nun die Gleichungen (10) in solche fiir AE, Ay und
A7 = Az zu transformieren sind, ergeben zunichst die Gleichun-
gen (4) direkt die 2. Ableitungen von A£ und Ay als Funktionen
von Ax und Ay:

%’2A£_d2A:c 05 0 - & dZA'v ; _Za’Ax
drr = ap GOt Ty sine dt

77 sing

A .
+2 I cos o —172Ax cos @ —7/?Ay sin ©

(13) N
1
Vol _ase e s
dj2 = dj ln@ d o COS(P d},‘ 72 COS(P

ddy -, . ) . ,
—2 ‘7;72 sino 4 7/?Ax sing-—#'2A y cos o,
wo die beiden letzten Glieder jeder Gleichung zusammengefal3t
gemil (9) — %A% resp. —' %Ay ergeben und ebenfalls nach (9)
fir die ersten Ableitungen von Ax und Ay zu substituieren ist:

(14) dAx dA% diy) .
—_ - A ¢ Ay
7 Jr Cose— ., sin o — ' [AE sin ¢ 4 Ay cos @]

dAy  dA%
— = ¢ A —A
a2 7 smgo—}— cosp—i—u [AE cos @ 7 sing].
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SchlieBlich sind fiir die 2. Ableitungen von Ax und Ay die Aus-
driicke (10) in (13) zu substituicren. Die sich dabei ergebenden
3 ] | COS . sin cos > sin
Summen -+ NV (x) eoN N(y) cog @ und X A ¥ cos?
werden nach (11) und (3) umgeformt, so dall man erhilt:

= . I i\ ., . I 1
Z=Xcosg-+ YVsing = (A3—7-’3) (EESaE (73—7,3)5

. I I 7 N I I
H:—XSJnga—i-YcosQ:(As__r,s) (f —n) + (7—3_._7/3).,]
(15) .
N(E)=N(x)cos @'+ N(y)sin o = 'y (gf5—4)

0

5 \ . I
N(n) =—N(x)sing 4 N(y)cos¢ = e (gfn—Aw).

Folglich lauten nun die transformierten Differentialgleichungen
(13) fiir AZ und A7 wie folgt:

dPAE N L , dA ,
— i B (gfE — AE) - 20%
2 2 B4 x qfe £) - 2n 7 -7/ 2
AN 2 dAE ,
(16) fdﬂr‘ =k%n' H 4+ P (qfn— An)-—z2a —é’; 4 27 2Aq
dAE A2

d[z éelﬂ, Z + "03 <ch~—AC)y

wo dic 3. Gleichung in Az = AZ die unverinderte Ausgangsform
behalten hat, '

In den beiden ersten Gleichungen von (16) sind die letzten
Glieder #/2AZ und # A7 allgemein von der 3. Ordnung in #Z,

rr

weil 7" = 300”7 sin 17" =

[SSIOR]

I
', da m’ =——, also 7' von der
1000

[. Ordnung der Mafle 2/, und AE und Ay allgemein von der
I. Ordnung in 2 klein sind, bei der Trojanergruppe aber von
noch héhercr Ordnung klein, weil hier AZ und A7 von héherer
als der 1. Ordnung klein ecrhalten werden; da nimlich ¢ das

I

e I
Maf der Kleinheit von _,— ,, resp. von
e

I I . .
o , — 5 hxiert, indem
5

}.3

e dic Abweichung vom Librationspunkte resp. eine Groe von
der Ordnung der Ixzentrizititen und Neigungen bedeutet, so
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sind Z und H nach (15) von der Ordnung =, also 7/ Z und »'H,
die ersten Glieder der rechten Seiten von (16), von der Ordnung
', so dall die aus den Hauptteilen 7:'% und #:'H hervorgehen-
den Storungen AZ und Ay ebenfalls von der Ordnung /¢ sind.
Folglich sind bei der Trojanergruppe die letzten Glieder der Glei-
chungen (16) von der Ordnung 7 %, allgemein sonst nur von der

Ordnung #2'% und dic vorletzten Glieder 7/~ - und 2’ a1 von
dt dt

der Ordnung #2' %, allgemecin sonst von der Ordnung »'% Fer-

ner sind die Nebenteile, also die 2. Glieder der rechten Seite von

(16) von der Ordnung #:"%, indem Ax und Ay in g (12) ebenso

wie AZ und An von der Ordnung #2', und ferner der Koeffizient
12
L3 nach dem 3. Keplerschen Gesetz nahe 72, bei den Trojanern
0
also nahe 7% also von der Ordnung »/? ist. Folglich fixieren
die Glieder #'E und m'H bei der Trojanergruppe die Glieder
niedrigster Ordnung und sind, was aullerdem wesentlich ist,
nahe konstant, weil alle vorkommenden Groflen, abgeschen von
Stérungen und periodischen Anderungen infolge der nicht ver-
schwindenden Exzentrizititen und Bahnneigungen, konstant
sind, wobei die Lingendifferenz fiir lange Zeiten ohne Einfluf3
ist, weil die mittleren Bewegungen des Trojaners und Jupiters
sehr nahe gleich sind, so dall insgesamt, wic cingangs schon
hervorgehoben, das Differenzenschema schnell abbricht. Be-
ginnt man die Rechnung ein zweites Mal unter Beriicksichtigung
der auf #/'Z und »'H folgenden Glieder in (16), so wird die
Anderung der rechten Seiten von (16) nur gering sein, da dice
folgenden Glieder, wie gezeigt, von viel héherer Ordnung klein
sind als das erste Glied; zugleich folgt hieraus, daf3 die Storun-

gen AZ und Az, auch dann wesentlich dem Quadrat der Zeit pro-
e

. . AN -
portional verlaufen werden, da AZ und ”a’t% usw. fir die Epoche

gemilB dem Prinzip der Oskulation verschwinden, so dafy die
Glieder der ersten Potenz von ¢ verschwinden miissen.

Bei Anwendung der Theorie auf andere Plancten als solche
der Trojancrgruppe licgt die Erschwerung naturgemifl in der
Verschiedenheit der mittleren Bewegungen der Plancten gegen
die des Jupiter, so dall man kecin Koordinatensystem zu withlen
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vermag, in bezug auf das dic stérenden Kraftkomponenten
dauernd konstant bleiben; man kann aber cine Verzdgerung in
der Anderung der Kraftkomponenten herbeifithren, indem man
cin oewcghchesI\oordmatensystem konstanter Ratationsgeschwin-
digkeit withlt, so dal} ¢ich die Koordinaten und Kraftkomponen-
ten langsamer als bei einem festen Koordinatensystem andern,
so dall die mechanische Quadratur Gber ein grofleres Zeitinter-
vall ausdehnbar ist. In Strenge ist zu fordern, dafl Z und H sich
fur das zu wihlende Koordinatensystem geringstmoglich 4n-
dern. Denken wir uns Z und H nach Potenzen der Zeit entwik-
kelt, so ist: '
(17) E=EO+f'(da)+.“undH- 0-{—t(dH)—E—...
dt],

Daindem W mkcl zwischen dem festen und dem beweglichen
System ¢ = o, + «' - nur 2 Unbekannte ¢, und ¢’ zu bestim-
men sind, so kénncn nur 2 unabhingige Bedingungsgleichungen
erfiillt werden, wobei zu beachten ist, dall dic & und H an die
Bezichung

(172) E2 L H2 = R?= X241

gebunden sind, wobei die Resultierende R der storenden Krifte

von jedem Koordinatensystem unabhingig ist, und nur von den

gegenseitigen Entfernungen resp. den heliozentrischen Entfer-

nungen und dem Zwischenwinkel an der Sonne abhingt. Dem-

entsprechend ist dann in bezug auf die zeitlichen Anderungen:
d= H dR

- a’
(I7I)> . I - H =R df,
dR

oS cbenfalls von jedem Koordinatensystem unabhingig ist.

Da cs allgemein nicht moglich ist, da3 die Kraftkomponenten
dauernd konstant bleiben, so kann es fiir unseren Zweck nur

—

darauf ankommen, die der Zeit proportionalen Glieder - 7= und

dt
1725 N . s . .
gy n ihrem Absolutbetrage moglichst klein zu machen; beide

Ableitungen ctwa gleichzeitig zum Verschwinden zu bringen,
st nicht moglich, weil wegen der Bezichung (17b) beide
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Ableitungen niemals zugleich o sein kdnnen, auller in den

. dR .
Extremwerten von R, bei denen - - = o ist. Es kann also all-

Vrka

gemein stets nur eine der beiden Ableitungen verschwinden, z. B.

_ SdR
. d= . ., dH ar
moge -, = 0 sein; dann wird | = e und zwar absolut

dat at
ein Minimum, wenn H = R ein absolutes Maximum, also
= = o cin absolutes Minimum gemil der Beziehung zwischen

Z, H und R. Das bewegliche Koordinatensystem ist also so zu

I

dt
den, aus denen die beiden Unbekannten ¢, und ¢’ zu bestim-

wihlen, daB3 dic Bedingungen Z =0 und ( ) = o erflllt wer-
0

men sind. Analog kénnte natiirlich auch H ; = o und ( H) =o0
0

dt
gemacht werden. Mit zunehmender Zeit wird die Glinstigkeit
der Bedingungen natirlich vermindert, so dal alsdann crneut
mit einem ncuen beweglichen Koordinatensystem angefangen
werden miifite. Denn mit zunchmender Zeit macht sich gemif3
(17) in & das Glied in #*, das erste von o verschiedene Glied,
geltend, so dall Z von seinem absoluten Minimalwert o ab zu
steigen beginnt, wihrend deshalb gleichzeitig H gegentiber sei-
nem bisherigen absoluten Maximum absolut kleiner wird; ana-

—_

: d= . _
log beginnt — -von seinem absoluten Minimalwert o ab absolut

dt

=
= . .
~wird aber bei Taylorentwicklung

dt

zu steigen, Das Produkt = -

von der 3. Ordnung in ¢, also klein gegen R - R: so daf3 in

dt
erster Niherung H - a;,}; =R a;f und somit a;ItI gegentber dem
fritheren absoluten Minimum absolut zu wachsen beginnt, ab-
gesehen von der Anderung von R.
Im allgemeinen Falle gentigen X" und V wie auch Z und H
anderen Ausdriicken, als sie im Falle der Trojanergruppe Ver-

wendung fanden. Allgemein ist ndmlich

’

(18) b ..

L
A5 T (siche (1))
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und analog ¥, so dall Z und H mit Ruacksicht auf die Bezichun-
gen (4) und (15) die folgende Form annehmen:

== Xcos<p—{—Ysin<p:fi;9___5
(19) LT
H:—Xsin(p—}—Ycoszp____’] —q

A3 7.’3

Mithin wird, wenn
- , L I I
(20) B =a (8 —&)—pZ gesetzt wird, indem o= apund =

3
dE—8  d¥

dr YV dr
wobel ich von der Differentiation von $ absche, indem ich
von einer Beriicksichtigung der Exzentrizitit und der Bahn-
neigungen abschen will, also bei der vorliegenden Aufgabe
nur die Anderung der Lage der mittleren Planeten in Riicksicht
ziche, was far dic Bestimmung von ¢, und ¢ geniigen dirfte.
Dann ist, wenn

(22) A= 2 L 2 — 2 cos ([ — 1)

g dv . .
(21) = &R e

gesetzt wird, wobel / und /' die mittleren Lingen fixieren:

77’ sin ('— 1)

(23> A54

42 ,
= ('—n) 0y, wo 0t = — 3

dt

Danunin Polarkoordinaten: {'r‘ — 7 sin (—o), 7 =7 sin (/' —q)

so geht (21) in die folgende Bedingungsgleichung iber, wenn
nach der Differentiation die fir # == o geltenden Werte der ver-
dnderlichen Grofien substituiert werden.

dE
At
oy [y sin(ly o) - (/- — ")+ sin (Zg—ey) -(—¢")]

+ Boro’ sin (' — o) - O — ).

Diese Gleichung ist mit der 2. Bedingungsgleichung zu kombi-
nieren:

E=rcos(l~—¢), & =+ cos(/ ~<p)}

(234) = (' — ) ay [+ cos [y —py) —rycos (ly— ®0)]

7o cos (1 —q@g)—rycos(lg—ay)  cos(/y'~—oq) _

(2” b) Sy =
J 0 ASO 7/02

O.
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Diese letztere Gleichung liefert uns nach Zerlegung der trigono-
metrischen Funktionen zunichst ¢, mittels der Bezichung:

I
P [Z:—AI3 [r¢ cosly —rycos o]+ , ,Zcoslo'}
(24) tg 9= ,,, wo 3 ’ ’ b
N | N o= 1 - ain LY . cife] ] I in I
. l N = a9, [70 sinly —rysin/, '——7‘0,25m 0]

Hiernach ergibt sich o, als Funktion nur zweier Argumente,
nach dencen ¢ tabuliert werden kann. Wird nidmlich die Jupiter-
linge /, als Anfangsrichtung der Lingenzihlung gewiihlt und
dementsprechend die Winkelargumente 7/, und /) in den For-
meln um /; vermindert, so crgibt sich vercinfachend:

¢ ’ I
5 [7g —7gcos (y—1y)]— s
@) gl =t T0
/_\300 sin(lo—4)

Da wir von einer Berticksichtigung der Exzentrizititen ab-
sehen, wird # = & und cebenso » = a, ferner A? = g% 4 42—
—2ad cos ([g— 1)) =a'?3% wo 32=1-F K?— 2K cos(/,— 1)
und K = 9/,;, sodal schlieBlich bei Multiplikation von Zihler
und Nenner in (235) mit 332 die definitive Formel entsteht:

— 383 —K cos(ly—1))+1
a Ksin (l,—1)

Hiernach ist oy — /7 = f (8, K, I,— 1)) oder, da § =3 (X,
ly—1y), auch: gy — 1) = f (K, ly—1Iy), so daBl K und /, — Z
als Argumente einer bald erscheinenden Tafel zur Darstellung
von g,—/y dienen. Dabei wird auch 7 neben K als Argument
aufgefihrt, da K = a/a’ und » = £Aa—"l, wiithrend &' cine feste

GroBe ist. Die Tabulierung geht von /,-—/ = o bis 180,
indem bei /7, — /7y > 180% also /y-—1/) = 180 4~ ¢ die Funk-
tion tg (9y-—/4y) nach (27) den entgegengesetzten Wert wie bei
ly—— Iy = 180 — Y annimmt, so dal} ¢, — /) = 9,—= — o, wo o
dem der Tafel zugrunde licgenden Falle ¢ —- 7 beily—- 7, = 180°
entspricht. Die Tabelle gilt also bei 7,— /7, —= 180° |- 4, wic
im Falle 180° — ¢, nur ist im ersteren Falle das Argument

mit 360° — (/y— /) anzusetzen und die der Tabelle entnom-



Uber eine allgemcine Methode der speziellen Stérungstheorie 11

mene Funktion ¢, — /) mit — (94— /y') zu vertauschen. Die
Unbckannte ¢ folgt nach 23a mittels der Formel:
Z
28 o = - wo
(28) =

(29) Z=(n—u') g [ry cos(ly'—1pg) —7q cos (ly—q)]
— g [y 22 sin (Iy'~—— ) + ron sin (lg—0p) |+ Bory 72 sin (Zy'—p)
NV = ag[ry sin (g —@p) — 7 5in (ly—09) ] —Bo7o sin (7y'— o)

. - . o 7"0/ Yo . ’
und wo in Z der Koeffizient o = 3 - A5 SiO (1y— 7)) und
1 c , . :
%y = A Geht das Argument /;— /) = 180°— ¢ iiber in
180" -+ 4, so wechselt «; das Vorzeichen und ¢y — /) geht, wic
bewiesen, iiber in ~— (9, — /'), ferner [y — @4 = [y — 1)) —
— (o) =180 —{—(0,— 1) geht Uber in 180°+ ¢ + (0, —
€os
—1"), sodal} also zu vertauschen ist: /10 —@g)ymit sin (lg—%0)
c . -c .
und ?: (ly—wg)= , s?zj b+ py—4))mit __ s (,/ 20— ),

so dal} im letzteren Falle also keine Anderung eintritt. Folglich
indern Zihler wie Nenner bei der genannten Vertauschung das
Zeichen, so dall ¢ unverdandert bleibt, wenn /7, — /) = 180% —
¢ in 180% - & {bergeht, und man erhilt ¢’ bei /g— /) = 180°
-+ ¥ mittels des Tafelargumentes 7, — /) = 180° — 4, weshalh
sich die beigefiigte Tafel nur von /y— /7y = o bis 180° zu er-
strecken braucht. Zur bequemen numerischen Rechnung wur-
den deshalb die oben gegebenen Substitutionen vorgenommen,
nach deren Ausfithrung ¢ mittels der folgenden aus (28) sich er-
gebenden Formel erhalten wird:

(30) o = Z,/N;, wo
Zy=3K (n—1") sin (Ily~—1y ) [cos (7' —@p) — K cos (lo—q)]
— 82— sin (/) —qq) +Kusin (ly~—qy) }— 8% sin (I —@q)
N1=8sin (/) — o) — K sin (Jy—10g) — % sin ({g'—¢p)]-
Zu bemerken bleibt noch, dall ¢’ ebenso wic ¢, nur von /7,~—7
als einzigem Winkelargument abhingig ist, indem das in (30)
auftretende Argument /y— g, = ly— 1) — (py—1") ist und
dic hicr auftretende Differenz ¢, — /7, nach (27) als Funktion
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von 74—/, erhalten wird. Ferner folgt nach (30) speziell fiir
n = 2, dal ¢’ = 7', wie es nach Obigem fiir die Trojanergruppe
zu erwarten ist.

Die Differentialgleichungen des allgemeinen Falles sind denen
des Spezialfalles der Trojanergruppe formell sehr nahe gleich,
indem nur in die Gleichung (16) an Stelle von £2 die Gréfle 42
und an Stelle von 7' als Rotationswinkel die Grolle ¢' zu sub-
stituieren ist.

Man kann nun die mechanische Quadratur der Differential-
gleichungen (16) sowohl im speziellen Falle der Trojanergruppe
wie auch im allgemeinen Falle auf Grund des folgenden Ge-
dankens, wenn nicht ganz, so doch teilweise tiberhaupt um-
gehen, besonders zu Beginn der Rechnung. Die Stérungen
£E— £, =A% analog A7 und A, erhalten, weil im Oskulations-
moment ¢ = o die Koordinaten und Geschwindigkeiten in der
gestorten wie ungestorten Bewegung einander gleich und des-

halb (AE) = (A7) = (A) = o und (d;f)o = (‘i?t'”‘)o = (“’;‘f) =0

sind, bei Potenzentwicklung nach 7, so dal AZ = £, + 2, .7+

Zy. 2%+ ... und analog in % und g, die folgende Form:

(31) AL =Cot2 4 Egt3 4 oo o) An=npt® + ngt® -« -,
AU=0Gp2 + Gt - -,

wobei der Fall der Trojaner von dem allgemeinen Falle folgender-
malen abweicht. Jm Falle der Trojaner sind E und H nach der
Gleichung (15) kleine von Null verschiedene und nahe konstante
GroBen der Ordnung e, so da3 AZ und A+, bei Integration von (16)
allein unter Beriicksichtigung von £%- 72’5 resp. 4%+ ' H rechter
Hand unmittelbar die genannte Form (31) erhalten, wobei also
&, und v, von der Ordnung 7 - ¢ sind. Im allgemeinen Falle
aber, bei ciner solchen Wahl der Lage der &4-Achse, daf}
Z,=o0und (i;j)o =0, wihrend Hy= K, und ((i’]f{)o = (a‘;]f)o
bleiben, folgt, dall gemial (16) bei Potenzentwicklung von E und
H in 1. Niherung die folgende Reduktion der rechten Seite von

. d?A% . ., 2[d*= .
(16) stattfindet: T VERETa R (df2)0+ .., so dal folglich

(31a) AL =E,4 4 ..., wihrend Ap = 9, -#% + ... von unver-
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inderter Form bleibt. Es ist also AZ klein von der 4. Ordnung
in #, wobei von den ubrigen Nebenzusatzgliedern rechter Hand
von (16) nur noch entsprechend kleine Glieder héherer Ordnung
hinzukommen. Indem sich allgemein nach (31):

2 2.
T R I N NN
in 1. Naherung auf 22, resp. 271, beschrinkt, wobei, wie sochen
gezeigt, hier auch &, = &3 = o sein kann, wird gemal3 (16):

z

(33 o= EE ] (ofi— 88 4 RE,
analog 27, wo der Rest
(39 RO2) = o ngt 4 o %t
ist und in 1. Ndherung, weil, wie gezeigt, von héherer Ordnung
klein, als verschwindend angenommen werden darf.

Im allgemeinen Falle ist in (33)linker Hand wegen (31a) £, = o,
ferner noch £2 = £% und in dem Ausdruck fur R bei eventueller
Berticksichtigung noch ¢’ statt %' zu sctzen. Da ferner: ¢ - f+ £,
chenso ¢ - f -+ und ¢-f-C gemidl (12) in 1. Niherung lineare
Funktionen von AZ, A7 und AU sind, die wir sogleich noch explizit
aufstellen miissen, also lineare Funktionen von &,, 7, und g,
so gibt (33) zusammen mit den analogen Gleichungen fir 7,
und g, drei lincare Gleichungen zur Bestimmung von £,, 7, und
{, resp. von AZ, Ay und AL Denn dieses Verfahren 148t sich
noch zweckmiBig abindern. Bilden wir namlich die zweiten Ab-
leitungen von AZ, Ay und AL fur # = o, so erhalten wir nach (16):

(35) ( g

— 22 (BN — b2,
o )—é ' (B)g =& 2,

unter Verschwinden aller anderen Glieder neben Ej; anderer-

. . dPAE -
scits ist streng nach der Reihe (31) auch = 2&,, so daB3

dt®
in Verbindung mit (33) die neue Gleichung:

- = B
(36)  o=Aw (E—E)+  ,(gff—28)+RE)
0

entsteht, woraus in Verbindung mit den analogen Gleichungen
fir 4 und ¢ drei Gleichungen zur Bestimmung von AZ, Ay und
AT fiir den belicbigen Zeitpunkt # == 7 entstchen, deren Auflésung
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wir allgemein vornehmen wollen. Zu diesem Zwecke ist zuerst
g - f als lineare Funktion von AZ, Ay und AZ darzustellen. Nach
(12) wird:

(37) q-f-—-sl q+ J 0[ x(mo+ ~Ax)
+ Ay (v + Aq') 4 Az (g5 + As)J

worin zu substituicren ist:
[Axr =Afcoso—Aqsing, xy=E;cosp—1,sing]
(38) ! Ay =AEsing -+ Aqncose,  yyo=E&ysin @ -+ nycose L
wo Az = AL bei der Trojanergruppe von der Ordnung # « €%,
sonst allgemein von der Ordnung ' -¢, wenn z und 2 bei

kleinen Bahnneigungen von der ersten Ordnung klein sind.
Folglich wird:

Go) /=] 1—

[SIRAVAY
2
w
Lo
|8
L

7+ q —5;443 +- J [E.OAE + 0087
+LAL+ D+ @ ) (02
oder bei Beschrinkung auf die Glieder erster Ordnung allein:
77 = Llastrman+tat

Unter Verwendung dieses Ausdruckes fiir die Auflésung der
Gleichungen lauten diese dann, bei Anordnung nach den Unbe-
kannten auf Normalform gebracht und indem £%/2 2 =1/ (1)
substituiert wird, folgendermalen:

(40)
. [38%0 381 3%10 3
A 2 —_— L Ay A = -3
g( 702 I) T g +AL e
E—E)= X,
E 37 3¢ 77’
AE 31%0 A uo aar S7%0 — .3
7o? + 47 7o +ag 702 I—{-mﬂo
H) =
AE 3C20 A 3:'20 —I—AC( 3%, I) _ "
70 7o ro? I+
(Zy—7)
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wo die verdnderlichen Koeffizienten zu &, 7, { zur Wahrung der
Korrekturmoglichkeit noch nicht durch £, v, {, crsetzt worden
sind, so daf} cventuell nach Ableitung der Stérungen & = £, -
AL usw. gesetzt werden kann. Fiirf = osind X, =V, = Z,

und zugleich AZ = Ay = AL = o, wobei nach (40) die Deter-
minante

. £& . , o 3 £¢,
Jd 7.02 ’ J 7,02’ 7.02
120 7o 1Co
! D - 3 2 — I,
(41) 3 o2’ 3 o2 3 o2
R Jue o,
¥ % 0” 7o®

allgemein von o verschieden ist und ihre Form bereits auch fiir

die praktische Anwendung bequem ist, weil alle Koeffizienten

- v ¥
S NS S
—) b b

ro o 7o 7o
auf, so ergibt sich unter Wegheben eines Teiles der Glieder:

(42) 'D-_J(7 -_{_ﬁ’)o_l_cz i ’
0

usw. absolut < 1 sind. Ldsen wir die Determinante

genidhert ist also, wenn € = £, usw.: 0 = 2; dagegen ist strenge,
wenn £ == Qo - AZ usw. gesetzt wird:

(43) D=2+ ; o (E0AE + Nohy + LoAD).
0

Die Auflésung der Gleichungen (40) ergibt nach Zerlegung der

Determinanten:

.1 44 Ny | g,
AQ:D (—3/_3_3 7‘_‘3‘7‘ )‘Y ‘{“gg,%y + 3 Zl]
3 ) o *o rof 7

e o TG g
(44) A'I)ZDL~+3,fé’A1+(—~3},3 .2+I) L +3 "Z]

0 0

e .G 4 23
0

9 2

7o

Eine erste Auflésung erfolgt unter Substitution von £ = £,, 7 =

ey &= Cq, alsdann cine zweite Auflésung unter Substitution

von § = £, 4 AZ usw. Dann erfolgt dic Beriicksichtigung
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der Glieder hoheren Grades, zuerst durch Vervollstindigung
von 2, H und Z, indem dic in ihnen auftretenden Werte von
AP (E—E)? 4 ()t + (L= )% und 72 L E2 4 g2 4 02
durch ihre gestérten wahren Werte ersetzt werden, indem als-
dann:

AZ=Ay? + (Bg—E ) ’—\a‘i‘ 2(p—n) AN+ 2(G—1T)AL
P4 (A 4 (A0)*

i 2'10—\4 ol 2GR (/—\E)Z A AR,
¢ 04'1> i (to_g>

7 2

so dal} an Stelle von £%2'Z, £%2'H und £277 nunmehr die
vollstindigen unter Berticksichtigung der Stérungen crster Nihe-
rung berechneten Ausdriicke rechter Hand von (16) treten, wo-
bei man im indirekten Teil der stérenden Krifte auch noch die
Glieder zweiter Ordnung in AZ, Ay und AL hinzufiigen kann;
entwickelt man ¢ und f bis zu den Gliedern zweiter Ordnung
in A% usw. und bildet alsdann das Produkt ¢« /- Z resp. ¢fq und
g - f -7, so erhilt man die folgenden Ausdriicke fiir die Zusatz-
glieder zweiter Ordnung zu £2 - 22/Z usw., nachdem diejenigen
erster Ordnung bereits bertcksichtigt sind, indem diese schon
direkt zu den Gleichungen (40) usw. gefithrt haben.

6 - E?
(46) Zusatz zu £%n - E 1+ 3 : af]
0
ot £
Zusatz zu £%n' - H: 4+ 3 L5 & WO
7o
k/
Zusatz zu ézm -2+ 3,

o {(85)2 4+ ()2 4+ (A0 —

(SR

1 5 \ Y 5 No ,» ‘ ’ i
e KAZ}Z + (4n)® - (A%) h} = _‘0-) (BoAE - noln + LoAl)?

b
[S)
~

=3

+ An(EeAL + Nodn + LHAL)
} ; t.() (g
5 Hpl T

k=T [(88)% +(an)*+ (AT
+'t E ’: '40—\") -+ C()AC)

; o4 | & - ] < 2
o2& -+ AN + LoAL)
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wo im allgemeinen.Falle der Faktor 4?2 durch 4% zu ersetzen
bleibt. Um die entsprechenden Zusitze zu X, Y, und Z; in (40)
zu erhalten, ist an die Ausdricke (46) gemidl den in den Aus-

gangsgleichungen (36) nebst Auflésung nach (40) auftretenden
8

» . .
Faktoren der Faktor _k'oi anzubringen, so dal} der den drei

Ausdriicken (46) gemeinsame Faktor gleich — }5 wird, so
0

dafl wir zu X,;, Y; und Z; die folgenden Zusatzglieder er-

halten:

2 & 2
7o o

(47) AX,=— 3 faVi=—3 paz,—— 3 .
7o

die alsdann in (44), um die zweite Niherung fir AZ, Ay und A
zu crhalten, zu X4, Y; und Z; zu addieren sind. Als weitere Zu-
satzglieder zu Xy usw. treten gemil (16) noch hinzu:

N ,___.__7'03 7 f{.’.&‘f] 79 V‘\
(48) Xy = é,‘_,(27z o —+ 7 Ag/,

. 3 A
8Y1 = — ;;,]2 (—— 27/ ?;‘,f + ”,2‘37])1 SZI =0,

worin noch zu substituieren bleibt:

AL . -
ol 28t = R =, f]
(49) "
N % A, ?
[ Q]df/) = 2u,t =A% Uyt

wobei diese Ableitungen (49) auch dem Differenzenschema von
AZ und A7 entnehmbar sind. Die den Variationen AX, -+ 38X,
entsprechende Anderung in £ ist dann nach (44):

a1 / N CCO ., Nho ’
<SO> 0= D[\—J 7_02 —3 7102 - I (A/Yl -+ 8X1>

3 ROV, YY) 3 AZ + 82)
7y %o

und analog in 37 und 8%, wobei noch fiir £, v und € in den Fak-
toren £ = £, + AZ usw. auf Grund der ersten Nidherung und
ferner 2 nach (43) zu substituicren ist. Wiirde man hier fiir &,

2
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7 und T dic ungestérten Werte substituieren, so wiirde man
Glieder 2. Ordnung vernachlidssigen; zur Vermeidung solcher
Vernachlissigungen ist es zweckmiBig, von vorneweg in den
Ausgangsgleichungen (4o} linker Hand die Substitution £ =
£o -+ AZ usw. zu machen und alle von den Quadraten und Pro-
dukten der AL, An und AL abhingigen Glieder auf die rechte
Seite zu schaffen, so dal} links nur die Glieder erster Ordnung
verbleiben, also die Kocffizienten links nur von den ungestorten
Werten &4, 74 und {, abhingen, so dafl in jeder Niherung die
Determinante 0 = 2, = const. == 2 verbleibt. Alsdann folgt
nach (40):

. 2 ) I3 E L .
A§[3 502—- IJ 423209 4 Ars =N+ KE)

0 7o 0
z Ai“mzo A T‘OQ—— A ﬂ»‘OCO—Y - K, ;
<31) 3 o + 7113 ) 1)+ c& ’]) y WO
7y 70 70
. Cofo | M {o?
AE30Y 4 A 3%?420 AC[“}“ »—I]-—Z + K5(%)
0 0 0 |
Af 2y Z0 NS o AL CO
o(8) = —3 L (AP —3 7 AAE — 3 -7, ALAE
7o 7o 7o
\ E_o w o /0. Ne Co
Kyln) =—3 "5 4800 — 3 7, ()P — 3=, AT4
0 0 0
K. (O = ,,E-'O v ‘o CO( N2
2‘\C>‘—_~0_ gAQAC —_Si 2AY]’—\C_3 . QAC)
Fo 7o 7o

die Korrektionen 2. Ordnung von X, Y; und Z; sind. Dann
ist in der 1. Naherung gemil dem System (44):

1 PR Ne2 Eomy
(A£)1=bo[(—-3 ,°2~3:zz+1) 137 °Y1 +3

o

zzoZ

I 0% | &o? C
(52) <A-a>1=~D{3’?2°X1.+{—3j32—- 1 4—1) AL
0 .

Al ="

Z05-0 Zoflo fo2 &o® 1
: X, V4 (— PN A
DO{ /0 7‘0 —% o 7ol ! 1J

o2
Zur Erlangung der 2. Niherung werden diese letzteren Aus-
driicke nur in bezug auf die Werte von X,, Y, und Z; ab-
gedndert, indem die Komponenten X,, Y; und Z; zuerst mit
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den wegen der Stérungen erster Ordnung (AZ),, (An); und (AL),
verbesserten Koordinaten nach (19) neuberechnet und dann weiter
die Korrektionen K, (£) + AX; + 6X; zu X, usw. analog zu
Y, und Z; hinzugefiigt werden. Folglich lauten die Ver-
besserungen der crsten Ndherung nach (52), D, = 2 gesetzt,
wie folgt:

4 _I C()2 'ﬂoz
(Ag)z— "‘37_03 -3 703 +1 (Kz(g) -+ A‘Xv1 -+ 8X1) +

2
IR 3 EOCO ([(Q(C) _{_ AZl ”]I' 821)

+ E0"“’(1( 1) -+ AV, + 5V,
z 2 2
(spe=? %Co(}( (5 - A, + 3, _:~(_3 G §q2 n 1)-
(53) o7 ’ °
(K,(q) - AY, + 3V + 2 j};-zo (Ky(0) + AZ; + 37y

|~)2:

(AC)9—~ t‘)@o (Ky(E) -+ AX, -+ 3Xy) + 0 20 (k) + aY,

. 2 £y2
-8 (30— T ) (0 sz 4oz
0

so dal} die Ausdriicke AZ = (AE); + (AZ), und analog fiir A7 und
AZ die Koordinatenstérungen bis zur zweiten Ordnung einschlie3-
lich fixieren.

Aus den gestorten Betragen £ = £, -+ A%, ebenso in 7 und {
folgen dann dic auf das feste System bezogenen Koordinaten
x, ¥ und z mittels der Umkehrungen nach (4):

(54) {:c‘:icoscp—‘qsingo}.

y==Esing -+ ncosyp

Was nun dic Anwendung auf einen konkreten Fall betrifft, so
soll cine solche baldméglichst an Beispiclen gezeigt werden. Im
speziellen Fall der Trojaner hat Herr Drucker im Jahre 1921
in den Astr. Nachr. Bd. 214 S. 17 cine Anwendung meiner in
Bd. 205 Nr. 4906 entwickelten Theorie auf den Planecten 617
Patroclus gemacht, insofern es sich um die #-Theorie allein,
d. h. um die Stérungstheorie auf Grund der Reduktion der sts-
renden Krifte auf Grofen zweiter Ordnung handelt, indem im

Koordlnatcnanfangspunkt die Summe der Massen von Sonne
¥
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und Jupiter angenommen wird. Herr Drucker hatte damals
in dem Planeten Patroclus einen Trojaner verwendet, der neben
588 Achilles die grofite Exzentrizitit von tiber 8° und die grofte
aller Bahnneigungen, itber 289, besitzt, so dal3 eine starke Ande-
rung der gegenseitigen Abstinde des Trojaners von Sonne,
Jupiter und Librationspunkt eintritt; deshalb war dieser Fall
fiir meine Theorie einerseits ungunstig, aber andererseits fiir eine
Kritik besonders zweckmiBig und wertvoll. Herr Drucker fand
(S. 29), daB ,,das Wilkenssche Elementarsystem fur kiirzere Zeit-
rdume (7 Jahre) vorteilhafter ist als das gewdhnliche®. Bei Be-
rechnung der Jupiterstérungen nach der gewdhnlichen Methode
einerseits und der meinigen andererseits fand Herr Drucker,
dal ftr Patroclus in der mittleren Linge L und dem Exzentrizi-
tatswinkel ¢ erheblich geringere Stérungen als nach der gewshn-
lichen Methode (wieder fur 7 Jahre) erhalten werden, in der
Perihellinge o und der mittleren Anomalie 47 solche von glei-
cher Ordnung, wobei ich aber erginzend als wesentlich zu be-
merken habe, dall nach meiner Methode die Stérungen ALZ,
Aw und AM wihrend der letzten 4 Jahre (1909—13) nahezu
konstant sind, wihrend sie nach der gewdhnlichen Methode
ganz erheblich schwanken, und zwar spezicll Aw um 36°, AWM
um 47 und Ag um 1'; ferner betrigt bei allen vier Elementen
L, », M und ¢ die maximale Anderung dersclben withrend des
ganzen siebenjihrigen Zeitraumes der Storungsermittlung
(19g06—13) nach meiner Methode nur 509, der nach der gewohn-
lichen Methode, bei o sogar nur 33%, so dal} die Stérungs-
rechnung nach meiner Methode zeitlich erheblich weiter als nach
der gewohnlichen Methode fortgesetzt werden kann, was als der
springende Punkt meiner Methode zu betrachten ist und den
Erfolg der Reduktion fixiert; deshalb ist es zu bedauern, daf3
Herr Drucker den Vergleich der Methoden nicht Uber 1913
hinaus fortgesetzt hat. Ich habe diese Fortsetzung deshalb in
Miinchen bereits veranlaBt. In der mittleren Bewegung p., deren
Stérung in dem genannten Intervall von 7 Jahren insgesamt nur
0",3 betrdgt, war der Stérungsbetrag nach meiner Methode auf-
falligerweise grofer, im Maximum 07,2, und auch hier die
letzten 4 Jahre hindurch, von 19og—13, nahe konstant. Diese
Dissonanz ist aber nur eine scheinbare und prinzipicll hinfillig,
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weil die Stérung Sp. der mittleren Bewegung, wie aus dem

dritten Keplerschen Gesetz in der Form p. == —j,z- folgt, dem
Ausdrucke
da
Sp o= 9,.%7
(55) g e
genlgt, so dal}, weil . = 300" sin 1" = i c1078 = i w (=

Jupitermasse) von der ersten Ordnung der storenden Masse 7'
klein ist, wde und somit nach (55) 3y selbst nach (55) von der
zweiten Ordnung derstérenden Masse klein ist. Deshalb
kann also dp infolge dieser besonderen Kleinheit nach der Be-
rechnung mittels der gewdhnlichen oder der transformierten
Methode um den oben genannten kleinen Betrag natiirlicher-
weise differieren, sogar im Vorzeichen, wihrend die absoluten
Betriage immer klein bleiben, so daf3 die von Herrn Drucker
gefundene scheinbare Dissonanz nicht als Kriterium fir die
Tragweite der Methode herangezogen werden kann. Wenn die
Wirkung meiner Reduktionsmethode nach den Rechnungen
Herrn Druckers bei seiner Transformation auf die Elementen-
storungen ungleichmilBig erscheint, so ist dagegen anzunehmen,
daB bei den den Ort unmittelbar darstellenden rechtwinkligen
Koordinaten, fir die ich die Methode auf Grund der Differential-
gleichungen der Koordinatenstérungen ausgearbeitet hatte, eine
gleichmiBigere Wirkung auf die drei gleichartigen Variablen x,
¥, # eintritt; dazu ermdéglichen sie wegen der Symmetrie der
Ausdriicke fir die Stérungen cine besonders bequeme numeri-
sche Rechnung gegeniiber der Variation der Konstanten und
mussen bei der von vorneweg theoretisch gesicherten Herauf-
setzung der Ordnung resp. entsprechenden Herabsetzung des
Betrages der Stérungskomponenten zu kleineren Betrigen der
Stérungen als bei der gewdhnlichen Methode fithren, woriiber
die kommende Anwendung noch berichten wird.

Bei Bezug der Bewegung auf ein rotierendes Koordinaten-
system ist eine weitere Verbesserung, d. h. eine beschleunigte
Konvergenz des Verfahrens nach der Methode der rechtwink-
ligen Koordinaten zu erwarten. Die Wahl eines roticrenden Ko-
ordinatensystems wird bei der Verwendung von Elementen-
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stérungen hinfillig, weil in den entsprechenden Gleichungen
nur Polarkoordinaten als gewissermallen natirliche Koordi-
naten auftreten, indem die Elementenstérungen nur von den
gegenseitigen Abstdnden und deren Orientierung gegen ein
Grundsystem abhingig sind.

Miinchen, Sternwarte, den 16. Januar 1932.
A. Wilkens.



