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Uber eine Integraldarstellung von
meromorphen Funktionen.
Von Gustav Doetsch in Stuttgart.

Vorgelegt von G. Faber in der Sitzung am 10. Januar 1931

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit!) hat Ugo Broggi

eine Integraldarstellung fiir das Reziproke eines Polynoms
pE)=s""4-ay_15" 1+ -+ aq

(s = komplexe Variable) angegeben, die in der Halbebene % s >/
konvergiert, wo 2 das Maximum des reellen Teils der Wurzeln
von p(s) ist. Wenn ich zu dieser einfachen Aufgabe etwas sage,
so liegt das daran, daf einerseits die Broggischen
Entwicklungen, die auf der Theorie der Laplace-
Transformation beruhen, sich einfacher und durch-
sichtiger darstellen lassen, was insbesondere fiir
die von Broggi herangezogenen Beziehungen zur
Theorie der Differentialgleichungen zu sagen ist,
und daB andererseits die betreffende Darstellang
so abgeiindert werden kann, daf sie auBerhalb Fig. 1
der konvexen Hiille der Wurzeln von p(s) gilt, wo-
durch der Geltungshereich sicher grifer wird als der der Potenzreihe

nach absteigenden Potenzen von s, in die man entwickeln

1
p(s)
kinnte, wihrend die Broggische Darstellung zu dem Konver-
genzgebiet der Potenzrethe u. U., niimlich wenn die Wurzel von
grotem Absolutbetrag nicht gerade positiv reell ist, ein endliches
Stiick (Kreissegment) hinzuerobert, dafiir aber sicher ein unend-
lich grofies Gebiet (die linke Halbebene Rs <4, vermindert um
das komplementire Kreissegment) verliert (Figur 1). Schlieflich

) U. Broggi, Sullo sviluppo assintotico della reciproca di un poli-
nomio. Rendiconti del R. Istituto Lombardo di science e lettere (2) 63 (1930),
Fase. X1I- XV,
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2 . Doetsch

wird aus dem folgenden deutlich werden, da man die Dar-
stellung auf eine sehr viel allgemeinere Klasse von meromorphen
Funktionen erweitern kann. — Nebenbei ergeben sich einige Re-
sultate iiber das Borelsche Summabilititspolygon, die eine Fr-
weiterung der Borelschen Summationsmethode nahelegen.

§ 1. Der Fall einfacher Wurzeln.

1. Ich erinnere zuniichst an folgende bekannte Tatsachen:
Die Laplace-Transformation

o

() = 6; e=sLF(1) dt = [(s)

1%e

ordnet der ,Oberfunktion® I' (Klement des Oberbereichs) die
» Unterfunktion® f (Element des Unterbereichs) zu und konver-
giert, wenn iiberhaupt fiir ein gewisses s, so stets in einer Halb-
ebene Ns >x (reell). Die Zuordnung I’ — [ ist eindeutig, die
Zuordnung f -> I offenbar nicht; sie wird es aber, wenn man
von I7 Stetigkeit verlangt, was im folgenden immer vorausge-
setzt wird.

2. Die in Frage stehende Darstellung von iBt sich in

1 1
»(s)
wenigen Zeilen unter giinzlicher Vermeidung der Broggischen
Rechnungen so ableiten:

Hat p(s) nur die einfachen Wurzeln «,, ..., a,, so ist
1 7,
RSN B ,
ps)  Zis— a,

Al

o

I

@)

wo 7, das Residuum von im Punkte «,, also gleich

1
P (a)

ist. Zu - als Unterfunktion gehort die (einzige stetige) Ober-

1
p(s)

¥

. 1
funktion e%!, zu - also

p()
n (,'”1',
2 PHy=Y - .
(2) =% 70
1
Folglich lifit sich mit diesem P(f) die Funktion -~ so dar-

()

stellen:



Uber eine Integraldarstellung von meromorphen Funktionen R

3) - fest Pty a,

VAN
und diese Darstellung konvergiert, wie man dem Ausdruck fiir
P(f) ansieht, fir Ns >4 = Max Na,.

3. Durch Nachrechnen stellt Broggi fest, daf die Ober-
funktion P(f) der linearen homogenen Differentialgleichung, deren
Koeffizienten mit denen von p(s) iibereinstimmen, also

(4) Yo g, Yoo lg V=0,
geniigt und die Anfangsbedingungen
(5) V(0) = Y'(0) = -+ = Y= (0) = 0, Yo=0(0) =1

erfillt. Das ist ohne weiteres erkennbar, wenn man die Methode
verwendet, die ich frither ausfiihrlich bei partiellen Differential-
gleichungen dargestellt und auch fiir den einfacheren Fall der
gewolinlichen Differentialgleichungen skizziert habe!). Diese Me-
thode besteht darin, dab man die gegebene Differentialgleichung
in den Unterbereich ,iibersetzt®, wobel man nur zu beachten
hat, dal einer Ableitung im Oberbereich folgendes einfache Ag-
gregat im Unterbereich entspricht?):

LYW) = s &(X) = [Y(0)s~" + Y(0)s~* 4 -+ 4 YOD(0)].
Wenn die Oberfunktion Y der Differentialgleichung (4) mit

den Anfangshedingungen (5) geniigt, so muf also die zugehdrige

Unterfunktion y die algebraische Gleichung erfiillen:

# 1 —_— = [
3"_7/"—1'| 1 &" 1!/ 'I a, .’;.&‘" ‘ly.! ..... i‘“o!/=07

d. h. es 1st

= — 1—“* - - ]
Y= BT R SN Fa, p(s)”

Wenn aber die Unterfunktion y mit iibereinstimmt, so

{
o _ )
muf} die Oberfunktion ¥ mit P(#) identisch sein.

n e t
4. Die Losungstorm Y({) =} 7@y die man auf diese
- o r=l

. Y 4. Doetsch, Uberblick tber Gegenstand und Methode der Funk-
tionalanalysis. Jahresber. d. dtsch. Math. Vrg. 36 (1927) S. 1—30 [S. 24].

%} G. Doetsch, Die Integrodifferentialgleichungen vom Faltungstypus.
Math. Ann. 89 (1923) S. 192—207 [S. 198].
1*



4 G.Doetsch

Art fiir die Differentialgleichung (4) unter den Randbedingungen (5)
erhilt, ist iibrigens gerade diejenige, welche, wenn man zur Inte-
gration die symbolische Operatorenrechnung anwendet, durch das
Heavisidesche yexpansion theorem® geliefert wird'). Um dieses
Theorem, das sich auf eine inhomogene Differentialgleichung mit
durchweg verschwindenden Anfangsbedingungen bezieht, anwen-
den zu konnen, brauchen wir nur statt ¥ die Funktion

Z(t)={ Y()dr

einzufiihren. Integrieren wir unsere Differentialgleichung unter
Beachtung der Anfangsbedingungen von 0O bis £, so ergibt sich:

t
Yo 1@,y Yoo doa, Y ba, [ Y(r)dr =0
V]
oder wegen Y = Z*+D (y = 0,1, . -, n—1):
Z(ﬂ) + A Z('Il—l) -.i_. e _l_ (l/l Z/ _l._. ao Z — 1’

wobel jetzt

Z0) =20) == Z2"D{0) = 0
zu fordern ist. Nach dem Heavisideschen expansion theorem
ist dann, wenn die Wuwzeln a, (r =1, ---, %) der Gleichung

a4 - -+ g, = p() = 0 unter sich und von 0 ver-
schieden sind:

1 n c“vt
Z= — oy O
PO ey (@)
folglich
dZ n 6“"t
e N i
Y dt a';] ]7, (ar)

n )u,,t
< = V' L
5. Da .P(t) 1’21 p/ (av)
schaften P(0) = P'(0) = -- == P®-2(0) = 0, P*=1(0) =1 hat,

so ergeben sich fiir die Wurzeln a, von p(s) die Ldentitiiten:

, wie wir unter 3. sahen, die Eigen-

1) Vgl z. B. J. R. Carson, Elekfrische Ausgleichsvorgiinge und Opera-
torenrechnung. Berlin 1929, S.29. Daf hier der Heaviside-Kalkil herein-
spielt, ist kein Zufall; denn die einfachste nnd umfassendste Begriindung
fiir die Operatorenrechnung lifit sich gerade auf dem in 3. zur Integration
der Differentialgleichung benutzten Wege tiber die Laplace-Transformation
erbringen. Vgl. hierzu meine Kritik des Carsonschen Buches. Jahresher.
d. dtsch. Math. Vrg. 39 (1930) S. 105—100,
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" 1 n a., n (1 n—2 n a,,"—l
6) ¥ -, =Y ==Y =0,y 2 — =1,
D 2 @) T @) 2 @) T N E Y @)
die bei Broggi durch asymptotische Betrachtungen abgeleitet wer-
den, um damit umgekehrt zu beweisen, daf die Funktion P(?)

die betreffenden Anfangswerte hat. Funktionentheoretisch sind

. . . rooad . .
diese Identititen evident, denn Y —,; ist die Summe der Resi-

vZ1p (45)
1
duen von - (lm Endlichen), also gleich ;—ﬂr \fp‘i’m)d er-
streckt iiber einen Kreis vom Radius R um den Nullpunkt, der
alle Nullstellen von p(z) einschlieft. Ist 0 <¢g <n — 2, so sieht
man in bekannter Weise, indem man das Integral abschitzt und
R gegen co wandern lift, daf die Residuensumme 0 ist. Im

) . 1 o 1
Falle ¢ = n—1 aber fiigen wir zu , . {° dx eine lineare
27 pla)
S . a1
Kombination der als verschwindend erkannten Integrale Ip() dz
&£
(q =0, 1,-+-,»—2) hinzu und schreiben:
| a,.”“_ 1 ! ?zx"*’fal(n—l)x"’_‘z-{----+>a"_22:v+a,,_1 o
Joip (an)  n2ai T T e Ay T
_ I 1 j‘f’ (x)
nawi (x)

Das ist aber gleich dem n'" Teil der Nullstellenanzahl von
p(x), also gleich 1

e

6. Aus der Dalstellunﬂr ——~ = [e=s! P(¢) dt kann man auch
' v
die Potenzrethenentwicklung der Funktion erhalten und ihre

( )
Koeftizienten durch P(¢) ausdriicken. Wegen P(0) = P'(0) == - - -

= Pe=9(0) = 0, P®-D(0) =1 ist

7 . 1 n—1 _1 '1)(”)(0) v | P(7L+l)(0) n
@) P(t)_(n—l)!t ' n! r (n '-ﬁ' AR

also zuniichst fiir Ms > 1 = Max Na.:

1 R a 1)(/)(0)
— — st
r) §‘ [(n——l)' + —r J :
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oder, indem man gliedweise integriert, was sich nach geliufigen
Sitzen rechtfertigen lift:

® L 1P Per)

© P (S) g gnl snt2

Natiirlich konvergiert diese Potenzreihe fitr 5| > Max |a, .
Dat sich gerade die Werte P*(0) als Koeffizienten einstellen,
hat einen einfachen funktionentheoretischen Grund. Bekanntlich

Liit  sich, wenn as Laplace-Integral von P(t) ist, auch

1
() d

umgekehrt unter gewissen Voraussetzungen P(f) als ein Integral

1
ither —— ausdriicken:
»(s)
1 vl
Pt = e

wo A,
R '

ls . ds ,
P

y—iw

Eine derartige Voraussetzung ist z. B., daf das Integral ¥(I’)
fiir RNs >>1 absolut konvergiert'), was in unserem Fall offen-
bar ertiillt ist. Ist die Unterfunktion im Unendlichen regulir —
1 . . ) . .

76 hat diese Kigenschaft —, so liBt sich der Integrationsweg
pis

auf einen Kreis € um den Nullpunkt, der die im Endlichen

gelegenen Singularitiiten von 271\) einschliefst, zusammenziehen:
1 1
) — As <
Pt = 5 é‘c ];(.w)(Z\'
Folglich ist
1

PEH = . " ots ~_ ls
) 2:”'15-6 p(s)(5
und
1 sk

5 ?j J 27(*) ds.

P®(0) =

Dieses Integral stellt aber gerade den Koeffizienten von /‘I_}_l
8 S

1) H.Hamburger, Uber cine Riemannsche Formel aus der Theorie
der Dirichletschen Reihen. Math. Ztschr. 6 (1920} S. 1—10 [S. 6]. Dab
die angefiihrte Bedingung hinreichend ist, folgt iibrigens schon unmittel-
bar aus dem bhekanntesten und einfachsten Kriterimm fiir die Giiltigkeit der
Fourierschen Integralformel, dem von Jordan.
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. dar. — Daf diese Koeffi-
p(s)
zienten fiir 5 = 0, 1, - -+, # — 2 verschwinden, wihrend der fiir
= n-—1 gleich 1 ist, wurde schon unter 5. bemerkt.

in der Laurent-Entwicklung von

§ 2. Die Beziehung der Integraldarstellung zur Borelschen
Summierung der Potenzreihe und iiber eine Erweiterung
des Borelschen Summabilititspolygons im allgemeinen,

1. In der Arbeit von Broggi wird behauptet, die Integral-

darstellung (3) fiir ])1() sel die Borelsche Summe der Potenz-
s

reihe (8) fiir dieselbe Funktion. Dat dies nicht ganz richtig ist,

obwohl es formal zu stimmen scheint, sieht man schon daran,

dag der Konvergenzbereich von (3) eine Halbebene ist, wiihrend

der Borelsche Ausdruck fiir eine Reihe nach aufsteigenden Po-

tenzen f(z) = \_j‘ a, x*, nimlich
0
- (9) flxy = j' e " Fxu) du,
)

wo I" die zu [ assoziierte Funktion

@ on
() = Ya,

o !

ist, im Innern eines den Nullpunkt einschlieienden Polygons B1)

(das im typischen Fall, d. h. wenn es sich nur um endlich viele

Singularititen handelt, geradlinig ist) konvergiert, soda also fiir

) . A 1 & a

eine Reihe nach absteigenden Potenzen f( = Y-" der Kon-
S 0 S

vergenzbereich des Borelschen Ausdrucks

) 1 @ u

10 —]=Ffe*F|-]d

(10) f(s) hfn F(s) du

das Autiere des Kreisbogenpolygons 9’ ist, das aus 8 durch die

!) Bekanntlich bekommt man %, indem man durch die singuliren
Punkte von f{(x) senkrecht zu deren Verbindungsstrecken mit dem Null-
punkt Geraden zieht und von denjenigen so entstehenden Halbebenen, die
den Nullpunkt enthalten, den Durchschnitt bildet (vgl. Figur 4).
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Abbildung a = L hervorgeht!). Das Integral (3) und der Borel-

sche Ausdruck (10) unterscheiden sich in der Tat wesentlich, und
zwar liegt der Unterschied darin, daB, wenn man (10) durch die

Substitution Z = ¢ auf die Form eines Laplace-Integrals bringt,

der Integrationsweg komplex wird:

(11) f(i) =5 fe st I(t)dt.

0
Man hat also hier, wenn man die Summierung fiir ein be-
stimmtes s durchfithren will, gerade lings des Strahles zu inte-
grieven, der zu dem Strahl vom Nullpunkt nach s spiegelbildlich
hinsichtlich der reellen Achse liegt, withrend in (3) die Integration
stets entlang der reellen Achse zu vollziehen ist.

Nun konnen wir aber gerade diese Erdrterungen zum An-
laf nehmen, um das Konvergenzgebiet von (3) in der in der Ein-
leitung erwihnten Weise zu vergrofiern. Hierzu
schicken wir drei Bemerkungen voraus:

1) Indem man die bei Laplace-Integralen
mit reellem Integrationsweg iiblichen Schliisse
sinngemifs abiindert, sieht man, daf ein La-
place-Integral, dessen Integrationsweg den Win-

Fig. 2 kel ¢ mit der reellen Achse bildet, wenn iiber-

haupt irgendwo, so gleich in einer Halbebene

konvergiert, deren Begrenzungsgerade (Konvergenzgerade) senk-

recht zu dem Strahl unter dem Winkel — ¢ steht (Figur 2), und
dort eine analytische Funktion darstellt.

2) Wenn die dargestellte Unterfunktion im Unendlichen re-
guléir ist, so erhiilt man bei Drehung des Integrationsweges die
analytische Fortsetzung der Unterfunktion.

3) Wenn die Unterfunktion im Unendlichen regulir ist, so
geht die Konvergenzgerade des Laplace-Integrals (mit beliebiger

1) Man erhiilt es direkt, indem man iiber den Verbindungsstrecken der
singuldren Punkte von f(}) mit dem Nullpunkt als Durchmessern die Kreise
beschreibt und von dem Aufern dieser Kreise den Durchschnitt nimmt (vgl.
Figur 3).
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Integrationsrichtung) durch einen singuliiren Punkt S (was ja im
allgemeinen nicht der Fall zu sein braucht). Die Konvergenzge-
raden lehnen sich also an die Menge
der singuliren Punkte der Unter-
funktion an und sind die Stiitzgeraden
des kleinsten konvexen Bereichs, der
die Singularititen enthilt, d. h. der
konvexen Hiille §i der Singularititen
(Figur 3). Dreht man daher den
Integrationsstrahl und liBt ibn alle
Winkelrichtungen von 0 bis 2z ein-
nelimen, so fegen die Konvergenzhalb-
ebenen das ganze Komplementiirgebiet
von & aus. Man kann also die Unterfunktion in jedem Punkt
auierhalb der konvexen Hiille der Singularititen durch das La-
place-Integral

Fig. 3

etV o

(12) f(i):sj‘ e-st I'(f) dt

mit einer geeignet gewiihlten Integrationsrichtung (auf umendlich
viele Arten) darstellen?).

1) Diese Tatsachen lassen sich aus den beim Borelschen Summau-
bilitiitspolygon geliiufigen Schliissen und aus den Arbeiten vonS.Pincherle
ablesen, vgl. vor allem: Sull’inversione degl'integrali definiti. Memorie di
matematica e di fisica della societa italiana delle scienze (3) 15 (1908) S. 3—43
[S.15}. Der Inhalt von 3) diirfte zum ersten Male in meinem unter Anm.1)S.3
zitierten Bericht [S. 22] ausgesprochen worden sein. Am bequemsten liest
man heute die Beweise nach bei G. P6lya, Untersuchungen iiber Liicken
und Singularitiiten von Potenzreihen. Math. Ztschr. 29 (1929) S. 549—640,
2, Kapitel. Hier werden 1) und 2) ausfiihrlich dargestellt, anstelle von 3)
wird dagegen nur die Konvergenz des Laplace-Integrals in einer Halbebene
bewiesen, deren Begrenzungsgerade den Konvergenzkreis der die Unter-

funktion darstellenden Reihe nach Potenzen von :, also den Kreis um den

Nullpunkt durch den am weitesten aufien liegenden singuliiren Punkt, be-
rithrt (8. 5814F.). Doch Lift sich auch 3) in vollem Umfang aus der Dar-
stelling von P 6lya erschlieBen, wenn man die dortige Bemerkung unter
Abschnitt 29a, 8. 590, die sich nur auf einen reellen Integrationsweg be-
zieht, auf eine beliebige Integrationsrichtung erweitert, oder in Formel (31)
S. 582 die dort benutzte grobe Abschiitzung fiir F'(z)| darch die exakte,
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Fiir unser spezielles Laplace-Integral (3) ergibt sich hieraus,

[z 7 in das ganze Aufiere des

kleinsten konvexen Bereichs &, der die Singularititen von

da man diese Darstellung

1
r(’
d. h. die Nullstellen von p(s), enthiilt, dadurch analytisch fort-
setzen kann, daBf man den Integrationsweg um den Nullpunks
dreht. St ist hier einfach ein geradliniges Polygon. Integriert man
in der Richtung ¢, so konvergiert das Integral

€L(I7:r‘

et Py di
]

in derjenigen Halbebene, deren Begrenzung die Stiitzgerade von
S in der Richtung — ¢ ist und die & nicht enthilt.

2. Da wir alles Notige zur Hand haben, so wollen wir hier
eine Betrachtung iiber das Borelsche Summabilititspolygon im
allgemeinen anschliefen. Man siehf jetzt deutlich, warum der
Borelsche Ausdruck (10) fiir eine Reihe nach absteigenden Po-
tenzen nicht auBierhalb des konvexen Bereichs &, sondern nur
autierhalb des Kreishogenpolygons 3’ konvergiert. Schreibt man
ihn namlich in der Form (11), so zeigt sich, dat (10) die Mog-
lichkeiten, die in dem Laplace-Integral stecken, nicht voll aus-
nutzt, wird doch hier fiir jeden Punkt s, wo die Summierung
vollzogen werden soll, eine ganz bestimmte Integrationsrichtung,

: 1. . .
die durch S hindurchgehende, vorgeschrieben. Hat man also eine

gewisse Integrationsrichtung ! gewihlt, so darf man bei Borel
nur diejenigen s betrachten, die auf dem an der reellen Achse
gespiegelten Strahl [ liegen. Nach den Erdrterungen unter 1. er-
hiilt man das Konvergenzgebiet desIntegrals bei fester Integrations-
richtung !, indem man eine zu !/ senkrechte Gerade von auBen
her gegen den Nullpunkt O vorschiebt, bis sie durch einen sin-
guliiren Punkt S der Unterfunktion geht. Von der so erhaltenen

welche die Gleichung (48) S. 585 zur Verfiigung stellt, ersetzt. (Bei Heriiber-
nahme der Darstellung von Pdlya ist zu beachten, daB mit der Regulari-
tit einer Unterfunktion ¢(s) im Unendlichen iiquivalent ist die Kigenschaft
der Oberfunktion @ (t), vom ,Exponentialtyp® zn sein, d.h. &@(f) = O (ealt),
a>0, fir alle ¢.)
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Konvergenzhalbebene $ kommen bei Borel aber nur die Punkte
auf | in Betracht. Die Punkte von [, wo der Borelsche Ausdruck
konvergiert, werden also von den Divergenzpunkten durch den
Fufipunkt I" des Lotes von S auf / getrennt (Figur 3). F liegt
aber auf dem Kreis iiher O als Durchmesser, und die Gesamtheit
aller 7" erfiillt daher in der Tat das Kreishogenpolygon 3’ (vgl.
dessen Erzeugung in Anm. ') S.8). — Da die Geraden I'S die
Stiitzgeraden des konvexen Bereiches & in Bezug auf O sind, so
Lit sich das Verhiiltnis von § und B’ leicht beschreiben: 8’ ist die
FuBpunktskurve von & in Bezug aut 0. — Lifit man in (11) die
Vorschrift iiber den Integrationsweg fallen, so kann man durch
passende Wahl der Integrationsrichtung Konvergenz in jedem
Punkt auBerhalb S erreichen.

Hieraus ergibt sich, daf man auch fiir eine Reihe nach auf-
steigenden Potenzen von 2 das Konvergenzgebiet des Borelschen
Ausdrucks (9) vergrdfern kann, indem man ihn zuniichst (fiir
£+ 0) in der Form
~(1.,) f(x) = wé‘ e« F(t) dt
schreibt und nun das Integral statt iiber den Strahl durch z
iiber einen beliebigen Strahl erstreckt. Hat man einen gewissen
Integrationsweg ! in der Richtung ¢ gewihlt, so konvergiert
das Integral

1 cfwm ¢
(11) 2 § e rFW
v

in dem Bereich, der aus der oben konstruierten Halbebene $
durch die Abbildung » = 1’ hervorgeht, d. h. in einem Kreis ¢

durch O, dessen Mittelpunkt auf 7 liegt und der im Innern keinen,
auf dem Rande mindestens einen singuliren Punkt S von f(x)
enthiilt. (Bei Borel kommt von diesem Kreis nur der Durch-
nesser in Betracht, die Gesamtheit dieser Durchmesser erfiillt
das Polygon ¥.) LiBt man ¢ von 0 bis 2z variieren, so fegen
die Kreise € ein Gehiet &' aus, welches aus dem AuBeren
der frither konstruierten konvexen Hiillle & durch die Abbildung

1
@ = hervorgeht und daher im typischen Fall von Stiicken der
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Kreise durch je zwei singulire Punkte und O begrenzt wird (Ii-
gur 4). Das Borelsche Polygon %, das ein konvexer Bereich ist,
hat offenbar den Rand von & zur Fuipunktkurve beziiglich 0. —
Die geometrischen Verhiltnisse sind also bei aufsteigenden Po-
tenzreihen gegeniiber denen bei absteigen-
\ , den gerade vertauscht: Bei Reihen nach
" aufsteigenden Potenzen ist der Konver-
genzbereich des Borelschen Ausdrucks (9)
bzw. (13) das Innere einer konvexen Kurve
(Polygons), der des verallgemeinerten La-
place-Integrals (14) (mit beliebiger Inte-
grationsrichtung) das Innere der zuge-
horigen Fufpunktkurve beziiglich O; bei
tethen nach absteigenden Potenzen ist der
Konvergenzbereich des verallgemeinerten
Laplace-Integrals (12) das AuBere einer konvexen Kurve, der des
Borelschen Ausdrucks (10) bzw. (11) das Aukiere der zugehorigen
FuBpunktkurve; die Kurvenpaare gehen durch die Abbildung

Fig. 4

1. . . . .
a = " ineinander iiber, und zwar bildet sich die konvexe Kurve
S

in der s-Ebene auf die FuBpunktkurve in der «-Ebene ab und
umgekehrt.

§ 3. Der Fall mehrfacher Wurzeln.

1. Dieser Fall wird beiBroggi auf den Fall einfacher Wurzeln
zurilickgetiihrt, indem p(s) in ein Produkt von Polynomen p (s) - - - p,(s)
mit lauter einfachen Wurzeln zerspalten und dann der (auch von
mir friher oft benutzte) ,Faltungssatz“!) angewandt wird, der

. . 1 .
besagt, daB, wenn die Unterfunktionen P Ceey ; die Oberfunk-
1 r
; 1 .. :
tionen P, (f), - -+, P,(?) besitzen, zu 2} S die Oberfunk-
1 r

1) Er wird (so auch von Broggi) meist Borel (vgl. dessen Legons sur
les séries divergentes, Paris 1901, S.104; 2. Aufl. S. 244) zugeschrieben, kommt
aber schon in ilteren Untersuchungen, z B. bei Tschebyscheff, vor, was
bei seiner Einfachheit nicht zu verwundern ist, stellt er doch nichts ande-
res als die auf Integrale iibertragene Cauchysche Multiplikationsformel
fiir Potenzreihen dar.
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tion P,# P, -+ P, gehort, wo das Symbol P, Py definiert
t

ist durch das ,Faltungsintegral® { P, (r) Ps(f — 7) dv. Aber auch
U

im Falle mehrfacher Wurzeln ist es einfacher, analog zu § 1, 2
vorzugehen. Wenn p(s) die Nullstellen a, - -, a, In der bexiig-

) .
lichen Vielfachheit %, - - -, k. hat, so gestattet = die Partial-

()
bruchzerlegung
1 1," 'r)', ]‘3'" Z“‘,”,]‘.’_,._,I? o _71 1 -
]7(\j —1'>;1 [(-'S‘—al')ll"" + (S - ar)lc"_l }_ + §— a)]
. . (s—a) 1. .
wobel 7, ; das Residuum von - 7 im Punkte a, ist. Zu
der Unterfunktion (—S~-—1—(—)—i gehort aber, wie man leicht verifiziert,
S —a,
. . 2 1 .. .
die Oberfunktion . - enl also zu - die Oberfunktion
(i —1)! P ()

& 7,',

_(1 5) Pt) =M [(7 Py ) i/""_1+ _2)‘ £y .2_*___._;_7.7’,1] et

l_l

; 1
und mit diesem P (/) gilt wieder die Formel (3) fiir I in der

Halbebene Ws ~> Max Ra,, bzw. bel variabler Integrationsrichtung
auBerhalb der konvexen Hiille der Wurzeln.

2. DaB P(?) auch in diesem Fall diejenige Ldsung der Dif-
ferentialgleichung (4) ist, die die Anfangshedingungen (5) erfiillt
(was Broggi durch eine lingere Uberlegung nachweist), ist selbst-
verstindlich, denn die Betrachtung in § 1, 3 setzt tiber die Viel-
fachheit der Nullstellen garnichts voraus.

3. Die Form (15) fiir die Losung der Differentialgleichung (4)
ist auch hier wieder diejenige, die man nach dem Heavisideschen
expansion theorem erhalten wiirde, wenn man dieses auf den Fall
erweltert, dal die charakteristische Gleichung mehrfache Wurzeln

hat, was allerdings in den meisten Darstellungen des Heaviside-
Kalkiils tibergangen wird.
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§ 4. Ausdehnung auf allgemeinere IKlassen von
meromorphen Funktionen.

1. Man wird bereits bemerkt haben, daB ein wesentlicher
Teil der vorhergehenden Erdrterungen eigentlich garnichts mit
dem Polynom p(s), bzw. mit der gebrochen rationalen Funktion
pl(s) zu tun hat. Eine Darstellung der Form (3) gilt ja fiir jede
Funktion, die eine Unterfunktion ist — nur liBt sich eben zu ]’tq)
die zugehorige Oberfunktion, die man fiir diese Darstellung braucht,
besonders leicht durch Partialbruchzerlegung bestimmen. Aber
auch diese Moglichkeit der Berechnung der Oberfunktion ist kein

.. . 1 . .
Privileg der Funktion ——, sondern liBt sich zuniichst in genau

p(s)’
gleicher Weise fiir die allgemeinere gebrochen rationale Funktion
[(5) = qg—;, wo ¢ niedrigeren Grad als p hat (im anderen Fall ist

f(s) tiberhaupt keine Unterfunktion), durchfiihren; ferner aber ist
diese Berechnungsweise bel einer sehr weiten Klasse von mero-
morphen Funktionen anwendbar. Ist eine solche niimlich in eine
Partialbruchreihe
a,
) =
fo=3% "
entwickelbar und schreibt man formal die gliedweise entspre-
chende Rethe
a,

JU— - tm?,—l (u‘i

,(n —1)!

des Oberbereichs an, so braucht diese allerdings nicht zu kon-
vergieren und, wenn sie es tut, nicht die Oberfunktion von f dar-
zustellen. Man kann aber auf verschiedene Weise sehr allgemeine
Klassen abgrenzen, bei denen dies stimmt. Da ich demniichst in
orofierem Zusammenhang auf diese Dinge zuriickkommen werde,
so mochte ich mich hier mit diesen Andeutungen begniigen.

F(t) =

”I/s

&

2. Da die verallgemeinerte Darstellung mit vergroBertem

Geltungsbereich nicht nur fiir sondern iiherhaupt fiir jede

1.,
(%)’
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im Unendlichen reguliive Unterfunktion moglich ist, ging schon
aus § 2, 1 deutlich hervor.

3. Anders steht es mit der (eigentlich interessantesten) Be-
ziehung zu der Differentialgleichung (4). Hier liegt die Erweiterungs-
fihigkeit nicht so auf der Hand, doch lassen sich auch da Ver-
allgemeinerungen vornehmen. Zuniichst wollen wir den auch schon
unter 1. angefithrten einfachen Fall betrachten:

() 1)
F = p oy
WO

ps) =5" 4ty "7 - - ay,

Q(S') = b"—l 57141 + bn ‘2‘;.11—2 + e —*— bo
ist (von den 4/ kdnnen beliebig viele bis auf mindestens eines ver-
schwinden, es soll also g(s)30 sein). Wir legen wieder die Dif-
ferentialgleichung (4) mit den aus p(s) entnommenen Koeffizienten
zugrunde. Soll ihre Losung ganz beliebige Anfangswerte Y(0),
Y7(0), -+, Y*=1(0) annehmen, so lautet die ihr entsprechende
Gleichung im Unterbereich:

o y— [ )_7'(0) sn—l + Y’(O) Sn-:? + Y(n —1)(0)"
]' U, 1 {S”_l Y I )T(O) " —2 + Y’(()) g . )f(n ’)(O)ll
{5 /A l (O)r
gy =0

oder
p(s)y = Y(0) 5!
i Ia‘n —1 )f(()) + Y (O) | g2
2 YO) A g YI(O) 1 (0)] 50

a, Y(0) 4 a, Y(0) + -+ 4+ YO=1(0).
Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt mit ¢ (s) tiberein, wenn
man die Anfangswerte 1(0), ¥'(0), .-+ so wiihlt, daB

17(0) - -/’n —1
Uy )X(O) —+ Y (O) =, 2
s Y(O) o ¥ (0) + Vv ©) g

«, )(()) ma, ) (U) -{«---—i— l("A“(U) =¥

0
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wird. Das kann man aber stets und eindeutig erreichen, da dieses
Gleichungssystem inhomogen und seine Determinante gleich 1 ist.

Die Oberfunktion zu f(s) = q)% ist also diejenige Lisung der
Differentialgleichung (4), welche die so bestimmten Anfangswerte
hat.

4. Schreitet man wie in 1. zu allgemeineren meromorphen
Funktionen fort, so wird man diese jetzt als Quotienten zweier
Potenzreihen darstellen:

PO TGRSR VS

J
g(s) g a,s { a, 5
die bestiindig konvergieren, falls es sich um eine in der ganzen
Ebene meromorphe Funktion handelt, oder nur in einem Kreise,
wenn die Funktion in diesem meromorph ist. Man iibersieht, daB
man in diesem Fall auf die lineare homogene Differentialgleichung
unendlich hoher Ordnung:

| .

X

M, YO =0

r=0
gefithrt wird, deren Anfangswerte die unendlich vielen linearen
Gleichungen erfiillen miissen:

e (10}
N @i )T(O) =0 (A==0,1, ).

=0

(Natiirlich sind zur Legitimierung der hierbei vorkommenden Um-
formungen gewisse Konvergenzvoraussetzungen zu machen.) Die

Berechnung der Oberfunktion von .];Eiz; erweist sich so als dqui-
valent mit der Auflssung einer linearen Differentialgleichung un-
endlich hoher Ordnung und eines Systems von unendlich vielen

linearen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten.



