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Uber eine Formel der Invariantentheorie.
Von Josef Lense in Miinchen.

Vorgelegt von G.Faber in der Sitzung am 10. Mai 1930.

§ 1. Fragestellung,

Im folgenden soll eine Formel der Invariantentheorie be-
handelt werden, die an uund fiir sich nicht neu und in vielen spe-
ziellen Fragestellungen sicher erkannt worden ist, deren Dar-
stellung mir jedoch bisher in der Literatur nicht zu Gesicht ge-
kommen ist. Kine moglichst allgemeine, strenge Begriindung mit
den Hilfsmitteln der Analysis scheint mir daher wohl am Platze.
Abnliche Gedankengiinge wie im folgenden finden sich z. B. bel
S. Lie!), ohne daB dort die Schliisse in der Richtung bis zu
Ende durchgefiihrt sind, wie es hier geschehen soll.

Wir wollen im folgenden zuerst die Fragestellung kurz
schildern, ohne dabei strenge Definitionen heranzuziehen, um die
Sache moglichst zu kliiren, und dann den strengen analytischen
Beweis der Formel geben. Denken wir uns ein Kontinuum, dessen
einzelne Elemente durch P unabhiingige Parameter bestimmt sind.
Auf dieses Kontinuum sollen die Transformationen einer 7-
gliedrigen Gruppe ausgeiibt werden, jede Transformation ist also
durch 7' unabhiingige Parameter gegeben. Dann konnen Trans-
formationen der Gruppe vorhanden sein, die jedes Element des
Kontinuums in sich iiberfithren, wir wollen sie kurz Auto-
morphien des Elementes nennen und annehmen, daf sie durch
4 unabhiingige Parameter festgelegt sind. Schliefilich ist es mog-
lich, dat das Kontinuum in Teilgebicte zerfillt, die bel simt-
lichen Transformationen der Gruppe ungeiindert bleiben. Wir
nehmen an, im Kontinuum dieser Teilgebiete sei jedes Teilgebiet

1) 8. Lie-F. Engel, Theoric der Transformationsgruppen, 1. Bd., §58,
3. 212 -218, Leipzig 1888, B. G. Teubner.
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durch J Parameter bestimmt, es enthiilt also 0"~ Elemente des
urspriinglichen Kontinuums. Da nun jedes Element des urspring-
lichen Kontinuums bei co! Transformationen ungeiindert bleibt,
gibt es gerade co’~4 Transformationen der Gruppe, die es in
alle iibrigen Elemente iiberfihrt, fir die eine derartige Uber-
fiithrung {iberhaupt moglich ist, d. h. nach unserer letzten An-
nahme in oP~7 da alle derartigen Elemente einem der erwiihn-
ten Teilgebiete angehdren miissen. Infolgedessen mufy gelten

P—J=1—4.

§ 2. Normierung der Elemente.

Die im vorhergehenden Paragraphen durchgefiibrte Dimen-
sionsbetrachtung soll jetzt durch einen analytischen Beweis auf
eine feste Grundlage gestellt werden. Die P unabhiingigen Para-
meter, von denen die Elemente des Kontinuums abhiingen, Dbe-
zeichnen wir mit a, a,, ... ap, die Transformationen S der Gruppe
selen durch die unabhingigen Parameter ¢, ¢,, ... ¢r festge-
legt. Die Transformation S selbst sei durch dic Transformations-
gleichungen

() by=q.(a, a,, ...ap; ¢, Coy...cr) (r=1,2,...0D)

charakterisiert, d, h. durch die Ausiibung der Transformation S
auf das Element, das durch die Parmeter a gegeben ist, moge
dieses Element in ein solches mit den Parametern 0 iibergehen.
Die Funktionen ¢, setzen wir in der Umgebung einer gewissen
Stelle (af, ab, ... ap; ¢9, ¢S, ...c7) im Reellen einmal stetig
differenzierbar, im Komplexen regulir analytisch in allen Ver-
inderlichen voraus. Da das Element mit den Parametern & durch
die zu S inverse Transformation S-! in das Element mit den
Parametern @ iibergeht, miissen die Gleichungen (1) nach den a
2Py Por - ‘T{’)
d(ay, a,y ... ap
wird an der betreffenden Stelle von Null verschieden vorausge-
setzt. Sie verschwindet daher in einer gewissen Umgebung dieser
Stelle ebenfalls nicht.

e e . ?a«,;“ v=1, 200 P

Wir betrachten nun die Funktionalmatrix | j(o L9 )

' 2.

3¢,

auflosbar sein, d. h. die Funktionaldeterminante

Ihr Rang sei P — J, ferner werde gesetzt
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(2) T—P+4+J=4A.
Nach dem Begriff des Ranges ist daher
P>J>0, 4>0.

Der Rang soll so verstanden werden, daB alle Determinanten
von héherer Ordnung als P — J identisch verschwinden, dagegen
mindestens eine von der Ordnung P — J an der betrachteten
Stelle von Null verschieden ist. Wenn wir die oben erwiihnte
Umgebung geniigend klein nehmen, verschwindet sie in dieser
ganzen Umgebung nicht. Auf einen solchen Bereich wollen wir
uns im folgenden immer beschriinken. Unter den ¢, gibt es nach
der Annahme iiher den Rang der Funktionalmatrix P — J un-
abhiingige Funktionen beziiglich der ¢. Sei die Bezeichnung so
8 (0 ey v s PE—)

(/}1, Coy = v 01'_,/)
Stelle (% ¢° nicht verschwindet. Setzen wir kurz

gewiihlt, daB gerade die Determinante an der

pi (e, al, .. ab; ey, el ... =p (=12,...P—J),

so sind die Gleichungen

J),

B @ila,, Gg, ...ap; )y Cqy ... C)=f; (i=1,2,...P
nach den P —-.J ersten der ¢ losbar und liefern als Auflosung

(4) Ci = Yi (\lll, Ay o oo py CPp— gy 15 Cr—gg2y ... Cr; ﬁl’ ﬂ._.. s /’1’1:_.,])

(=1,2,...P - J),

wo die 7 in einer passenden Umgebung im Reellen einmal stetig
differenzierbar, im Komplexen analytisch in allen Veriinderlichen
« und ¢ sind und fiir

a,=a, (r=1,2,...DP)
p=c¢f h=P—J+1,P—J42 ...17)

die Werte ¢; (i =1, 2, ... P —.J) annehmen. Die Bedeutung
dieser Auflosung ist folgende: Wir bestimmen jene Transformation
der Gruppe, die das Element mit den Parametern a in jenes
Flement tiberfithrt, bei dem moglichst viele der Parameter vor-
gegebene Werte annehmen (hier gleich $; werden). Wir wollen
es das normierte Element und den ganzen Vorgang Nor-
mierung nennen.
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§ 3. Invarianten und Automorphien,

Die letzten J der Funktionen ¢, lassen sich durch die ersten
P —J darstellen, d. h. es gelten die Gleichungen

5) @1 (@yy oy oo AP5 €4y Coy v Cr) == Y (@, Boy oo @py Py Py ve Pr )
b=P—J--1,P —-J-|-2,...P).
Ein Beweis dieses Satzes findet sich bei G. Kowalewski, Hin-
fiithrung in die Determinantentheorie, S. 306 —311, Leipzig 1909:
Veit & Co.
. .|l (7&’ P-J+1,P-J+2,.. P
s Ra ; < Imatrix || -~ ’ !

Der Rang der Funktionalmatrix ‘}la a\u-t,2, ... P)
ist J. Denn wiire jede Determinante J-ter Orduung dieser Funk-
tionalmatrix 0, so wiire nach dem Laplaceschen Entwicklungs-

satz der Determinantentheorie die Determinante 2oy 1) =0
aa,, a,,...ap)

gegen die Voraussetzung., Die Funktionen v also sind beziiglich
der a voneinander unabhiingig.

Zufolge der Gleichungen (3) und (5) ergibt sich durch Ein-
setzen von (4) in (1)
by = p; (i-1,2,...P-J)
b =ypi(a,,au . .capt p P o)t~ P-J+1, P=J+2,...P).
Zerlegen wir nun die Transformation in zwei Schritte, so daB
zuerst die @ in die Parameter « iibergehen, wo auch die «¢ in

der angenommenen Umgebung liegen, dann die « in die b, so
lauten die Transformationsgleichungen fiir den zweiten Schritt

bi = f; (t=1,2,... P-J)
b=y oy tpy B fyec o)l =P-J+1, P-J +2,... P},
daher nach (6)

(6)

(g, oy cttpy By Poree-fro—i)—ynla oy cap; Bfonfr)
(k=P-J+1,P-J+2,...P),
d. h. die y sind J unabhiingige absolute Invarianten der
Elemente des Kontinuums beziiglich der Transformationen der
Gruppe. Alle ibrigen miissen Funktionen dieser J sein. Denn
wir konnten durch unser Verfahren P—J der Parameter a in
in bestimmter Weise normieren, d. h. eine Transformation unserer
Gruppe angeben, die das gegebene Element in ein normiertes
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Element {iberfiithrt, wobei P—J der Parameter bestimmte vor-
gegebene Werte haben, d. h. es kann nicht mehr als J unab-
hiingige absolute Invarianten geben.

Die Substitution S, welche das gegebene Element in das
normierte iberfithrt, hiingt vach (2) und (4) noch von den A4
unabhiingigen Parametern cp_ 41, ¢p_yye, ... cr, ab, d. h. es
gibt o1 solche S. S, sei eine von ihnen und U die allgemeinste
Transformation der Gruppe, welche das normierte Ilement in
sich iiberfubrt, die sogenannte allgemeinste Automorphie des
Klementes. Dann ist S;U == 5, somit U= 515, d. h. 4 ist die
Anzahl der unabhiingigen Parameter der Gruppe der Automor-
phien des Klementes. Damit ist die in § 1 angegebene Formel
bewiesen.

§ 4. Beispiel,

Wir betrachten folgendes Beispiel zur Erliuterung der eben
bewiesenen Formel:” Die KElemente unseres Kontinuums seien alle
Systeme von je 4 Punkten einer Ebene, die in gerader Linie
liegen. Jeder Punkt einer Geraden ist durch einen Parameter
festgelegt, die Gerade selbst durch 2, daher P = 6. Die Trans-
formationen der Gruppe seien die Kollineationen der Ebene. Eine
ehene Kollineation ist durch 8 Parameter bestimmt, also 1" = 8.
4 Punkte einer Geraden haben eine absolute projektive Invariante,
niimlich ihr Doppelverhiiltnis, sonach J == 1. Ein solches Punkt-
quadrupel hat also beziiglich der ebenen Kollineationen «=* Auto-
morphien, d. h. es gibt oo? Kollineationen, die das Quadrupel un-
geiindert lassen. Das sieht man am leichtesten so ein: Damit 2
der Punkte des Quadrupels bei den ebenen Kollineationen fest-
bleiben, sind 4 Bedingungen notwendig, fiir den dritten Punkt
noch eine, weil die Verbindungsgerade der beiden ersten Punkte
durch jede Kollineation, welche die beiden ersten Punkte fest-
lifit, in sich iibergeht. Der vierte Punkt geht dann von selbst in
sich @ber, weil die Iollineationen das Doppelverhiltnis nicht
indern. Die Formel ist damit bestitigt.



