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Uber das asymptotische Verhalten der Losungen von
Differentialgleichungen und Differentialgleichungs-
systemen,

Von F. Lettenmeyer in Miinchen.

Vorgelegt von O.Perron in der Sitzung am 6. Juli 1929.

§ 1. Stellung der Aufgabe.

In der folgenden Arbeit handelt es sich um Differential-
gleichungssysteme der Form

(i;?=f(t)]_}jlaikxk—{—q)i(xl,...,x", Ho G=1,...,n), @

bei denen das asymptotische Verhalten der Losungen fiir reell
gegen -|-co wachsendes ¢ untersucht werden soll.

Wir trennen in der Behandlung véllig die folgenden zwel
Fragestellungen:

1. Die Existenz einer Losung sei vorausgesetzt. Was lifit
sich unter gewissen Voraussetzungen A iiber (I) von dem asymp-
totischien Verhalten dieser Lisung aussagen?

2. Unter welchen A4 enthaltenden Voraussetzungen B sind
Lisungen der vorher diskutierten Art sicher vorhanden?

In der vorliegenden Mitteilung wird die erste, in einer spiiter
folgenden Mitteilung die zweite Fragestellung behandelt werden.

Voraussetzungen 4 iiber (I).

Fiir die «;, die Konstanten a;; und die Funktionen ¢; sind
beliebige komplexe Werte zugelassen, jedoch seien die a;; nicht
alle gleich 0. ¢ sei eine reelle Veriinderliche.

f(t) sei eine fiir alle £>¢, definierte reelle Funktion mit
folgenden Eigenschaften:

14*
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()= 0;
es gebe eine Stammfunktion F'(f) = (f(f) dt von f(1);
Ity —co mit > |- oo,

Fiir einen geivissen Bereich B der @; und alle > £, sei jede
Funktion ¢; definiert und habe die Eigenschaft:

Bei beliebig vorgegebenem & >0 ist
: n

gi| <ef()) X far |
k=1

fir alle £> T und alle Wertsysteme «; eines Teilbereiches 9,
von B. (Dabei kann o. B. d. A. bei & < ¢, der Bereich 8, als
Teilbereich von ., angenommen werden; der Durchschnitt aller
B, darf leer sein; vgl. hiezu Annahme I S, 218).

Es sind also Nullstellen von f(f) zugelassen; wegen I'(¢) =
sind dies nicht ,zuletzt“!) alle #, wohl aber diirfen Nullstellen
simmerwieder“?), sogar als ganze Strecken, auftreten; z. B.
f=-sin?t.

Ist zuletzt f(£) >0, so lifit sich durch Einfiilirung von I'(¢)
als neue unabhingige Variable sofort (I) auf den Fall f(f) = 1
zurlickfiihren. Fiir unsere Voraussetzung f> 0 wiire dies mit
Schwierigkeiten verkniipft, withrend in simtlichen folgenden Be-
weisen auch nicht die geringste Einzelheit erspart oder abgeiin-
dert wiirde, wenn man den durchwegs nur als Faktor vorkom-
menden Buchstaben f wegliefie bzw. I” durch ¢ ersetzte. Die Mit-
fithrung des Faktors f ist also wohl bequemer, was die Voraus-
setzung > 0 betrifft.

Beziiglich der Beweismethoden ist die Einfithrung der Funk-
tion f vollig trivial gegeniiber den bisherigen Bearbeitungen dieses

1) ,,Zuletzt soll in dieser Arbeit stets heifien: fiiv alle t= 1, wo T
meist von einem vorgegebenen &> 0 abhingen wird.

wlmimerwieder® soll stets heifien: fiir eine Menge von ¢-Werten mit
der oberen Grenze - co.



Uber das asymptotische Verbalten usw. 203

Gegenstandes, deren Verfasser sich auf den Fall ,konstanter
Koeffizienten® (d. h. f = 1) beschriinkten?).
Doch werden damit Aussagen z. B. iiber Systeme der Form
%a;i =k§ IAL-k @)z i=1,...,n
moglich, deren Koeffizienten A, (f) Polynome von ¢ oder V't oder
log ¢ sind; denn es ist dann A;. etwa von der Form
Ay = ag t" '}“ Pik (t),
wo ¢ die niedrigeren Polynomglieder bedeutet; dabei sind alle
A;; formal als Polynome gleichen Grades anzuschreiben. Man
sieht sofort, daf mit

n
f(t) == tn; @i =’ Y pin T
Nt

v

alle Voraussetzungen A erfiillt sind; B und jedes B, ist der Be-
reich aller Wertsysteme ().

Da sich spiiter herausstellen wird, daf das asymptotische Ver-
halten einer Lisung nicht von den ,Zusatzfunktionen® ¢; abhiingt,
werden also in diesem Beispiel nur diejenigen Koeffizienten A
einen Einflufs ausiiben, bei denen das hiochste Polynomglied wirk-
lich auftritt.

Zur Untersuchung von (I) bedient man sich einer linearen
Transformation in ein einfacher gebautes System (II). Fiir die
Behandlung des Systems (II) werden hier die von Herrn Perron in
mehreren Arbeiten?®) angewandten Methoden in vereinfachter Form

2) Die Resultate dieser Arbeit sind anch fir f =1 durchweg neu;
Vorgiinger hatten lediglich Satz 3, der mit lim sup statt lim bekannt war,
und Satz 6, von dem ein Teil in dem Spezialfall bekannt war, daB sdmt-
liche charakteristische Wurzeln verschiedene Realteile haben (insbesondere
sei darauf hingewiesen, daB in Satz 6 die Limesbeziehung fiir die Funk-
tion log x (t) selbst, nicht nur fiir log (1) aunfgestellt ist). Im Fall der
Poincaré-Perronschen Differentialgleichung (§ 9) gilt das Analoge von
den Sitzen 10 und 11,

3) 1 Uber lineare Differentialgleichungen, bei denen die unabhiingig
Variable reell ist. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Erste
Mitteilung Bd. 142 (1918), S. 254—270.

2 Zweite Mitteilung. Ebenda Bd. 143 (1913), S. 25—50.

3 Uber das Verhalten der Integrale einer linearen Differentialgleichung
bei grofien Werten der unabhiingig Variabeln. Mathematische Zeitschrift
Bd. 1 (1918), S, 27 —43.

4 Uber Stabilitit und asymptotisches Verhalten der Integrale von

Differentialgleichungssystemen, ~Mathematische Zeitschrift Bd. 29 (1928),
S. 129—160.
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beniitzt werden. Fiir die Riickiibertragung der Resultate auf (I)
werden in § 3 Matrizen konstruiert, welche dem Problem be-
sonders angepafite lineare Transformationen liefern, niimlich solche,
welche erlauben, Aussagen iiber nur einige Komponenten einer
Losung von (II) auf die entsprechenden Komponenten der zuge-
horigen Losung von (I) zu ibertragen. Damit wird sich dann
der Fall charakteristischer Wurzeln mit teilweise gleichen Real-
teilen behandeln lassen.

§ 2. Uber die Bestimmtheit der Konstanten «, und der
Funktion / im System (I).

Die Konstanten a;; und die Funktion f sind durch die Voraus-
setzungen A tiber die rechten Seiten von (1) nicht eindeutig fest-
gelegt. Setzt man nimlich

ajy = a iy mit a >0, ]
£1(t) = (é—ﬂ (t)> ) mit (>0 fir £ | )

wo 7(¢) auch noch so gewihlt ist, daB f* dieselben Voraus-
setzungen wie [ erfiillt, so ldBt sich (I) in der Form schreiben:

x%=f*2/:a?7¢xk+<p?, WO qa?*=qvi—m;f)./‘-au,-x/.: ),

und man sieht sofort, daB ¢f ebenfalls die fiir ¢; bestehende
Voraussetzung erfiillt.

Die spiteren Resultate itber (I) miissen also richtig bleiben,
wenn in ihnen die @;x und f durch af und ein f* der Form (1)
ersetzt werden. Man kann das bei den verschiedenen Sitzen
leicht nachpriifen, wenn man u. a. beriicksichtigt, dak sich bet
einer solchen Ersetzung auch die charakteristischen Wurzeln der
Matrix (@;) einfach mit a multiplizieren.

Es 146t sich nun unter gewissen Zusatzvoraussetzungen zu
A zeigen, daf in (I) die a;; und f nur den durch (1) angege-
benen Spielraum haben; d. h. daB bei zwei Darstellungen der
rechten Seiten von (I):

Hy, ¥, Y soll stets die Summation von 1 bis n bedeuten.
i k
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fLawat g = Yahot ol (=10 @
k N

notwendig Beziehungen der Form (1) bestehen miissen.

Als solche Zusatzvoraussetzungen kdnnen nihere Angaben
iiber die Beschaffenheit der Bereiche ¥, dienen; z. B. geniigt es
anzunehmen, daf jedes B, ein Bereich 0 <7 ¥ |z;/ <4, ist, wo
8. (> 0) mit ¢ beliebig klein werden darf. Im folgenden soll der
Beweis zugleich fiir eine Zusatzvoraussetzung anderer Art durch-
gefihrt werden, wie sie spidter beim Kxistenzbeweis ohnehin
gemacht werden muB, nimlich:

Bei beliebig vorgegebenem & >0 sei
I(Pi(xla c ey Ty f)—q7i(517 s ey fna t)i gef%:;xlc“—flcl
i

fiir alle Wertsysteme (z;) und (&) aus 8B, und ¢> 7,. Ebenso
fiir ¢f und dasselbe B,.

Bewelis:
Tpy ooy By ooy @oound @y, o0 T -0y oo X (k=1,...,0)

seien zwei Punkte von ¥,; £ F£0. Fiir beide werde die Beziehung
(2) angeschrieben. Subtraktion dieser beiden Gleichungen und so-
dann Anwendung der soeben vorausgesetzten Abschiitzungen liefert
(| 2] ist wegdividiert):
fa —frai, | <e(f +f*) fir > T.. (3)
(Auf diese Beziehung kommt man bei der zuerst genann-
ten Zusatzvoraussetzung sofort durch Einsetzung des Punktes
(; =0 fir i+x, 2, =h) in (2).)
Hieraus folgt zunichst, daB zuletzt f und f/* nur beide = 0
oder beide # 0 sein kionnen. Denn giibe es eine wachsende Zahlen-

folge #, = oo mit (etwa) f(¢,) >0, f*(t,) = 0, so wiire nach (3)
zuletzt

| Qi < £y
was fiir ein ;. % 0 (ein solches gibt es) bei hinreichend kleinem &
ein Widerspruch ist.
Lassen wir ¢ nur durch diejenigen Werte gegen co streben,
fir welche nicht f=f* = 0 ist, — und es gibt beliebig grofe
solche Werte wegen F = co — so besagt (3):
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fa /.-.—/';“f" =0 fir alle i, k.
Fe]

Umgeformt:

f*
F (@i -+ afy) = air.
Hieraus ist ersichtlich, daf; fiir jedes a;;. + 0 auch a;;, -+ af. £ 0
J
sein muf}, sodal eine weitere Umformung liefert:
agy .
f*-—> Sy fiir jedes a;r £ 0.
f air
Ebenso wird bewiesen:
g S .
C;—) ;’ = f fir jedes aj £ 0.
i

Somit af =1, also a4 0 und wegen f >0, f* > 0:
a 0.

Die Beziehung aji = a «;;; ist also sichergestellt, wenn von

a;;; und o7 mindestens eines £ 0 ist; fir a; = af), = 0 ist sie
ebenfalls richtig.

”
Schreiben wir endlich die Beziehung . -

in der Form
a
5 1 . :
T — ;+71 fy wo 75(6)—=>0,

so gilt diese Gleichung auch fiir die bis jetzt ausgelassenen ¢-
Werte, fiir welche 5 sogar noch beliebig bleibt.
§ 3. Siitze iiber Matrizen.

Die charakteristischen Wwrzeln der Matrix (air), d. h. die
Nullstellen des Polynoms von o:

@y 0 s Uy
Aoy a22 -0 . Ay
1 ’
N
an1 (no Upn—0

seien in irgend einer vorgegebenen Reihenfolge mit o,
bezeichnet.
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Wir benotigen fiir spiter eine Matrix (b)) mit von Null
verschiedener Determinante, welche zuniichst folgendes leistet:

"9, Cig ... Cin
Co Qg . L2
i)~ (@ir) (i) = “! ’ n ) 4)
Cal Ch2 On

mit |ci| <¢, wo ¢ >0 beliebig klein vorgeschrieben ist.

Eine solche Matrix (5;) kann leicht angegeben werden; man
kann z. B. bekanntlich (wird aber hier nicht bentitzt) auf mannig-
fache Art (b;;) so bestimmen, daB (4) besteht und alle ¢ mit
i<k gleich 0 sind. Diese Bezichung bleibt dann richtig, wenn
man jedes &;. durch

by M L

und jedes ¢;. (i = %) durch
Cilke
M—F
ersetzt. Ein hinreichend grot gewiihltes M/ ™0 gestattet also
alle |¢;. | beliebig klein zu machen?®).

Diese Eigenschaften der Matrix (b;1) reichen fiir den spiteren
Satz 8 aus. Fiir die weitere Untersuchung soll aber die Matrix
(hir) aufierdem noch die Eigenschaft haben, dafi gewisse by an
vorgeschriebenen Plitzen gleich 0 sind. Dazu dienen die folgen-
den Sitze 1 und 2.

Vorbemerkung: Wir sagen, eine in einer Matrix vom
Range r enthaltene Determinante ,trage zum Range bei“, wenn
es in dieser Matrix eine r-reihige nichtverschwindende Determi-
nante gibt, in welcher die erstgenannte Determinante als Minor
vorkommt,

Dann gilt: Jede in einer Matrix enthaltene nichtverschwin-
dende Determinante triigt zum Range bel.

Beweis: Die vorgegebene nichtverschwindende Determinante
sei v-reihig. Fiir » = » ist die Behauptung evident. Ist » <Tr,

%) Es liBt sich auch erreichen, daB mit den [ ¢, | auch die [D;. be-

liebig klein werden, da (4) ungeiindert bleibt, wenn alle ;). mit dem glei-
chen Faktor multipliziert werden.
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so verschwinden bekanntlich®) nicht alle (v -|- 1)-reihigen Deter-
minanten der Matrix, in welchen die gegebene Determinante als
Minor vorkommt. Es gibt also eine (» -|- 1)-rethige nichtverschwin-
dende Determinante der Matrix, in welcher die gegebene als Minor
vorkommt. Fiir » 4- 1 = r ist dies die Behauptung; fir »-+-1<7r
ist derselbe Schlufi wiederholt anzuwenden.

Der folgende Satz handelt von quadratischen Matrizen (i),
deren BElemente a;. Zahlen sind; i (i =1, ..., n) ist der Zeilen-
index, £ (k =1, ..., n) der Kolonnenindex.

In einer solchen Matrix werden wir nach Bedurf zwel Zeilen
und gleichzeitiy die entsprechenden (d. h. mit denselben Nummern
versehenen) IKolonnen vertauschen. Die Ausfiihrung mehrerer
solcher Schritte, deren jeder also aus zwei Vertauschungen be-
steht, wollen wir hier eine , Umordnung“ der Matrix nennen. In
dieser Benennung sei auch inbegriffen, dafi iiberhaupt keine Ver-
tauschung vorgenommen wird.

Bei einer solchen Umordnung wird die Hauptdiagonale in
sich permutiert, was zur Folge hat, dafi die umgeordnete Matrix
dieselbe charakteristische Gleichung und mithin dieselben charak-
teristischen Wurzeln besitzt wie die urspriingliche.

Es gilt nun folgender

Satz 1: Jede Matrix (a;) likt sich in dem eben er-
klirten Sinn in eine Matrix (@) umordnen, zu welcher
sich eine Matrix (b)) mit folgenden Eigenschaften be-
stimmen liBt:

b — 0 fir i<k,
bii :*IO fiir i=1,...,7l;

1 Ci2 Ci3 - .. Cin
G @) Gy = 0 ¢ e |
0 0 0 ...o4
WO 04y...,0, die charakteristischen Wurzeln von (a;) in

irgend einer fest vorgegebenen Numerierung sind.

) Vgl.z B.Bocher, Einfithrung in die hohere Algebra, 1910, Kap.V,
Satz 1.
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Diese Matrixheziehung Lifit sich so schreiben:

0/11...(111,, Z)“O 0...0 1)110 0...0 01Ct2...Cipn
Z)gl b_:-g 0...0 o b_g[ bzz 0...0 0 02 ... C2n
a;ml '-'(l';l n bnl bn‘z bnn bnl bn‘l bn" 00 .. On

ist also die Gesamtheit folgender »? Gleichungen fiir die #n* Un-
bekannten &;; mit ¢ > % und ¢ mib ¢ <k

k-1

n = .
xais bg). = Lbis Csh %' bil; Qlcy (?, k= 1, v ey 72)Y

s=Kk s=1

0
wobel fiir i <~k b, = 0 zu setzen ist; Y bedeutet 0.
1

Zum Beweis unseres Satzes fassen wir die Gleichungen mit
gleichem Index % zu einem System zusammen und erhalten so
fir k=1,2, ..., n gewisse n Gleichungssysteme, von denen
wir jetzt zeigen werden, daB sie sich nacheinander mit 5,4 0
nach den vorhin genannten Unbekannten auflisen lassen.

Erster Schritt: Das Gleichungssystem mit & = 1 lautet:

(all_Ql)bll“:' (tlzbzl'{‘u -'[‘ by =0
as by "|l'(a22_"91) b;}l —l'- .k by =0

)

(: . P . -
Unter % verstehen wir diejenige Matrix, welche aus der
Matrix

iy — Q1 Qg2 . Uy
a1 Moo — 0] . . . s
Q[] — 5 2n
Ay 1 Ay 2 Ay — O1

durch Weglassung der »-ten Kolonne entsteht. Dann ist not-
wendig und hinreichend fiir die Auflésbarkeit von (5) nach
birybary « vy bay mit by +0, dab die Matrizen 9, und A glei-
chen Rang haben. Dies braucht jedoch von vornherein nicht der
Fall zu sein.

Nun hat A einen Rang r < n; jede r-reihige Determi-
nante aus 9, ist also in mindestens einer der Matrizen A’ v=1,...,n)
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enthalten; es gibt also mindestens eine Matrix 9{” von gleichem
Range wie 9. ("’ sei eine solche. Wir vertauschen nun in der
Matrix A = (a;) 1. und p-te Zeile und 1. und u,-te Kolonne;
A’ sei die so umgeordnete Matrix. Werden nun die bisherigen
Uberlegungen und Bezeichnungen aut 9 angewandt, so ergibt
sich, daB 9 und " gleichen Rang haben; denn die Matrizen
AV und A" unterscheiden sich nur durch eine Zeilen- und
Kolonnenvertauschung.

Unter Riickkehr zur urspriinglichen Bezeichnung setzen wir
also voraus, daf 9 und A" gleichen Rang haben, und kénnen
nun das System (5) mit &3 -F 0 auflosen; by, .. ., by sind von
jetzt an bekannte Zahlen.

In der Matrix 9 stehen jetzt immer noch Vertauschungen
innerhalb der 2. bis #2-ten Zeile und Kolonne frei, da hiedurch
H . . .
der Rang von A nicht geiindert wird.
te] o

Zweiter Schritt: Das Gleichungssystem mit &= 2 lautet:

b (— €12) ' 22} b:a-!'- . 1 Wnbys =0
bo (— ¢12) (a2 — 02) b2 - . . ] Wrn byo =0 )
bnl(“— cl‘l) ’{ - Ao bze _‘I{‘ EERI "i' (a‘nn - Q.’) bn:! = 0. '
Von der Matrix dieses Gleichungssystems
I)[[ a2 /R
9 bor @2 — 02 . . . G2,
’)u | Uy 2 <Oy — 02
zeigen wir zuniichst, daf sie einen Rang 7, <" n hat.
Addiert man in der Determinante
bno—o01) an ey
| b21 (Q . Ql) Ay — 0 .. 2y
| ’
| bnl(() "_Ql) 2 e yp— 0
wo o eine Variable ist, fiir 2 =2, ..., n zur 1. Kolonne die

mit &1 multiplizierte %-te Kolonne, so erhiilt man unter Ver-
wendung der Gleichungen (5):
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aj—0 ae N/ %
|
21 (23— Q... 1
~biy - ¢ \=Z"1(-1)"+ (0-01)(0-02)...(0~0a).
An1 UAn2 ---aun-9|

¥s besteht also die Identitiit:

[ by ans S - '

by 22— 0« . A2y i =

Gl = = (—1+10,, (0 — )+ - (0 — o),
| bnl a2 Uyn Q|

A, | = 0 folgt.

Wir verstehen wiederum unter 95 diejenige Matrix, welche
aus ¥, durch Weglassung der »-ten Kolonne entsteht. Notwen-
dig und hinreichend fiir die Auflosbarkeit von (6) nach Cra, Dag,
Dsay o« oy bpa mit by +0 ist, dah die Matrizen 9z und AP gleichen
Rang haben. Dies braucht jedoch von vornherein nicht der Fall
Zu sein.

Nun triigt nach der Vorbemerkung das Element b, weil
40, zum Range r, der Matrix ¥, bei. Ks gibt also in 2, eine
nichtverschwindende »,-reihige Determinante, an welcher die 1. Ko-
lonne von 3, beteiligt ist. Wegen r, <" #n ist diese Determinante
in mindestens einer der Matrizen 9’ (v = 2, ..., %) enthalten.
Es gibt also mindestens eine Matrix %3’ (»>2) von gleichem
Range wie ¥,. AL sei eine solche. Analog wie beim 1. Schritt
erkennt man nun, daB man nur in der Matrix (a;;) die 2. und
ty-te Zeile und die 2. und u,-te Kolonne zu vertauschen braucht,
um, unter Riickkehr zur urspriinglichen Bezeichnung, zu bewirken,
dafs gerade 9, und 5" von gleichem Range sind. Das System (3)
LBt sich nun mit b, + 0 auflésen; ¢, buy, ..., by2 sind von
jetzt an bekannte Zahlen.

In der Matrix 9 stehen jetzt noch Vertauschungen inner-
halb der 3. bis n-ten Zeile und Kolonne frei.

Induktionsannahme: Die Gleichungssysteme bis & =
# — 1> 2 einschlieBlich seien aufgelsst; alle ;, und ¢;; mit
k<»-—1 sind bekannte Zahlen; die b;; (: <% —1) seien ins-
besondere alle + 0. Ferner sei die Identitit in o

<
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b“ 0 0 .. 0 ar . A1y
bgl bgg 0 . . 0 2238
b—11. . . . beoie—raeoag
bkr o . o ke wer—o o . ag
bul . . . . bn,l.'—l Ap . . . Ayy — o
= (— IR B Dy b1 (o —ok) e+ - (0 — ow)

fir £ <x — 1 bewiesen (fiir & =2 ist es die beim 2. Schritt
hergeleitete Identitit). Schlieflich sollen in der Matrix ¥ noch
Vertauschungen innerhalb der x-ten bis n-ten Zeile und Kolonne
freistelien.

%-ter Schritt: Das Gleichungssystem mit % = » ist ein
System von n linearen homogenen Gleichungen fiir die Unbe-
kannten

— Cluy = Couy e oy = Coomt sy Doy Dbty o oy D
mit der Matrix
b“ 0 0. . 0O a) s O apy \\
b2| bgg 0. . 0 @z,
A, = bz-—l,l e e bz-—l,x—l A1,
bzl . . . . bx‘z—l @y e = O . . Ayn
kbnl e e bn,x—l Ay s R (Y Qy)

Wir beweisen zunichst die Identitiit fiir & = . Die Rech-
nung ist dhnlich wie beim 2. Schritt: Man geht aus von der mit
(0 — 0. —1) multiplizierten Determinante auf der linken Seite der
Behauptung, wobei der Faktor o — g, in die (¢ — 1)-te Ko-
lonne hineingenommen wird. Nun addiert man zu dieser Kolonne
fir jedes k<Zx—1 die mit (— ¢r..—) multiplizierte und fiir
jedes k~>» — 1 die mit ;. multiplizierte k-te Kolonne. Unter
Verwendung der Gleichungen (x — 1) reduziert sich dann die
(x — 1)-te Kolonne auf folgende Elemente:
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— b1 B

a bz—l,z—l az—?,x—l
- Z)z—l,x—l (az—l,n—] he Q)

_’bz—],n—l Uy, —15

man erhilt also einfach die Determinante auf der linken Seite
der Identitit fiir t = » — 1, noch versehen mit dem Faktor
(— b.—1,»—1). Daraus ergibt sich nach Weghebung des Faktors
0 — 0.—1 sofort die Identitiit fiir & = ».
Aus ihr folgt | .| = 0; der Rang », von I, ist also < #.
Die Determinante

b, 0 ...0 |
| by byy ... 0 |
Lo
E b/—] 1 bx——l,k- 1

ist nach den Induktionsannahmen # 0, muk also nach der Vor-
bemerkung zum Range der Matrix 2, beitragen. Es gibt also in
., eine nichtverschwindende r,.-reihige Determinante, an welcher
die ersten ¥ — 1 Kolonnen beteiligt sind.

Die weiteren Uberlegungen sind nun denen des 1. und 2.
Schrittes so iihnlich, daB sie nicht weiter ausgefithrt zu werden
brauchen. —

n-ter Schritt: Die beim . Schritt angestellten Uberlegungen
sind auch fiir » = n giiltig, werden jedoch zuletzt einfacher:
Die Determinante

[ b, O 0

by, oo 0
L

|

i bu—l,l DO [)n—]'n—l |

ist +0 und lehrt, daf die Matrizen 2, und 9" denselben Rang,
nimlich #» — 1, haben. Das Gleichungssystem mit & = » ist also
mit b,, + 0 auflosbar, ohne daB in A nochmals Vertauschungen
vorgenommen werden miifiten; solche stehen ohnehin beim letzten
Schritt nicht mehr zur Verfiigung.
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Zusatz zu Satz 1: Ist ¢ =0 beliebig klein vorgegeben,
so konnen die Zahlen ¢ so bestimmt werden, dab sie
alle der Bedingung |ci. < ¢ geniigen. '

Das ist klar, da ja die b;; und ¢;;; nur homogenen linearen
Gleichungen zu geniigen haben.

Fiir die spiitere Anwendung ist eine kleine Verallgemeinerung
des Satzes 1 nitig. In der unmittelbar hinter Satz 1 stehenden
Matrixbeziehung ersetzen wir '
die 1. Zeile durch die (n — m 4 1)-te Zeile, (I <m <),
1 2. i) D) " (7l—7n —%_ 2)71 ELN}

" m. kRl kA " 72 1 1" b

Y (m - 1)-te Zeile durch die 1. Zeile
' noo, “ “ o (m-—m)-te ,, ;
entsprechend fiir die Kolonnen; dies sind Umordnungen im fritheren
Sinn. Die neu erhaltene Matrixbeziehung ist offenbar dieselbe Ge-
samtheit von »? Zahlengleichheiten, also wiederum richtig. Die
aus (¢;r) hervorgehende Matrix (a;;) ist selbst wieder eine durch
Umordnung aus (@) erhaltene Matrix. Fiir die b und ¢ ist
es lediglich eine Anderung der Bezeichnung, wenn ihre Indizes
so geiindert werden, dal sie wieder Zeilen- und Kolonnennummer
angeben, wobei zu beachten ist, da& die b;; der Hauptdiagonale
nur uater sich permutiert wurden. Ebenso fithren wir fiir die
neu entstandene Hauptdiagonale 0, g1, .. «y Ony 015« « oy On—m
wieder die Bezeichnung ¢, ..., o, ein, was auch jetzt wieder
eine beliebige Numerierung der charakteristischen Wurzeln ist.

Damit ist erhalten

Satz 2: Jede Matrix (a;,) lifit sich in dem oben er-
klirten Sinn in eine Matrix (/) umordnen, zu welcher
sich bei vorgegebenem m (I <m <n— 1) eine Matrix (b;1)
mit folgenden Eigenschaften bestimmen 1lifit:

1. Sie hat die Form
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b“ 0 0. . .0 bl-""i" Z)]ym_*.z S ])1"

Doy b O . . .0 Dymgr Dzmie o by
bml bm‘] . e . bm m bm, m41 bm,m -2 .. bm »

0 . . v o o 0 Dbyt 0 o . . .0

0 . . . . . . O b,,;+ 2, mA1 /},,,+2,,,,+2 0 . . . 0

(VI . . . . . 0 bn, m 41 bn, m41 . . . 2)11 n ,
9. b+ 0fiiri=1,...,n; also Determinante | +0.
3. (i)~ " (@ir) (ar)

01 Cl2 Cg . . . Cim o. . . . . . 0

0 02 €3 . . . Coy 0. 5 5 . 5 5 0

0O 0 0 . . cew 0. . . . . .0

Coide1,1 c::x~{—1, 2 EER c Coglom Omil 6/}1—[-1,77;--{—2 . . . cm—{-l, n '
Cmt0, 1012, 2 e Copom 0 Om+2 Cm42, m43.00 Cg2n

Cul Cud. « « . . Com 0 o 0 . . o ]

WO 01, .-...0, die charakteristischen Wurzeln von (a;) in
irgendeiner fest vorgegebenen Numerierung sind. Ist
¢ >0 beliebig klein vorgegeben, so kiénnen die Zahlen
¢;; so bestimmt werden, daB sie alle der Bedingung
l¢ir <Zc geniigen. Fiir m = 0 bedeute Satz 2 den Satz 1
mit Zusatz.

Anmerkung: Die in den obigen Matrizen stehenden Nullen
sollen der einfacheren Schreibweise halber auch mit ;. bzw.
¢ (0 &) bezeichnet werden.

§ 4. Transformation des Systems (I).

Die zur Anwendung der Siitze 1 und 2 eventuell nétige Um-
ordnung der Matrix (a;;) kann von vornherein dadurch erreicht
werden, dafi im System (I) die Variabeln z, ..., z, geeignet
umnumeriert werden. Wird niimlich z, = &p(a < p), wp = &, und
im itbrigen z; = & gesetzt und ([) in der ¥orm

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1929, 15
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E;Zf;a;lcfk‘f—(}’i(---yfﬁ‘-..,Su,...,t) 4)

geschrieben, so entsteht (ai) aus (a:1) gerade durch Vertauschung
der a-ten Zeile mit der f-ten und der a-ten Kolonne mit der fg-ten.

Unter Voraussetzung dieser geeigneten Numerierung der a;
diirfen wir also die Sitze 1 und 2 in der Form der Beziehung (4)
anwenden. Ubrigens werden sich die meisten der spiiteren Brgeb-
nisse unabhiingig von dieser fiir die Beweise eventuell notigen
Umnumerierung aussprechen lassen; in konkreten Fillen werden
geeignete Umnumerierungen stets festgestellt werden.

Die lineare Transformation

x; = >E_"' bit yr )
fihrt das System (I) iiber in

o=l Y2 ea Ly @y e s 15 (1D)
ki
t=1,...,n)

dabei ist, wenn (bi1)~' = (bi) gesetzt wird:

Y == ; bi @i
woraus leicht folgt, dat jede Funktion ; fiir alle £>#, und in
dem mittels (7) dem Bereich ¥ entsprechenden Bereich 3* der

Wertsysteme (y;) definiert ist und die Eigenschaft hat: Bei vor-
gegebenem ¢ >0 ist

ARSI
fir alle £ > 7. und alle Wertsysteme (y;) des Bildbereiches B}
von B..

(I) und (II) sind dquivalent in dem Sinn, daf jeder Losung
von (I) eine Losung von (II) mittels (7) umkehrbar eindeutig
entspricht.

Hat speziell (I) eine Losung, welche fiir alle ¢>¢, vor-
handen ist und deren z; zuletzt fiir keine Stelle ¢ siimtlich ver-
schwinden, so gilt fiir die entsprechende Lisung von (II) dasselbe
und umgekehrt.

Fiir solche Lisungen ist

\J! \l
gXy

. . log ) i
lim sup —>74— = lim sup ’1‘1-4—,
t~ F {— o F
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wie man auf Grund der Ungleichungen
| - -
LS Inl < Sla <npXin
(8 = Maximum der absoluten Betriige aller b, und bix) und der
Beziehung F'(f) - co leicht beweist.
Ebenso fiir lim inf.
Ferner folgt aus

‘|a‘1[2<(2|x1

P<nd xl

lo "V|xt . Io “\‘lxz
lim sup =12 — 1 im su ”“, —~
{—=» I 7 4 5 %

Ebenso fiir lim inf.

Folgende vier Ausdriicke haben also denselben Zahlwert, der
mit I, bezeichnet sei:

. log ¥ z;| . log ¥ |a; 2

L = lim sup 25— = L limsup = “nl L
t— o /] t— @ I
log . lo gy

= lim sup -”—“, ‘/—'l-— 1 lim sup - 1‘/’ -
t—=x I t— o I

Analog bezeichne [ (< L) den gemeinsamen Zahlwert der
entsprechenden vier Ausdriicke mit lim inf.

§ 5. Asymptotisches Verhalten einer Losung von (I).

Hilfssatz: H(f) sei zuletzt positiv; fund F die in § 1 ein-
gefilhrten Funktionen. Fiir jedes ¢ > 0 sei zuletzt

' <(atefH bzw. H > (a—¢)fH.

Dann ist
lim sup I—I,{[< a bzw. lim 1nf1 H> a.
{0 t—+ o

Beweis: Die erste Ungleichung ist gleichbedeutend mit
d
dt(

die Funktion in der Klammer ist also zuletzt monoton abnehmend;
mithin ist zuletzt

“ 7y <o,

15*
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eI gL (C. > 0),
woraus folgt:
log H
F
Analog wird die zweite Behauptung bewiesen.
Anmerkung: Beim Beweis der zweiten Behauptung wird
die Voraussetzung in

<_ F —|—a—{—s<a}9e zuletzt.

d
lt(

umgeformt. Wenn nun statt H >0 (zuletzt) nur H> 0 bekannt
ist, so ersieht man hieraus, dafi zuletzt entweder /1= 0 oder H >0
sein muf,

ey >0

Die p; seien so numeriert, da
N)>N()>. .. > N(ow. D)

Annahme I: Es gebe eine Losung (a;(¢)) des Systems (I),
welche fiir alle £ > ¢, existiert und die jedem Bereich B, zuletzt
angehort.

Dann besitzt (II) nach § 4 eine entsprechende Lisung (i),
welche mit der Losung von (1) durch (7) zusammenhingt.

Da ¢ eine reelle Veriinderliche ist, gilt?)

1 d , dy;
2 — R Wi iy
5 =" <y‘ dt)'

Damit lassen sich bei vorgegebenem ¢ >0 und ¢ >0 (alle
teie <Zc) aus (IT) folgende zuletzt geltende Ungleichungen gewinnen:

Ld, s <Rl fly:[* (¢~ ‘-S)f'J""J/' (8)
2dt T >N 1ml2— (et f|n| Xy
Summation tiber i==1, ..., » und Beniitzung der Abschﬂtzung
Y gl = ElmP<nl 5P 9 -

hefert

7) E)t( )— reeller Teil der Zahl a;

1=2()

« = konjugiert-komplexe Zahl zu «.
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d \‘l 12 <(29{(01) —}—2)L0-{-2715)f‘\_‘|yi‘2 (10)
dt =" 1> @R —2ne—2n) Y|yl (i1)

Aus (11) folgt nach der Anmerkung zum Hilfssatz, dafi ent-
weder zuletzt ¥ ;|2 = 0, d.h. alle y; und mithin alle »; identisch
verschwinden, oder zuletzt ¥ |y; ? =>.0 ist, mithin zuletzt fiir keine
Stelle ¢ simtliche a; verschwinden. Wenn wir von dem ersten,
trivialen Fall absehen, so folgt nach dem Hilfssabz:

2L <2N (o)) | 2mnc (12)
20 > 2R (0n) — 2nc.

Da L und I von der Transformation, also von ¢, unabhiingig
sind und ¢ eine beliehig kleine positive Zahl sein kann, folgt

hieraus
L<NR (o), 1> N(0n).

Ist I = N(o1), so ist also { = L = R (o1).
Andernfalls gibt es ein m mit 1 <m <n—1 derart, daB
N(omp1) <T<ZN(owm). (13)
Wir werden zeigen, dafi hieraus [ = L = Y (0,i41) folgt.
Wir setzen .
Blne = o) zﬁj = W, (0).
Summation der Ungleichungen (8) tiher 7 == 1, ..., m und
t=m~1, ..., n und Beniitzung der Abschitzung (9) liefert
L D> Now) [ Du— e-{-ne)f(Dn 1 P) (1la)
PV <R} f U+ (med-ne)f (P V). (10a)
Hieraus
D= Vo> (2N(om)-dne—4ne)f o2 N(on 1) +4nc+4na)f\W,. (14)
Nun sei o eine Zahl mit [ <~ ¢ <7 M(o,). ¢ und ¢ seien so
klein gewihlt, daf

2R (om) —dnec —4ne>26>2R (gng1) 4 dnec - 4dne;
dann ist nach (12) zuletat
Dy — P> 20f (D — V)
oder
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(% (e—ﬂaﬁ‘ (@m - g/m)) > O;

die Funktion
0-261;' ((pm - !llm) (15)

ist also zuletzt monoton wachsend.
Andererseits ist nach Definition von [ wegen [ -+ 6 > 21
immer wieder?)

log |2

log ¥ |y
F

<l+o
oder ]
e—'ﬁaﬁ ((pm + !Pm)<e(l—ﬂ)F;

die rechte Seite der Ungleichung strebt aber wegen [ —o<"0
gegen 0; daraus folgt, daB die (nichtnegative) linke Seite der Un-
gleichung immer wieder <Z 6 wird, wo & => 0 beliebig vorge-
schrieben ist. Wenn @, >0, ¥, >0 wird a fortiori die Funktion
(15) immer wieder <7 J, was wegen 1hres monotonen Wachsens auf

D, < W, (zuletzt)

zu schliefien gestattet. Wegen @, - ¥, >0 (Annahme I) folgt
hieraus, daB zuletzt ¥, >0 ist.
Nun liefert (10a)
P, <@Romt1) +4nct4dne)f P,
woraus nach Hilfssatz folgt:

hmsup10 P 2R (om) - dne.

Mithin
(‘ijn+1)<l log2[,,.

2L =lim sup 7

= lim sup1 g}l < 2R (oma-1) 4 4me.

Hieraus folgt wie bei (12):
L <3 (em+1),
woraus wegen R (om4-1) <! die Behauptung
I =L=%(omt1)

hervorgeht. Damit ist gewonnen der
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Satz 3: Fiir jede Losung des Systems (I), welche fiir
alle t > ¢, existiert, deren i nicht von einer Stelle an
simtlich identisch verschwinden und die jedem Bereich
B, zuletzt angehort, existiert der Grenzwert

n
log '2—31 | ;|

lim ——
tve  [f(t)dt
und ist gleich einem MN(o,), 1 <v <.

oo fiir M (o,) >0

0 fiir M(o,) < 0.
Definition: Wir sagen in diesem Fall, die Lésung (z))

gehtre zu den charakteristischen Wurzeln mit dem

gleichen Realteil 3 (p,).

Anmerkung: Es folgt 3 || = {
i=1

Um an die letzten Rechnungen ohne weiteres ankniipfen zu
kénnen, bletben wir bei der Annahme (13), welche sich auf Grund
des inzwischen Bewiesenen jetzt auch so aussprechen lift:

Annahme Ila: Der Limes des Satzes 3 sei gleich einem
N(omg) << Now); 1 <m<n—1.

Wegen @, < ¥,, und @, + ¥,, >0 ist
0 <} (P + V) < Vo < Dia 4 W

folglich
. log lI/m oY
tl_l:’l; 0_211?_ =2 N (in—{-l)s (16)

was sich aber mit den bis jetzt angewandten Mitteln nicht auf
die z; iibertragen liiit. Verwenden wir jedoch (unter Berticksich-
tigung der Bemerkung am Anfang des §4)solche Transformationen
(7), wie sie Satz 2 liefert, (mit dem jetzigen m), so ist

rp= 2 by (@E=m+1,...,n); (17

k=m--1

es transformieren sich also die @m1,..., %, und die Ymg1y. .y Yu
unter sich allein; analog wie in § 4 folgt aus (16) zunichst

log > |w
i- -'%;i-_l___—-_m(em-i-l)
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und hieraus o
aus log 3 ||
lim — =2 s R (oma). 18
Lim i U (Om1) (18)

Fiir den Fall, dak alle charakteristischen Wurzeln gleichen
Realteil haben, ist schon Satz 3 das der Formel (18) entsprechende
Ergebnis.

Es sel nun gm41, . . ., Omp-p die Gruppe der charakteristischen
Wurzeln mit gleichem Realteil wie ¢,,4.1; ferner sei m—|-p<_n:

3t (Q'“) > \Jt (Q"'+1) == 3{ (Q"l-|-1)) > ﬂt (Q nl-]—p-}- !)-
Wir setzen
m-t‘p I 2 N "\ 9 T '
\A/ Yi|m = ‘Sm; ZJ |!/L ? = X, (19)
i=m--1 i=m4pt]
Also

Sm ‘|‘" ‘\7'” — qlm-
Aus (8) ergibt sich auf die schon zweimal angewandte Art:
é S;n > 9‘{ (Q m-} p) fb'm - (’Vl ¢ _‘:_ n f) f ((])m - :— ll/m)
>N (@mgp) S — (e-t ne)f2(S, X)) (11b)
é —X:,n_< :R (0 m+p+l) fl\ym _‘i' (’IZC '{ ) 716‘) f ((I)m { lI/m)
< S{ (Qm+p+l)me "‘; - (7’60 "} -n 5) f{—)' (Sm - ! g t\'m)' (IOb)
Hieraus
)Sv,’” -_— .4,\’,’,, >; (2 ﬂi (Qm-*—p) - 8 ne — 8 n 8) f. ‘S'm
—_— (2 5){ (Qm-}-p—{—l) + 8 Hne + 8 nfﬁ) /-‘\r'“.
Sei o, eine Zahl mit N (0 m4-p4-1) < 06, <" N (0m4p), dann ist
nach (14b) fiir hinreichend kleines ¢ und ¢ zuletzt
S;n - ‘Yr,u > 2 gy f(‘gm - J\Ym),
woraus wie bei (15) folgt, daf die Funktion
e 2 (S, — X,) (15b)
zuletzt monoton wichst.

Es Lifit sich zeigen, daB (1Hb) > < wichst. Zu diesem
Zweck schiitzen wir anstelle von (14b) die Differenz 1 S, -— X,
nach unten ab:

1S — Xn 2 2R (Omip) — 12n¢c—12ne) [} Sa
- (2 ER (Qm-f-p-{-l) + 6ne + 6 728)]“4\',,,,

(14b)
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woraus genau wie bei (15 b) folgt, dak auch die Funktion
4 Aas (?; Sm - 1\’m) (1 5})*)

zuletzt monotou wichst.

Wiirde nun (15b) nicht - <o wachsen, dann auch (15b%)
nicht, also beide, weil monoton, gegen je einen endlichen Limes;
also wiirden auch ihre Differenz und daher die Funktionen

— 96y P ECY
e " S, und e X

einzeln und mithin schliefilich auch deren Summe je einen end-
lichen Limes besitzen. Letzteres 1st aber nicht der Fall; denn
aus (16) folgt wegen ‘N (0,,,+1) = N(ow4p) >0, daB zuletzt

log i .
%F >R (omtp) + 04,

also
—2ag ¥ - (R, VI
e - l[/m AT p) 41

ist, wo die rechte Seite — oo strebt.
Die Funktion (15b) wiichst also — -, sodaBl zuletzt gilt:
X, <7 S, insbesondere also S, > 0.
Aus
0 < '.ll (‘Sln . \m = 2 11/1/ bm < jm
folgt wegen (16)
1 snL 1
lim =52 — 9 R (guy1): (20)
P I
da nun mittels (17) die 1, . . ., Iypap und die Ypqory -0 oy Yty

unter sich allein transformiert werden, folgt aus (20) (wie (18)
aus (16)):

m--p
log >3 |a
5 P m41
tllm 7 = N (Om+1)- (21)
- O
Fir den Fall m 4 p = n, wo also omyi1, ..., Omg, die

Gruppe der Wurzeln mit dem kleinsten Realteil sind, ist schon
(18) das der Formel (21) entsprechende Ergebnis.

Die Annahme Ila umfait natiirlich alle Fille, wo der Limes
des Satzes 3 kleiner als W (o,) ist; das o, des Satzes 3 kann ja
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stets durch diejenige charakteristische Wurzel mit gleichem Real-
teil ersetzt werden, welche den kleinsten Index hat.

Es ist also lediglich noch folgender Fall zu prifen:

Annahme IIb: Der Limes des Satzes 3 sei gleich ) (o,).

Es seien g,, ..., gp die charakteristischen Wurzeln mit
gleichem Realteil wie o,; ferner set p<_n.

Setzt man in (19) m = 0, so lassen sich die dort beginnenden
Rechnungen mit m = 0 nahezu wortlich durchfithren (von (11b)
und (10b) ist nur je die erste Zeile mit @, == 0 zu beniitzen)
und liefern die Beziehung (21) mit m == 0.

Fir p=n ist schon Satz 3 das entsprechende Hrgebnis.

‘Wir fassen zusammen: .

Satz 4: Ist der Grenzwert im Satze 3 gleich % (¢,) und
haben im ganzen pder charakteristischen Wurzeln (mehr-
fache mehrfach gezihlt) den Realteil % (p,), so existiert
bei geeigneter Numerierung der z; auch der Grenzwert

m+tp

i
log 2 |
i=m-4-1

lim ——— -
f= J‘f(t)dt
und ist ebenfalls gleich % (0,).
mAp fiir M (o,) >0
. o 3 A &/ -
1. Anmerkung: KEs folgti_%l_,*_l.x,. - {0 fitr 9 (,) < 0.
2. Anmerkung: Es wird im allgemeinen mehrere Nume-

rierungen geben, fiir welche die Formel des Satzes 4 besteht;
sie kann auch fiir alle moglichen Numerierungen richtig sein;
ist z. B. 2, = a;¢°*" eine partikulire Lisung eines I’Alembertschen
Systems, wo alle a; + 0 sind, so gilt diese Formel bei jeder
Numerierung und sogar fiir jedes beliebige p (1 <p <wn).

Die Herstellung einer geeigneten Numerierung verlangt nicht
etwa die Kenntnis der Losung, sondern lediglich die Kenntuis
der charakteristischen Wurzeln und nach § 3 die Priifung der
Rénge verschiedener Zahlenmatrizen, zu deren sukzessiver Auf-
stellung nur lineare Gleichungen aufzulSsen sind?®). Hieraus folgt,
dak fir alle Losungen, welche der Voraussetzung des Satzes 4
geniigen (mit demselben N (o,)), die geeigneten Numerierungen
der Komponenten wx; dieselben sind.

8) Vgl. die durchgerechneten Beispiele in § 8 und § 9.
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3. Anmerkung: Satz 4 liit sich ohne Einschriinkung der
Voraussetzungen nicht nochmals so verschiirfen, wie er selbst
eine Verschiirfung von Satz S ist, daB nimlich die Anzahl der
in der Formel auftretenden Komponenten z; nochmals verringert

Z, == cos t} des

werden konnte. Dies ist sofort aus der Losung {y e sin £

Systems {xl - :')} mit den beiden charakteristischen Wurzeln
Ty = 1
g |x|

von gleichem Realteil i und — i zu ersehen, wo —° —!

; und

log |, ] . .
—“LJ—' keine Grenzwerte haben.

§ 6. Verschiirfung der vorhergehenden Untersuchung.

Wir kniipfen an die Untersuchungen zur Aunnahme Ila an
und verwenden jetzt die noch nicht beniitzte Tatsache, daB in
Satz 2 gewisse ¢; gleich 0 sind; es geniigt zunichst, daf dies
fir ¢ <m, k—>m feststeht. Damit 1iBt sich fiir i =1, ..., m
anstelle von (8) die schirfere Abschitzung erhalten:

1d R 1 |
§'(H|%|“>31(9f)f Yoo *Of Jr " ~eflyl B :.JA

=

Summation {iber i =1,...,m und Beniitzung von (9), je-
doch fiir die Summe der mittleren Glieder der rechten Seiten
mit m statt », ergibt

'é‘ (I);n > 9% (Qm) f (pm — R cf q)m — RE f((l)ﬂl + 1/:1)1
die Konstante ¢ kommt nun bei ¥, nicht vor, was fiir (14¢) nitig
sein wird. Wegen @, <V, = 8,, + X,,<_28,, ) folgt
T DPu>R (o) Pos—ncf Py —4nefSh.
Aus (8) folgt auf die iibliche Art (vgl. (11b))
‘5,17 Sr'n <% (Qm-{-l) me : f‘ (72 4 { n 8) f(q)m - m)
< ﬂt (0”‘4‘7) fS"‘ _!f_ 4 (n ¢ —'}— n F)fS,,,.
Hieraus '
D VeSu> @R (om) —2n0) f Pu
— @R (min - 8n Vet8metne)fVeSa. (14c¢)

9 Im Falle m—+p=mn, wo S, =¥

H

ist, ebenfalls richtig.
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Wie bei (14) folgt hieraus, daB fiir eine Zahl o, mit
N (om) => 05 > N (0m41) die Funktion
e P (D —VeSw) (15¢)

zuletzt monoton wiichst. Andererseits folgt wie hinter (15) (wo
jetzt I = N (o41) ist), dal die Funktion

T (D ),
also erst recht (15¢) gegen Null strebt, sodafi zuletst
D, < Ve S
Da & beliebig klein sein darf, ohne dafi ¢ weiter verkleinert
zu werden braucht, und wegen S, >0 (zuletzt), bedeutet dies:

q
lim D = 0. (22)

te @ Sm

Bs sei nun m 4+ p<_n, sodab die Funktion X, vorhanden
ist; wir beniitzen jetzt die Tatsache in Satz 2, dal filr i>m -+ 2
die Cimag1y - -y Cii—1 gleich O sind. Dann erhilt man fir

i > m -+ 1 anstelle von (8):

Hl

1d c A Torl 3
5] ./1'" \}I( )f ./t +Cf Yi < IJ/ i E ylx:)+ Ffl.?/t' ZJ y7='|'
2dt T 1 1

Bei der Summation iiber ¢ = m -+ p -+ 1, ..., n liefern die
mittleren Glieder der rechten Seiten eine Summe, in welcher nur
g mit & <m und i > m--p-4 1 auftreten und von der man
leicht nachrechnet, dat sie mit #c¢f (P, 4+ Xu) abgeschiitzt wer-
den kann. So erhilt man:

~‘Xm < )1(0111+p+1>f4\1ll+ n (/f(([)m + \’m) + n éf((])m+ m+ \m)

Die Konstante ¢ kommt nun bet S, nicht vor, was nachher
noétig sein wird,

Wegen @, <VeSm und Dy + Sp + X 48, (zuletzt) folgt:
Y XL <R (omapi) [ Xn+nef(VeSu4 Xo)+4nefSa
Ferner aus (11D) wegen X, <7 Sa:
18 > Rlomap) [Sn —4n(c+ &) [ S

Hieraus:
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V{" S);L - X;n > (2 En (Qm -f-p) — 10nc¢— 8n (8 ——f-—]/e))f]/p S,,
— @R @nip+1) 1+ 2n0) f X

Genau wie bei (14b) folgt, dalk die Funktion
C)-?n‘ r (V‘p S'm D Xm)

zuletzt monoton wiichst. Durch Wiederholung des letzten Schrittes
mit e statt ¢ beweist man genau wie damals, dali sie sogar
= oo wiichst.
Also ist zuletzt:
1\',,, < ]/ & S,,,,

was bedeutet (vgl. bei (22)):
lim .‘\"'! = 0. (23)
tmw Om

Bei der Annahme IIb mit p<_#n (sonst X,, nicht vorhan-
den) folgt (23) ebenfalls, mit nur unwesentlich abgeiinderter
Rechnung.

In (22) und (23) ersetzen wir den Zihler a fortiori durch
einen einzigen seiner Summanden |y;> und haben dann folgendes
Ergebnis:

Satz 5: Es sei

(o) > MN(o2)>...> N (o).

Oma-1y + « +y Om4-p selen sdmtliche charakteristischen
Wurzeln mit gleichem Realteil wie guq1.

Wenn dann nach geeigneter Numerierung der z; das
System (I) gemif Satz 1 (fiir m = 0) bzw. Satz 2 (fiir m > 0)
derart in (II) transformiert wird, daB alle |c; hinrei-
chend klein werden, so gilt fir jede zu der obigen Wur-
zelgruppe gehdrige Lisung:

9

. i ) s
lim - ,,,+'p/J =0, also aueh lim- m+—',/1 =0
{~ \ 2 PR __‘1 ]

XY > il
omtd f—m-1

fir alle j auier m -1 <j<m L.

Anmerkung: Aus den Beweisen geht hervor, daf im Falle
m_>0, m~+ p<_n fir die Kleinheit der |¢;| folgende Bedin-
gungen hinreichend sind: [¢; | <" ¢, wo
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Rlow) —2nc>N(ow41) F4dne
N (omt-p) — 60 >N (Omipp+1) + 6ncy

in den Fiillen m = 0 und m -+ p = » von analoger Art.

Mittels (7) auf die Losung () tibertragen, liefert Satz 5
eine entsprechende Aussage tiber einen weniger einfach gebauten
Ausdruck in den a;. Wir werden spiiter diese Ubertragung in
einigen Spezialfillen vornehmen.

§ 7. Fall einer charakteristischen Wurzel, deren Realteil
bei keiner andern auftritt.

Es sei p=1; d h. g1 (0<m<n-—1) ist die einzige
charakteristische Wurzel, deren Realteil gleich R (0, 41) ist.
Dann lehrt Satz 5:

Vi 50 fir jedes j4m -1, (24)
ym—{—l
wo natiirlich y,, 4, das S, des § 6, zuletzt 0 ist.
Wegen
Lp41 = ])m-{-l,m-{-] Y41 (25)

ist aunch @, 41 zuletzt £0 und

X - bin iy N _bi, w1

= i=1,...,n). (26
L 41 =1 bm-}-l,m ERN/TES| bm—i—],m-{-l ( ’ ’ ) ( )

Es seien mit a diejenigen Indizes i bezeichnet, fir welche
biws+1+0 ist; zu ihnen gehirt mindestens der Index m + 1.
Nach (26) ist z, zuletzt + 0 und

£y Xy Ly bi, m4-1
P - Dun

Lo L1 Ly ba, m4-1
Nun lehrt Satz 4:

(i=1,...,0). (27)

log |z,
_D’F(;)N = N (Qu+1);

hieraus und aus (26), angewandt auf i = «, folgt

log @, |

F(—'t) - SR (an—i—l)- (28)
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Diese Beziehung lifit sich jedoch durc.h eine schiirfere er-
setzen, welche wir gleich fiir allgemeinere Indizes aufstellen wollen.

Da @, zuletzt + 0 ist, liefert (I):

x; n‘\ % X e f3)
= air - 29
Lo fl.%jl . Ty + Zy ( )
Zuletzt ist
EZ’-":Qfﬁj | %l < e f K, (30)
e k=1 |%a|

wo I eine imHinblick auf (27) zu wiihlende positive Konstante ist.

Lassen wir nun zuniichst ¢ lediglich durch diejenigen Werte
— co streben, fiir welche f(#) £0 ist, — f(f) verschwindet ja
nicht zuletzt fiir alle ¢ wegen IF'(f) > o> — so folgt aus (29),
(27) und (30)

f Lo k=1 ]}u, ne1 bu, w1l h—=1
L :;Z -1

1z & by, 1 1 o
o Yag il = 2 bk cemtr + bimgt Omagr

= %’ "'vil:g,,,+1 (da alle ¢, 41 = 0 sind). (31)

Fir alle Nullstellen ¢* von f(¢) von einer festen Stelle an
sind aber alle 2; = 0'%); d. h. fiir die beim Grenziibergang aus-
gelassenen Werte ¢* verschwinden zuletzt Zihler und Nenner
der Funktion auf der linken Seite von (31).

Dieser Sachverhalt a6t sich so beschreiben:

Von einer festen #-Stelle an gilt die Darstellung:

Ty

z bx‘, m--1
e (Z}(l, w1 e i + (. (f)> f(t)’ (32)

wo 7 (f) eine gegen Null strebende Funktion ist, wenn ¢
unter Auslassung der #* gegen - strebt.

%) Man wende die Abschiitzung |¢;| < ef ¥ || etwa mit ¢ = 1 an;
da die Losung (r) nach Annahme I S. 218 zuletzt dem Bereich B, ange-
Lort, folgt, dab von einer festen Stelle an g, (@ ), oy @, (1), ) =0,
also nach (I) «} (1) = 0 ist (f = 1,..., 7).
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Der Kiirze halber fiihren wir fiir den Sachverhalt (32) die
Bezeichnung ein''):

1‘ -T; * Z)i, '/n__-i-l
f(t) La ba, 1

Setzt man

Ot G=1,... 2. (39)

Xy == |, | €0,

wo der Arcus ¥, fiir irgendeine Stelle festgelegt und dann
durch stetige Fortsetzung eindeutig definiert sei, so sind, da .
differenzierbar und zuletzt 4 0 ist, auch x| und 9, zuletzt
differenzierbar, und man erhilt aus (33) fiir i = a:

LS 9 (on )

7();5 - 3( -
0 Qe

Hieraus folgt nach der Verallgemeinerung eines bekannten
Grenzwertsatzes auf unser Symbol % '%) einerseits wieder (28)'%),
andererseits

s S N

und durch Addition

1 . .
1) Definition: 78 % A bedeute, daB fiir ¢t = co immer wieder, aber
/Y
nicht zuletat fir alle t (vgl. Fulinote 1), ¢ (t) und v {(t) gleichzeitiy verschwin-

den diirfen, wihrend bei Auslassung dieser ¢-Stellen der Bruch fir t—o
im gewdhnlichen Sinn den Grenzwert 4 hat.

Ist 4 (1) zuletzt 30, so deckt sich also % mit —.

12) Satz: @(t) und (1) seien far ¢ = {, differenzierbar und v'(1) = 0.
Ferner

(1 .
()= oo, Z}ic)) S A mit t—+4-co (vgl. Fubnote 11).
Dann folgt
AN
w(t)

8. Stolz, Grundziige der Differential- und Integralrechnung 1. Bd.
(1893) S. 82.

%) In diesem Sinne wurde bei (28) eine ,schiirfere Beziehung® an-
gekiindigt.
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log .

ja = Om-1, (35)

wo iiber die Erklirung des Logarithmus das oben bei Arcus a
Gesagte gilt.

Die Rigenschaften einer Losung, die zu 0,41 gehort, hingen
nach dem Bisherigen hauptsiichlich von den Zahlen b;,, 1 (=1,
..., n) ab, deren Kenntnis es insbesondere ermdglicht, unter den
Komponenten w; sofort die a, anzugeben. Daher ist es sehr we-
sentlich, daf sich diese Zahlen von vornherein aus der Matrix
(@:1) und der charakteristischen Wurzel 0,41 berechnen lassen,
und zwar ohne die fir die Anwendung der allgemeinen Theorie
ev. notige Umordnung der Matrix (a;;) durchzufithren!

In der Tat sind es ja die im Gleichungssystem (5) auftre-
tenden b;; und oy, welche beim Ubergang von Satz 1 zu Satz 2
mit &;,,+1 und g, 41 bezeichnet wurden. Die b;, 41 sind also
Lsungen des Gleichungssystems

(a}x - .Qm+1)2’| “!'a'l-zzz'*‘ e =10
as 2; -+ (@2 — Quy1) 22+ =10
.
wo (a;;) die umgeordnete Matrix bezeichnet. Werden nun (vgl.
Anfang des § 4) die z; zuriicknumeriert, wobei gleichzeitig die
Matrix (a;r) wieder in (a;:) umzuordnen ist, werden andererseits
die b;,,, 41 ebenso wie die z; zuriicknumeriert, so sind sie Losungen
des Systems
(@n-—Quig) e | maza+-er =0
an &1+ (@2 —0uy)ea+- =0

Ubrigens ist dieses System, da 0,4 eine einfache Wurzel
ist, vom Range n — 1; die Verhiiltnisse der b;,, 41 sind eindeutig
bestimmt.

Wir fassen die Ergebnisse in vereinfachter Bezeichnung zu-
sammen in

. Satz 6: Eine Losung von (I) gehore gemih Satz 3 zu
einer charakteristischen Wurzel p,, deren Realteil bei
keiner andern auftritt. Dann zerfallen die Komponenten
@; 1n zwei Gruppen x, und 3, wo zu den 2, mindestens

Sitzungsb. d. math -naturw. Abt. Jahrg. 1920 16
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ein ; gehort, wihrend die Gruppe der 2z auch wegfallen
kann, von verschiedenen Wachstumseigenschaften.

Die Gruppeneinteilung wird gefunden aus einer Li-
sung e, €, ..., +0, 0, ..., 0 des linearen Gleichungs-
systems vom Range » — 1:

((,ll‘; — Q,) €1 —l"- aje €2 -}- + Aypqp € = 0
Q1 €1 + (azz — Qv)e’ ‘f’— —f'— tapn €y =0

Ap1 € + ......... _\l (ann - Qv) e, == 0

indem die Indizes i, fiir welche ¢;40 1st, die Indizes «,
die fibrigen die Indizes f sind.

Die Werte ¢; und damit die Gruppeneinteilung sind
also dieselben fiir jede zu g, gehdrige Losung von (I) und
unabhiingig von den Funktionen ¢; in (I).

Fir jeden Index a gilt: 2, ist zuletzt 4 0;

Iim - log 0}
1—}aoff(t)dt =
mithin
lim log | . | = N (0,); lim - Arew, = 3 (o0,).

t-—»aojf(t) dt t—»w‘j‘f t) Zt
Fiir jeden Index a und i =1,...,n gilt:
L DO T N
th; Zu o ea’ f(t) Lo, [ &
1 Anmerkung: Es folgt:
oo flir N () >0
0 fiir N (o) —0

‘ Leo fiir §(g,) >0
Alle Aled"{. < fir 3 (o)< 0.

Alle T, > {

Im Falle J(p,) £0 (welcher bei reellen a;. nicht eintritt)
sind also die Bilder der Funktionen @, auf der komplexen Zahlen-
kugel spiralartige Kurven, welche, rechts- oder linksgewunden je
nachdem J (0,) <~ 0 oder >0, in unendlich vielen Windungen um
den Nullpunkt gegen O oder gegen o konvergieren.
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2. Anmerkﬁng: Aus (32) und (27) folgt:
;(i) 0 TR R

§ 8. Anwendung auf lineare Differentialgleichungen
n-ter Ordnung (1. Typus).

Vorgelegt sei eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung
von folgendem Typus:

2™ (@) f(E) o () 2D+ (@af (D420 2P 2 4 -« + (e, fTE) + yn () 2= 0;
f(#) definiert fir £>4;

f(t) > b oo mit £ > - o0

es existiere eine Stammfunktion F'(f) von f(f);

(1) (@) (r=1,..., n) definiert fiir > {;
20 (#) :
>0 mit £ > -} oo
f) '
N(a,)+0.
Die Transformation
z =S¥
(T.) e

2= = g,

fithrt (III) @iber in das System

xr = Z»
x;l—l — Ty
g = — @l E = — (@ f ) @,
welches ein System von der Form (I) ist mit der Matrix
0. L. 0
@o =\ o 0
— an — Ay —

und den ,Zusatzfunktionen
Pi = Tip1 (z=1,,n—l)

S
Pn = _"}J Kn—k41&r.
=1

16*
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Auf Grund der Voraussetzungen iiber (III) verifiziert man
sofort, daf die Voraussetzungen A erfiillt sind; B und jedes B,
ist der Bereich aller Wertsysteme (z;).

Die charakteristischen Wurzeln sind — @, (einfach) und
0 ((n — 1)-fach). Die nichttrivialen Losungen, welche fiir alle
t >, existieren, ,gehéren® also zu ~— @, oder 0 gemiifi folgender
Ubertragung des Satzes 3:

Satz 7: Fiir jede Losung der Differentialgleichung(I1I),
welche fiir alle £>¢, existiert und nicht von einer Stelle
an identisch verschwindet, existiert der Grenzwert

log (12| 4o/ | -+ - 2=
t— j/(f)dt

und ist gleich — M (a,) oder gleich 0. (Gilt auch fir N (a,)
= 0, wenn ay, ..., a, nicht alle = 0 sind.)

Auf die zu —a, gehtrigen Lisungen kdnnen wir Satz 6
anwenden. Die dortigen Zahlen ¢, . . ., ¢, haben, wie man sofort
berechnet, die Werte 0, 0, ..., 0, 1; die Ubertragung des Satzes 6
lantet also:

Satz 8: Fiir jede zu — a, gehorige Losung von (1II) gilt:

2D st zuletzt fiir alle £ von 0 verschieden;

100. = 1)

B frwar = 4
x(])
lllm P s (j=0,1, , n— 2)

Folgerungen hieraus:

i {f@yat

Jim 2re@ =)
t—o j.f(t) dt

Ferner gilt:

100‘ zn— 1) oo fiir S)E(a)/’()
— WM () ar=N ! N
N(ay); "{ 0 fir N(a) >0

R =0 fiir J(a)<_0
- . A(n—1) ! )
J(a);  Avc(x )—9{ oo fiir J(a,) —-0.

]_ ' (ﬂ) -’I,’(" 1)

11_1’1101/(0 i) = O3 mithin t]in; o = 0.

Die Untersuchung von zu 0 gehorigen Losungen beruht auf
der Anwendung der Sitze 4 und 5 mit p =mn — 1. Diese An-
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wendung ist jedoch in einem konkreten Fall erst nach Herstellung
einer geeigneten Numerierung miglich.

Wir wollen zuniichst den Fall h (¢,) >0 mit der schon an-
gegebenen Numerierung (73) behandeln. Die charakteristischen
Wurzeln sind in der Reihenfolge 0, ..., 0, — a, anzuschreiben;
man braucht also gemif Satz 1 eine Matrixbeziehung folgender Art:

0. ivs 0 b 0 ...0 b0 ...0 0c12¢13...¢1
........... Z)glbg-go...o b210220... 0 00 €3...Coq
(AR RN | DR T 0.0 0cn1n
—QAp...— a1/ burbuz. . bun buibuz. . bpn 0..... 0 —a

Dies leistet schon folgender spezieller Ansatz:

Oz O /TP | 0 Z)HO L. 0...0 0
............ 0 b 00 0 by ...

0o 0 J{0 00 baciali0 T e L
—Qyo0ee— Q) .b,.lbng...b,,,”_l b,,,, bnlbn‘l--- 0'“0_“1

Die Ausrechnung ergibt, daB hierdurch lediglich &,1, b,»,
vy byn—1 durch die iibrigen Grofien eindeutig festgelegt sind:

a, —
Doy = — 'J;’ by (r=1,...,n—1).
1

Die Transformation (7) ergibt sich hiemif, wenn noch alle
bi; =1 gesetzt werden und die Auflosung nach den y; hergestellt
wird, in folgender Form:

Yo = x; (t=1,...,n—1)
1 : ,

In = ;L— (al Ty 1 a2 L1 "{‘ e -.-a,,:l:l).
1

Nun sind die Sdtze 4 und 5 mit m =0, p = n — 1> an-
wendbar und liefern:

log (| 41" -0 - |atn=D))
i | |
= =Y 37
. ()
ay =D gy g =2 - fayx
D e e 5 () (38)
2T (a1 D]
Yiir n = 2 erhiilt man also:
log | x a,x a,x x a
AI >0 und 522 5 0 oder & > — -2,
v x X @y
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Im Falle N (a,) <70 sind die charakteristischen Wurzeln in
der Reihenfolge —a,, 0, ..., 0 anzuschreiben; man braucht
also zur Untersuchung von zu 0 gehdrigen Losungen eine Ma-
trixbeziehung gemiff Satz 2 mit m =1, p=n—1. Die Ver-
wendung der Numerierung (7)) ist hier (was nicht niher aus-
gefiihrt sei) nicht ohne die Voraussetzung a, + 0 moglich. Fol-
gende Numerierung fiihrt aber glatt zum Ziel:

x = x,
GO N
2= — g
bei welcher
— ... — ay
(@n) —= 0. 0
AN

ist; man braucht also gemif Satz 2 eine Matrixbeziehung fol-
gender Art:

|—a1...~a,,] ‘bnblg ...l)m\
o ol [0 820 0
0 b;;zbgao...o
0...0 0 duzbus ... bun
| l Il J (39)
lbnbm ...b]n] [—‘(LJ 0 ... 0
0 bggo ...0 C21 0023 ves Cop
=0 b32b330...0 .C;f[ . 00 .034.....6'3,., .
................... Cn—1,1 0.......0 Cn—1,n
lO bnzb,;g "'b"”J l Cnl 0....... 00 J

Ahnlich wie vorhin leistet dies schon derjenige spezielle An-
satz, bel welchem alle b, mit ¢ +% und i =>1 und alle ¢;, gleich
0 gesetzt sind, wodurch dann lediglich &, ..., by, durch die
iibrigen GréBen eindeutig festgelegt sind. Die weitere Rechnung
erfolgt genau wie im Fall % (a,) =>0 und liefert dieselben Re-
sultate (37) und (38).
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z(n—l)
Aus (38) ist zu ersehen, dab 2] T [a9] beschrinkt

bleibt, da der andere Summand beschriinkt ist. Formt man nun
in (38) den Zihler mittels (III) um, so ergibt sich

(n) ; (n—1) 1 yox®Dgeeviby,x
1 ,*_x_l_ - "I'Qr il 2,.*. Xz ’ _/~2,'4__>0,
fla|+-+ 20D f 'x!+...+|a;(”‘-) f |a;[+...+lx(n )|
woraus nach der eben gemachten Bemerkung folgt:
)
1 z (40)

[l T Flam”
Wir fassen zusammen in
Satz 9: Fiir jede zu 0 gehorige Lésung von (III) gilt:
("—")
lim—o (Ll e =0

(n—1) (n—2) 1 .., 1. 0 L
lim ©1% __—_l—a & -+ (n_q)a 0
e N A e R F |
20

il‘l’n‘:f(_tj _.’1; ‘i“.x I-{- + Zn—2) = 0.

Fir n==2 lauten diese Beziehungen:

hm = 0; lim S lim =O.

g_4m\§f(t) Zt taao L 1’ g_,wf(t)

Durch Verwendung anderer Numerierungen als (Z,) fir
R (@,) >0 und (I7%) fiir R (a,) <0 lassen sich fiir » >3 andere
Aussagen als Korollare zu Satz 9 gewinnen, welche jedoch simt-
liche voraussetzen, daf von den Koeffizienten a,, ..., a, ein ge-
wisser nicht verschwindet.

Will man z. B. den Fall R (a,) > 0 mit der Numerierung (7'%)
behandeln, so mufi man anstelle von (36) eine Matrixbeziehung
folgender Art haben:

(~1=Ga) (B0 .0 | (Bu0 .0 )
b21b2:0...0

0 OJ U)nlb,,z ...l),m, bnlbn‘l ---bunJ

,._
o
o

N
-~
3
o
(=)
I
l::
"l
>
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Kombiniert man hier alle Zeilen mit der n-ten Kolonne,
so erhiilt man die Gleichungen

— y bnn == bll Clu
0 == bn €10 022 C2
0 == 031 C1n '] - bga Con - 1 bis Can

0= Z)ulcln"f" (R ‘{‘bn,n—-l Cp—1n b,,..al,

aus welchen man wegen 0;; £ 0 sofort schlieft, dali im Fall
a, == 0 auch @, = 0 sein miiite, wiihrend a, 3 0 vorausgesetz}t ist.
Im Fall a, + 0 leistet es wieder ein spezieller Ansatz, nimlich

—al...—a,.] ‘Z)HO ..................... 0
(/7N | S 0
0.0 lo ..... 0 by O |
l 0 0 ' lb"l [)“2 ................... ,,,,'
Z)11 O ..................... 0 O 0 (1”\
. 0 .Z)z-z. O. ..... TS PIPEREE _0' 0()
0. 0B O 0......0 |’
U)M Z)ng ................... bnnJ [O()alJ

Die Ausrechnung ergibt, daf hierdurch lediglich b,,, ...,
byun—1 und ¢, durch die iibrigen Grofien eindeutig festgelegt
sind, und zwar ist

b”"
Cln = — 3 Qn;
n bl] no
¢1n kann also in der Tat beliebig klein gemacht werden.
Die zugehdrige Transformation (7) ergibt sich hiemit, wenn
noch die b;; mit i< n gleich 1 gewihlt werden und nach den
y: aufgeltst wird, in folgender Form:

Y = X; (i=1,...,1l——1)

(a1 Zz, '“:— Ay Ty _; """ | [ xn) .

Yn =
a‘" bn n

Die Sitze 4 und 5 ergeben nun (mittels (77%)):

[z’ Lz B L Rast
I_Og (!x _J[ z Ijv -z f)_>0 (4])
nF 0.
a, z—n —;— a, Qf("—?) _}__ . —:- a, & >0 “ —#: (42)
lx/ _T— ;v"' _{_ . _i._ x("——l)l
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Fir N (a,) <7 0 ergibt sich dasselbe bei Anwendung der
Numerierung (77,).

Nun kommen noch zahlreiche andere Numerierungen in Be-
tracht, bei denen in den Formeln der Ausfall eines anderen

Summanden in der Summe

PIENFIERREa R
bewirkt wird. Die betrefienden Untersuchungen verlaufen genau
nach den bis jetzt geschilderten Methoden; es mag zur Illustration

geniigen, die Resultate im Fall » = 3 anzugeben:
Die 6 moglichen Numerierungen sind:

£ :7'2 X = 13 J xJ = "—.’1

(L=t 2 =, (L)L — 2, (LRt =~

l = I &= l x= g

lm = l x = l r =z,

@5 m =t (- cm—rg (I =
l e o l =g,

Es ergibt sich fiir jede zu 0 gehorige Lisung von (IIT) hei
n =3

1 1 -! ’ ’/—!.‘ ‘) /_|_ o
g (#1120 L9, GT BTGz o g0
F@) z| 4 |z
log (z|-1- 2" ) a,x" - a,x’ -l a,x
=] =l = —)0 _l_*'_,__”. 3 g .+ ]
o) , 217 ] - 0 falls a, +0;
log (z'|-}- 2" ) a,z" - a,z’ -}-a; x
140) - 0, T2 — >0 falls a;+0.
Hieraus (wie (40) aus (38)):
1 7
e —=> 0 stets;
f@ x|+ |« ’
R 0
r& [z + |z alls a, £ 0;
1 x///

f(t) :x/|-'»-'a,:"— = 0 falis ag :t:O,
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§ 9. Anwendung auf lineare Differentialgleichungen
n-ter Ordnung (2. Typus: Poincaré-Perronsche
Differentialgleichung).

Vorgelegt sei eine lineare Differentialgleichung n-ter Ord-
nung von folgendem Typus (Poincaré-Perronsche Differential-
gleichung):

(IV)[ a® 4 (a, + 2, @) 2" D o+ (g D)z =0

|2 (@) definiert fiir £>¢,, 7,(£)= 0 mit £> -+ oo, v==1,..., 2.
Die Transformation (7)) fithrt (IV) tiber in ein System von
der Form (I) mit

([ O 1 0 0. 0 |
0 0 1 0. 0
(a,-k)— .................
0 ... .. 0 1

|—an —an-1 ... .. —a, —a,}

und den ,Zusatzfunktionen®

(Pi':O (?/=1,.,n_1)

On=— 2] An—k41 Tk
k=1

Wiederum sind die Voraussetzungen A erfiillt; B und jedes
B, ist der Bereich aller Wertsysteme (/).

Die charakteristischen Wurzeln ¢, .. ., 0 sind die Wurzeln
des Polynoms
l—— 0 1 0 0 0
0 —o 1 0....0
| =(=1)"(o"™+a, 0" "+ +a,).
: 0. ... ... ... —0o 1
— Oy — Gp1 - ... —a, —a,—p

Die Ubertragung des Satzes 3 liefert den

Satz 10: Fiir jede Losung der Differentialgleichung
(IV), welche fiir £ >¢, existiert und nicht von einer Stelle
an identisch verschwindet, existiert der Grenzwert

lim 108 (2[4 12" ﬁt'_'_'_'fr_l_x"i‘_ )
t—= o

und ist gleich einem R (g,), 1 <v <.
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Ist o, eine charakteristische Wurzel, deren Realteil bei keiner
andern auftritt, so bestimmen sich die Zahlen ¢; des Satzes 6 aus
dem Gleichungssystem

—ove, Fe=0
— o0ty Fe=0
— Oy €n—1 + €y = 0
—— Uy €] — - A26p_1 "—(a/l + Q,.)C,,= 0’
woraus folgt:

— —— 2 — —1.
61=1, €2 == 0y, 63‘—'01'7'--1811,_9:} )

<

die letzte Gleichung ist dann von selbst erfiillt.

Satz 6 rﬁit a = 1 liefert nun:

log 2

z ist zuletzt + 0; 7o
' "’.” 2 x(n—l) n—1] x(n) n
x—)g,., -x-ég,,,...,' ~x——>9,, ;—x——>g,,

(letzteres aus der letzten Beziehung des Satzes 6 mit i = n).

Im Falle o,/+ 0 darf Satz 6 auch mit a =2, ..., n ange-
wandt werden. Es kommt dann noch hinzu:
'y ..., D ehenfalls zuletzt + 0;
log o’ log a®—"
—’; — D Ouy e ey -—"’—-i——— = 0,3

itbrigens lassen sich diese Beziehungen auch aus den fiir o =1
aufgestellten erhalten.

(n})
Schliefilich liGt sich aus xx‘ - o* im Fall ¢, +0 noch

log 2™ . . ;
~7f = ¢ gewinnen, indem man z = r¢?, g = R ¢ setzt,

wobei die Arcusfunktionen ¥ und © durch stetige Fortsetzung
zu definieren sind (vgl. S. 230).
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Wir fassen zusammen in

Satz 11: Eine Losung von (IV) gehore gemit Satz 10
zu einer charakteristischen Wurzel p,, deren Realteil
bei keiner andern auftritt. Dann ist & zuletzt fiir alle ¢
von 0 verschieden und es gilt:

. logwx
lim —2= =p,;
t—= o
D _ )
thm x—:g,f, (J=1,...,n).
-
Im Falle o, £0 sind ferner 2/, ..., =" a®™ zuletzt

fir alle ¢ von 0 verschieden nnd es gilt auch:

%)
lim l‘og_x_:Qv (J==1,...,n).

= o t

Hieraus Folgerungen tiber absoluten Betrag und
Arcus wie frither bei Satz 6 und Satz 8:

. log z| .
Iim =" -7 = N (0,); lim
= o 14 {— oo t

Arcxz -
= J (o)

usw.

Jetzt sel p, eine charakteristische Wurzel, deren Realteil
mehrfach auftritt; wir nehmen die Bezeichnungen der §§ 5 und 6
wieder auf: .41, ..., 0u4p sei die betreffende Gruppe von
Wurzeln. Um die Sitze 4 und 5 auf (IV) iibertragen zu konnen,
und zwar so, daB der damals notwendige Begriff der ,geeigneten
Numerierung® herausfillt, ist es zunichst nétig, die Funktionen
2,2, ..., 2"~ in einer solchen Reihenfolge mit z,, ..., 2, zu
bezeichnen, daf die Matrixbezichung des Satzes 2 besteht.

Wir behaupten, daB dies fiir m = 0 die bis jetzt in diesem
Paragraph angewandte Numerierung (7)) leistet. Um dies ein-
zusehen, braucht man nur den Beweis des Satzes 1 (dies ist Satz 2
fir m = 0) mit der jetzigen Matrix (a,x) nachzupriifen. Zuniichst
ist (in den damaligen Bezeichnungen) beim 1. Schritt
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(— o4 1 0 0....0 |
9 0 —o 1 0....0
‘[1= ............... — 0, 1 1]
{—an —a@na oo —ay, —(a,+e))

woraus sofort zu ersehen ist, daB 2, und A® beide gleichen Rang
(niimlich » — 1) haben. Sodann ist beim 2. Schritt

(b, 1 0 0..... 0
bg] — 0y 1 0..... 0
W =0, o A 0 ,
lbnl — Apu—1 — An—2 « « « « o o+ « (-———al—i—g’)J

woraus dasselbe fiir ¥, und AP zu ersehen ist. Genau so bei
den weiteren Schritten.

Es ist also bei der Numerierung (7,) fiir die Anwendung
des Satzes 1 keine Umordnung néotig. Nun ging Satz 2 (mit
m > 0) aus Satz 1 durch eine damals angegebene Umordnung
hervor, welche fiir die x; besagt, daf die Indizes folgendermaken
permutiert werden:

1 in m+1
m m-42

o

n-—m In =
n—m+41 in 1

noin m.

Nehmen wir also bei der Verwandlung von (IV) in ein Sy-
stem von Differentialgleichungen 1. Ordnung anstelle von (Z73,)
die Numerierung

X == T/u-[—l
x = Lo 4-2
B oo RO
(—lm) p—m—=1 — X (]. <m<n— 1)
x(n——:u) —
1
-1
2 ) =2,
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so ist fiir die Anwendung des Satzes 2 keine Umordnung
notig ).

Somit lautet die Ubertragung des Satzes 4:
log (2] -+ || -+ |70 -)
13

-> N (o).

Zur Ubertragung des Satzes 5 ist zuniichst die Transfor-
mation (7) in dem vorliegenden Fall aufzustellen. Da die zur
Berechnung der b; und ¢;x dienenden Gleichungssysteme jetzt
alle den Rang » — 1 haben, wie vorhin erwiihnt, sind diese Kon-
stanten bis auf Proportionalititsfaktoren (welche die |¢;| beliebig
klein zu machen gestatten) eindeutig durch die zu (IV) gehorige
Matrix (@) (oben fiir die Numerierung (7',) angeschrieben) be-
stimmt. Im Fall m ~>0, also bei Verwendung der Numerierung
(7)), hat diese Matrix die Form

0 1 O . e 0
0 0 1o 0
O ... ... 0 1 0. .. ... 0
Ay — Ay —1 —_—a, — “1 — Qay - am—}-l s
0. 0 1 0
O . e 0 1
1 O . 0

WO — @y, - o oy — Gpd1 die m-te Zeile ist. Um fiir die folgende
Rechnung die einfachere Schreibweise des Falles m == 0 zu er-
halten, setzen wir

bik — ﬂi—m,k—my Cik = YVi—imh—my Qi == Oi—um,

wobei zu einem nichtpositiven Index der f, y und o nochmals
n zu addieren ist.

14) Hs liBt sich sogar beweisen, daf unter allen n! Numerierungen
(T,) die einzige ist, bei welcher eine Matrixbeziehung des Satzes 2 ohne
spezielle weitere Annahmen iiber die a. von (IV) existiert.
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Dann liBt sich die Matrixbeziehung des Satzes 2 auch in
der Form schreiben:

o 1 0 0 | (Brn 0 0
0 0 1 0... Boy Pas 0 .. 0
| 0. .. .. ... ... 0 ) I [
l— Ay —)— Ap =1+ « « « — Ly _a1| lﬁnl ﬁn? ﬁnn] (43)
(Bip O o0 (o 7pe- oo 7in)
Poy fee 0 0 | IO Oy Vo3 7"n|
l'ﬂl ﬁ1z2 nnJ lO ...... 0 o, ]

Setzen wir ferner
xi=§i—n17 Yi = Ni—m,

wo ebenfalls zu einem nichtpositiven Index » zu addieren ist, so
lautet die Transformation (7):

§o = Por ity + Poemy (44)

............

& = ﬂnl"]l +- - + ﬂun M-

Wir bezeichnen die symmetrischen Funktionen der Wurzeln
61y 04, - . ., 0; folgendermaBen:

) =06, 4 doa '
=00+ -t o0 =1 %)
Ferner bedeute:
=1 fir i>0;
=0 fir »>i>0.
Dann lautet die Auflésung von (44) so:

1 izt :
g S (— 1y iNE ., (G=1,...,n). (45)
0

LY

Zur Verifikation dieser Formel bilden wir mittels (44):
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i—1

=1
L (— D, — B (— I E fi

7

1—1 1-—-I:
= < (_- I) ’t(]—‘])ﬂl—i k) Wk ‘" /)u Ni.

k— 1\» =0
Es ist also zu beweisen:

V=02 e
1

(1—1)___ v (i—1) 3. = iir
2J( DD By =0 fiiy {kA i—1.

. @ielesy

Fithren wir die allgemeinere Abkiirzung ein

, Ié=2, .
B = z,( D B fir \h—=1,...,i—1
E<j<i—l1,

so folgt aus

(i—

' n
TS.J) — Tf." ) *_ o; 1% —l

leicht die Rekursionsformel

i=23,...,n
B = BY Y — o, BYSN fmlk_l ,i—1 (46)
l k<ij<i—1,
sodafl es also geniigt zu zeigen

o _ . [i=2,..,n
Bm—Ofm{kzlpwi_h

denn dann liefert fiir die iibrigen B,,‘ D die mehrmalige Anwen-

dung der Rekursionsformel (46) die Behauptung.
Komponiert man in (43) die 1. Zeile mit der 3. bis n-ten
Kolonne, so ergibt sich
Yis =7V = "= 71a = 0.
Hierauf liefert die Komposition der 2. Zeile mit der 4. bis
n-ten Kolonne
Yoo == Vs =+ = yaa = 0.
Durch Induktion erhiilt man y;, = 0 fiir k> ¢ -1 2.
Komponiert man in (48) die 1. bis (n — 1)-te Zeile je mit
der 1. Kolonne, so erhiilt man
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Boy = P11 04
Bay == By 04

/))nl = ﬂn—l,l 01,

woraus fiir 7> 2 folgt:

BY ——ﬂ;l—TI ficin= P —o1fici,i = 0.
Damit sind die BY mit k=1 erledigt.

Komponiert man in (43) fiir i >% und 2<k<n —1 die
(i —1)-te, (i — 2)-te, ..., (k—1)-te Zeile je mit der k-ten Ko-
lonne, so erhilt man
ﬂfk == ﬁi—l,k—l VE—1k + ﬂi—l,k O

ﬂi—l,k = ﬂi—‘.’,k—] Yk—-1% "+ ﬁi—?,k Ok
..................... (47)

Breark == Prje~1 Ye—1,k -1~ Prr ok
ﬂkk = ﬂl:-l,k-] Yk —11k-

Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit
1, =9 9, o, (=) TR
so erhiilt man durch Addition die Rekursionsformel

. i>k+2
BS};‘) = Ye—1,k —B;k)—],k—l —I‘ O Bs'kll,k fiir {2 < 70—:')’& . 1’
sodaly es also geniigt zu zeigen
_B/(‘,‘-)]—l,lg =0 firk=2,...,n—1.
Nun folgt aus den letzten beiden Gleichungen von (47) fiir
2<E<n -1
ﬂkk

—1Lk-1

/nk-}—lk'—ﬂkh—lﬂ -4 Brk ok (48)

Die Komposition der 1. Zeile mit der 1. Kolonne von (43) gibt
Par = P11 045
sodaB aus (48) fiir & = 2 folgt
fyy = (0, + 05) foy oder BE = 0.
Mittels der Induktionsannahme

*k—1) k—1
ﬂk,k-l =1 ﬂk—l,k—l oder B(;l.—% =0
Sitzungsh, d. math.-naturw, Abt. Jahrg- 1929, 17
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folgt dann aus (48)
Prtir == 7 P oder B;(,-k.)*.u =0,
Damit ist (45) bewiesen. —

Nun liefert Satz 5, auf die #; iibertragen:

p_’l_ - 0 fiir alle j > p;
!
i=1

oder, da man aus (44) und (45) zwei positive Zahlen ¢ und &
derart gewinnen kann, daB

g;;ll7],l< 2| & _<GL!171 ,

auf die &; tibertragen:

j—1
¥ (— s
=0 >0 fir j>>p. (49)
L 51.

Wir konnen schlieflich das System der » — p Limesbe-
zichungen (49) noch durch ein Hquivalentes System ersetzen, in
welchem nur die charakteristischen Wurzeln o, ..., 0, vorkommen.

Bezeichnen wir fiir den Augenblick den Zihler der linken
Seite von (49) mit U;, den Nenner mit U. (49) lifit sich dann
in bekannter Symbolik in der Form

U;=0(U) (GJ=p-+1,...,n)
schreiben. Fir j=p-+1,..., 0 —1 1st

i e
0; Ui+ Ujir -‘—',ijl(—l) SR TN IR E( 1) o &,

-1
=S (1) gy, = o (V).

v=0
(Das Glied mit » = j fillt weg wegen rJ(’ = 0.)

Dies besagt, daf die Beziehungen (49) aufier der letzten
giiltig bleiben, wenn im Ziihler der Index von & um eine Einheit
erhoht wird. Dieser Schluf lifit sich wiederholt anwenden, wo-
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bei jedesmal eine weitere Bezichung wegfillt.  'Wir erhalten so
die Systeme von Beziehungen:

j=1 , 2=0.,n—p—1
1'220(—_ 1)’ T(rj_l) E_H').—z' =0 (U) (,7 =p + 1, - }.) (50)

Fiir j = p + 1 erhalten wir das angekiindigte System

W (=1 &, = o (U) G=p+1,..,0). (51)

»=0

Aus (51) lit sich durch eine analoge Schlufiweise wieder
(49) erhalten.

Bei der Ubertragung dieses Ergebnisses auf die Lisung  von
(IV) ergibt sich aus z; = &, und (7..)

@(1.—]) — gn; ’ -

die in (50) allein auftretenden charakteristischen Wurzeln o,
.+, 0p sind durch 9,41, ..., Om4p zu ersetzen; deren sym-
metrische Funktionen seien entsprechend mit s;, ..., s, (und

5, = 1) bezeichnet; ein oberer Index ist nicht mehr nétig. Man
erhilt also:

P
35 (— 1y, a7
=0

) >0 fir j=p41,... n.
z." x(i—l)' )

=1

Nun liBt sich aus (IV) selbst noch folgern, dafi diesé Be-
zichung auch fiir j = »n -}- 1 gilt. Aus der Beziehung fiir
J==p-1 ist zu ersehen, daf

a'( p)

P
DI
i=1
fir ¢ - co beschriinkt ist, da ja der iibrige Teil der linken Seite
a?bsolut <Max (|s,], ..., |s,|) ist. Damit folgt nun aus der Be-
ziehung fiir j = p 4 2, dab auch
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aj-(l"*‘l)

x(l'“])l

=1
beschrinkt ist, und so fort bis

x(n—l)

- -
5 0|
i1
Damit folgt aus (LV)
™ _l_ a, x(n 1) + ._} a,“

T
\ Ix(’ ])I
1':1

> 0. (52)

Oder in den oben gebrauchten Bezeichnungen

XJ:)(—" 1)I 15,") E’l-l—l—v =0 (U),
Induktionsannahme:

X‘_J(_ l)v I(’l';) SLl $l-» = 0 (l_r).

Y=

Durch Zerlegung des v"~% auf der linken Seite folgt:

n—i—1 n—i

X (=D b 0 3 (— D i = 0(U),
Nun ist
:gf(— Y T e, = '—"’;LOI(—I) gD £
Es bleibt = o(U) nach (50) far j=n— 1
"B I b = 0 (D),

Somit erhilt man durch Induktion fir 1 =n—p —1
P
Z.(‘) (_‘ l)v Ts,p) En-i—l—v =0 (U)

oder
]1

2 (1) s =)

v=0
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Wir fassen zusammen in
Satz 12: Fir jede Losung von (IV), welche gemil
Satz 10 zu einer charakteristischen Wurzel o, gehort,
deren Realteil im ganzen bei genau p charakteristischen
Wurzeln vorkommt (mehrfache mehrfach gezihlt), gilt:
Jim 108 (# ~;~ix’,l;k-ﬁ°j—!x(fﬂi_) — % (o»).

{—

Werden die genannten p charakteristischen Wurzeln

mit ¢,,...,0, und ihre symmetrischen Funktionen mit
gy« - Sp bezeichnet:

31:()'1 +"'+61,

92:(51()'2 "'+ap—1 01’

Sp == 0, Oy Ops

so gilt ferner

x/p) S‘ .’)"‘p_])-i- b x(p—))___}_ +( = 1),, QP

lim =0
b !+ 2+ - x"’“‘l
i ST 8 2P+ 5 ne=h *:r__'_'.'_ +(=1rsa
1 2 |+ |z [+ + 2P D
x(n) -8 .’E("—l)+ 9 x(ll— _+ ..... (__ l)ﬂs x("—l')
Hm = - SR ( 5 — 0
ls o z + "I' | SRt xl‘—
(Fir p =1 sind dies die Beziehungen
z' Z'™ 3
P IR

des Satzes 11.)

Anmerkung: AuBier den in Satz 12 angefithrten Beziehungen
gelten noch die aus ihnen ableitbaren iibrigen Beziehungen (50)

und (52).

Wie in § 8 lassen sich auch hier durch Verwendung anderer
Numerierungen andere Aussagen als Korollare zu Satz12 gewinnen,
fir welche jedoch stets Spezialvoraussetzungen notig sind (vgl.
die FuBnote 15), durch welche die Existenz einer Matrixbeziehung
des Satzes 1 bzw, 2 der fiir die jeweilige Numerierung erforder-
lichen Art sichergestellt wird. Es mige zur [llustration geniigen,
die Resultate im Fall » = 3 anzugeben.

*
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Es sel N (0,) = N (0,) £ N (g5). Fiir jede zu o, gehorige Li-
sung gilt nach Satz 12:

1 1 | ’
,OEQ?JtL‘” )5 % (o)
2" — (01; + _02)@’/_‘*—,_0_1 b >0
|z| 4+ x|
_xm - (01:—*:02) x_”/i- Gl_oﬁ’ - 0.
le + lx |

Die Numerierungen (vgl. S. 239) (I'%) fir m = 0, (7'%) fiir
m == 1 liefern:
Fiir 6, + 6, ¥ 0 gilt ferner:

log(lz|+ (z")

i = > N (0))
x” - ("1:*"02)37/ + 0,0, >0
Zl - %

o, a)a d oo
lx + |x
Die Numerierungen (7,) fir m =0, (7} fiir m = | liefern:
Fir 6,4+ 0, 6, %0 gilt ferner:
] o xl ]xll
tog 2 H100 L 0o,

" — (o, + 0,)x" + 0,0,

s % -0
x4+ x|
" — (o gz +o6,0,2
SURRIEE SN
xr +lz

Die iibrigen Numerierungen liefern nichts Neues. Natiirlich
gelten auch die der Anmerkung des Satzes 12 entsprechenden
weiteren Beziehungen. —



