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Uber spezielle Kreisnetze.
Von Otto Volk in Kaunas (Litauen).

Vorgelegt von A. Voss in der Sitzung am 2. Mirz 1929,

Die Frage der rhombischen Einteilung der Flichen
durch zwei Scharen von Kurven konstanter geodiitischer
Kriitmmung ist von Herrn A. Voss in der inhaltsreichen Arbeit
,Uber diejenigen Flichen, welche durch zwei Scharen von Kurven
kounstanter geodiitischer Kriimmung in infinitesimale Rhomben
zerlegt werden“!) inauguriert und eingehend untersucht worden.
Herr Voss nimmt fiir alle Kurven emer Schar dieselbe kon-
stante geodiitische Kritmmung. Man kann aber die Frage dahin
erweitern, daBi man zwei Scharen von konstanter geodiitischer
Kriimmung betrachtet, die aber fiir jede Kurve der beiden
Scharen sich findert, die also fiir die eine Schar eine Funktion
ven u, fiir die andere eine solche von v ist. Es lag nahe, zuniichst
das Problem in der Ebene in Angriff zu nehmen. Doch soll hier
noch nicht von den allgemeinsten rhombischen Kreisnetzen die
Rede sein; wir beschriinken uns vielmehr auf ein spezielles
System von Kreisen, das einen Ausnahmefall darstellt und den
Vorteil bietet, dats sich sowohl die Rechnungen wie die Kon-
struktion der rhombischen Ireisnetze leicht durchfiihren lassen.

Anschliefiend wird die entsprechende Frage fiir Kreisdrei-
ecksnetze behandelt, die ebenfalls den Ausnahmefall des all-
gemeinen Problems betriftt und zu ganz iihnlichem Resultate fiihrt.

§ 1.

§ Rhombische Netze aus Kreisen, deren Mittelpunkte auf

Kegelschnitten liegen,
Bs seien U}, U,, Uy V|, V,, V, die Koordinaten der Mittel-
punkte bzw. die Radien zweier Kreisscharen u, v; dann sind die
Kreise der Schaven bestimmt durch die Gleichungen:

1) Sitzungsberichte der Kgl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften,
math-phys, Klasse, Bd, XXX VI {1906), 8. 247 ff,
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) { w=U-+Ueosp, y=U,-}-Ussing;

w=1 4 Vicosy, y=V,-|-Vysiny.
Sollen die beiden Scharen #, » rhombisch sein, soll also sein:
2 ) a2 2
Ly Y =Ty Y
so mul sein;
2 Vi = U,

Aus den Gleichungen (1) kommt nun:

3

und hieraus durch Difterentiation nach # bzw. »:

Vycosyp — Ugeosp = U, — 1,
Vosing — Uysing = U/, — T,

— Vasiuyyy, - Ussingpp, — Uieos @ = 7],
Vacosyy, — Uzcos i, — Ug singp = Uy,
— Vasinyy, -Ussingg, | Vicosy = —17,
Vyecosypy, — Uycosgp, - Visiny = —714.

Durch Multiplikation dieser Gleichungen mit cos ¢ und sin ¢,
hzw. cos v und sin 3 und Addition ergibt sich:

) Vasin(o —y )y, —Us=Ulcosqp 4+ Ulsin ¢,
Ussin (o — vy ) g, -1- Vs = —~Fleosy — Vysin p,
somit unter Beachtung der Gleichung (2):
UiV 4 Ulcosp + Ussing 4 Vicosy + Pasing =0

oder, wenn man fiir cos v und sin y die Werte aus (3) einsetzt:

A i oV
(U'* V') ezt (U; V)"” L
-\ (U — > S+ (L= T f+ Ui+ Vi) =
V3

Weiterhin erhiilt man aus den Gleichungen (3) durch Qua-
drieren und Addieren, nachdem man [/ cos ¢ und U sin ¢ aul
die linken Seiten gebracht hat:

) 20, —V YU, cosp+2(U,—T,) Ugsing
i . o . il
F (U =T+ (U= V) 4 17— 1 = 0.
Aus den beiden Gleichungen (5) und (6) findet man durch
Elimination cos ¢ und sin ¢; die Beziehung cos? ¢ |- sin 2 p = |
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gibt dann die funktionale Bezichung zwischen U,, U,, Uy; V,,
V,, Vs, durch die alle rhombischen Kreisnetze charakterisiert
sind. Es soll aber darauf hier nicht niiher eingegangen werden;
wir behalten uns die Betrachtung des allgemeinen Falles fiir
spiiter vor. Im folgenden beschriinken wir uns vielmehr auf den
Fall, dafy die Eliminationsdeterminante vom (5) und (6) ver-
sechwindet. Schreiben wir du, dv an Stelle von U, du, V, dv,
so gilt fiir diesen Fall:

@ (=)W A-V) = = V) (U |- V) = 0,

(®) 2(U, — V(U —VOVi U=V Vs |-UUs -V 1y
— (U= (U - V)2 - Ui — Vi) = 0.
Die Funktionalgleichung (7) Liit sich nun leicht behandeln?).
Durch Differentiation nach {7 und ¥, erhilt man niimlich:
dVi dUy, dUdVs | dU;  dV,

®) av, aU, T av v Cay, T dv = 0
a2V, U, U] d*Vs

10 e ==
10 avi vz~ au: avi =
2y o’y
Fiir ((ll"‘l + 0, ‘(JV"! + 0 folgt aus (10) unmittelbar:
1 d 1
AUy d'Uy . .
= = [ Ja=—= L . Tl
(1]) [ (le? ] d[,,;,, [_ ](l ‘ ((111 i ]‘11
d*Vs d, VY . .
\mﬁsz; Va=kVi+4aV, +b..

Setzt man hieraus die entsprechenden Werte in (9) ein, so
findet man:

av;

dWV, dl; ']7 7'7I[|+(Ul—(lg)[|' [’r;-}-(}“

dVy dVy - 7
l 7»"‘”/;1“((0_’—(“)(“,;- L EVid(a—a) V=1V +c.

(U]
[ I L+ (@, — a2)
(12)

1) Die Fanktionalgleichung (7) ist die gleiche, die bei den geodiitischen
1l'homhischon Netzen auf Fliichen konstanter Kriimmung auftritt. (Vgl. 0. Volk,
Ober geodiitische rhombische Kurvennetze auf krummen Fliichen, insbeson-
dere auf Flichen konstanter Krimmung. Sitzungsberichte der Heidelberger
Akademie der Wissenschaften, math.-naturwiss. Klasse. Jahreang 1925. 13, Ab-

handlung. 8,107, GL (30). Die abige Lisung ist erheblich cinfacher als die
dasellist gegehene.)
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Man kann nun, ohne die Allgemeinheit zu beschriinken, b, =
b, == ¢, = ¢, == 0 setzen, da die Beibehaltung dieser Konstanten
nur eine Parallelverschiebung des Koordinatensystems bedeuten
wiirde; dagegen muly & £ 0 sein. Aus (7) kommt dann:
(13) { % Ti',"z—!~ {a; — a) U TT{——IUz=m,
EVE - (az—a) Vi Vi —1Vi=m.

Durch Differentiation der ersten Gleichung (18) erhiilt man:

2RO U (o — @) VUL (@ — a) U — 210, U =0

|
oder, wenn man fiir {7} seinen Wert aus der ersten Gleichung (12)
einsetzt:
(@ —a) (U2 (ay— a) Uy U - [F1U = 0.

Daraus folgt durch Vergleich mit der ersten Gleichung (13)
entweder m =0 oder @ = as. Die erste Moglichkeit m = 0
scheidet aus, da sonst I7] eine lineare Funktion von (/] wiire

3 TTr

G . . . . .
und somit © .1 = 0. Somit bleibt nur die Miglichkeit:

dUs
(14) t, == d,,
Wir erhalten also, wenn wir von berfliissigen Konstanten
absehen, fiir 7+ 0:
| Uy="Ccosu, U,==0C,sinu,
| V, =C,cosv, V,=(,sine.

(15)

Ist aber { = 0,50 kommt:

{ U =0w, U,=C,u} Cu,

16 : o
(16) V,= 0,0, V, ="+ (0.

Es bleiben noch die Ausnahmefille zu betrachten.
Ist gleichzeitig:

(Z.-(,I; : :(),di.—]r,; —0,
€l dvi
so wird:
T=ua /U, 10,

ue

(17) Vie=a,V, }-b

Aus (9) kommt dann:
Uy ba,U, =cll,-}-d,,

(18) Vo4 a,V, =cV, d,.
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Hier kann man wieder b, = b, = d, = d, = 0 setzen. Aus
(7) kommt dann:

(19) { cUt—(a, + a) U, U, = m,

cVi—(a+a) ViV, =m.
Durch Differentiation ergibt sich hieraus:
2¢U, U — (a,+a,)(UiU, + U, Us) = 0,
somit nach (17) und (18):
(@, — a,) (¢U,—(a, 4 ay) U,) U; = 0.

Durch Vergleich mit (19) folgt hieraus entweder m = 0 oder
a, = a,. Im ersten Falle m = 0 wird fir a, - a, +0:

r ¢ r

U, = a, _{__(E 1

Vo= — c Vi

a, == Q
das fithrt aber, wie man aus (7) unmittelbar erkennt, auf;
Ui 4-Vi =10,

also auf:
(20) Uy=ku, V,=—Fkv
und folglich auch auf:
@1 Uy=1lu, V,=—1v.

Ist a, + a, = 0, so muBl m = ¢ = 0 sein; aus (17) und (18)
kommt dann:

(22) Lvl = ¢, Lv? = C’1 e’y
¥ —c, ¥ —Ciec®.
Der Fall a, = a, ergibt aber:
w  (Eae oo
Vi=¢", Vy,=0C,ev4C,e.
Ist aber gleichzeitig:
a’ Uj @ U,
=% ="
also:
(24) Lv' =t I‘vl + bu
Uy,=a,U, 4+ b,,

so kommt man wieder auf die Gleichungen (22).
Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt, Jalrg, 1929, 9
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' Es bleiben noch die zugehdrigen Uy, V; zu berechnen.
Gelten die Gleichungen (15), so erhilt man aus (8) eine
Gleichung von der Form:
(25) P, () — Q@ (v) — P, (u) cos v -+ €, () cos u
—+ Py (u) sin v — @, (v) sin w = 0,
wo ist:
P, (uj =Ussinwu+2 Uy Uy cosu+(Cf— C3) sin w cos® u,
(26) P () =20, Us +(C3 = O)sin 2w, P, (u) =Ui—(Ci— C%cosu;
e, =73 smL+‘7V Vi cos v+ (O~ C3) sin v cos® v,
Qs () =2V, Vy+ (01 = C}) sin 20, @, (v) = Vi~ (CF - C}) cos?v.
Durch Differentiation nach « und » kommt aus (25):
(27) Pi(u)sinv— @ (v)sin w - Pj(w) cos v — Qs (v) cos u = 0.

Dividiert man diese Gleichung mit sin « - sin v und differentiert
nochmals nach # und v, so ergibt sich:

LBy 1 ey
sin® o \ sin % sinfu \ sinv ’

woraus folgt:

29) Py (u) =Fcosu—1 sinu, P;j(u) = Esinu-41, cosu+ 1{;1;
T Q) =kcosv—Iysine, Q) = ksinv -1, cosv +m,.

Aus (27) kommt dann:

(29) Pi(uy -l cosu==nsinu, P,(u)=—1,sinw—ncosu —}-p,,
T Pi(w) -1 cos v =mnsinv, @, (¥) = —1 sinv—ncosv -+ p,.
Aus (25) ergibt sich schliefilich:
(30) P () = — p, cosu - m, sinu--q,
Q,(v) = —p, cosv-m, sinv -+ q.

Man erkennt leicht, daf die Gleichungen (28) — (30) dann
und nur dann miteinander vertriiglich sind, wenn ist:

I, =1,=
sodaf man also erhilt:

31) Ul = (C;— () cos® w ~+ Lsinw -+ 1 cos u 4 m,
' | Vi=(Ci— (}) cos’v + Lsinv+ Lcosv + m,

Iy mi=my=m, g=15L n=—Fk, p, =p,=0,

wo k, [, m beliebige Konstante bedeuten.
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In analoger Weise fithren die Gleichungen (16) auf:
U = (C* -+ CHut -k +Lu -+ m,
Vi= (Ci+ C)vt—+Ekv? - lvm.
Die Gleichungen (28) liefern:
U= (1-+-C)e® -+ Cle ke -me -,
B3 Yo o Lot e o mer -1,
Fiir die Gleichungen (22) ergibt sich:
Uz=' 1-+-CHe 2 FEer -1,
(34) { Sl o e A1,
| Vi=(0-+C)e F-me’ 4-1.
Endlich erhilt man bei Annahme der Gleichungen (20)
und (21):
a5 Ui= 0+ +mu+1,
(.0) |\ Vi=Q-+B)+mu+n.
Bei der Ableitung der Gleichungen (9) und (10) wird vor-
ausgesetzt, daB U,, V| nicht konstant seien. Sei nun:

(32)

(36) U =0, V, =C0.,.
Aus (7) folgt dann unmittelbar fiir €, + C,.
(37) U,="Fku, V,=—Fv
und aus (8):
39) Uy =T2u? - lu—-m,

Vi=1# zﬁ—}-lzw; n.

Ist aber O, = C,, so muk man auf die Gleichungen (5)
und (6) zuriickgehen.
Man findet aus thnen:
(Us+-Vl 'Ssinrp-‘—(U_—V)V{»‘—U Us -V, Vi = 0;
2(U,—V)Ussing (U, —V,)2-+-U; —V3;=0;

die Elimination von sin ¢ ergibt die Funktionalgleichung:

(39) Py()—Q, ) +-2P, () V,—2Q, () U,
o st + Py () Vi—Qy (v) Us = 0,
l P ()= (U: +-UHU;—2U,U, Us,
(40) VPo() =U, U5 — U, U3, Py(u)=Us— Ul
l Q ()= (Vi+VHVs—2V,V, Vi,
Q@)= V, Vi =V, Vi, @@=V —-Vi
9*
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Durch Differentiation nach U,, ¥V, findet man hieraus in der
gleichen Weise wie oben:

Py(w) =kU;4-1, U,,
(41) { Q: ) =kV; + lz, Ves
(42) 2P2(u)=leé+pU2+qu
20,0 =0V +pV, + g
P (i¢)=QOU9+r7
43 ! T
(43) {Ql(v)=Q1V2+T'

Diese Gleichungen fiihren auf die Beziehung:
(44) Ui=Ui+ali+b, Vi=Vit+aV,+0.

wo a, b beliebige Konstante bedenken.

Aus den vorstehenden Ausfithrungen folgt der Satz:

Liegen die Mittelpunkte zweier Kreisscharen auf
einem Kegelschnitt, der auch in ein Geradenpaar aus-
arten kann, und sind die Radien der Kreise hestimmt
durch »* = (x —a)®* + (y — b)* + ¢, wo z, y die Koordinaten
der Mittelpunkte und «a, b, ¢ beliebige Konstante be-
deuten, so lassen sie sich rhombisch anordnen.

§ 2. Dreiecksnetze aus Kreisen, deren Mittelpunkte auf
einer Kurve dritter Ordnung liegen.

Ein Dreiecksnetz aus Kreisen ist durch die drei Gleichungen
bestimmt:

[ 2y 20 e+2U0,y =U,,
By L2V a2V, y=7V,,
Pyt 2e e+ 20,y = gy,
wo U,, U,, U; Funktionen von u, V,, V,, V; solche von v und
@1y Ps, @s solche von u - v bedeuten.

Die Elimination von z und y aus den Gleichungen (1) fiihrt
auf eine Funktionalgleichung, auf die wir an anderer Stelle
zuriickzukommen hoffen. Hier beschriinken wir uns auf die Be-
trachtung des Falles, der sich ergibt, wenn die Eliminations-
determinanten von je zwei linearen Gleichungen, die man durch
Subtraktion der Gleichungen (1) von einander erhilt, verschwinden,
d. h. wenn gleichzeitig ist:

(1)
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) {(U1"‘V1)(V2_"‘l’2)"(Lrs_Vg)(Vl—‘f)l):Oy

G W, = vV, — ) — (U, — V) (V, — ) = .

Diese Gleichungen lassen sich in der Form schreiben:

3) {(U‘Z*.’"z)"’l <U“V)(P»+UV U, ¥, =0,
(US—V3)(P1 (I] )(713 ‘}‘U V l];.1 VI:_:O;

sie haben die Form der Funktionalgleichung, die bei den geo-
diitischen Dreiecksnetzen auf Flichen konstanter Kriimmung auf-
tritt; diese hat, unter Weglassung aller Konstanten, die nur eine
Parallelverschiebung der Koordinaten bedeuten, in den Bezeich-
nungen der ersten Gleichung (3) die Losung!):

U, = pw, U, = p' (w),

4) V,=p @), Ve =p" ().
L =Pt ), g =—p (u+0),
wo p die Weierstrafi'sche p — Funktion bedeutet;

oder:
V=0, Vi=a-- AV, -+ y Vi
U =UVa+ MTJ’?-‘(}U
e A TR e
ol =g Va+20b mT‘:c_q»%,
¢y = — ﬂ L+ 2(57«7), ———Va+2b<p1 + cqi;
oder:

U, —=U, =0, U, beliebig,
(6) V,—=xV,=0, V,beliebig,
g, — %@y, =0, @, beliebig,
oder:
TII =769, U2.—_-u’
l Vy= 1;2’ VQ =,

1

(M
l(p]) q)g llnendlich, —(& = U -{‘ V.

o

1) Vgl. 0. Volk, Uber geodiitische Dreiecksnetze auf Flichen konstanten
Krimmungsmafies. Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissen-
schaften, math.-naturwiss. Klasse. Jahrgang 1927, 3. Abhandlung. 8. 6 ff. In
der Gleichung (34) ist im Nenner 2 y weggeblieber.
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Aus der zweiten Funktionalgleichung(3), die aus der ersten durch
Vertauschung von U,, ¥, ¢, mit Uy, Vy, ¢, hervorgeht, folgt dann:

®) s=ap@)4-bp (), Vi=ap@) -+ bp (v,
gy =ap@--0) fbp (u-|-0);

oder:
Vied 4§ V47 Vi,
' & 1
Jle= — 2 4 U — = Va 3
(9) (5 /+2yl 1 27}] } 2[)l +CU,
; i 1 — .
75 = __2/3},; Ty zyﬁ/a*{—zb Py - €9
oder:
[ — %' Uy, =0, U, beliebig,
(10) V, —= V = 0, ¥, beliebig,
1(}01 — %', =0, @, beliebig,
oder:
U, = au2+2bu+c,
Vi=uav®*-+2bv ¢
(11) w -+ v

i ﬂZh____m_
ltps unendlich, praliey Fras s Y
Daraus folgt der Satz:
Liegen die Mittelpunkte dreier Kreisscharen auf

ein und derselben Kurve dritter Ordnung:

w=p(), y=rp (),
die in eine Gerade und einen Kegelschnitt oder in drei
Gerade ausarten kann, und sind die Radien der Kreise
bestimmt durch die Gleichung:

=@ —a)?+H—b*+e,
wo z, y die Koordinaten der Kreismittelpunkte und
a, b, ¢ beliebige Konstante bedeuten, so lassen sie sich
zu einem Dreiecksnetz anordnen. In dem besonderen
Falle, da die Kurve dritter Ordnung in eine Parabel
ausartet, arten die Kreise # -+ v = const. in Geraden aus.



