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Uber einige trigonometrische Reihen.
Von Otto Hilder.

Vorgelegt von W. v. Dyck in der Sitzung am 5. Mai 1928,

§ 1.
Einige neue Reihen.

Die elementare Gleichung

(D log’:sin g
ist fiir alle diejenigen Werte von z richtig, fiir die die linke Seite
emen endlichen Wert hat. Da nun sin ; fir 0 <z <272 positiv

ist, so stellt die obige Reihe nicht nur die Cosinus-Reihe vor,

durch die logsinz im Iotervall 0 ...z ausgedriickt ist, sondern
auch die Sinus-Cosinus-Reihe, die im Intervall 0 ... 2z dieselbe

Funktion darstellt, in der aber zufiillig die Sinus-Glieder die Koef-
fizienten O haben.

Nach der Theorie mufi es aber auch eine Sinus-Reihe geben?),
die fiir 0 <z <=z die Funktion log sin z ausdriickt. Das Koeffi-
zientengesetz dieser Reihe ist wohl noch nicht gegeben worden.

1) Die Funktion ist an jeder Stelle des reellen Intervalls 0. ..z, auBer

1 .
0og s1n
5 a9

b1

T
bei 0, reguliir, und das Integral J‘ d > bleibt endlich, wenn «

gegen 0 geht.
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Ich setze
2) logsin© =¢ sina 4 ¢, sin (2x) 4+ ¢4 sin 3z) + ...,
=] 2 1 2 3
WO T
2 . . a
(3) = fsm (v a) log sin 5 da.

0
Durch partielle Integration erhalte ich

- »1‘.(17_] ' .« 1" a
J‘sm (va)logsin g da=_|—|cos (v a) log sin 5 + 5 cos(ra) cotg 3 da

2z £ £
14

2
1 3
= (cos (re)logsin % -+ f cos (2rva)cotgad a) .

Da aber
cos (ve) =1 — ‘,)f_ 4,

log sin L olog £ — gL .
: 2 22 24
so erkennt man, daB
. 2
4) f‘“i“ (va) log sin : da == —1’— lim l og ¢ + jcos (2va)cotgad a]
&= 0 -
0 £

ist.
Ich berechne nun den letzten Grenzwert zuniichst fiir v = 1.
Es 1st

(1 —2sin®a) ?9?(1~ da

cos (2a) cotga da =
s a

M%Nla
— ey Q___) Ml'q

= <100f sina 4 —— e0s (2 a))
| 2
= — logsine — 1 — 935;3.9

= —loge—1+4...
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und somit

7T

e—=0

6) lim l‘loga + J‘ cos (2 a) cotg a da] = — 1,

Um jetzt die auf der rechten Seite von (4) stehenden Grenz-
werte allgemein zu finden, setze ich

)

cos(2(r +1)a)eotgada=

2«(_)“,!;1

(cos (2va)cos(2a) —sin(2va)sin 2 a) 8% fa
sin o

.

JT 7T

2

2
. oS « .
::J cos(2va) (1 — 2sin?a) .~ da — Jsm @ra)-2-costa-da
sin a
&

&
E 7
2 2

= f cos (2va) cotgada — 2 Jﬂ (cos 2va)sina + sin(2v a) cosa) cosa da
6y - e ’

2 . 2.

. (2 < (9
—.:f cos (2ra) cotgada + (coS (é w’T_*_ZZ) 2 +Cm_;21+@)
: (11 (—1p—1
~ . ” — ce.

wo die Punkte eine mit verschwindendem ¢ verschwindende Potenz-
reihe von & bedeuten.
Setzt man jetzt zur Abkiirzung

1

2 Ve, = Z),,,
so ist mit Riicksicht auf (3) und (4)
%
b, = lim [log &4 f cos (2v a) cotg a (Za],
e=0 L

und mit Riicksicht auf (6)

i I | e B )
(M) byyr =0, + T+ 20+ 1) -
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Hieraus errechnet sich, da auBerdem (vgl. (5)) der Wert von
b, bekannt ist, fiir » =1, 2, 8, 4, ... die unendliche Folge

— Lot 1
b — —1 bo——1—1
. 1 1 — 1 1 1
b'* 1 1 3 ]'4 e 1 T El 3
ca on 1 1
 SPRENIPNN N NIEF 0. JHNG VR 9 TN T R S U R

d. h. es ist

2 2 2 2 1
b“_l:—<f+§+g+"'+2n—_3 gn:~I>

und
2 2 2 9
brn=— — (T_}_.g_i_g_}....._*_ §ﬁ¥T>'

Die Allgemeingiltigkeit dieser beiden Formeln erhiirtet man
dadurch, daB man aus der letzten mit Hilfe von (7) noch b,
und b3, 4o rechnet und dann den Schluli von »n auf » 4 1 an-
wendet. Hieraus ergibt sich nun

272 2 2 2 1 1
<8>“f"—1=—;(1+3'f3 Tt g 3+'z'51:1)ﬁ_1
und

271 1 1 , 1 ]
&) “f"—“;<7F":ﬁﬁ""f‘zn_J)n'

Damit sind die Koeffizienten der Reihe (2) bestimmt. Setzt
man jetzt in Gleichung (2) an Stelle von = den Wert = — z ein,
so erhilt man
(10) logcosx

2
welche Gleichung wiederum fiir 0 <z <=z giltig ist.

Durch Addition von (2) und (10) mit Hinzufiigung von log 2
auf jeder Seite erhiilt man mit Riicksicht auf die Werte (8) der
Koeffizienten ¢a, —

. 4 (1 sinz 2 1\ sin (3 &
(11) logsmwzlogZ—-n{l . l~.+<.1A+_3> ‘(g )

= ¢, sinx — ¢, sin(2x) + ¢;sin(3z) — - - -,

sin (5 x) sin (7 z)

2 2 1 2 2,2 1
+(T+§+5) 5 +<1+3+5+7) 7 +}
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Subtrahiert man jedoch (10) von (2), so ergibt sich im Hin-
blick auf die Werte (9) der Koeffizienten ¢y,

e & 41 sin(2x) 1 sin (4 z) sm(Gx)
(12) logtg & = n{l—l_ +(1+3) 2 (] Tty

1 1 1 1\ sin (8 x)
4’('1'*’3+3+7) 4 4}

Diese Gleichung liegt mehr an der Oberfliiche als die Glei-
chung (11), indem die Gleichung (12) unmittelbar aus der Potenz-
entwicklung einer elementaren Funktion hergeleitet werden kann®).
Ich ziehe noch einige Folgerungen aus der Gleichung (11). Setzt

=7, so wird die linke Seite gleich Null, und

&

man in ihr «

man erhiilt

1) Es ist niimlich fiir ein komplexes 2z, dessen Absolutbetrag kieiner
als 1 ist,

R R e U R Kt

= Attt <1+ L DR ARl | I Sl SR S
R S D S o
_<1+3+5+”'>1-—4‘-’""’1—:'—’1‘)”1 z

woraus man durch Intewntion die Gleichung

26 z\2
I PRI R MAT SR (MR

erhiilt. Diese Glemhung, die man auch dadurch erhalten kann, dafi man
die Potenzentwicklung von

mit sich selbst multipliziert, gibt mit z = r¢'*, wenn man den reellen und
imaginiiren Teil trennt und fiir den Grenziibergang r—1 den Abel'schen
Hilfssatz benutzt, unter anderem die Gleichung (12).

Eine iihnlicho Potenzentwicklang ist diese:

2

o 1
PRI N T L (R R EaRe
4= L log (1 — )

Aus den beiden hier erwiihnten Potenzreihen ergeben sich die Zahlen-
reihen, die bei Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen,
1924, S. 824 unter (a) und (b) durch Produktbildung aus speziellen Reihen
abgeleitet worden sind (bet der Gleichung (b) fehlt auf der rechten Seite
der Faktor 1).

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1928, 7
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1 2 N1 2 2 N1
() e (et

2 2 2 N1
—(T+5tsta)zt

Integriert’) man Gleichung (11) von 0 bis % so kommt auf

27
die linke Seite das von KEuler ausgewertete Integral

SE

J‘logsinwdm = — % log 2
0
zu stehen, und es ergibt sich schlieflich
7® 11 2, I\1 2 2 1\1
ghe2=1pnt (1 +s)3—e+ (1+§+5—)r—2
2.2 2 1\1
+(f+'3'+5+'7‘)7—2+
1) Die Reihe (11) ist im Intervall d..7 — 4, wenn & einen kleinen

positiven Wert bedeutet, gleichmiifig konvergent. Man erkennt dies, 1n-
dem man die in Klammer gesetzte Reihe als Differenz von

inz ., 3z
et B gy BT
und von ;
sinz | sin(3a) | sin ()
** 12 3¢ )+ 52’ +"

auffaBt. Dabei ist die Reihe =* sogar fiir alle reellen 2 absolut und gleich-

miifiig konvergent. Die gleichmiiiige Konvergenz der Reihe #* in dem ge-
n

nannten Intervall ergibt sich daraus, daf die Summe }] sin (27 — 1) 2} in
v=1

diesem Intervall fiir alle n beschriinkt ist, und dal sich der nte Koeffizient a,,

in die Form

2[(}+L+‘5+---+2,L%,:'i) 1]'21”—1

n
setzen liBt. Hier steht in der eckigen Klammer das arithmetische Mittel

1 .
aus 4, &, &, o i1 weshalb beide Faktoren des letzten Ansdrucks

mit zunehmendem = abnehmen, und der ganze Ausdruck mit n— co gegen

Null geht. Es ist also @, 4; <a, und lim a, = 0, womit sich dann die
n— OO0

Konvergenz vollends ergibt.

Die Reihe, die durch das Integrieren von (11) entsteht, konvergiert
absolut und gleichmibig fiir alle reellen # und stellt somit eine auch an
den Enden des Intervalls 0...7 stetige Funktion vor, weshalb 0 (und =)
in sie eingesetzt werden darf,
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§ 2.
Ein Grenzwert.
Im niichsten Paragraphen soll eine neue Herleitung der

Kummer’schen Reihe gegeben werden. Dabei wird neben dem
Integral

oo
b sin @ 7T
0
der Grenzwert
400
(14) 1im{1oge+f@;’”dw}=—0
e—+0

gebraucht werden, wobei C die Euler’sche Konstante bedeutet.
Der Grenzwert (14) scheint nicht allgemein bekannt zu sein,
und ich habe 1hn bis jetzt in der Literatur nicht finden konnen.
Er kann, zusammen mit dem iiberaus bekannten Integral (13),
dadurch ermittelt werden, daf man das komplexe Integral

(15) f-e:’ dz

V4

um eine Viertelsebene herumfithrt und den Cauchy’schen Inte-
gralsatz anwendet. Begrenzt man nimlich den ersten Quadranten
der komplexen Zahlenebene nach aufien durch einen grofen, von
-+ @ nach -} Ri und nach innen durch einen kleinen, von -+ ¢i
nach -4 & gefiihrten Viertelskreis, so geht das Integral iiber den
ersten Viertelskreis mit R — oo gegen Null. Es bedarf das aber
eines Beweises, Zu diesem Zweck setze ich

z = Relv ((})=0---Z)

und teile das Intervall der Variablen ¢ in 0 - - -g;—— 7 und

=

;z' —y- ;Z Das Integral iiber den Viertelkreis ist dann gleich
der Summe
L. -
ifc—li((~ns:,+isin:p) do _{_ifc—ﬂ(cnsq:—}-isinrr) dep.
U B

-Y

e

7*
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Hier ist aber nach einer sehr einfachen Abschiitzung der
erste Teil absolut kleiner als

E e— R siny
5]
—

und der zweite nicht griBer als das Intervall y. Nimmt man
. T . "
jetzt 7 <, und von Null verschieden an und hiilt nach der Fest-

legung dieses y den Wert I iiber-einer hinreichend grofien Grenze,
so kann man erreichen, dal auch der erste Teil obiger Summe

kleiner als 5 und somit das Integral tber den grofien Viertel-
kreis absolut kleiner als v ist. Dabei konnte von vornherein =
beliebig klein gewiihlt werden.

Wendet man auf das Integral (15) den Cauchy’schen Satx
an, indem man im positiven Sinn um die oben genauer begrenzte
Viertelsebene herumgeht’), so ergibt sich das Integral iiber den

?/, falls ¢ sehr Llein ist,

. . . 0 7T
kleinen Viertelskreis nahe gleich — 5

und man erhiilt

F-&i 3
e F ai e—*®
(16) [ae—T + [ a-t =0,
4R B
wobel
Imis = 0
E—= oo
e= ()

ist. Verwandelt man nun das erste Integral der Gleichung (16)
in ein solches iiber ein reelles Intervall und rechnet man das
zweite durch partielle Integration um, so ergibt sich

1) Kronecker (Vorlesungen iiber die Theorie der einfachen und der
vielfachen Integrale, 1894, S. 246) hat das Integral

fc_’z'l“] dz

um genau dasselbe Gebiet herumgefiihrt, da er aber 0 < g <1 angenommen
hat, in welchem Fall aueh das {iber den kleinen inneren Viertelskreis er-
streckte Integral an der Grenze verschwindet, ist ihm unsere Gileichung (14)
entgangen.



Uber einige trigonometrische Reihen 91

§ .. ) R
J GOSE T IIME gy ?;l e flogR—e~loge —I—J e~ *logede
1 +e
-0 =0.
Trennt man hier das Reelle vom Imaginiiren und geht in
beiden Teilen der Gleichung zur Grenze R — co und ¢ - 0 iiber,
so ergibt der reelle Teil

- - o
. tCosx )
lim J x4 logel = J e~*logade = — (),
=+ 0 £z [

e 0

wiithrend sich aus dem imaginiiren Teil die Gleichung (13) ergibt.

S 3.
Neue Herleitung der Kummer’schen Reihe.

Die Kummer'sche Reihe ergibt sich, wenn man die Funk-
tion log I'(z) fiir 0 <z <1 in eine Sinus-Cosinus-Reihe ent-
wickelt. Nach der Theorie mufl néimlich fiir das genannte Intervall

(17)  log I'(x) == L a, | (a, cos (2vax) b, sin (2v 7))
-

seln, wenn
1

(18) a, =2 J‘log I'(xycosvaayde (v=0,1,2..))
U

und
1

(19) b, =2 J log I'(#) sin (2vaz)de (=123 ..)
]

gesetzt wird, Kummer') selbst hat die Zahlen «, mit Hilfe
einer Kigenschatt der Gammafunktion, die Zahlen b, aus der
Formel (19) mit Hilte der Integraldarstellung von log I'(x), also
mit Hilfe eines Doppelintegrals bestimmt. Da hierbei die Integra-
tionsfolge umgekehrt wird, wihrend der Integrand am Ende des
einen Integrationsintervalls unendlich grof wird, so diirfte eine

1) Vgl. Journal f. d. reine und angewandte Mathematik, Bd. 85, 1847,
S, 1—4.
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vollstindig genaue Durchfithrung dieses Verfahrens nicht so ganz
einfach sein.

Die folgende Herleitung') geniigt den Anforderungen der
Strenge und ist dabei sehr kurz, wenn man die Gleichungen (13)
und (14) voraussetzen darf. Gleichung (13) ergibt, wenn 2nnxw
an Stelle von & eingesetzt, und » >0 angenommen wird,

J-co
sin (2nnx) . 7
5] - =
(20) f 2T ag =7
0

Dabet wollen wir uns noch # als ganze Zahl denken. Wir
teilen nun das Integrationsintervall in Perioden®) und nehmen

statt des Integrals zuniichst die endliche Summe
@) v [ sin@nag)
=0 X

13

dx

Setzt man jetzt unter dem letzten Integral x 4 w fiir @, so
erhiilt man, da » und u ganz sind, und deshalb

sin (2nn(z 4 pn)) = sin (2nax)
ist, folgenden Ausdruck

m—1

1
3 sin 2nax) e

1
. : 1
—_— . 20 5 I -
Pl Ry da:_-.(j‘sm( 1L7x)(2 x_}_#)dx

n=0

Da ferner
1
§sin@uaz)de =0
i

ist, kann man unter dem Integral in der Summe konstante Glieder
zusetzen?), wodurch man

1) Es gibt noch andere Ableitungen der Kummer'schen Reihe (vgl.
den Artikel von Brunel in der Math. Enzykl. II, 1. 1, S. 164).

?) Kronecker (a. a. 0., S.66[7) hat durch ein #hnliches Verfahren
die Gleichung (13) bewiesen; dabei hat er aber zuniichst das Integral von
— o0 bis -+~ ©° genommen und in halbe Periodenintervalle eingeteilt.

3) Diese Methode, unter dem Integral dem mit der oscillierenden Funk-
tion multiplizierten Ausdruck Konstanten zuzusetzen, entspricht einem schon
1840 von Hamilton benutzten Kunstgriff (Transactions of the R. Irish Aca-
demy, vol. XIX, p. 269 oben).
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w fanammaler 145 (1, D

erhiillt, wo € wieder die Euler'sche Konstante hedeuten soll.

Nun ist die ins Unendliche erstreckte Summe

der logarithmische Differentialquotient des Weierstraf’schen

Produkts
[e%e] _ x 1
cvxzz{(l ?) ﬂ}==———~’,
P +‘LL ¢ xF(w))

und es geht deshalb die endliche Summe
m—1
(23) C+'E (o= )

wenn m unendlich grof wird, fiir das ganze Intervall von 0 bis 1
(mit Einschlug der Endwerte), gleichmiiBig in die in diesem

Intervall regulire Funktion

I"(@) 1
24 —t w2
(24) ['(z) x

iiber.

Man erkennt jetzt, dak man den Grenzwert des Ausdrucks (22)
fir m — oo dadurch erhilt, dat man unter dem Integral zur
Grenze iibergeht, und erhilt mit Riicksicht auf (20)

—f ()dx——n

I () 2’
Integriert man hier noch partiell, wobei die vor das Integral
tretenden Grofien beim Ubergang in 0 bzw. 1 verschwinden, so
ergibt sich im Hinblick auf (18)

1
(25) na, =2n { log I'(x) cos @ nna)de = 3.
g ]

1} Diese Formel wird durch eine leichte Umformung des bekannten,
die Gammafunktion darstellenden Limes erhalten.
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Diese Gleichung ist nur fir » =1, 2, 3, ... giltig (vgl.
(20)), und es mufi noch die bekannte Relation

1
(26) ay, = 2 ‘6“ log I'(x) dv = log (2 =)

hinzugefiigt werden.

In derselben Weise wie aus Gleichung (13) lassen sich jetzt
aus (14) Folgerungen ziehen. Setzt man hier die Integrations-
variable x=2nny (m=1,2,3,...)

und bezeichnet man gleichzeitig mit &', so ergibt sich
2nan

oo

: / 2uay) |

] tog (2 n _V‘J‘cos( dyy = — U,

i fo e - 8 0y
weshalb

ke 5] 5
27)  Im {log & }«f fﬁ:}j’f_”%) cla;} = — ( —-log (2nmn)
=0

ist.

Der Grenzwert aut der linken Seite der letzten Gleichung
kann so wie das frithere Integral (20) behandelt werden. Man
hat in dem Ausdruck

1 -

fcos(Znna) il = cos(_,n'm)
xz @

(28)  loge—+ da

: =1 o
zuerst m —+ oo und dann ¢ —- 0 gehen zu lassen. Nun ist aber

der Ausdruck (28) (vgl. die Umformung, die (21) in (22) iiber-
gefithrt hat) genau gleich

1 1
pel [(CcO8@naE) f (@naz)loyy n
log e f 5 dz 4 |cos(@unax) 03] x—-}-” . 5,
0

=l
£

und man erhilt, wenn hier zuniichst nur m zur Grenze <o iiber-
geht, wegen der gleichmifiijgen Anniiherung von (23) an (24),

1

29) loge |- fc‘”(o"”x)dx fcos(znnx)[]]"((”‘))+ J’x
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Ehe wir hier zur Grenze ¢ —- 0 {ibergehen, kinnen wir dem
letzten Integral, wegen der Regularitiit des unter ihm stehenden

Integranden, die untere Grenze ¢ statt 0 erteilen. Ks entsteht
so aus (29) ein Ausdruck, der sich in

1
[V/ (x)
log ¢ —f — 2 cos(@uax)dxr
£
susammenziehen lifit. Integriert man hier partiell, so ergibt sich

1
(30) loge 4 log I'(¢) - cos (2 nns)—Zamflog I'(@) sin(2naz)dax.

Es ist aber

B log ['(&) cos(nme) = — log e - 0,
WO limdé =0,
&= 0

Nach dem eben Bewiesenen mufi der Ausdruck (30) mit
¢— 0 in denselben Grenzwert wie (29), d. h. also in (27) iiber-
gehen. Man erhiilt also mit Riicksicht auf (31), wenn noch (19)
heachtet wird,

1
(32) nab,=2nn f log I'(z) sin 2naayde = C + log(2na).
¢

Setzt man jetzt die in (25), (26) und (32) gegebenen Koef-
fizientenwerte in (17) ein, so erhiilt man die Gleichung
1
2n
N O+ log (2nm)

nmn

cos (2nax)

log I'(z) == } log (2 7) +- ci {

n=1
sin(2n VL)} ,
die fir

D<e<l1
giltig ist. Nachdem man dann noch dic beiden bekannten Reihen,
die fiir sich konvergieren:

oo

p2 55, °08 (Lnaz) = — Llog2 — }logsin (7 z)

n—=1 ~

und
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‘E ¢ + log T sin 2naax) = (C - log n) - ? c

n=1

abgetrennt und durch ihre Summen ersetzt hat, ergibt sich die
Kummer'sche Reihe in der gewdhnlichen Form
log I'(x) = (1 — x) logz 4+ C(} — 2) — 4 log sin (7 )
1 1 g(2n

—~sm{(2rnax
T op=1 ( )



