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57

Uber die Integration der Differentialgleichungen
der Keplerschen Planetenbewegung.

Von C. Carathéodory.

Vorgelegt am 9. Februar 1945.

1, Einleitung. Vor cinigen Jahren habe ich die Bemerkung
gemacht, daf3 die Differentialgleichungen des Zweikérper-
problems am leichtesten behandelt werden kénnen, wenn man
alle in Betracht kommenden HilfsgréBen systematisch einfiihrt,
welche bei einer orthogonalen Transformation der Koordinaten des
Raumes invariant bleiben. Ein nicht zu unterschitzender Vor-
zug dieser Methode besteht darin, dal3 man simtliche Formeln
von Anfang an fiir das rdumliche Problem ansetzen und alle
Daten der Bahn aus den allgemeinsten Anfangsbedingungen
errechnen kann, ohne die Ergebnisse der Theorie des ebenen
Zweikdrperproblems voraussetzen zu miissen.

Es hat sich nun gezeigt, dal3 diec Darstellung, die ich damals
in der ,,Revue Mathématique de I’Union interbalkanique’’, T. I1I
Fasc. 3/4 (1940) von diesen Dingen gegeben habe, an verschie-
denen Stellen vereinfacht, an anderen vervollstindigt werden
kann, und ich erlaube mir deshalb, auf diesen Gegenstand zu-
rickzukommen.

In einem #-dimensionalen Raume sei ein rechtwinkliges Car-
tesisches Koordinatensystem gegeben; die Bewegung eines mate-
riellen Punktes werde in diesem Raum durch mindestens zwei-
mal stetig differentiierbare Funktionen

. a,’xi - a’zxi .
(1‘ 1) xizxi.(l‘)’ xi='2dt_l X = dfz (Z:

) 2y e e ey 72)

dargestellt. Wir fiihren folgende Hilfsfunktionen ein, welche aus
den Funktionen (1. 1) berechnet werden, und bei orthogonalen
Transformationen des Koordinatensystems, die den Anfangs-
punkt fest lassen, invariant bleiben:

(1.2) rP=x,x, %= x; 1
Miinchen Ak, 8b. 1945/46 6
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Wir nehmen an, dafl im Anfangspunkt der Koordinaten eine
Newtonsche Zentralkraft wirkt und dal3 infolgedessen die Be-
wegung unseres Punktes durch die Differentialgleichungen
(1.3) Xy = (=1,2,..,%)
bestimmt wird.

Fiir die Anfangswerte der Bewegung im Zeitpunkt # = o setzen
wir

(1.4 % (0)=a;, x©)=05 (G=1,2,...,%)

und nehmen an, daf3 mindestens eine unter den Konstanten g,
nicht verschwinden soll. Unser Ziel ist, zu zeigen, dal3 bei jeder
beliebigen Wahl der Konstanten (1. 4) genau eine Bewegung des
Planeten vorhanden ist, welche den Differentialgleichungen (1. 3)
gentigt. Dies soll — ohne Beniitzung der Existenztheoreme der
allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen — auf Grund
von elementaren Rechnungen bewiesen werden.

2. Gewinnung neuer Differentialgleichungen durch Differentation.

Da die rechten Seiten der Gleichungen (1. 2) differentiierbar sind,
erhalten wir aus diesen Gleichungen mit Benutzung von (1. 3):

(2. 1) =, 1, =w,
D Faw
(2.2) ss:xixi:_._7_3’
(2. 3) Z'U:,i-i;ciﬂi;;i:sz_;ff,
= O Ffew
(2.4) w=2ss—}—ﬁr:_7.

Die Vergleichung von (2.2) mit (2. 4), von (2. 4) mit (1. 3) und
von zwci der Gleichungen (1. 3) untereinander liefert schlieBlich
die Relationen

(2. 9) §§ -1 =0,
(2. 6) wx,—wx;=0 ({=1,2,..., %),

(2. 7) % —xx; =0 (4,7=1,2,...,%).
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3. Integration. Die Gleichungen (2. 5) bis (2. 7) kénnen un-
mittelbar integriert werden. Nach Einfithrung geeigneter Inte-
grationskonstanten erhélt man:

52 .
(3. 1) ﬁ=;—w
(3.2) Fi=wx,—wzx; (F=1,2,...,%)
(3. 3) Aijzxia'cj——xjy'ci (G,j=1,2,...,n)

Fir £ = o kénnen 7, s und w als Funktionen der #; und 4; aus-
gedriickt werden. Das namliche gilt von 7, wenn man (2. 3) be-
nutzt. Also sind die Integrationskonstanten 4, /7;, A4,; bekannte
Funktionen der Anfangswerte ¢; und 4;.

4. Die Vergleichung von (2. 3) mit (3. 1) liefert die beiden
Relationen

101) v—=2_—2p
(4. 1) 7w r 2
2
(4. 2) S——J—[:-/z.
2 7

Durch die Gleichung (4. 1) wird z, durch (4. 2) wird s als Funk-

tion von » ausgedriickt. AuBlerdem zeigt (4. 2), daB3 die GréBe
2

. . .S .
—- /i, als Summe der kinetischen Energie > und der potentiellen
Energie——j—(, gleich der Gesamtenergie des Planeten anzusetzen ist.
7

5. Nach (3. 2) sind die GréBen F; die Komponenten eines Vek-
tors; denn sie sind linear in den x; und #; mit rotationsinvarian-
ten Koeffizienten. Die inneren Produkte des Vektors #; mit den
Vektoren x; einerseits, mit den x; andererseits, miissen daher
skalare Gréfen sein; man findet mit Hilfe von (1. 2) und (2. 3)

(5.1) Fix,=(wx;—wazx)x, = rtw—w?
: : S . w
(5.2) Fixi::(wxi———wxi)xi:ww—wsz:~—ji;—.

Aus diesen Formeln berechnet man sehr leicht das Quadrat
der Linge des Vektors /;. Setzt man ndmlich
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(5-3) FézFiFi:<Fixi)Z‘U'~(Fiki>w’
so erhilt man

2
(5. 4) Fzz(rﬁzb—wz)iv+fiu .

6. Der Fall F = 0. Kreisformige Bahnen. Bei gewissen Anfangs-
bedingungen ist die Linge F des Vektors #; gleich Null. Dieser
Grenzfall muf3 gesondert behandelt werden.

Dafiir, dal /= o sei, miissen alle #; verschwinden und die
rechte Seite von (5. 2) mufl dann identisch Null sein. Daraus
schlie3t man, dal} die Relationen

6. 1) w=ound w =0

gleichzeitig bestchen miissen. Sind umgekehrt die beiden An-
fangswerte w (0) = 0 und w (0) = o, so folgt aus (s.4), daB
F = oist. Nach (2. 3) verschwindet 7 (0) dannund nurdann, wenn
S

2 =

SO =55
ist. Es folgt das Resultat: Die Invariante # ist dann und
nur dann gleich Null, wenn zwischen den Anfangs-
werten a; und &; die Bezichungen

(6. 2) @by =0, (a;ay)(b;6;)* =
gleichzeitig bestehen,
Die Bedingung (6. 1) flir das Verschwinden von # kann durch

andere — auch allgemeinere — ersetzt werden. Weil man z. B.,
daB} in einem beliebig kleinen Zeitintervall

(6.3) w (£) = const

ist, so ist in diesem Intervall w (#) = 0; dann ist nach (2. 4) auch
w () = 0 und die Bedingung (6. 1) ist also von selbst erfiillt.
Aus w (¢) = o erhilt man nach (2. 3) und (4. 1)

6. 4) ;jjzsz——-z}z.

Somit hat man, falls /* = o ist,

6. 5) r = const, s = const.
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Umgekehrt folgt /' = onicht nur aus jeder der Gleichungen
(6. 5), sondern sogar aus der Bedingung

(6. 6) 7 = const.

Differentiiert man namlich die Gleichung (2. 1) und beachtet,
dal} hier # = o sein muB, so findet man

6.7) z}/:%z—{—r;:éfz:const,.

d. h. eine Bedingung, von der wir gerade gezeigt haben, daB3 sie
F = o nach sich zieht.

7. Wir wollen jetzt die Differentialgleichungen (1. 3) unter der
zusitzlichen Bedingung F = o direkt integrieren. Bei dieser An-
nahme folgt aus (6. 4)

S _ s

(7. 1) A 2

und die Differentialgleichungen (1. 3) kénnen also geschrieben
werden

2
. s .
(7. 2) xi+;gxi=0' (f=1,2,..., %2).

AuBerdem sind jetzt s und » Konstanten und die Loésungen der
Gleichungen (7. 2) lauten.

s .5
(7.3) xi=aicos;t+(ﬂism;t,

wobei die «; und @; Integrationskonstanten bedeuten. Aus (7. 3)
folgt weiter

. s s s s
(7. 4) xi:—;aism;t-}—;ﬁicos;t.

Nach (1. 4) erhdlt man aus den letzten beiden Gleichungen

N
(7.5) o; =a; B = < b;.

Somit sind die «; und §; Komponenten von Vektoren, fiir welche
wegen (6.2) die Relationen

76) C‘«iBi=O, ai(xizﬁiﬁi:rz

stattfinden miissen.
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Die Gleichungen (7. 3) stellen demnach eine kreisférmige Be-
wegung mit konstanter Geschwindigkeit dar, deren Umlaufs-
zeit 7" mit Hilfe von (6. 2) (in Ubereinstimmung mit dem dritten
Keplerschen Gesetz) aus der Gleichung

72 4w
(7-7) R
berechnet wird.

8. Der aligemeine Fall F > 0. Wenn die Linge # des Vektors
F; nicht verschwindet, erhilt man neue Integrationskonstanten
G;, die ebenso wie die /; Komponenten cines Vektors sind, durch

den Ansatz
(8. 1) FG, = Aji Fy = (F;x x —_ ([v‘j Ecj) x;.

JJ/

Falls nicht alle G; verschwinden, stehen die beiden Vektoren
F,und G; aufeinander senkrecht, denn es besteht die Gleichung

(8.2) F (G F) = (Fyx) (F;x) — (Fyxp) (Fy ) = o,
die, wegen &/ > o, die Relation

(8.3) FiGi=o0

nach sich zieht.

Mit Hilfe von (5. 1) und (5. 2) erhilt man aus (8. 1)
(8. 4) FG =% (i — ),
7
Nun beachte man, da3 man die beiden Gleichungen (3. 2) und
(8. 4) nach x, und x; auflésen kann, denn die Determinante dieses
Systems von lincaren Gleichungen ist nach (5. 4) gleich /% und
von Null verschieden. Wir erhalten auf diese Weise die Relationen

(8. 3%) IPx, = (PRaw—w?) I+ 1w F G,
(8. 6) Fﬂi—iz—.-—ﬁiﬁ + @ PG

Der Verlauf der Bewegung ist demnach véllig bestimmt, wenn
man die beiden Vektoren #; und G; und die Funktionen # (#) und
w () kennt. Es geniigt sogar #» (#) zu kennen, da man dann w ()
aus (2. 1) berechnen kann.



Uber die Integration der Differentialgleichungen 63
9. Wir filhren noch die Invariante
(9. 1) G? = G, G,
ein. Durch Faltung von (8. 5) mit sich selbst, erhalten wir dann

mit Benutzung von (8. 3) die Gleichung

-
(9. 2) F2r2 = (P — w? - G2l
Andererseits folgt aber aus (5. 4)
Fiy? = (rzw——wz)rzw—f—frwz
= (P w—w?? + w? ((** w— w?) + f7),
und diese Gleichung liefert in Verbindung mit (9. 2) - nach

Streichung des Faktors w?, der ja nur in isolierten Punkten von
¢ verschwindet — die Relation

(9.3) G?* = (rzw——wz) + fr

Die drei Gleichungen (4. 1), (5. 4) und (9. 3) stellen Relationen
zwischen den Funktionen 7 (£), w (¢) und w (¢) dar. Man kann
nun eine dieser Gleichungen durch eine Identitit zwischen den
Invarianten #;, G; uhd % ersetzen. Aus der Verbindung von (5. 4)
und (9. 3) folgt nimlich

F? = (G* —fr)z'v—i—fiw

= Gzz'u———];[(rziu—wz)
—ci—Lr—sn
”

= f2 4 G? (7'0 —-]—()
v
Indem wir noch (4. 1) heranziehen, finden wir schlieBlich
9. 4) 2/ G? = SR P2
Ist also G == 0, so muBl # = f genommen werden und /% kann
beliebig gewihlt werden. Ist aber G > 0, so muf3
2

(9. 5) _OO<2IZ<£§
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genommen werden, damit

(9. 6) F=Vf—24G
reell und von Null verschieden sei.

10. Die Gestalt der maglichen Planetenbahnen und der Fldchensatz,
Die Gleichung (8. 5) lehrt uns, daB3 die Bahnkurven der Pla-
neten entweder auf einer Halbgeraden oder auf eciner Ebene
befinden.

Die Bahn liegt auf einer Halbgeraden, die dem Vektor F;

1
entgegengesetzt ist, wenn alle G; = osind. Dann hat man ¢ =o

und gemil (9. 3)

(10. 1) (2w —w?) = —fr,

ferner ist £ = f, so daf} (8. 5) die Gestalt annimmt

(10. 2) Fx,=—7rF, (i=1,2,...,n).
In den Gleichungen (1. 4) miissen also

(10. 3) b, = ha; (f=1,2,..,n

sein, wobei der Proportionalitatsfaktor A = ; auch gleich Null

sein darf. Umgekehrt zeigt sich, daB die Bedingungen (10. 3)
die Gleichung (10.1) nach sich ziehen, und dies geniigt, um
schlieen zu koénnen, dafli G = o ist.

Ist zweitens G >> 0, so liegt die Bahn in der Ebene durch den
Ursprung der Koordinaten, welche die beiden Vektoren F; und
G; enthilt. Durch cine Drehung des Koordinatensystems kann
man erreichen, dal3

(10. 4) F,=F F,=0 Fy= ... =F, =
Gi=0 G, =6, Gg=... =6, =

sei. Setzt man dann

(10' 5) X =% Xp=2,

so liegt die Planetenbahn in der x y-Ebene und wird durch die
Gleichungen

(10.6) Fo=7w—w?=G>—fr, Fy=Gw
dargestellt.
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11. Der Winkel v, welchen der Radiusvektor x; mit dem Vek-
tor F; einschlieBt, wird die wahre Anomalie genannt. Fiir das
innere Produkt /; x; kann man dann schreiben

(11.1) Fixi=Frcos'z/,
und nach (5. 1) und (9. 2) hat man
(11. 2) rPw—wt=Frcosv, Gw=Frsiny

zwei Gleichungen, die man brigens auch aus (10. 6) hitte ab-
leiten koénnen. Die Vergleichung von (11. 2) mit (9. 3) gibt uns
weiter

G .
-3 Gl

Diese letzte Gleichung kann man auch schreiben:
(11. 4) JFirt = (G®— Frcos v)?
oder, indem man zu rechtwinkligen Koordinaten iibergeht,

(11.5) SR+ ) = (G — F )

Dies besagt, dal3 die Bahn des Himmelskorpers auf einem Kegel-
schnitt liegt, von dem ein Brennpunkt mit dem Anfangspunkt
der Koordinaten zusammenfilit.

Wir differentiieren ferner die Gleichung
2

f+Fcosv=—G—

y
7

die aus (11. 3) folgt, und erhalten
LG
Fsinv-v=£r= — w = — Fsin v.
7,-2 ?-3 72

Daraus folgt, weil sin v, ebenso wie w, nur in bestimmten Zeit-
punkten verschwinden kann,

(11. 6) 72y =G,

d. h. eine Gleichung, die den Flichensatz ausdriickt. Dabei zeigt
sich, daf3 die Linge des Vektors G; gleich der Flichenkonstante
ist.

7
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Den Abstand des Perihels vom Anziechungszentrum erhilt
man, indem man in (11. 3) die wahre Anomalie v = o setzt; dieser
Abstand ist also gleich

G2
(11.7)

f+F

Unsere Uberlegungen zeigen auBerdem, daB die Richtung des
Vektors Z; mit derjenigen zusammenfillt, die vom Anziehungs-
zentrum nach dem Perihel der Bahn zeigt. Fiir = 3 kann man
also die Linge des Knotens, die Linge des Perihels und die Nei-
gung der Bahn als Funktionen der G;, /; ausdriicken, wenn man
die Ekliptik mit der x;xp-Ebene zusammenfallen 148t.

12. Der Hodograph von Hamilton. Unter Hodographen ver-
steht man die Kurve, die von dem Endpunkte des Vektors x, y
im Laufe der Zeit beschrieben wird, welche Hamilton zuerst
betrachtet hat. Unsere Formeln erlauben fast ohne neue Rech-
nungen die GesetzmiBigkeiten, die Hamilton bei dieser Ge-
legenheit aufgestellt hat, zu erkennen.

GemiB (8. 6) und (4. 1) hat man ndmlich, wenn man die Koor-
dinaten des § 10 benutzt,

__f_ZU_ s Gw G (_/i__ 5 /l)

(12. 1) By = e

Nach (11. 2), (11. 3) und (9. 4) hat man aber

w F 1 f+ Fcosw i
Fo s =T 2=
so daB schlieBlich kommt
(12. 2) :icz—z,sinv
- f
12, = L L
(12. 3) ¥ 7008 U =

Der Hodograph liegt also auf einem Kreis vom Radius g, deren

Mittelpunkt die Koordinaten (o,’ — g) besitzt.
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13. Umkehrung der Fragestellung. Auf den vorangehenden
Seiten sind wir von einer beliebigen Losung der Differential-
gleichungen (1.3) ausgegangen, haben die Funktionen 7 (¢),
w (¢) und die Integrationskonstanten /', G;, h eingefithrt und
Beziehungen zwischen diesen GroBen abgeleitet.

Jetzt wollen wir umgekehrt die (27 -+ 1)- Konstanten

(13.1) F, G,k

willkiirlich, doch mit der Einschrinkung vorschreiben, da3 min-
destens ein £ == o ist und dal} die Relationen (8. 3) und (9. 4)
bestehen sollen, daB also die Bezichungen

(13.2) F, G, =o0, 2hG?=f*— F2<f?

gelten.
Dann wollen wir zwei nicht konstante Funktionen 7 (#) und
w (¢) so bestimmen, daf3 die Differentialgleichungen (4. 1) und

(9.3), d. h.
(13.3) 'z'u:i—f———”/z G = (P w—w?) +fr

bestehen, und verifizieren, daf3 die durch die Gleichungen
(13.4) Frr = (G —[r) I +w FG,

definierten Funktionen x;(#) simtlichen Bedingungen des §1
genligen.

Das System der Differentialgleichungen (13. 3) ersetzen wir
durch ein anderes, das bequemer ist. Erstens eliminieren wir
zwischen den Gleichungen (13. 3) und erhalten

(13.°5) wr=2 (fr—/hr?)— G
Daraus folgt weiter durch Differentiation
(13. 6) ww=(f—2h7) 7,
und da nach der ersten Gleichung (13. 3)
f—2hr=rw
ist und nach Voraussetzung w == o ist, erhilt man schlieBlich

(13.7) w =77
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Umgekehrt bestitigt man aus (13. 5) und (13. 7) mit Hilfe von
(13. 6) die Richtigkeit der beiden Gleichungen (13. 3).

14. Durch Faltung der Gleichung (13. 4) mit sich selbst er-
halten wir

() = (G2 —f 7 + w0 G
oder, wenn wir (13. 5) und (13. 2) beachten,
Frlxx) = (G*—fr? 4 2(fr— hr?) G2 —G*
= (f2—2 7 G**?

= F?r2

Wegen £ > o ist also

(14. 1) xixi == 7

Wir differentiieren nun die Gleichung (13.4) zweimal und
erhalten

(14. 2) Frx,=—frF+wFG,

Nun erhilt man aus der Differentiation von (13. 7)

w?

. . - -

w= 7 rr = — 477,
%

und es ist also

rtw—w  GP—fr

(14‘ 3) 7’ == 7,3 - ?’3

Andererseits liefert die Differentiation der ersten Gleichung (13. 3)

(14. 4) w=—-—r—27’——--——7—3w.

Setzt man » und = aus diesen Gleichungen in (14. 2) ein, so cr-
hilt man schlieBlich

(14' 5) ' xz =T e A

Die Gleichungen (14. 1) und (14. §) zeigen, dafl die Funktionen
x; (¢) Losungen der Differentialgleichungen (1. 3) sind.
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Wenn man dagegen (13. 4) nur einmal differentiiert und hierin
s und 7 aus (13. 3) und (13. 7) ersetzt, crhilt man

Sx, = —"— F, ——2h) FG,.
(14.6) Py = —22p (L —2a) R,
Durch Faltung von (14. 6) mit sich selbst und durch Faltung von
(14. 6) mit (13. 4) findet man auf dhnliche Weise nach einigen
Rechnungen

o f .
(14. 7) xixi=2(7——/z , XX = w,
und aus diesen Gleichungen schlie3t man, daf3 simtliche Formeln

des § 1 bei den gemachten Annahmen gelten missen.

15. Um unsere Aufgabe zu Ende zu fihren, miissen wir noch
die beiden Gleichungen (13.5) und (13.7) integrieren. Aus
diesen folgt fur die Funktion »(#) die Differentialgleichung

(15.1) 2t =2 (fr—hr®)— G

die separierbar ist. Sie erlaubt die Variable # als Funktion von »
mit Hilfe des Integrals

+

S
: Ve (fr—hrt)—G>

(0
zu berechnen. Die Gleichung (15. 2) gilt in ciner gewissen Um-
gebung von 7(0), wenn man dafiir sorgt, daB die Quadratwurzel
unter dem Integral mit dem Vorzeichen von w{(0) genommen
wird.1

Denkt man sich nun 7 (#) aus der Gleichung (3. 2) bestimmt,
berechnet man hierauf e (¢) und w (£) mit Hilfe der Gleichungen
(13. 5) und (13. 3), so hat man alle nétigen Daten, um die rechte
Seite der Gleichung (13. 4) und folglich die Bahnkurven x; (¥)
auszuwerten. Man bewiltigt die Schwierigkeiten, die mit diesen

1 Hat » (o) zufillig einen Wert, fiir welchen die Quadratwurzel ver-
schwindet, so wechselt das Vorzeichen dieses Ausdrucks, je nachdem man
1> o oder # < 0 nimmt. Das Vorzeichen der Wurzel in jedem dieser Fille
ist aber wiederum eindeutig bestimmt und hingt davon ab, ob die Quadrat-
wurzel fir » > 7 (o) oder fiir » < 7 (0) reell ist.
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Rechnungen verbunden sind, durch die Einfithrung von uni-
formisierenden Variablen, durch welche das Integral (i5. 2) in
geschlossener Form dargestellt wird. Die Wahl dieser uniformi-
sierenden Variablen hingt nur vom Vorzeichen von /% ab; wir
werden drei Fille zu unterscheiden haben, je nachdem /% = o,

2 >0 oder /4 < o ist.

16. Parabolische Bahnen. Ist erstens /2 = o0, so findet man aus
(13. 5) die Gleichungen

G? - w? dr w
(16. 1) 7"——2—f, %—7

In diesem Falle kann man ww selbst als uniformisierende Variable
nehmen, und an Stelle von (15. 2) schreiben

) \062+w2
(162) f—fw;{'u’; -v/—;fl—dw

w (0) w (0)

Setzt man also
(16. 3 -

so findet man aus (16. 2)

3521/ (o) + w¥o)

62
. 3G2w 'wB
6. -ty = - -
(16. 4) + 7 6/

Durch Einsetzen des Wortes (16. 1) von 7 in (13. 4) und (14. 6)
erhilt man, wenn man noch bedenkt, daf3 hier # = f sein muf

G?— w?

(16. 5) xi=—_2‘]72‘— Fi+;—‘yGi
(16.6) 2= fowz 7+ Gzsz‘z G,
17. Mit den Koordinaten des § 10 hat man also
(17. 1) ng_—_wz, yzG_w’
2f v
2fw - 2fG

(17.2) = —

Gz+w2 - Gz+w2'
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Ist G =F o, so ist es angebracht, eine uniformisierende Variable
2 einzufithren, welche durch die Gleichung

(17.3) w=Gu
definiert ist. Dann nehmen die obigen Formeln die Gestalt an:
3
[z‘ 2y = 6f5’ (32 + 2%)
G* G? G?
= — — 2 —_ ——— T —— 2

(17. 4) 3% 2f<1 u%), ¥y 2f2u, 7 Zf(1+z¢),

. 2f —u . 2f 1

T YT

Die Bahn ist parabolisch und die letzten Formeln zeigen, wie
sich die Verhiltnisse 4ndern, wenn man eine derartige Bahn
durch eine dhnliche und dhnlich gelegene ersetzt. Ferner sind
die Funktionen ¢ (w) und £ (%) nach (16. 4) und (17. 4) monoton
wachsend, so dal3 auch die inversen Funktionen w (#) oder # (#)
eindeutig bleiben, wenn # von — co bis 4 oo variiert. Also wird
im Laufe der Zeit die ganze Parabel einmal beschrieben.

18. Keplersche Ellipsen. Zweitens wollen wir annehmen, dal}

2
(18. 1) o< < :szZ und folglich &< f
ist. Dann hat die Gleichung

(18. 2) 2(fr—hrH)—G:=o0

zwei reelle voneinander verschiedene positive Wurzeln p,, p,, und
man findet

[ VF—2hG _ fEF
(18.3) Pi = 2 Y

Die Quadratwurzel unter dem Integral (15. 2) ist nur dann
reell, wenn # im Intervall

f—F
24k
liegt. Es ist daher naheliegend » mit Hilfe eines Parameters #
durch die Formel

J+F

2/

A

7=
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JS—Fcosu f+ Fcosu

(18.4) r=TTL g, o J— /l?’—--—;

darzustellen. In diesem Falle hat man namlich
w?=27r (f—hr)— G*
[P~ F%costu [P 1*

2k 24
_ FEsin®u
2k 7
und man kann immer 2 so wahlen, daB
(18.3) w == —FSiiu
Vak

ist. Driickt man das Integral (15.2) mit Hilfe von % aus,
findet man :

7 dr f Fcosu Fsinu
t=/ u—/

]/2/stmz¢ 24

w du
©'(0) u (0)

“w.

Dieses Integral kann ausgewertet werden; man findet

Ju-— Fsinu
(18.6.) “”"‘W’

wenn man
S (0)— Fsin « (0)
(18.7) 0= 2 (2 /) !

€0

setzt, und # (0) aus den miteinander vertriglichen Gleichungen

f—2hr(0)
F

Vzlzw

(18.8) cos #(0) = —

, sin 2 (0) ==

bestimmt.

Wir setzen die obigen Werte von » und @ in (13. 4) und (14.

ein, indem wir noch die Relationen

=) —f ([ Feosu)  F(fcosu—1)

2 — —
Vi 2k 2/

ya Fcosu
AN AP Al
;2 2 f— Fcosu

6)
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berticksichtigen, und finden

feosu—F I sin 2

8. e — —— .
(18.9) i 22 £ Var 7
(18. 10) &lz_f]/ﬁsinu B 2/ cosu .
o ¢ f—Fcosu F = f—Fcosu ©

Die Bewegung des Planeten wird durch die Gleichungen (18. 6)
bis (18. 10) vollig beschrieben.

19. Die Astronomen sind gewdhnt, folgende Beziehungen zu
benutzen:

f e:£<1.

(19. 1 a= —F,
(19 1) = 7

In unsere Formeln miissen wir also setzen

. vV Fe [z
(19.2) 2/::-]1, F=fe, G:Kf-_ﬁ_ = Vfa (i — ).
a 2/
Wenn wir auflerdem noch die Koordinaten des § 10 unseren
Formeln zugrunde legen, so erhalten wir

(19.3) x=a(cosu——e), y:a]/l———_eésinu, r=a(1—ecosu)

_ji sin % }',_—_ 1(1 ) cos 1 .

(19.4) x = - ,
a 1—ecosu a 1—e CosSu

Die Gleichung (18. 6) geht dann in die sogenannte Keplersche
Gleichung iber, nimlich

(19.3) n(t - ty) ==u—e sin u,
wenn man noch
(19. 6) gy (_2}‘)3/2 s i

f a®
nimmt.

Die durch die Gleichung (19. 5) definierte Funktion 7 (z) ist
monoton wachsend, und die Gleichung (19. 3) definiert eine
Keplersche Ellipse, die immer wieder periodisch beschrieben
wird, wenn # um 27 wichst. Die GroBe « stellt die halbe grofle
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Achse der Ellipse dar, ¢ ist ihre Exzentrizitit und » wird die
mittlere Bewegung genannt. Die Umlaufszeit oder Periode 7T°
wird durch die Gleichung

v 27
. 7T=—
(19-7) ~
definiert, und es ist also auch
72 472
. 8~ —_— e —
(19 8) &7

Der Parameter # wird nach Kepler die exzentrische Ano-
malie genannt. Er stellt sich ganz von selbst ein, wenn man, wie
Kepler es getan hat, die Ellipse als schiefe Projektion eines
Kreises betrachtet. Auch der Ubergang von der exzentrischen
Anomalie 2z zur wahren Anomalie v, die wir im § 11 betrachtet
haben, ist sehr einfach. Man braucht nur die Ausdriicke (11. 3)
und (18. 4) fiir » und die entsprechenden Ausdriicke fir w mit-
einander zu vergleichen. Auf diese Weise findet man
CoS % — ¢ . ]/1_——32 sin #
(19.9) cosy = ———, siny=——-v-———,
1—eccosn 1—e Ccos %
Um diese Gleichungen nach z aufzulsen, gentigt es, 2 mit » zu
vertauschen und ¢ durch—e zu ersetzen, denn man kann schreiben

(1—ecosu) (1+4eccosv)=1—e?
(19. 10) sin o sin z

V1i-+ecosw _]/l—ecosu‘

Alle diese -Formeln gelten auch fur den Fall 4> o0, G =o.
Man braucht nur in ihnen ¢ = 1 zu setzen. Allerdings besitzt
dann die Bewegung eine Singularitit fiir # = o oder allgemeiner
fur u =2 4m.

20. Hyperbelbahnen. Der dritte Fall, bei welchem
(20. 1) h<lo, FF>f

ist, ist dem soeben behandelten durchaus dhnlich. Nur miissen
die trigonometrischen Funktionen durch hyperbolische ersctzt
werden. Wir begniigen uns, die Formeln zusammenzustellen:
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_ Fcoshu—f _ Fceoshu+tf

(20. 2> 7’——7', f—/l?’— ———-—2———
_Fsinhu
<20’ 3) w_]/——zlz’

(—2 A (¢ 4 ¢,) = Fsinh w—fu
(— 2 2)*® (¢y = F sinh u (0) — fu (0)

(20. 4) .
coshz (0) = j—(:——zf—r@l, sinh # (0) = ]__Z}l._d_{ﬂ_o_)_
£ 7
F—fcoshu F; sinh %
Go-3) % —24 F Y —2k
(0.6) =tV =2hshu i\ (—2Bcoshu .

Fcoshu—f F I cosh w—f

Ebenso wie im § 19 fithren wir die Bezeichnungen ein

— 24 =§, F=fe, G=Vaf(2—1)

o _ (=2 1)/

f - a3
und erhalten

(20.8) x=a(e—coshu), y=a V 2 —1 sinh #,

(20.9) 7 =a (e cosh z—1),
. F  sinh Vf (2 cosh »

—_ — T = — {ef—1) —————
(x ) a ecoshz—1’ ecosh u—1'
20. 10
(20.11) n(z+z0)=e sin o — 1,

¢ — cosh # ) 1 e*—1 sinh 4 u
(20.12) cosy=——"—"— SiNU="-

ecosh 22— 1 ccosh w—1

(ecoshz—1) (1 4 eccosv) =e2—1,
(20.13) sin v sinh 2

|/1+ecos'u ]/e cosho#—1
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Die Bahn besteht aus einem Ast einer Hyperbel, deren Asym-
ptoten den Winkel ¢ miteinander bilden mogen. Dann ist

(20. 14) tg% =) e2—1

21. Existenz und Eindeutigkeit der Losungen. Um nach der
obigen Methode diejenigen Lésungen der Differentialgleichun-
gen (1. 3) aufzustellen, welche die Anfangsbedingungen (1. 4)
besitzt, mull man folgendermaBen vorgehen. Zuerst bestimmt
man nach der Bemerkung am Ende des § 3 die Anfangswerte von
7, s, w und 7 und mit deren Hilfe die Integrationskonstanten £,
Fiund 4.

Falls alle #; = o sind, ist die Bahn kreisformig und wird nach
dem § 7 berechnet.

Ist aber /> o, so bestimme man die G; nach (8. 1). Jetzt
wende man, indem man von den gefundenen Gréfen ausgeht,
die Methode der §§ 13 ff. an und verifiziere, daf3 die auf diese
_ Weise berechnete Losung den geforderten Anfangsbedingungen
geniigt. Dazu reicht die Bemerkung hin, daB (3. 2) und (8. 4)
erfiillt sind, wenn man x; = @, x; = é, nimmt und 7, w, w durch
7 (0), w (0), w (0) ersetzt. Also wcrden diese selben Grofien die
Gleichungen (8. 5) und (8. 6) befriedigen.

DaB aber die so gefundene Losung eindeutig bestimmt ist,
folgt dann einfach aus der Zwangsliufigkeit der soeben geschil-
derten Operationen.



