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Die allgemeinsten quadratischen Systeme von Curven wter Ordnung, 
welche eine gegebene ebene Curve 4ter Ordnung, 12, an allen Schnittstellen 
in l tor Ordnung berühren, sind seit Hesse und Steiner (Crelle J. 49, 55) 
vielfach behandelt worden. Insbesondere ist in Bezug auf die 36 00 ̂ Sy­
steme von solchen Berührungscurven 3ter Ordnung, für welche die je
6 Berührungspunkte nicht auf einem Kegelschnitt liegen, von Clebsch 
(Math. Annalen III) bemerkt worden, dass innerhalb eines jeden dieser 
Systeme diejenigen Curven, welche noch je einen. Doppelpunkt haben, in

%
8 völlig getrennte oo2-Schaaren zerfallen, welche; einzeln selbst wieder 
nur quadratisch in den beiden Parametern sind; die Schnittpunkte von 
je zwei Curven irgend eines dieser 8- 36 Untersysteme haben ausgezeichnete 
Lageneigenschaften, und diese Untersysteme sind den 8 - 36  Aronhold’schen 
Siebensystemen von Doppeltangenten eindeutig zugeordnet.

Dass auch in allen höheren Systemen von Berührungscurven von
11 quadratische Untersysteme mit analogen Eigenschaften existiren, ist 
zwar von mir in einer Note in den „Berichten der Erlanger physik.- 
medic. Societät“ J) angedeutet worden, indem ich eine unmittelbar aus­
dehnbare einfache Methode gab, um jene Unterschaaren von Curven 
3ter Ordnung aufzufinden, zum Zweck, die von Clebsch a. c. 0. angegebene 
Abbildbarkeit der Doppelebene, welche Li als Uebergangscurve hat,, auf 
die einfache Ebene nachzuweisen. In dieser Methode und dieser Abbildung 
hat man alle Mittel zur Untersuchung dieser bemerkenswerthen Unter­
systeme, die alle aufs Engste ausgezeichneten Systemen von Doppel­
tangenten zugeordnet sind. Aber weder verfolgt die Specialuntersuchung,

1) Heft 10, 1878: „Uebcr die ein-zweideutigen Ebenentransformationen.“
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welche Herr De Paolis dieser Abbildung gewidmet hat,1) die Untersysteme, 
noch finden sich dieselben sonst irgendwo hervorgehoben.

Ich erlaube mir daher, eine systematische Behandlung der Theorie 
dieser Systeme (in Nr. I) mit einer Reihe von Ausführungen (in Nr. 3— 7), 
im Anschluss an die aus Nr. 1 folgende Abbildung (Nr. 2), hier vorzu­
legen. Ich thue dies auch aus dem Grunde, weil von den unzähligen 
Sätzen über Lagenverhältnisse der Schnitt- und Berührungspunkte der 
Doppeltangenten und der Berührungscurven von LI überhaupt, welche 
unsere allgemeine Methode alle als specielle Fälle in sich begreift, bisher 
nur die allereinfachsten ausgesprochen worden sind; beschränke mich

m

aber in den Beispielen von Nr. 7 auf einige die Doppeltangenten betref­
fenden Sätze.

Ferner benutze ich die Gelegenheit, um in (Nr. 1— 4) einmal eine 
vollständige a l g e b r a i s c h e  Begründung der Charakteristikentheorie zu 
geben, die zu den L2 in l ter Ordnung berührenden Curven gehört. Diese 
Theorie ist bisher entweder aus transcendenten Beziehungen abgeleitet, 
oder, wenn algebraisch, nur ganz unvollständig begründet und entwickelt 
worden. Der Theil der Begründung, welcher zum Nachweise der völligen 
Gleichartigkeit der 36 eigentlichen geraden Charakteristiken unter sich etc. 
sich der Cremona’schen Ebenentransformationen bedient, findet sich auch 
in der De Paolis’schen Abhandlung (auch implicit in meiner Note über 
Thetafunctionen, Erl. Berichte, 1878). Da diese Theorie, insbesondere der 
letzte Satz von Nr. 4, so unmittelbar und mit so grösser Leichtigkeit 
aus jedem einzelnen Doppeltangentensystem die allgemeinsten von den­
selben Eigenschaften anzuschreiben erlaubt, so habe ich in Nr. 7 die 
Sätze meistens nur an speziellen einzelnen Systemen ausgesprochen.
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2) „La trasformazione piaña doppia di terzo ordine primo genere e la sua applicazione alle 
curve del quarto ordine.“ (Mem. d. R. Acc. d. Lincei, Ser. 3, Bd. II, 1878.)
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1. Beriihrimgssysteine.

Die Grundcurve 4ter Ordnung, auf welche sich alle unsere Betrachtungen 
beziehen, sei überall mit

bezeichnet. Sei C(£) =  o eine 124 an allen Schnittstellen in l ter Ordnung 
berührende Curve rter Ordnung; so wird das „System“ der zu C gehörigen 
Berührungscurven Cf an £2 definirt durch die Identität

wo jF'(c) =  o alle möglichen Curven irgend einer Ordnung sind, welche 
durch die Berührungspunkte der Curve C mit 12 gelegt werden können. 
Solche Systeme gibt es nur eine e n d l i c h e  Anzahl, indem, wenn man 
zu Stelle von C irgend eine der Curven C' setzt, das System sich nicht 
ändert. Man braucht daher für C nur zu nehmen:

1) jede der Doppeltangenten von fl, was ebenso viele verschiedene 
„ungerade eigentliche Systeme“, oder kurz „ungerade Systeme“ , liefert;

2) die verschiedenen Curven 3ter Ordnung, die 12 in drei gegebenen 
und drei weiteren Punkten berühren, welche 6 Punkte nicht auf einem 
Kegelschnitt liegen sollen: die „geraden eigentlichen Systeme“, oder kurz 
„die geraden Systeme“ ;

3) die Kegelschnitte, die 12 in einem gegebenen und drei weiteren 
Punkten berühren, welche 4 Punkte nicht auf einer Geraden liegen 
sollen: die „Gruppensysteme“ ;

4) als Quadrat einer linearen Function. Dieser uneigentliche 
Fall von 3), in welchem die vier Punkte auf einer Geraden liegen, was 
(7(1) zu einem vollständigen Quadrat macht, führt nur auf Ausdrücke C (I), 
die vermöge 12 (ß) =  o ebenfalls vollständige Quadrate sind, und wird im 
Folgenden nur in § 6, I berücksichtigt.

Man kann den Systemsbegriff auch so fassen: Zwei Berührungscurven 
gehören zu einem System zusammen, wenn ihre Berührungspunkte, ein­
fach genommen, zwei „corresiduale“ Gruppen bilden. Und umgekehrt
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bildet j e d e  zu einer Berührungsgruppe corresiduale (und jede residuale) 
Gruppe von Punkten eine Berührungsgruppe desselben Systems.

Nimmt man C(|) und die Ordnung von P(|) fest an, und legt alle 
Curven P($) dieser Ordnung s, so erhält man eine quadratische Schaar 
von Curven C'($)= o, der Ordnung r =  2 s — r, von der Mannigfaltigkeit 
oo 2 / —3 (ausgenommen r — 1), wenn man vermöge der Gleichung 

12(|) =  o reducirt; also eine quadratische oo 2r'—3 Schaar von Gruppen 
von je 2 r doppelt zu zählenden Punkten auf 11. Ohne Reduction durch 
i2(|) =  o wird die Schaar der C'(g) =  o eine quadratische 1)
Schaar, indem zu den 2 r — 3 quadratisch eingehenden Parametern jener 
Schaar noch l ( r — 3 ) ( r — 2) linear eingehende hinzukommen. Die 
Gruppen von je 2 r Punkten, alle einfach gezählt, bilden auf H  eine 
lineare V o l l s c h a a r ,  ausgeschnitten von den Curven F($) =  o.

Im Folgenden sollen ausgezeichnete The i l s chaaren der oo KO' — l) 
Schaar von Curven Cf(£) =  o betrachtet werden, nämlich solche, welche 
ausserhalb 11 be weg l i c he  D o p p e l p u n k t e  besitzen und doch die Para­
meter in keiner weiteren Irrationalität enthalten, als die Grundschaar, 
also quadratische Schaaren bleiben. Man erreicht dies dadurch, dass 
man die Function Q' ($) in Gleichung (1) zu einem vollen Quadrat werden 
lässt, wobei man aber r im Allgemeinen nicht mehr auf 1, 2 oder 3 re- 
duciren kann.

Sei nämlich in (1) C(ß) =  o eine irreducible Curve rter Ordnung, welche 11 
in 2r Punkten a1} «2, — a2r berühre und d Doppelpunkte ß uß.2, —  ßa ausser­
halb 11 besitze. Man lege die Schaar P(^) =  o der Curven ster Ordnung 
(s ^r),  welche durch die Punkte a und ß  gehen:

(2) X0P0 -f-/,, Pj -j------- lt Pt -j- K- C =  o ,
wo die A. willkürliche Parameter, K  eine beliebige Curve (s — r)ter Ordnung 
und

t > r s  — (r— l)(r— 2) —  (2r-\-d)= r(s — 2)— 2 d — [|(r-— l)(r— 2)— d]

ist. Dieselben treffen C =  o in einer oo'-Scliaar von Gruppen von je 
r(s — 2) — 2 d Punkten. Nun wird später gezeigt werden, dass eine Reihe 
von Fällen existirt, in welchen diese Gruppenschaar identisch ist mit 
derjenigen, welche von zu C adjungirten Curven (s — 2)ter Ordnung

(3) Ä0 -f-Äj Qx -j------- \r Xt Qt-\-K  C =  o



aus C ausgeschnitten wird (so ist unmittelbar klar, dass dies für d =  
}y(r— 1 ) ( r — 2), d. h. wenn das Geschlecht von C gleich o ist, eintritt); 
für diese Fälle also wird nach dem Restsatz:

(4) $0O - o ------- \rKPt) — Po(^oQo*4“ Qi4------- [~KQt)= C D ,
oder

(4') Q0 P< +  K C ) -  P0 (ZX, Q , +  K 'C ) = C ( D  +  K Q 0 +  K ' P 0)

wo D  -j- K  Q0 -f- K  P 0 =  o eine Curve der Ordnung 2 s — r —  2 ist, welche 
durch die (s— r)(s — 2)-\ -d  ausserhalb C liegenden beweglichen Schnitt­
punkte yi von

(5) P = Z X i Pi +  K C = o ,  Q =  ZXiQi +  K ' C = o  

hindurchgeht. Der Curvenbüschel 2 ster Ordnung:
P>-ljQ'~S2 =  o ,

trifft aber C =  o in 2(/*(s—  2) — 2d) - f -4r -|_ 4 d = 2 r s  von (> unab­
hängigen Punkten; man kann also (j so bestimmen, dass eine Curve des 
Büschels C zum Factor hat:

P 2 — q Q - Q = C C ' .

Dabei wird (j auch von den Parametern X unabhängig; denn sei
P l - V 0Q l-Q = C -C 0,

so folgt für C =  o

V V o - Q . P + V v Q P ^ o ,

was in Verbindung mit (4) y =  liefert. Wir mögen daher q =  1 
setzen:

(6) P- —  Q2S 2 = C • C.

Hier erhält man in C'(S) =  o eine Schaar von Curven der Ordnung
2 s —  r , welche die -¿s(s-| -3 )—  2 r  — d oder mehr Parameter von (2), 
und etwaige weitere Parameter von Q, quadratisch enthalten, die Curve 
Q  je  in 2 (2 s — r) Punkten berühren und je (s — r)(s— 2) d beweg­
liche Doppelpunkte yx, die sich aus (5) ergeben, enthalten. Diese Curven 
bilden e i n e  zu C gehörige Unterklasse in dem ganzen zu C gehörigen 
Berührungssysteme.

(109) 7
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Denkt man sich die ganze ¿'-Ebene mit zwei Blättern überdeckt, 
indem man über jedem Punkt die beiden Werthe von \/£2 aufträgt, 
Blätter, die also längs £2 =  o verzweigt sind, so kann man die Curve 
Cf (£) =  o in zwei übereinanderlagernde Curven rational trennen, je nach-

------- ------- p

dem man \/£2 =  -\--~ nimmt. Wir wollen etwa die durch

(7) P + Q ] / £ 2  =  o

bestimmte Schaar betrachten.
Von den Doppelpunkten yx der Curven C' gilt dann: sie sind nur 

s c h e i n b a r e ,  d. h. die beiden Zweige einer Cf laufen an einer solchen 
Stelle in verschi edenen Blättern; und diese beiden Zweige liegen har­
monisch zu den beiden Richtungen, welche die Curven P =  o und Q =  o 
daselbst haben. Denn beschränkt man sich in Gleichung (6) auf die 
Glieder zweiter Dimension an der Stelle yx, so sagen dieselben aus, dass 
die 3 Richtungspaare von P 2, Q~ und C' in Involution liegen; ist also

, p  p  
für den einen Zweig von C — r=a, so ist für den ändern Zweig ^ =  — a,

und für den ersten Zweig wird \/£2 =  — a . für den zweiten y  £2 =  -\-a.
Auch bei zwei Curven der Schaar C' kann man die wirklichen von 

den scheinbaren Schnittpunkten unterscheiden. Hat man für zwei solche 
Curven nach (6):

P? — Q\£2 =  o und P\ —  Ql £2 =  o , 

so gilt für die w i r k l i c h e n  Schnittpunkte:

f , +  f t  v  n  =  o , +
also

Pi Q2— Po Qt = o  .

Nun ist nach (4)

P l Q i - P t Ql =  C - N

wo N =  o eine Curve der Ordnung 2s — r — 2 ist, welche durch die 
(s —  r)(s —  2 )-f-d  Dop|)elpunkte yxi der zu P,Q, gehörigen Curve C\ und 
die (s — r)(s— 2) -f- d Doppelpunkte yx2 der zu P2 Q2 gehörigen Curve C'2 
hindurchgeht. Die Curve N =  o trifft also die Curve C\ in

(2 s — r )(2 s— r — 2) — 2(s— r)(s— 2)— 2 d
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wirklichen Schnittpunkten mit C'2. — Ebenso sind in (6) die r(s — 2 )— 2 d 
ausserhalb der ß  liegenden Schnittpunkte von Q und P  mit C zugleich 
s c h e i n b a r e  Schnittpunkte von C und C'. —

Bei den vorstehenden Betrachtungen ist implicite angenommen, dass 
alle (s — r)(s —  2) -|-d ausserhalb C liegenden Schnittpunkte yx von P  =  o, 
Q =  o von den Punkten ß  endlich entfernt liegen. Haben aber die P  =  o, 
Q =  o für alle l  eine Berührung in einem Punkte ß, so wird dieser Punkt 
nach (6) nur fester e i n f ac he r  Punkt aller C'.

Die Gleichungen (4), (6) sind für verschiedene l  nicht von einander 
unabhängig. Beziehen sich wieder P n Qu C\ auf irgend eine, P 2, Qo, C2 auf 
irgend eine andere der Curven C  (c) =  o, und ist nur gegeben:

(8) p ? - Q * n  =  c c ; ,

(9) p 1q2- p 2q ] =  c . n ,

so folgt daraus

P, (P, N —  Q2 G[) =  Qt«?, NS2 -  P, Ci),
also

(10) P, N — q2 c ; =  Q} M ,

(11) QXNS2 — P2 C[ =  P, M.

Ferner aus (8), (9) und (10):

C (P ,N —  Q2 Ci) =  CQ] M =  Ql (Qt Q . S 2 - P ,  P2) ,
also

(12) QXQ2£2 — P ,Po =  C- M ,

und aus (12) und (9):
C(MQo -\- N P 2) =  Q{ (Ql 12 Pg),

also
(18) ^"^2 “I“ -̂ -̂ 2 =  Qi
( i4) p \ -Q \ n  =  c - c i .

(14) ist aber die Formel (6) für die zweite Curve G. Endlich folgt 
noch aus (10) und (11):

C\ (P2 N + Q t  M) =  Qi (N 2I2 -  W ) ,
Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. I. Abth. (15) 2
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also nach (13):
(15) M2—  N2I2 =  (Jl CSi

womit C'2 analog aus C\ hergeleitet ist, wie diese beiden Curven aus C 
es waren.

Die in Vorstehendem inbegriffenen Fälle, zu welchen auch noch 
solche mit reduciblen Curven C hinzukommen, werden sich alle aus der 
bekannten eindeutigen Abbildung der erwähnten Doppelebene auf eine 
einfache Ebene ergeben.

2. Abbildung der Doppelebene.

Die Abbildbarkeit der in Nr. 1 genannten Doppelebene auf eine 
einfache Ebene beruht selbst auf einem solchen speciellen Falle der 
Formel (6) von Nr. 1, der sich direct erledigen lässt.

Man nehme in Nr. 1: r =  3,d =  1,5 =  3; und zwar soll C(£) =  o 
irgend eine „gerade“ eigentliche Berührungscurve 3ter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt ß  sein; ihre 6 Berührungspunkte ß^-ßg mit 12 sollen also 
nicht auf einem Kegelschnitt liegen. Dabei darf C(|) =  o sogar eine 
reducible Curve ihrer Art sein, z. B. aus drei Doppeltangenten, die zu­
sammen zu einem geraden System gehören, bestehen, wobei man irgend 
einen der 3 Schnittpunkte als Doppelpunkt ß  annehmen kann. Solche 
Curven C existiren also immer.

In (2) hat man dann t =  1, K  wird eine Constante, die Q von (3) werden 
zu einem Geradenbüschel durch den Punkt ß , und es gilt der Restsatz
(4) oder (4') für die Schaaren (5). Eine Curve 3ter Ordnung von (5) hat 
mit der entsprechenden Geraden Q aus (5), ausser ß  und dem gemein­
samen Punkte auf C, nur je einen Punkt yx gemein, der nicht in ß  
hineinfällt; denn wenn yx an ß  rückte, würde in Gleichung (4)

Qo Pi — Qi Po =  C • D ,
da die P  die entsprechenden Q in ß  berührten, C D den Punkt ß  zum
3-fachen Punkte, D also ß  zum einfachen Punkte haben, d. h. die Ge­
rade D ginge durch alle drei ausserhalb der 6 Punkte o.1--a6 liegenden 
Schnittpunkte von P0 =  o, P x =  o hindurch, und diese 6 Punkte müssten 
auf einen ■ Kegelschnitt liegen —  gegen die Voraussetzung.

10 (112)
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Dann folgt Gleichung (6), auch wenn C aus drei Doppeltangenten. 
Tn T2, Ts besteht. Denn sei ß  der Schnittpunkt von , T2 so bestimme 
man y in P 2— y Q~ ¿2 =  o so. dass diese Curve noch durch einen weiteren, 
als die festen Schnittpunkte mit T3 geht: diese Curve wird dann Tz zum 
Factor haben; der Rest, eine Curve 5tor Ordnung, die und T2 in je 6 
festen Punkten trifft, wird noch Tx T2 als Factor enthalten müssen; man 
hat also Gleichung (6).

Die so gefundenen Curven C' (!) =  o werden eine Unterklasse von
oo 2 Curven 3ter Ordnung, welche alle S2 in je 6 Punkten berühren, je einen 
beweglichen scheinbaren Doppelpunkt besitzen und sich zu je zwei in 
nur e i nem wirklichen Schnittpunkt treffen, gelegen auf der Verbindungs­
geraden N  =  o der Doppelpunkte der beiden Curven.

Setzt man also

(16) py. =  P i(9  +  « ,(9 V -ß (Ö
vy* =  <?(!) >

so entsprechen den Geraden =  o die Curven G' (!) =  o , in nur
% .

einem Blatte genommen, und es werden auch die ! j : !2: !3, sowie ,
b l

rationale Functionen von y u y2, ys. Die charakteristischen Eigenschaften 
der Umkehrungsformeln lassen sich unmittelbar angeben. Den beide 
Blätter durchsetzenden Geraden der doppelten ¿'-Ebene I  entspricht in 
der einfachen T-Ebene eine lineare oo2-Schaar von Curven, von der Ord­
nung der C', also von der 3ten Ordnung. Diese Curven müssen, da die 
ihnen ein-zweideutig entsprechenden Geraden der Doppelebene JT je 4 Ver­
zweigungspunkte haben, das Geschlecht 1 haben, also ohne Doppelpunkte 
sein; und je zwei der Curven dürfen sich in nur 2 beweglichen Punkten 
treffen, d. h. sie müssen 7 feste einfache Punkte gemein haben. Man 
hat so mit:

(17) 0 $x =  I\{y), O|2 =  r 2(y ), o§8=  r 3(y),

wo die P  Curven 3ter Ordnung mit 7 gemeinsamen einfachen Punkten

<1\ , «2 ' * ’ a-
sind.
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Geht man umgekehrt von einer solchen Schaar (17) aus, so kommt 
man auf eine doppelte Ebene -T mit Uebergangscurve £2, 4ter Ordnung vom 
Geschlecht 8, die der Jacobi’schen Curve

(18) =

der Schaar (17), einer Curve 6tor Ordnung mit Doppelpunkten in a7, 
eindeutig entspricht.

Es wird vermöge (17)
a* S2 (!) =  J* (y) ,

!? ~  n (y V
was die Umkehrung (17) von (16) ergänzt.

Die wirkliche A u s r e c h n u n g  der Umkehrung (17) von (16) ist für 
das Folgende unnöthig. Ich bemerke desshalb nur: Fasst man die y als 
Liniencoordinaten der Ebene I  auf, so geht wegen der aus (4) folgenden 
Gleichung

(19) y x Qi y2 Qq -j-  y% D  =  o
die Linie (y) durch den entsprechenden Punkt (!); und zwar kann man 
durch Bilden der zweiten Polare von (!) in Bezug auf die linke Seite 
von (6) zeigen, dass in (16) einem Punkte (!) gerade die beiden Doppel­
punktstangenten (y) derjenigen Berührungscurven 3ter Ordnung, C '(!)=:<?, 
entsprechen, die in (!) ihren Doppelpunkt hat; einer Geraden (y) der 
Schnittpunkt auf (y) von irgend solchen zwei Curven C' (!) =  o , die ihre 
Doppelpunkte auf (y) haben. Diese Betrachtung liefert ferner aus (16) 
zu (19) eine zweite Gleichung, die rational in den !  und den y ist, und 
zwar von der Dimension 1 in den !, 2 in den y. Somit kömmt man 
durch diese Rechnung auf den Ausgangspunkt von Aronhold für die i ^ 1) 
zurück, und der Weg der Abbildung selbst ist im Wesentlichen der 
von Clebsch,2) aber mit Vermeidung aller räumlichen Betrachtungen.

Die Einzelheiten der Abbildung sind folgende: Während den Geraden 
von Y  im Allgemeinen in I  in nur je e inem Blatte laufende Curven

lj Aronhold, Monatsber. d. Berl. Akad. 1864. Clebsch-Lindemann: „Vorlesungen“, Cap. über 
Connexe.

2) Clebsch, Math. Annalen III.
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3ter Ordnung mit je einem beweglichen scheinbaren Doppelpunkte ent­
sprechen, welche 124 noch in je 6 Punkten berühren, entspricht dem 
Geradenbüschel durch einen der Punkte «, nur eine quadratische oo1- 
Schaar von Kegelschnitten, die 12t in je 4 Punkten berühren. a, ist also 
Fundamentalpunkt, dem eine Doppeltangente von 124 entspricht, gelegen 
in e i nem Blatte; derselben Doppeltangente, im anderen Blatte genommen, 
entspricht in Y eine Curve 3ter Ordnung aus den l\y), welche aber bez.

zum Doppelpunkt hat, und zwar werden ihre Doppelpunktstangenten 
in a, auch solche für die Jacobi’sche Curve d{y). Diese 7, den 7 Punkten 
a{ entsprechende, Doppeltangenten von 12 bezeichne ich bez. mit

^18 5 ^28 > "  ‘  ^78

und den zugehörigen ungeraden Berührungssystemen ertheile ich die 1 
Charakteristiken

(18), ( 2 8 ) , - - - ( 7 8 ) .

Ferner entsprechen den 21 Verbindungsgraden Z^a.a*) und den die­
selben zu Curven l\y) ergänzenden Kegelschnitten je durch die anderen
5 Punkte a weitere 21 Doppeltangenten von 12, im einen, bez. im ändern 
Blatte; eine solche Gerade und der ergänzende Kegelschnitt treffen d  in 
denselben beiden Punkten. Diese 21 Doppeltangenten und die Charak­
teristiken ihrer Systeme bezeichne ich bez. mit

t>k l (®Ä) .

Wir haben in unserer Abbildung ein (Aronliold’sches) 7-System von 
Doppeltangenten von 114 ausgezeichnet, konnten aber zu diesem Zwecke 
oben von einer nur aus drei Doppeltangenten bestehenden Curve
C ausgehen. Da die C selbst zu den C'($) =  o gehört, wird sich diese 
Curve C abbilden durch ak ■ L x (a , a k) , es ist also

—  îS 5 T 2 =  , 1 3 =  tik,

wobei nach der Abbildung diese 3 Linien je in solchem Blatte laufend 
zu nehmen sind, dass ts mit tks nur einen scheinbaren, tik mit tÄ und tks 
je einen wirklichen Schnittpunkt erhält. Dass solche 3 Doppeltangenten 
in der That ein einziges 7-System eindeutig bestimmen, wird sich später 
ergeben.
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3. Discussion der einfachsten Beriihrungscuryen an & 
und ihrer Untersysteme.

Zur Discussion der Berührungssysteme an £2 aus der Abbildung ist 
zunächst zu bemerken, dass zwei übereinander, aber getrennt laufende 
Curven von I  immer gleichzeitig behandelt werden können; sie führen 
auf zwei Curven von Y, die in der durch die Punktepaare von Y  ver- 
anlassten involutorischen eindeutigen Ebenentransformation einander con- 
jugirt sind. Bei dieser entsprechen den Geraden von Y  Curven 8ter Ord­
nung von Y. welche die a, zu dreifachen Punkten haben. Die 28 Doppel­
tangenten mit ihren Bildern und den Charakteristiken ihrer Systeme sind 
in Nr. 2 schon aufgezählt; wir leiten jetzt die Berührungscurven 2ter und

* und 3ter Ordnung, <#»(2) und <P(S), ab.

I. Berührende Kegelschnitte, (D(i).

Für irgend zwei Kegelschnitte eines Gruppensystems, C,C', gilt 
Gleichung (6) von Nr. 1, wobei Q eine Constante wird. Alle diese Kegel­
schnitte machen also \/£2 rational und müssen sich aus den, sich nicht 
selbst conjugirten, Curven l ter bis 6ter Ordnung der Z-Ebene ergeben. Es 
finden sich folgende oc^-Schaaren, denen ich Gruppencharakteristiken zu­
schreibe, die als Indices angeschrieben sind:

a) <i>$; Bild in Y : L 1 (ai) , bez. L h (a, a\ —  a~).
b) 1̂284 5 Bild in Y: L2(a1 a2a3a4), bez. L 4(a, a2a3n4ö?a\a? ).
c) <P\22 i Bild in Y: L3(d\a3---a7), bez. L s(ci\a3■ • • «7) ,

sowie die durch Vertauschung der Zahlen 1---7 sich daraus ergebenden 
Schaaren.

7 6 3 7 6Dies sind im Ganzen 7 4 - ‘ ., =  68 oo'-Schaaren. Dass die-1 • 2 • o 1*2
selben unter sich g l e i c h b e r e c h t i g t  sind, sieht man so: Macht man auf 
die Ebene Y  eine quadratische Transformation mit den Grundpunkten in 
ö2>fl3>°4> 80 erhält man aus den Curven / ’3(«i,-- «7) Curven / ’3(«!,••’ a'-) 
der neuen y'-Ebene, und den Geraden der letzteren durch a[ entsprechen 
die Kegelschnitte b) durch ax, a.2, a3, aA; zwischen Y' und Z  herrscht aber 
eine der zwischen Y  und Z  bestehenden völlig analoge Beziehung. Ebenso
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folgen die <P{$  aus den durch eine cubische Cremona-Transformation 
der F-Ebene.

Wir haben somit 63 gleichartige Gruppencharakteristiken, die ich 
so bezeichne (mit den Vertauschungen 1, 2,••■7):

[81], [12], [1234] =  [5678].

Dabei sind eckige Klammern gesetzt, weil das System \ik] n i c h t  
der Doppeltangente (ik) zugeordnet ist. Vielmehr gibt es unter den 
Curven Lx{ax) die 6 zerfallenden Curven

ak- L x [a\ak)(k =  2, • • - 7);

d. h. in die 6 in je ein Doppeltangentenpaar zerfallenden Curven

¿8* • tn (k =  2,•••7),
was ich schreibe

[81] =  ( 8 * ) + ( U ) ,  (* =  2,.  -7) .

Ebenso in <P\|} die 6 Doppeltangentenpaare

¿81 * ¿82 > ¿1* * 2̂k (k =   ̂ ’ 7) ,
oder

{12] =  (81) +  (82) =  ( 1 * ) + ( 2 Ä )  (k =  3 , - .  7); 

und in =  </>$-8 die 6 Doppeltangentenpaare

¿12 ■ ¿34? ¿13 ' ¿24? ¿14 '  ¿23) ¿56 '  ¿78 5 ¿57 ' ¿68) ¿58 '  ¿87 )

oder
[1234] =  [5678] =  (12) + ( 3 4 )  =  (13) +  (24) =  (14) +  (23)

=  (56) +  (78) =  (57) + ( 6 8 )  =  (58) +  (67) .

II. & berührende ungerade <&3), ohne scheinbare Doppelpunkte.

Da diese oo3-Schaaren einzeln auf die 28 Doppeltangenten von 12 
vermöge Gleichungen:

<« • =  n  -  & ,

die nur spezieller Fall von (6), Nr. 1 sind, zurückführen, so sind längs 
jeder dieser Berührungscurven die beiden Blätter der Doppel ebene ge­
trennt.

(117) 15
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Man hat:

a) <#4iI’ » Bild: L3 (a2  • • • a7) , bez. L6 (ax a\ ■ • • a2) .
b) Bild: X4(a\a\ a3 • ■ • a-), bez. L5(al a.2a\- • a2) ,

mit den Vertauschungen 1, - • - 7. Diese Curven <PW haben keine schein­
baren Doppelpunkte, weil sich die beiden Bilder einer solchen Curve nur 
je in 6 Punkten auf J  schneiden. Wohl aber könnte man jeder der 
28 Schaaren noch an irgend einer Stelle der Doppelebene einen wirk­
lichen Doppelpunkt geben, nur dass dann die Gesammtheit der oo2 Curven 
mit Doppelpunkt in einer Schaar keine quadratische Schaar mehr bildet; 
stellt man vielmehr mit einer solchen Curve C mit Doppelpunkt ß  
Gleichung (6), Nr. 1 für r = 3 ,  5 = 3  auf, so erhält C', statt eines be­
weglichen Doppelpunkts, einen festen Punkt in ß. In einer Schaar 
ist dagegen als ausgezeichnet enthalten: die zugeordnete Doppeltangente 
tikJ verbunden mit allen doppelt genommenen Geraden. Zwei der Curven 
einer  Schaar treffen sich in 3 wirklichen, auf einer Geraden liegenden, 
und 6 scheinbaren, auf einem Kegelschnitt liegenden, Schnittpunkten.

' *

III. ß  berührende gerade mit einem scheinbaren Doppelpunkte.

Die Berührungscurven 3tor Ordnung, deren je 6 Berührungspunkte 
mit LI nie auf einem Kegelschnitt liegen, bilden quadratische oo3-Schaaren; 
und darunter erhält man aus der Abbildung folgende Unterschaaren von
oo2, nur immer in je einem Blatte laufenden, Curven, analog der oben 
zur Abbildung benutzten Unterschaar:

a,) Bild: L n bez. L8(a\ --a%),

a2) 4>o>; Bild: jL4 (a\ a2 ■ • • a7) , bez. L-0 (al ■ • • a2) .

bl) »̂8123 =  ^4587 1 Bild: L2(a, a,2a3) , bez. L- (a\a\a\a\“ a?),
b2) 5 Bild: L3 (a? a4 • a7) , bez. L6 (ax a\ a\ a\ • • ai) ,
b3) ^ 2 3  =  ^ 567; Bild: 2/4 (ax a2 a3 a\ a\ d\), bez. L6 (a\ a\ a\ a4 ah aa a?),

mit allen Vertauschungen der Zahlen 1 - 7 .  Dies liefert aus a,) und a2)
1 —}— 7 =  8 Unterschaaren, denen die Charakteristik

(o) =  (123 * * - 78),
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und aus b,), b2), b3) 1 —}— 8 —j— 4 =  8 Unterschaaren, denen die Charakteristik

(8123) =  (4567)

zugeschrieben ist; im Ganzen 8 - 36  Unterschaaren. die sich je zu 8 auf 
36 Charakteristiken (o), (iklm) vertheilen. Die Zuordnung ist so:

Die Schaaren a2) gehören zum selben oo3-System fP{0a\ wie a,); denn 
unter den Bild-Curven von a,) und a2) sind bez. die beiden conjugirten 
Curven

A  (»i), L-o («i «1 • • •«?)

enthalten, die J  in denselben 6 Punkten treffen; daher sind die Punkt­
gruppen, in welchen J  von den Curven a2) getroffen wird, corresidual 
zu den Schnittgruppen mit den Curven a,) und dieses überträgt sich auf 
die Berührungsgruppen auf 12 der entsprechenden Curven der Doppel­
ebene. Aus der oo2-Schaar L x von a,) sind die 7 oo2-Schaaren von a2), 
die zu (o) gehören, durch Cremona-Transformationen der Z-Ebene abge­
leitet; so dass diese 7 Schaaren —  genau nach dem oben unter Nr. 3 I. 
gemachten Schlüsse —  jener ersten Schaar völlig gleichwerthig sind. 
Aber auch die 8 Schaaren b) ergeben sich aus a,). a2) durch Cremona- 
Transformation der i-Ebene, so dass dieselben sowohl zu einem und 
demselben oo3-System f/>J3) gehören, als mit jenen ersten 8 Schaaren gleich­
berechtigt sind. Dies für jeden der 35 Werthe (iklm), welche («) ausser 
(o) noch annehmen kann.

Die 8 Unterschaaren 0[,3) in a,), a2) lassen sich durch die 8 Werthe 
8, 1, 2, • • 7 eines Index von einander unterscheiden. Sie sind einzeln 
8 verschiedenen 7-Systemen von Doppeltangenten zugeordnet; nämlich 
Schaar a j, vom Index 8, dem System:

a , )  ¿81? ¿82? ¿87 ?

insofern i r g e n d  zwei der Doppeltangenten aus diesem System, t8i, tsk, 
verbunden mit einer nicht diesem System angehörigen tik, eine der Curven 
0^3) von a,) bilden (wobei der Schnittpunkt von t9i mit t9k als scheinbarer 
Doppelpunkt betrachtet wird). Ebenso Schaar a2), vom weiteren Index 1, 
dem System:

a 2) ¿1 2 } ’ ‘ " ¿17? ¿18?

Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wias. XVII. Bd. I. Abth. (16) 3



Schaar bj) mit Charakteristik (8128) =  (4567) und Bild L2(aja2%) dem 
System:

b j )  ¿23? ¿31? ¿12? ¿48? ' ‘ ■ ¿78?

Schaar b2) mit Bild L3(d]aA■••a7) dem System:

^ 2)  ¿14 ?"  "  ¿17 ? ¿23? ¿28? ¿38?

endlich Schaar b3) mit Bild L4(« ,a2a3ajdrhal) dem System:

b y )  ¿17 J ¿27? ¿37? ¿87? ¿45? ¿46? ¿56*

Eine andere Zuordnung der Schaaren zu den 7-Systemen ist die: In a,) 
gibt es 7 oo^Schaaren, bestehend je aus e i n e r  der 7 Doppeltangenten aj), t8i, 
verbunden mit einer oo’ -Schaar <f>$ aus I, Nr. 3, mit Charakteristik [8 ¿]. 
Nimmt man dann in Gleichung (6) von Nr. 1 diese oo '-Schaar t8i - 
für C', irgend eine Schaar <î 8) der Schaar a,) für 0 ,, so liefern die 
Curven 3ter Ordnung, P  =  n, dieser Gleichung den Satz:

D ie  6 B e r ü h r u n g s p u n k t e  i r g e n d  e i n e r  C u r v e  d e r
U n t e r s c h a a r  a, mit  i2 b i l den  mi t  den 2 B e r ü h r u n g s p u n k t e n  
i r g e n d  e i n e r  D o p p e l t a n g e n t e  t8i aus a',) und d e m s c h e i n ­
baren D o p p e l p u n k t e  ß  der  Curve ein System von 9 S c h n i t t ­
punkten  z we i e r  C u r v e n  3ter Or dnung .

Dasselbe gilt für die übrigen Unterschaaren und entsprechenden 
Systeme von je 7 Doppeltangenten.

Die 7-Systeme a,) a2) haben noch die Eigenschaft, dass die Summe 
der Zahlen ihrer Charakteristiken, wenn man bei dieser Summenbildung 
je zwei gleiche Zahlen weglässt, zu (o) wird, nämlich

(81) +  (82) H------- b (87) =  (812 • • • 7) =  (o) ,
(12) +  (13)-j------- b ( l 8) =  (12 •• - 8) =  (o) ;

analog liefern ty), b2), bg):

(23) +  (31) +  (12) +  (48) --------h (78) =  (4567) =  (1238),
(14) H------- h (17) +  (23) +  (28) +  (38) =  (4567) =  (1238),
(17) +  (27) +  (37) + ( 8 7 )  +  (45) +  (46) + ( 5 6 )  =  (1238) =  (4567).

Wenn nun, wie am Schlüsse von Nr. 2, drei Doppeltangenten t8i, t8k, 
tik vorliegen, für welche die Summe der Charakteristiken zu

(8 0  +  (8 A) +  (i k) =  (d)

18 (120)
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wird, und 2 der Doppeltangenten t8t-, t8k werden vor der dritten ausge­
zeichnet, so gibt es unter den 8 zu (o) gehörigen 7-Systemen aj), â ) nur 
eines,  welches jene beiden, t8„ t8k enthält, nämlich aj); womit die Be­
hauptung am Schlüsse von Nr. 2 gerechtfertigt ist.

(121) 19

In Nr. 3 haben wir für die 28 Doppeltangenten, für die 36 g e r a d e n  
oo 3-Schaaren von 0 (8) und die 63 oo'-Schaaren von «#»(2), und damit für 
alle Gesammt- Berührungsschaaren, Systems - Charakteristiken eingeführt.

Zunächst lehren die dortigen Betrachtungen, dass der Index 8 dabei 
vor den übrigen Indices 1, 2, — 7 nur in der A b b i l d u n g  mittels aj) 
von III, Nr. 3 bevorzugt war, an sich aber denselben in Bezug auf I24 
völlig gleichwerthig ist. Die bez. Charakteristiken sind also:

für die Doppeltangenten: (ik ),
„ „ geraden (o) =  (123 • • • 78), (iklm) =  (n p q r ) ,
„ „ 3>(2): [*A], [iklm] =  [npqr],

wo i, k,---q: r von einander verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2 • • • 8 sind. 
Auf diese Zeichen wende man folgende Rechenregeln an:

Es ist

(wi) ( a 2)  “ f - ( a s) == (a i w2 a s) > 

(fJfi) (as) =  [a i] +  [az] =  [ai ^2] >
also

[et J - f  (a2) =  (« , a2) ,

wobei in einer Charakteristik die einzelnen Zahlen beliebig geordnet, 
zwei gleiche weggelassen werden können, und wobei

[123 • • • 8] =  0

gesetzt und in Combination ebenfalls weggelassen wird. Daraus folgt 
schon

(12 —  8) =  (0), (1234) =  (5678), [1234] =  [5678].

Man hat dann den Satz:
3*
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Ist d ie  Summe zwe i er  C h a r a k t e r i s t i k e n c o mb i n a t i o n e n  =  <?, 
so b i l d e n  die b e i d e n  e n t s p r e c h e n d e n  C u r v e n c o m b i n a t i o n e n  
z w e i  B e r ü h r u n g s c u r v e n  e i n e s  S y s t e ms .

Zum Beweis genügt es. alle Charakteristiken aus Zeichen (ik) zu­
sammenzusetzen und denselben Doppeltangenten zuzuordnen; und zwar 
braucht man nur den Satz in der Form nachzuweisen:

L i e f e r t  die Summe der  Char akt er i s t i ken  von 2s D o p p e l ­
t a n g e n t e n  o, so l i e g e n  d e r e n  4s B e r ü h r u n g s p u n k t e  m i t  12 
a u f  e i n e r  C u r v e  stor O r d n u n g .

Der Beweis ergibt sich aus Nr. 3, durch den Schluss von s —  1 auf s. 
Für s =  1 ist der Satz selbstverständlich; für s =  2 ist derselbe in Nr. 3, I 
entwickelt. Ist s =  3 :

(ai) ~f~ (a>) H“ (as) +  0*4) +  (ar>) =  0 5 
und («j) -f- (a2) -}- («3) =  (at ß2 «3) =  («) eine ungerade Charakteristik, so wird

(tti) 4~ («2) («3) (c<) — 0 >
(«4) +  («5) +  K )  +  («) =  0 ; 

nach dem für s =  2 Gesagten bilden also die 6 Berührungspunkte der 
drei zu (a2), (ct3) gehörigen Doppeltangenten (einfach genommen) eine 
zu den 2 Berührungspunkten der Doppeltangente (er) corresiduale Gruppe 
auf £2] ebenso die 6 Berührungspunkte der drei zu (or4), (or5), (a6) gehörigen 
Doppeltangenten, so dass also diese Gruppe von 6 Punkten auch jener 
Gruppe von 6 Punkten corresidual ist. Wird aber bei s =  3 ( « i «2«3) =  («) 
eine gerade Charakteristik, so kann man zunächst (et) =  (0) annehmen, da 
sich die übrigen Fälle vermöge Cremona’scher Transformationen der Y- 
Ebene nach III, Nr. 3 daraus ergeben; es sind dann nur die Zerlegungen 
möglich

(°) =  (ih) (i 0 (k 0 j
die nach III, Nr. 3 wieder nur zu einander corresidualen Gruppen von 
je 6 Punkten auf 12 führen, alle dem System (0) angehörig.

Bei allgemeinem s zerlege man die Summe

(ai) +  (a2) ~\------- b (^s) =  0
in

(«j) -f- (et2) -f- (a3) -f- (cr4) =  [et] =  ( ß j  -}- (ß2)

(ßö) +  («e) H------+  (a2S) — [a ] =  (ß \) +  (ßz) I



so wird nach den Fällen s =  3 und s — 1 (bez. wenn [a] =  o nach den 
Fällen für noch niedrigere s) sowohl die Gruppe der 8 Berührungspunkte 
der («i)-- («4) zugeordneten Doppeltangenten, als die Gruppe der 4 s — 8 
Berührungspunkte der («5)-- - («2i) zugeordneten Doppeltangenten zur Gruppe 
der beiden Berührungspunkte der beiden (/?,) und(ß2) zugeordneten Doppel­
tangenten corresidual, so dass jene Gruppen zu einander corresidual werden.

In der Abbildung ist der Uebergang von den (o) zugeordneten Curven 
zu den den übrigen 35 geraden Charakteristiken zugeordneten Curven 
durch Cremona'sche Transformationen der F-Ebene bewirkt worden. Ueber- 
trägt man dies auf die Charakteristiken - Bezeichnung, so erhält man 
folgende erlaubte Charakteristikensubstitutionen, durch welche nun die 
Auszeichnung von (o) aufgehoben werden kann:

Wenn [s] eine be l i eb i ge  G r u p p e n - C h a r a k t e r i s t i k ,  so ist  
{s} e ine S u b s t i t u t i o n ,  w e l c h e  e i ne  e i g e n t l i c h e  C h a r a k t e r i ­
stik (a) in (as) o d e r  (a) t r a n s f o r m i r t ,  j e  n a c h d e m  (a ) und (as) 
g l e i c h e n  o d e r  e n t g e g e n g e s e t z t e n  C h a r a k t e r  des  G e r a d e n  
und U n g e r a d e n  haben ;  also eine Gruppencharakteristik [a] in [as] 
transformirt, wenn, für [a] =  (a,)-f-(a2)j nur eine der beiden Zahlen (aj, 
(a2) durch {s} verändert wird, sonst aber [a] unverändert lässt.

Man kann dann irgend eine andere gerade Charakteristik, z. B. (4567) 
=  (1238), mit (o) bezeichnen, die Doppeltangenten mit (i'Je), und zwar etwa 
die 7 von b't) Nr. 3, III der Reihe nach mit ( 8 'l'), • • •-(8'7'); so vertritt 
dieses System in der Bezeichnung die Stelle des ursprünglichen.

Damit ist die ganze Charakteristikentheorie1) für unsere Berührungs- 
curven an _Q aufgestellt, und zwar a l g e b r a i s c h  begründet.

5. Die Berührungsschaaren </j(6).
I. Berührungscurven <Z>(4) mit je einem scheinbaren Doppelpunkte.

Zu jeder der 63 Gruppencharakteristiken [«] gehört eine oo6-Schaar 
von Curven 4ter Ordnung, 4>(a4), welche _Q4 in einer oo5-Schaar von Gruppen 
von je 8 Punkten berühren. Aus e i ner  solchen Curve C\ welche i i 4

1) S. insbesondere meinen Aufsatz: „Ueber die Gleichungen 8ten Grades und ihr Auftreten
in der Theorie der Curven 4tor Ordnung“, Math. Ann. XV, § 7.
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in a j,«2 • • oc‘9 berühre, ergeben sieh alle Curven 4ter Ordnung, welche I2i 
in denselben Punkten berühren, in der Form

C '- f  x n ,  =  o.

Man kann dann zeigen:
In d i e s e m  B ü s c h e l  g i b t  es e i n e  C u r v e  mi t  s c h e i n b a r e m  

D o p p e l p u n k t e ;  d e r s e l b e  ist  d e r  9te S c h n i t t p u n k t / ?  der  d u r c h  
ai 5 • • a's g e h e n d e n  C u r v e n  3ter Or dnung .

Zum Beweise leite man die Curve C aus einem in 4 Punkten a, , - -a4 
berührenden Kegelschnitt C, mit derselben Charakteristik [« ], mittels 
Gleichung (6) von Nr. 1 her, für r =  2, s =  3, d =  o. Die Ableitung 
dieser Gleichung gilt, wegen o =  d =  ^ ( r — 1 ) ( r— 2) hier vollständig. 
Man kommt so auf eine in a\ • • a'8 berührende Curve 4ter Ordnung C' mit 
einem scheinbaren Doppelpunkt ß.

Man betrachte dann den Schnitt der Curve C' (ß2) mit den Curven 
C3 (a\ • • -a'8). Unter diesen Curven 6'3 ist P  von (6) enthalten, welche auch 
durch ß  geht und C' in noch zwei weiteren Punkten ^ ,,^2 trifft, welche, 
da Q(ß) hindurchgeht, mit ß  auf einer Geraden liegen. Die ganze oo2- 
Schaar der zur Gruppe (ß2, y i ,y2) corresidualen Gruppen von je 4 Punkten 
auf C' (ß 2), nämlich die von den co2 Geraden ausgeschnittenen Gruppen, 
müsste also auch von den C3 (a\ ■ • • a's) ausgeschnitten werden, wenn diese 
nicht zu C'(ß2) adjungirt wären. Aber au - ct'8 liegen nicht auf einem 
Kegelschnitt (wegen des ausgeschlossenen uneigentlichen Falls von 3), Nr. 1), 
die C3(aj • • -a'8) bilden daher nur eine oo‘-Schaar, müssen also alle durch 
ß  gehen.

(Oder: die beiden Punkte, in welchen C' ausser ß  und ctg von 
P  geschnitten sind, gehören zu einer oo‘-Schaar auf C'\ also geht durch 
a\--a9,ß  eine oo‘-Schaar von Curven 3ter Ordnung.)

Dasselbe folgt, indem man bemerkt, dass in Gleichung (6) von Nr. 1 
an Stelle von C die gc‘ Kegelschnitte aus der Schaar [«] treten können. 
Die Formeln (8) bis (14) von Nr. 1 lehren dabei den Uebergang von der 
auf zwei solche Kegelschnitte C.>,C2 bezüglichen Gleichung (8) oder

ßl— n  =  c2c:2,
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mittels (9), d. li., wenn ip3 eine durch die 4 Berührungspunkte von 
mit 12 gehende Curve 3ter Ordnung ist, mittels

B  2 J \ I \  i f  'a  —  C o  N i

zu der Gleichung (14) oder

wo
y i - M W = 0 ,  CT,, 

O, =  C', M\ —  2 B, Ml N, -\-C2N\,

eine Curve 4ter Ordnung mit Doppelpunkt in M, =  N, =  o. Nach den­
selben Formeln aber hat man, wenn man B2 durch B2 -f- /- C2, also C2 durch

K2 =  C2+ 2 X B 2 +  X2C2,
ip3 durch

ersetzt, wo
*3 =  c; m 1- b 2n 1:

, B 2C2 M 1 — Nl 2 
< //2 —  7 C  (74 =  „ '  z z z i M i + X N t f n ,

8 ‘ 4 C2B 2 l 1 v 1 1 ’

und man hat so oo1 Curven 3ter Ordnung y/3, durch die 8 Punkte ai'-a'e, 
in welchen 12 von Ci berührt wird, und durch den Punkt M x =  N x =  o.

Die Abbi l dungen  der 63 Curvenschaaren (?4, mit je einem schein­
baren Doppelpunkte, werden:

a) 0j,4,); Bild in Y : L4 (a2 a2 ■ ■ ■a7) , bez. Ls (a\ a\ ■ ■ ■ a%).
b) 4>{$u ; Bild in Y: L-0 (a\ a\ <4 a\ a-0 aQ a7) , bez. L-t (aj ■ ■ a\ a\ r/3 a\).
c) Bild in Y: L6(a\a2a\• • • a?), bez. X6(a,^o^-- a2).

In einer solchen oo5-Schaar mit der Charakteristik [«] sind ent­
halten: die zu [«] gehörigen oo1 Berührungskegelschnitte, verbunden mit 
den doppelt gezählten Geraden der Ebene (entsprechend dem Zerfallen 
von L  in X3(a, •••«;) und die bez. Schaar aus I von Nr. 3); ferner 12
oo 8-Schaaren von ungeraden berührenden (/>(3', verbunden mit je einer 
der 12 Doppeltangenten (ik), für welche (aik) ungerade ist; endlich
2-16 oo2-Schaaren von berührenden geraden <i>(3), mit je einem schein­
baren Doppelpunkte, verbunden mit je einer der 16 Doppeltangenten 
(ik), für welche (aik) gerade ist. So hat man als Bild der letzteren,
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wenn man [oe] =  [81] und (U*) =  (81) also (aik) =  (o) nimmt, die beiden 
Schaaren:

Lz (a\ a2 • • ■ a7) - L s und L4 (a* a2 • • • a7) ,
also Bilder von tS], verbunden mit der Schaar <P̂ ] aus a,) bez. a2) von
III, Nr. 3; und dieses zeigt zugleich, dass der Satz von III, Nr. 3 ein 
spezieller Fall des obigen in I dieser Nummer ist.

II. Berührungscurven mit je 2 scheinbaren Doppelpunkten.

Diese Curvenscliaaren, von der Mannigfaltigkeit oo4, lassen sich nach 
den Formeln (2) —  (6) von Nr. 1 aus Doppeltangentenpaaren C, mit je 
einem scheinbaren Schnittpunkt, ableiten. Sei

C =  £i • |2
ein solches Paar, so kann man in (2) Nr. 1 setzen:

P  =  (A0 £i —  A ,| 2)  D  - j -  K  • |x |2 , Q —  A0 - f -  At

wo I) irgend einen Kegelschnitt durch die 4 Berührungspunkte von |„ |2 
vorstellt, Denn (4) wird dann, wenn

Po =  G»i — ¿2) =  £1 ~f_ 2̂:

- j-  |a) (Ä0 £, A, £0) ---  D  (|j — i2) “1" *1 2̂) =  “ O’O ^l) ‘ !s2 '

Stellt man dann auch hier P' —  {)Q-£l =  o auf und bestimmt q so. 
dass diese Curve |, zum Factor hat, so wird sie, da sie in |, =  |2 =  o 
zwei zu P  =  0, Q =  0 harmonisch liegende Zweige hat, daselbst auch die 
Richtung von |2 haben, also wegen der 4 weiteren Schnittpunkte mit |2 =  0 

auch |2 zum Factor haben; so dass auch hier Gleichung (6) von Nr. 1 
gilt. Setzt man noch

LI =  D~ —  |j |2 Cg ,
so würde

F--Q*S2 =  SJ2-C',
wo

C' =  (A0 I, +  Aj i2y  c; +  (K  |2 +  2 A0 D) - (JT  ̂— 2 Aj D ),
mit scheinbaren Doppelpunkten in

A0 - f -  Aj $2 =  u , K $2 2 A0 D =  0 .

J



(127) 25

Man sieht zugleich aus dieser Ableitung:
Es g i b t  6-63 v e r s c h i e d e n e  U n t e r s c h a a r e n  0 (4) mi t  j e  2 

s c h e i n b a r e n  D o p p e l p u n k t e n .  Ei ne  s o l c h e  S c h a a r  hat  d i e  
M a n n i g f a l t i g k e i t  oo+ und  ist e i n e m  d e r  6 P a a r e  v o n  D o p p e l ­
t a n g e n t e n  z u g e o r d n e t ,  w e l c h e  in e i ne r  d e r  63 oo ' -Schaaren 
v o n  B e r ü h r u n g s k e g e l s c h n i t t e n  0 (2) e n t h a l t e n  sind.  Die 
8 B e r ü h r u n g s p u n k t e  e i n e r  s o l c h e n  C u r v e  0 (4) l i e g e n  mit  
den  b e i d e n  D o p p e l p u n k t e n  d i e s e r  C u r v e ,  mi t  de n  4 B e ­
r ü h r u n g s p u n k t e n  des z u g e o r d n e t e n  D o p p e l t a n g e n t e n p a a r s  
und mi t  d e m  S c h n i t t p u n k t  d i e s e s  Pa a r s  a u f  e i n e r  C u r v e  
3ter Or d n u n g .

Dasselbe ergibt sich aus den Abbildungen dieser oo4-Schaaren 0 (4):

a,) 0 (12; Bilder: L3 (a3 • • • a~), bez. L^(a\a\a\-• • a]), 

a2) 0 $ ;  Bilder: L-0 (a* a\ ax • • • a-), bez. L. (arx a\a3a\ • • a3) .

b) 08m Bilder: Lh(ax a\• • • af), bez. Z 7 («3 a2 «3 • • • a2) . 

c j  ; Bilder: L4(«j • • a4a\ ul) , bez. L9{a\- • «2«I«I«i), 

c2) 0^34 5 Bilder: L6 (a? a\ a3 a4 a\ a\ cä), bez. L6 (a, a2 «3 a3 a\ a\ a j),

mit den Vertauschungen von 1,2,•••7.

In a,) ist enthalten t81 -j- der oo3-Scliaar von ungeraden Berührungs- 
curven 0 ^ ;  ferner t82 -j- der oo3-Schaar von ungeraden Berührungscurven 
0 ^ ,  sowie tS] i82, verbunden mit den doppelt gezählten Geraden der Z- 
Ebene; dagegen die 16, nicht in [12] enthaltenen Doppeltangenten, ver­
bunden mit je einer der geraden oo2-Schaaren von Berührungscurven 0 (3) 
aus III, Nr. 3, die 10 übrigen Doppeltangenten nur wieder mit zerfallen­
den Curven verbunden. Aus der aus der Abbildung von a j  gefolgerten 
Thatsache. dass unter den Curven von a,) t8 1 , verbunden mit den dop­
pelten Geraden, vorkommt, scliliesst man ebenfalls auf die obigen Curven 
3tor Ordnung P , d. h. die aus der Abbildung hier folgenden Curven 0 (4) 
sind mit den aus den Doppeltangentenpaaren erschlossenen Curven
identisch.

Abb. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. I. Abtb. (17) 4
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III. Berührungscurven </>(4), mit je 3 scheinbaren Doppelpunkten.

Man hat folgende Schaaren mit ihren Abbildungen:

a,) Bilder: L2 (ax, a2) , bez. L^(a\a\a\ —  «t ) ,

a2) 0 ,2; Bilder: L4 (a, a2 a\ a\ ag), bez. L8 (a* a\ a\ d\ a\ a\ af) ,

a3) 0 ^ ;  Bilder: L6 (a3 a\ a23 • • • a*), bez. L& (ax a2al • • dl a*).

bi) 01234; Bilder: L:i(a]a&a6a7) , bez. L CJ(dfa\a*a\a\dlas7) ,

b2) 01 3̂4) Bilder: L 5(aia\ a\ % «6a3) , bez. L7 (a\ a\ a\ a\ a\ a\ a7) .

c i) ^ 8*1 > Bilder: (af a3 • • •a7) , bez. L8 (a{ «2 a\ ■ • -a8) ,
c2) 0g41); Bilder: L 6 (d\ a\ a\ a\ a-} a6 a7) , bez. L 6 (a\ a2 a3 a± a\ a\ ci~),

mit allen Vertauschungen von 1, • * - 7. Dies liefert aus a^, a>), a3) 1 —}- 10
4 - 5 =  16 oo3-Schaaren, die alle zur Gruppen-Charakteristik [ 12] gehören; 
denn in a,) z. B. ist enthalten: tl2, verbunden mit der oo2-Schaar 0 [,3) 
aus III, a,) von Nr. 3, mit dem Bild L x(ax a2)- L x; etc. Im Ganzen er­
geben sich so 16-63 S c h a a r e n ,  zu j e  16 de n  63 G r u p p e n c h a r a k ­
t e r i s t i k e n  z u g e o r d n e t .

In aj) sind wieder als Unterschaaren enthalten: die Curven mit den 
Abbildungen:

L 2 (ux d2 ci3), • • •, L 2 (ax ci2 ft;) , L x (cix c12) • L ] , 

d. h. die 6 Doppeltangenten

ai) ¿83» ¿841 ")  ¿87 J ¿12»
je verbunden mit einer oo2-Schaar von geraden 0 (3) aus III, Nr. 3. Diese 
6 Doppeltangenten sind in der [12] zugehörigen Kegelschnittschaar nicht 
enthalten, irgend drei von ihnen bilden eine „gerade“ Berührungscurve, 
und die Berührungspunkte aller 6 liegen auf einer Curve 3tcr Ordnung 
(da die Summe der 6 Charakteristiken von aj) = 0  ist). D en  16 d e r ­
a r t i g e n  S e c h s e r s y s t e m e n , 1) w e i c h e  zu [«] g e h ö r e n ,  s ind u n s e r e  
zu [a] g e h ö r i g e n  16 003- S c h a a r e n  e i n z e l n  z u g e o r d n e t .

1) Andere theilweise bekannte Eigenschaften dieser Sechsersysteme werden später (Nr. 5, XV  
und Nr. 7, II) erwähnt.
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Die Curven P  von (2) Nr. 1 liefern den Satz:
D u r c h  die 8 B e r ü h r u n g s p u n k t e  e i n e r  u n s e r e r  Cur ve n  

d u r c h  d e r e n  3 D o p p e l p u n k t e  und  d u r c h  d i e  2 B e r ü h r u n g s ­
p u n k t e  i r g e n d  e i n e r  d e r  D o p p e l t a n g e n t e n  des  z u g e h ö r i g e n  
S e c h s e r s y s t e m s  g e h e n  oo2 C u r v e n  4teI O r d n u n g ;  d u r c h  die  
e r s t e r e n  11 P u n k t e  u n d  d u r c h  d i e  4 B e r ü h r u n g s -  und den 
S c h n i t t p u n k t  z w e i e r  d i e s e r  6 D o p p e l t a n g e n t e n  oo1 C u r v e n  
4 ‘er O r d n u n g .

IV. Ungerade Berührungscurven mit je 2 scheinbaren Doppelpunkten.

Aus den 28 Doppeltangenten tik =  C($) =  o ergeben sich vermöge 
(2)— (6) von Nr. 1 für r =  1, d =  o, s =  3 ebenso viele Schaaren C' (£) =  o 
von Curven <f>§\ mit je zwei scheinbaren Doppelpunkten. Dabei wird 
P = o  in (5) eine oo7-Schaar von Curven 3ter Ordnung, welche 11 in einer 
V o l l s c h a a r  von Gruppen von je 10 Punkten schneiden. So berührt 
also unsere Schaar die Curve 11 in der Gesammtschaar von Gruppen 
von je 10 Punkten, welche zum System (ik) überhaupt gehören. Die 
Mannigfaltigkeit der Curvenschaar selbst aber wird oo8; denn ist

«Jo eine solche Gruppe von 10 Punkten auf 11, so wird man zunächst 
durch «i • • - cf',0 und die beiden Berührungspunkte von ta die eine der oo7 
Curven 3ter Ordnung, P  =  o, legen; sodann aber kann man für Q =  o von
(5) i r g e n d  eine der oo1 durch den dritten Schnittpunkt^ von P  =  o mit 
t.k gehenden Geraden wählen; man erhält so oo1 Curven 5ter Ordnung 
C' (!) =  o , welche alle 11 in a\, a2 ■ • • a'10 berühren, durch y  gehen und 
noch je 2 Doppelpunkte bez. in einem der co1 Punktpaare haben, in 
welchen P = o  von den oo1 Geraden Q =  o getroffen wird.

Die Bilder der Curvenschaaren ergeben sich aus den der ta, 
indem man das Bild eines doppelt gerechneten Kegelschnitts L9(afi---af)
hinzunimmt; also:

<f>$; Bild: (ax ao • • -fl2) , bez. L9 (a\ «jj • • • d̂ ).
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V. Gerade Berührungscurven </>(r,), mit je drei scheinbaren Doppelpunkten.

Diese Curvenschaaren ergeben sich e inzeln aus den unter III, Nr. 3 
angegebenen 8-36 oo2-Schaaren gerader 0 (3), indem man die letzteren 
in (2)— (6), Nr. 1 für C nimmt und daselbst r =  3, d =  1, 5 =  4 nimmt. 
Es gibt also auch 8-36  solcher Schaaren «#>(5), und jede erhält die 
Mannigfaltigkeit oo7, berührt also 12 in der zur betreffenden geraden 
Charakteristik gehörenden Vollschaar von Gruppen von je 10 Punkten. 
Ihre Bilder werden aus den 0 (ü) von III, Nr. 3 unter Hinzunahme des 
Bildes L3(a{ a~) einer doppelt gezählten Geraden erhalten; werden also:

a,) <f>(05); Bild: L4(a, • ■ • a7) , bez. L n (a\ • • • a7) , 
a2) 4>oä) j Bild: (a\ a l a ] ) , bez. Ls(a, a\• • • a7) .

I
bl) ^ 8123; Bild: L h(a\d¿4 a4 • ■ a7) , bez. L l0(a\ci\a\a\• -af) , 
b2) 0^^ ; Bild: Z 6 (a, a2 as a\ ■ -a7), bez. L9 (a\ a\ a\a*-- a3) , 
b3) 0 ^03; Bild: L 7 (a* al al a\ a\ a\ a7) , bez. LB{a\a\a\ a\a\a\ a*).

Da eine solche Schaar, wie die zugehörige 0 (3), einem 7-System von 
Doppeltangenten zugeordnet ist (III, Nr. 3), und 0 (3) in eine solche 
Gerade, verbunden mit oo' Kegelschnitten, zerfallen kann, so hat man noch: 

D u r c h  di e  10 B e r ü h r u n g s p u n k t e  e i n e r  u n s e r e r  C u r v e n  
0 (8), i hr e  3 D o p p e l p u n k t e  und  die  2 B e r ü h r u n g s p u n k t e  
i r g e n d  e i n e r  d e r  D o p p e l t a n g e n t e n  des  z u g e o r d n e t e n  7 - S y -  
s tems ,  ta, g e h e n  oo1 C u r v e n  4ter O r d n u n g ,  mi t  dem l e t z t e n  
B a s i s p u n k t  in e i n e m  S c h n i t t p u n k t  d e r  0 (5) mi t  der  ta.

VI. Ungerade Berührungscurven mit je 4 scheinbaren Doppelpunkten.

Nach der Abbildung hat man folgende co6-Schaaren:

a,) 0 (,o); Bild: L4(a\a3---a7),  bez. Ln(a\a\a\--- «*),
a2) 0 ^ ; Bild: Lh(a, a2a\• • a j), bez. L xo{a\ a\a\-ala?) , 
a3) 0 f2); Bild: L6(a\a\a\a\aha6a7) , bez. L9(a,ala\a\a\a\af),
a4) 0 (l2); Bild: L : (a3 a2 a* «4 • • a?), bez. £ 8 (aj a2 a3 a4 • -a3) .
b,) 0 '5,’ ; Bild: L h (a; a\a3 - a7) , bez. L l0(a? al a\ • • ai) , 
b2) 0§5}; Bild: X6(a3a\• • • a§) , bez. L9(a\a\-- a\a5),
b:i) 0 ^ ; Bild: L 7(afa.2asa4■ ■ a7) , bez. L8(a\a\a\«4••«;),
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mit den Vertauschungen von 1 ,■ - 7. Di es  g i b t  27 28 oo6-Schaaren,  
j e  zu 27 e i n e m  d e r  28 u n g e r a d e n  S y s t e m e  (ik) a n g e h ö r i g .

Die Zuordnung der einzelnen Schaaren zu Charakteristikengruppen 
ergibt sich aus den in jeder Schaar weiter enthaltenen Unterschaaren. 
In a j  ist enthalten als Bild :

Lo(az■■■a7) - L l (a2) - L\ (a2) ,

d. h. die Doppeltangente t12: welcher die Schaar zunächst zugeordnet 
ist, verbunden mit zwei Berührungskegelschnitten e i nes  Systems; ferner 
die Doppeltangente ¿81, verbunden mit der oo5-Schaar von [82] zugeord­
neten Berührungscurven 0 (4) aus I dieser Nummer; die übrigen in der 
Gruppe (12) -\- (81) =  [82] enthaltenen 10 Doppeltangenten nur je mit 
Curvenschaaren 0 (4) aus II, Nr. 5, die letzten 16 Doppeltangenten je mit 
Schaaren 0 (4) aus III, Nr. 5 verbunden. Somit unterscheiden sich die 
(¿¿) zugehörigen 27 Unterschaaren 0 (6) nach den 27 von tik verschiedenen 
Doppeltangenten,, indem in einer solchen Schaar immer nur eine dieser 
27 Doppeltangenten mit einer 0 (4) aus I, Nr. 5 verbunden vorkommt.

Dies liefert auch die Abbildung unserer Schaaren nach Nr. 1. Für 
a,) gehe man zu dem Zweck in Nr. 1 aus von

C (£ )= t8 r ^ ,

wo ein [82] angehöriger Berührungskegelschnitt ist (mit dem Bilde
av * L x (cti) ) , und betrachte also die be i den  Schnittpunkte von ¿8, mit 0 (|2) 
als scheinbare Doppelpunkte ß x, ß 2 von C. Die Curven 4ter Ordnung, 
P =  o, von (2) Nr. 1, treffen dann nur 0 ^  in °°2 Gruppen von je 2 
beweglichen Punkten; den durch /?, und ß 2 gehenden Kegelschnitten Q, 
welche diese Gruppen ebenfalls ausschneiden, kann man also noch vor­
schreiben, dass in ß x die Richtungen von P, Q harmonisch liegen zu denen 
von C. Dann folgt aber Gleichung (6) von Nr. 1, und damit in den C  
die gesuchte oo6-Schaar von 0 (,ö2). Die  v i e r  D o p p e l p u n k t e  e i n e r  
s o l c h e n  C u r v e  l i e g e n  m i t  ßi,ß.2 und  mi t  z w e i e n  d e r  S c h n i t t ­
p u n k t e  d e r  C u r v e  m i t  0 $  a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t ;  i h r e  
10 B e r ü h r u n g s p u n k t e ,  i h r e  4 D o p p e l p u n k t e  und d i e  z we i  
B e r ü h r u n g s p u n k t e  v o n  t8l b i l d e n  d i e  16 B a s i s p u n k t e  e i n e s  
B ü s c h e l s  v o n  C u r v e n  4tor Or d nung .
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VII. Gerade Bertihrungscurven 0 (5\ mit je 5 scheinbaren Doppelpunkten.

Man gehe in Nr. 1 für die Curve C von einer aus drei Doppel­
tangenten ¿'j c2 bestehenden geraden Berührungscurve 0 (3) aus, mit
3 scheinbaren Doppelpunkten in deren Schnittpunkten ß xß2ß3 (z- B. von 
¿8i ¿82 ¿12 mit dem Bilde ax - a2 - L 2 (a3 ■ • • a-), zu (o) gehörig). Die Curven 
4ter Ordnung P = o  von (2) treffen C nur in festen Punkten; die durch 
ß n ß a ß s  gehenden Kegelschnitte Q von (3) kann man dann so bestimmen, 
dass die Richtungen von P, Q in ß 2 mit denen von $1?£g und in ß 3 mit 
denen von |,,|2 harmonisch liegen. Gibt man nun der Curve

P 2 —  (jQ2n  =  o

einen weiteren Punkt auf £,, so erhält sie nicht nur §13 sondern auch 
|2i3 zum Factor und es existirt also wieder Gleichung (6), womit in den 
C' eine oo5-Schaar der gesuchten Curven 0 (5) gefunden ist.

S o l c h e r  oo5- S c h a a r e n  e x i s t i r e n  a l s o  56-36,  j e  56 in der  
a l l g e m e i n e n ,  e i n e r  d e r  36 g e r a d e n  C h a r a k t e r i s t i k e n  (a) z u ­
g e o r d n e t e n  S c h a a r  v o n  D i e  56 S c h a a r e n  v o n  (a) s ind 
e i n z e l n  den 56 D o pp el tan ge  n t e n t r i p e l n  z u g e o r d n e t ,  w e l c h e  
in d e r  a l l g e m e i n e n  S c h a a r  d e r  0^3) e n t h a l t e n  sind.

Die  5 D o p p e l p u n k t e  e i n e r  0^5) l i e g e n  mi t  den  3 S c h n i t t ­
p u n k t e n  des  z u g e h ö r i g e n  D o p p e l t a n g e n t e n  t r i p e l s a u f  ei ne in 
K e g e l s c h n i t t ;  d i e s e l b e n  8 P u n k t e ,  d i e  10 B e r ü h r u n g s p u n k t e  
d e r  0^5) und di e  6 B e r ü h r u n g s p u n k t e  des T r i p e l s  l i egen  z u ­
s a m m e n  a u f  e i n e r  Cur ve  4ter Ordnung .

Die Abbildung ergibt:
a,) 0[,5); Bild: Lb(a\-■ • ai), bez. Z 10(a\a\ a\ ■ • • as7) , zug. ^ ^ ¿ i 2>
a2) 0o5); Bild: Le(cft a2 a\ aA ■ ■ a-), bez. i 9(a] a\ a\a\ ■ •«*), zug. tl2t13t23.
bi) 012841 Bild: L3{ar-a4), bez. L ]2(a\- -a\a\ala?), zug. t8bt86t81,
b2) 0 1234; Bild: L i (a\a\abaüa~), bez. L u (a\a\a\a\a\a\a\), zug. t83¿84¿]2,
b3) 01234; Bild: L b{a\u2a3ai a\a£), bez. L xo(a\a\a\a\ala\a%), zug. t87ti5tX6,
b4) ^ (i284; Bild: L ü(alalalalala7), bez. X9(a\a\a|a\a\a%at) , zug. tsltv tb(i,
b5) 0 (i62)84 ; Bild: L6(af a\ a\ a\ ab a6a7) , bez. L 9(ax a\c^a\a\a\a\), zug. tl2tlstH,
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b6) 01234» Bild. L- (ß, • • ft4 a§(Iq) , bez. (a\ • ■ ft4 ft-a% ft-), zug. t8- tb-16- ,
b7) ^ 12841 Bild: L- {ax a2a\a\ a\a\ ft':), bez. i 8{a\ a\a\ a\ aba\ «!), zug. t12t3bti5,

mit den Vertauschungen von 1, • * * 7. In einer solchen oo5-Schaar ist 
besonders enthalten: irgend eine der drei Doppeltangenten des zugehörigen 
Tripels, verbunden mit einer entsprechenden Schaar von oo4 Curven 0 (4) 
aus II, Nr. 5.

VIII. Ungerade Berührungscurven <D(ä), mit je 6 scheinbaren Doppelpunkten.

Man hat die oo4-Schaaren:
ai) * 8 }
a2)
a3)
a4) 0 $
a5) *|? 
bi) *8> 
b2) 0 (i52)

b3) #1? 
b4) 0 (152) 
b5) 
b6)

Bild: L2 (ft,), bez. L i3 («} a\ —  afy,
Bild: La (ft, a\ a?3 ft4) , bez. L n(a\ a\ ßlj a\ a\ a\ a\),
Bild: Lb (ßf ft2 • • • ft7) , bez. Z ,0 (ft, ft4 —  ft4) ,
Bild: Z ö (ft, ft2 a\ • • al) , bez. Z 9 (ft{ ß2 ßg • • ftjj ai) ,
Bild: I/7 («} ft2 ftg ft® ft5 ft6 ft7) , bez. (ft, «2 a\ a\ a\ a\ ft4) .
Bild: L s (ft, ft2 ftg), bez. L l2 (ft{ ft2 ft3 a\ • • a%),
Bild: I>4 (ftg ft4 • • ft7) , bez. L x, (ftf «2 a\ «4 • • ß4) ,
Bild: L-0(a\a2a\a:\al), bez. L l0(a\a\a\a4a\a\ß7) ,
Bild: £ 6 (ß2 ß3 ß4 ßjj ß6 a7) , bez. Z 9 (ß® ß2 ß2 ft; ßjj ft}),
Bild: X7 («?ft2 ftg«4ft?ft2) , bez. Z 8(ft, ft|ft3ft4ßjjßjjß7),
Bild: X 7(ftfß2a'i■ • ß?), bez. i 8 (ß£ ßjj • • • ß?),

mit den Vertauschungen von 1, — 7. Dies sind 72 - 28  Schaaren, zu je 
72 in einem der 28 ungeraden Systeme («) enthalten.

In a,) mit dem Bild L 2(ß,), ist enthalten: 1) die Doppeltangente t8l, 
verbunden mit 2 Kegelschnitten eines Systems [81]; 2) irgend eine der
6 Doppeltangenten

¿82 > ¿83 ) ' ‘ ■ ¿87 5

verbunden mit einer oo3-Schaar von rationalen 0 (4) aus III, Nr. 5. Dieses 
Sechsersystem,  welchem unsere Unterschaar 0 $  aus (81) eindeutig zu­
geordnet ist, hat die Eigenschaft, mit t6, verbunden eines der 8-36 Aron-
hold’schen 7-Systeme von III, Nr. 3 zu liefern. Solcher 7-Systeme, welche

8 36 7*81 enthalten, gibt es in der That ’ 2g— =  72, nämlich je 2 unter den 8 
zu jeder der 36 geraden Charakteristiken gehörigen Systemen.
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Hiernach leitet man eine unserer Schaaren mittels Nr. 1 ab, indem 
man von einer Curve

C  =  ¿82 ¿83 ¿84 ¿85 '  ¿67

ausgeht, und in ihr die 6 gegenseitigen Schnittpunkte von f82, ¿83, t8i, ¿g5 
als scheinbare Doppelpunkte (ß i , -"  ße) betrachtet (r =  5, d =  6, 5 =  5), 
wodurch man unmittelbar zu (6J, Nr. 1 gelangt. Die 6 Doppelpunkte 
einer so abgeleiteten 0 ^  liegen mit den 6 Eckpunkten ß x • • • ß 6 des voll­
ständigen Yierseits ¿82¿s3¿84¿85 auf einer Curve 3ter Ordnung, die auch durch 
die 3 wirklichen Schnittpunkte von 0J }̂ ¿67 geht; und jene 15 Punkte, 
die 10 Berührungspunkte von 0 ^ , und die 10 Berührungspunkte von 
¿82 ¿83 ¿84 ¿85 ¿67 liegen auf einer Curve 5ter Ordnung.

IX. Berührungscurven <Z>(6), mit je 4 scheinbaren Doppelpunkten.

Man hat 63 verschiedene go 11-Schaaren, welche 12 in oc9 Gruppen 
von je 12 Punkten berühren, und welche sich aus den 63 co‘-Schaaren 
von 0 ,2) in I, Nr. 3, oder den 63 oo5-Schaaren von 0 (4) in I, Nr. 5 ein­
zeln nach Nr. 1 ergeben.

Die 12 Berührungspunkte und die 4 Doppelpunkte einer solchen 
0 (61 bilden die 16 Basispunkte eines Büschels von Curven 4ter Ordnung; 
dieselben 16 Punkte liegen mit den 8 Berührungspunkten einer zuge­
hörigen 0 l4) und deren Doppelpunkte auf einer Curve 5ter Ordnung, durch 
deren 10 weitere Schnittpunkte mit 0 (4) auch 0 t6) geht. Diese 10 Punkte 
und die 5 Doppelpunkte liegen auch auf einer Curve 3ter Ordnung.

Die .Abbildungen ergeben sich aus Nr. 3, I durch Zufügung von 
L 6(a\-••«?), zu
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c) 0 i2 ; Bild: L 9(a\a\a\“ ö?), bez. L 9(a[aia\--- a*).

X. 0 (6), mit je 5 scheinbaren Doppelpunkten.

Dieselben sind nach Nr. 1 abzuleiten aus Doppeltangentenpaaren, 
deren Schnittpunkt als scheinbarer Doppelpunkt betrachtet wird; die so 
entstehenden oc 10-Schaaren sind also einzeln den Schaaren 0 (4) von Nr. 5, II
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zugeordnet. Es gibt deren, wie dort. 6-63,  Die 12 Berührungspunkte 
einer solchen Curve 0 (6) und ihre 5 Doppelpunkte liegen mit den 4 Be­
rührungspunkten des zugehörigen Doppeltangentenpaars und dessen Schnitt­
punkt (und mit je einem Schnittpunkt der beiden Doppeltangenten mit 
0 (6)) auf einer Curve 4ter Ordnung, mit den 8 Berührungspunkten einer 
zugehörigen 0 ,4) von II Nr. 5 und deren 2 Doppelpunkten auf einer 
Curve 5ter Ordnung. Die Berührungsgruppen einer oo,0-Schaar von <frw 
auf i l  bilden eine oo9-Vollschaar.

Die Abbildungen ergeben sich aus II, Nr. 5 durch Zufügung von 
L% («i • • « 7) zu

a j  0 $ ;  Bild: X 6(a, a2a\--- a- ) , bez. L 12(a]a\a\ - a4) ; etc.

XI. d>{6), mit je 6 scheinbaren Doppelpunkten.

Dieselben sind nach Nr. 1 einzeln den Schaaren 0 (4) von III, Nr. 5 
zugeordnet, bilden also 16-63 oo9-Schaaren, welche aber £1 in Voll- 
schaaren, je 16 in derselben Vollschaar, berühren. Durch die 12 Be­
rührungspunkte einer solchen Curve 0 (6), durch deren 6 Doppelpunkte, 
durch die 2 Berührungspunkte irgend einer der Doppeltangenten des 
zugehörigen Sechsersystems (s. Nr. 5, III) und durch einen Schnittpunkt 
derselben mit 0 (6) gehen oo2 Curven 5tor Ordnung.

Die Abbildungen erhält man aus III, Nr. 5 wieder durch Zufügung 
von L z («! ß2 • • • a-) zu

aO <f>n 5 Bild: Lb(ajal a3 • -a7) , bez. L n (a\a\dl-■ afy) etc.

XII. W6), mit je 7 scheinbaren Doppelpunkten.

Die Abbildung einer dieser oo8-Schaaren wird:

a,) 0gf; Bild: X4(a2< v -a7), bez. L u (a\a\- - .

Diese Schaar ist zunächst der Gruppe [81] zugehörig. Enthalten ist 
in ihr: 1) ¿81, verbunden mit einer oo7-Schaar von aus Nr- aiK
2) irgend eine der 6 Doppeltangenten

a j )  ^ 8 2  J ^ 8 3  5 ^ 8 7  >

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. I. Abth. (18) 5
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je  verbunden mit einer oo6-Schaar von 0 (5) aus Nr. 5, VI; 3) irgend eine 
der 6 Doppeltangenten

a i ) 1̂2 J 1̂8 J ' ' 1̂7 >

je  verbunden mit einer oo4-Schaar von 0 (5) aus Nr. 5, VIII. Dabei ist 
¿81 eine der 16 nicht in [81] enthaltenen Doppeltangenten; ai) und aj') 
sind die beiden Systeme von 6 Doppeltangenten, welche, mit i81 verbunden, 
zu den 8 Aronhold’schen 7-Systemen gehören, die der geraden Charak­
teristik [81] -J- (81) =  (o) zugeordnet sind. Da aj) und aj') zu a,) sich 
ungleichartig verhalten, erhält man also, zu [81] gehörig, 16-2 Unter- 
schaaren. Im  Ga nz e n  g i b t  es 16 - 2 - 63  u n s e r e r  S c ha a r e n .

Man leitet eine solche Schaar nach Nr. 1 dadurch her, dass man 
von einer zerfallenden Curve 4ter Ordnung, C, mit 4 scheinbaren Doppel­
punkten ausgeht; nämlich für a^ von einer Doppeltangente ¿81, verbunden 
mit einer geraden Berührungscurve 0^3) mit einem scheinbaren Doppel­
punkte (Nr. 3, III), wobei auch die 3 Schnittpunkte von t8I mit </>o3) als 
scheinbare Doppelpunkte zu betrachten sind. Lässt man auch zer­
fallen in t82 und einen von den oo1 Berührungskegelschnitten [82], so folgt:

D ie  12 B e r ü h r u n g s p u n k t e  v o n  <f>$ aus a,) d i e s e r  N u m m e r  
l i e g e n  m i t  den 7 D o p p e l p u n k t e n  d i e s e r  C u r v e  auf  oo2 C u r v e n  
5ter O r d n u n g ;  mi t  d i e s e n ,  d e n  4 B e r ü h r u n g s p u n k t e n  und d e m  
S c h n i t t p u n k t e  v o n  ¿81, t62 u nd  m it e i n e m S c h n i t t p u n k t  vo n  
¿82 m i t  <i>8i a u f  oo1 C u r v e n  5ter O r d n u n g ;  d i e s e  2 P u n k t e  mi t  
j e n e n  7 D o p p e l p u n k t e n  a u f  oo1 C u r v e n  3ter Ordnung.

XIII. mit je 8 scheinbaren Doppelpunkten.

Die Abbildung einer dieser oo7-Schaaren ist:

08123; Bild: L4[a\a-a a6 a7) .
In derselben sind ausgezeichnet enthalten: t82 und ¿83, je verbunden 

mit einer oo6-Schaar von Curven 0 (5) aus VI, Nr. 5. Dies sind zwei in 
der Gruppe [8123] enthaltene Doppeltangenten, welche aber aus zwei 
verschiedenen der 6 Paare von [8123] genommen sind. Somit gibt es

innerhalb einer Gruppencharakteristik [a] —— -4 =  60 verschiedene unserer
¿J

Schaaren, im Ganzen 60-63 oo7- Sc haar e n .
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Um die obige Schaar mittels Nr. 1 abzuleiten, kann man von einer 
Curve

ausgehen, indem man die 5 gegenseitigen Schnittpunkte der 3 Curven, 
aus welchen C besteht, als scheinbare Doppelpunkte von C betrachtet:

D ie 12 B e r ü h r u n g s p u n k t e  einer  <#>(6), i hre  8 D o p p e l p u n k t e ,  
die 4 B e r ü h r u n g s p u n k t e  des z u g e h ö r i g e n  D o p p e l t a n g e n t e n -  
p a a r s  und d e s s e n  S c h n i t t p u n k t  b i l d e n  d i e  25 B a s i s p u n k t e  
e i n e s  B ü s c h e l s  v o n  C u r v e n  5ter O r d n u n g ;  d e r  l e t z t e r e  Punkt  
l i e g t  m i t  d e n  a c h t  D o p p e l p u n k t e n  d e r  <f>(6) a u f  o o 1 C u r v e n  
3ter O r d n u n g .

XIV. ®(6), mit je 9 scheinbaren Doppelpunkten.

Eine Schaar ist:
*̂ 12841 Bild: L 3(a5a6 a7).

In dieser oo6-Schaar ist ausgezeichnet enthalten: irgend eine der 
4 Doppeltangenten

¿81) ^82 5 ¿83 5 ¿81 5

je verbunden mit einer oo5-Schaar von Curven </>(5) aus VII, Nr. 5. Die 
4 Doppeltangenten bilden ein Quadrupel derart, dass keine derselben in 
der Gruppe [1234] vorkommt und irgend drei derselben eine gerade 
Berührungscurve </j(3) bilden. Solcher Quadrupel, [1234] zugeordnet, gibt
es 16 • loj_8 • 1 _  £g  g i b t  s o m i t  80 - 63  g l e i c h b e r e c h t i g t e

1 • 2 • 3 • 4
u n s e r e r  co6- S c h a a r e n  0 (6).

Mittels Nr. 1 lässt sich eine solche Schaar aus dem zugehörigen 
Quadrupel als Curve C ableiten, indem man deren 6 gegenseitige Schnitt­
punkte als scheinbare Doppelpunkte von C betrachtet:

D ie  12 B e r ü h r u n g s p u n k t e  e i n e r  <7>(6), i h r e  9 D o p p e l p u n k t e ,  
d i e  6 E c k p u n k t e  des aus dem z u g e h ö r i g e n  Q u a d r u p e l  g e ­
b i l d e t e n  V i e r s e i t s  und di e  8 B e r ü h r u n g s p u n k t e  d i e s e s  V i e r -  
s e i t s  l i e g e n  auf  e i ne r  Cur ve  5tcr O r d n u n g ;  d i e  9 D o p p e l ­
p u n k t e  mi t  j e n e n  6 E c k p u n k t e n  a u f  e i ne r  C u r v e  3tor O r d ­
nung.
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XV. </H6), mit je 10 scheinbaren Doppelpunkten.

Eine oo5-Schaar ist:
; Bild: L s(axaf).

Dieselbe enthält besonders: irgend eine der Doppeltangenten

¿83 > ¿84 5 ¿85 5 ¿86 ? ¿87 5 ¿12 J

je  verbunden mit einer oo4-Schaar von </>(5) aus VIII, Nr. 5. Die 6 Doppel­
tangenten, denen unsere Schaar, nach [81], weiter eindeutig zugeordnet 
ist, bilden eines der in III, Nr. 5 besprochenen S e c h s e r s y s t e m e .  Es 
gibt eine einzige Gruppe, [12], welche keine der Doppeltangenten des 
Sechsersystems enthält; aber zwei verschiedene Gruppen, nämlich ausser 
[81] auch [82], welche alle 6 Linien des Systems enthalten. Zur Gruppe 
[81] existiren aber 32 verschiedene Gruppen, welche zu [81] in analoger 
Beziehung stehen, wie [82].

S o m i t  g i b t  es 3 2 - 6 3  u n s e r e r  oo5 - Sch a ar e n.
Zur Ableitung einer Schaar nach Nr. 1 kann man ausgehen von 

einer Curve
C  —  ¿82 ¿83 ¿84 ¿85 ¿86 ¿87 5

indem man die 10 Ecken des aus t83---t81 gebildeten vollständigen 5-Seits 
als scheinbare Doppelpunkte von C betrachtet:

Du r c h  die 12 Berührungspunkte  und die 10 Doppe l punkt e  
einer  sowie durch  die 8 Berührungspunkte  von vier Linien 
des zugehör i gen  Sechsersystems und deren 6 Schni t tpunkte  gehen 
oo 1 Curven 6ter Ordnung;  durch diese 6 Punkte  und j ene  10 D o p p e l ­
punkte oo1 Curven 4tcr Ordnung.

6. Uiieigentliche Beriilmmgsscliaaren.
I. Die uneigentliclien, zu [o] gehörenden Berührungscurven sind nur 

solche von gerader Ordnung, welche vermöge _Q4 =  o durch doppelt ge­
zählte Curven ersetzt werden können. Indessen gibt es doch darunter 
ausgezeichnete Schaaren, auf welche ebenfalls die Betrachtungen von 
Nr. 1 Anwendung finden, und welche der Vollständigkeit halber für ¥̂ 4) 
und V̂ 61 aufgezählt werden sollen.
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A. Als lF(0i] hat man so zunächst die Gesammtheit von oo6 Berührungs- 
curven 4ter Ordnung:

d  —  U 2 =  o ,

ohne scheinbare Doppelpunkte; abgebildet durch L 6(a\- ■ • af); irgend zwei 
der Curven treffen sich in 8 wirklichen und 8 scheinbaren Schnittpunkten, 
die je auf einem Kegelschnitt liegen.

B. Darin enthalten sind 63 Unterschaaren, von der Mannigfaltig­
keit oo3, von denen jede Schaar 11 so berührt, wie die Paare der Kegel­
schnitte eines Gruppensystems [«]. Nimmt man in einem solchen Paar 
statt eines der Kegelschnitte den mit ihm im ändern Blatte vereinigt 
liegenden, so erhält man e i ne  oo2- S c h a a r  v o n  j e  aus z w e i  
K e g e l s c h n i t t e n  e i ne s  G r u p p e n s y s t e m s  [«] b e s t e h e n d ,  d i e  
s i c h  in 4 s c h e i n b a r e n  S c h n i t t p u n k t e n  t r e f f e n ,  also oo2 ¥̂ 4) 
m i t  j e  4 s c h e i n b a r e n  D o p p e l p u n k t e n .  Solcher quadratischer oo2- 
Schaaren gibt es 63; die Berührungsgruppen einer Schaar, einfach ge­
nommen, bilden eine lineare ar-Schaar auf 11. Die Bilder der 63 Schaaren 
sind:

a) Pbßi> Bild: ¿ 2(af), bez. L l0(a\a\• • a4) .
b) 2345 Bild: LA{a\••»!), bez. L s(af -a\a\ a\ a47) .
c) : Bild: L 6 (a* (q ■ • • a~), bez. L 6 (a\

Ist für das System: [a]:

C2a — Bl =  ! i , 

wo C2,Co,B2 Kegelschnitte sind, so wird 

(C2 -(- 2 /  Bo -f- A Co) (Co 2 u Bo -j- //" C2) —  [C2 -{- (Ä f1) Bo -j- A /> C2~]~ =
= ( i - u y n .

Hier steht im ersten Term eine beliebige Curve der oo2-Schaar 
als deren Parameter Ä -j-a , lu  aufzufassen sind. Für tu =  — i  folgt 
daraus, dass d i e  4 S c h n i t t p u n k t e  v o n  C2 =  o, C2 =  o und d i e
4 B e r ü h r u n g s p u n k t e  i r g e n d  eines  z u m s e l b e n  S y s t e m g e ­
h ö r i g e n  K e g e l s c h n i t t s  C o 2 /.B 2 -J- >.2C2 =  o a u f e inem K e g e l ­
s c h n i t t  l i egen .  Dieser bekannte Satz l) ergibt sich auch als specieller

1) Ein specieller Fall desselben findet sich zuerst bei Hesse, G'r. J. 49, p. 300.
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Fall unserer Betrachtungen von Nr. 1, angewandt auf zwei Curven iF£i) 
einer Schaar, da man aus denselben unmittelbar schliesst:

D ie  8 Be r üh r u n g s p u n kt e  und 4 S c h n i t t p u n k t e  i r g e n d  
z w e i e r  K e g e l s c h n i t t e  e i n e s  S y s t e m s  [a] b i l d e n  mit  den  4 B e ­
r ü h r  u n g s p  u nk t en i r g e n d  e i n e s  d r i t t e n  K e g e l s c h n i t t s  aus
[a] die Bas i spunkte  e i n e s  B ü s c h e l s  v o n  Curven  4ter Or d n u n g .  
Man hat zu jenem Zweck nur zu beachten, dass die genannten 8 Be­
rührungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen.

C. Als W[q] hat man zuerst die Gesammtheit der oo12 Curven

d - Q i n  =  o

mit je drei scheinbaren Doppelpunkten, abgebildet durch L9(a3---a3).
D. Sodann hat man 28 verschiedene oo9-Schaaren von Curven 

einzeln zugeordnet, ausser [o], den 28 ungeraden Charakteristiken (ot). 
Jede Curve hat 6 scheinbare Doppelpunkte. Die Abbildungen der Schaaren 
sind:

a) ^ 68i; Bild: Lq («*••• a%), bez. L n (a® a\"-a7).
b) Bild: Lg(a\a\a\ • • a%) r bez. L lQ{a\a\a\-- a*).

Diese 28 Schaaren sind einzeln auf die 28 Schaaren von ungeraden 
aus II, Nr. 3 derartig zu beziehen, dass je zwei Curven aus e i ner  

Schaar <P{® auch eine Curve der entsprechenden bilden. Daher Lässt 
sich eine Schaar auch aus einer Curve 4ter Ordnung 0 (3) -t , wo to,a °  a a 1 a
die zu (a) gehörige Doppeltangente ist, nach Nr. 1 ableiten, indem man 
die 3 Schnittpunkte von t mit l/j[3) als scheinbare Doppelpunkte von

• t betrachtet.a a
Die 12 B erührungs- und 6 Doppelpunkte  von *F(06)a l iegen mit 

den 8 Berührungspunkten von ■ ta und den drei  Schnittpunkten 
von t mit </>(3) auf einer Curve 5 fer Ordnung. Die letzteren 3 Punktea a °
l i e g e n  m i t  den 6 D o p p e l p u n k t e n  v o n  W^]a a u f  e i n e r  Cur ve  
3ter Ordnung,  diese 6 Punkte daher auf  einem Kegelschnitt .

Durch die genannten 12 -f- 6 Punkte von W{*]u und die zwei Be­
rührungspunkte von ta gehen oo3 Curven 5 ter Ordnung; diese 2 0  Punkte 
bilden also den vollständigen Schnitt einer Curve 4ter und 5 ter Ordnung. 
Und da die ersten 12 Punkte auf einer Curve 3ter Ordnung liegen, so



folgt: der Kegel schni t t  durch die 6 Doppe l punkt e  von geht  
auch durch die beiden Berührungspunkt e  von ta.

Analytisch sei

C = t a# » = K l - n ;

so ist in Nr. 1 zu setzen

r =  4, d =  3, s =  o ,
und

P = K 2 (ta S2 +  X # » )  +  K x ■ C, Q = t a S2 —  1 0(8) f

wo K ijS2 willkürliche Functionen ersten und zweiten Grads. Dann folgt
(6), wo

C'=(ta S2 +  >. <t*«f +  2 K ,K ,(ta Ü, +  X </•«>) +  K l  C + 4 k S t 11.

Für die 6 Doppelpunkte von C' wird P =  o, Q =  o, ohne dass ta 
oder S2 =  o dafür o wäre; daher folgt dafür

2 /. Ii2 -\-ta Ky =  o ,

ein auch durch die beiden Berührungspunkte ta =  o, K2 =  o von tu gehender 
Kegelschnitt.

E. Ferner hat man 63 verschiedene oo8-Schaaren von Curven iPjf’ 
mit je 7 scheinbaren Doppelpunkten; einzeln nach [<?], den 63 Gruppen­
charakteristiken [a] zugeordnet; mit den Abbildungen:

a) Bild: L5(af a2---a7), bez. L lz(a\a\•••«£).
b) ^o,i284; Bild: L 7 (a? •• a* a5 a6a7) , bez. L u (a? • • a\ a\a\ af).
c) i © ; ßild: L9(a\a2a\---a7) , bez. L 9(ax a% • • • aj).

In einer solchen a>8-Schaar VÄ06)a sind enthalten: die doppeltgezählten 
Geraden, verbunden mit der vorher genannten oo2-Schaar von WjfK die

v y
aus Kegelschnittpaaren [«] besteht. Die ganze Schaar lässt sich also 
aus nach Nr. 1 ableiten, für r =  4, d =  4, s =  5:

D ie  12 B e r ü h r u n g s -  und 7 D o p p e l p u n k t e  e i n e r  ¥** l i e g e n  
mi t  den  8 B e r ü h r u n g s -  und  4 S c h n i t t p u n k t e n  i r g e n d  z w e i e r  
K e g e l s c h n i t t e  des  S y s t e ms  [«] a u f  e i n e r  C u r v e  5ter O r d n u n g ,  
d i e s e  4 S c h n i t t p u n k t e  mi t  j e n e n  7 D o p p e l p u n k t e n  a u f  e i n e r  
C u r v e 3ter O r d n u n g .

(141)  • 39
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F. Endlich gibt es 8 - 36  verschiedene oc5-Schaaren von Curven l/J'̂  
mit je 10 scheinbaren Doppelpunkten; einzeln den 8 - 36  Aronhold’schen 
7-Systemen von Doppeltangenten zuzuordnen. Die Bilder sind:

a,) iPjg; Bild: L .2, bez. L w(a?• • • a?),
ao) yffi; Bild: L8(a®a\--- äf) , bez. L l0(a\, •••«*).
b,) Bild: X4(a*a\ , bez. £ 14( « { 4 «Ja®• -af),
b2) ^ 128; Bild: Z 6 (at «4 ••«?), bez. L x2 («? a® a!j a4 • • a4) ,
b3) ô?8i23 5 Bild: L 8(a\d2a\ci\a\aj), bez. L lQ{a\a\a\(%a\a\<$).

Als ausgezeichnet treten in einer solchen Schaar auf: die in 
irgend 2 Curven der zugeordneten Schaar <#3) von Nr. 3, III zerfallenden 
Curven; solche zwei Curven haben 8 scheinbare Schnittpunkte, welche 
mit den beiden Doppelpunkten der beiden </>(a3) zusammen die 10 schein­
baren Doppelpunkte der speciellen bilden:

D ie 12 B e r ü l i r u n g s -  und 10 D o p p e l p u n k t e  e i n e r  Curve  
W™ l i e g e n  mi t  den 6 B e r ü l i r u n g s -  und dem D o p p e l p u n k t e  
e i n e r  z u g e o r d n e t e n  fP{3) ( von  III, Nr. 3) und m it 2 S c h n i t t ­
p u n k t e n  der  ¥ 6̂) a u f  co2 C u r v e n  6ter O r d n u n g ;  j ene  221 a * 0,a ö * J
P u n k t e  mi t  d e n  2 B e r ü h r u n g s p u n k t e n  i r g e n d  e i ner  der
7 D o p p e l t a n g e n t e n  des z u g e o r d n e t e n  7-Systems auf  oo4 Curven 
6ter Or dnung .

II. Zu uneigentlichen Berührungsschaaren mögen wir auch solche 
rechnen, welche zwar nicht zu [o], sondern zu einem der übrigen Charakteri­
stikensysteme gehören, aber doch nur aus Curven bestehen, die alle zer­
fallen. Von den Curven <i>(®} treten als solche Schaaren noch auf:

Die 63 oo3-Schaaren deren Curven aus je 3 Kegelschnitten einer 
oo‘ -Schaar [«] bestehen, den 63 verschiedenen [«] zugeordnet; Curven 
mit je 12 scheinbaren Doppelpunkten. Die Abbildungen sind:

a) ; Bild: X3(a\), bez. L u (a?a\ • • • a?) ,
b) </>(i234; Bild: L6(tz3--a4), bez. L l2(a\-■ d\ala\a]).
c) ; Bild: (a® • • • a-7) , bez. L9 (a\ a\ • • -a3) .

D ie  12 B e r ü h r u n g s  - und 12 g e g e n s e i t i g e n  S c h n i t t p u n k t e  
v o n  i r g e n d  dre i  K e g e l s c h n i t t e n  e i nes  Systems [a] l i e g e n  
mi t  den 4 B e r ü h r u n g s p u n k t e n  i r g e n d  e i nes  v i e r t e n  K e g e l ­
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s c h n i t t e  d e s s e l b e n  Sys t ems  [ « ]  a u f  oo2 C u r v e n  6ter O r d n u n g ,  
m i t  de n  8 B e r ü h r u n g s -  und 4 S c h n i t t p u n k t e n  i r g e n d  z w e i e r  
K e g e l s c h n i t t e  von  [ « ]  a u f  o o 1 C u r v e n  6teI O r d n u n g ,  mi t  den
12 B e r ü h r u n g s -  und 12 S c h n i t t p u n k t e n  i r g e n d  d r e i e r  K e g e l ­
s c h n i t t e  v o n  [«] a u f  e i n e r  Cur v e  6ter Ordnung .  Di e  ^ S c h n i t t ­
p u n k t e  v o n  i r g e n d  d r e i e n  der  K e g e l s c h n i t t e  aus [a] b i l d e n  
mit den 4 Schni t tpunkten von i rgend zweien der Kege l s c hni t t e  
aus [ « ]  die B a s i s p u n k t e  von o o 1 C u r v e n  4ter Or dnung ,  und l i e ge n  
mi t  den 12 S c h n i t t p u n k t e n  v o n  i r g e n d  dre i  ä n d e r n  der  
K e g e l s c h n i t t e  [«] a u f  e i n e r  C u r v e  4ter Or d nung .

7. Specielle Sclinittpiiiiktsiitze.

I. Die Betrachtungen von Nr. 3 führen, nach Nr. 1, nur auf be­
kanntere Schnittpunktsätze. Nimmt man zuerst in Nr. 1: r =  1, s =  2 
und lässt die Curve C[ bez. C2j von (15) Nr. 1 in je 3 Doppeltangenten 
zerfallen, so hat man nach den dortigen Sätzen oder dieser Gleichung (15): 
von den 9 Schnittpunkten von C\ mit C2 sind 6 scheinbare auf einem 
Kegelschnitte, 3 wirkliche auf einer Geraden gelegen. Genaueres liefert 
die Abbildung in Nr. 3, II:

Es gibt (5040) verschiedene 6-Systeme von ungeraden Charakteristiken

(«), (ß)\ («.), (/?,); («»), (ß2)
der Art, dass die Summe aller 6 zu o wird, die Summe von dreien aber
2 -4mal  ungerade, 2 • 6 mal gerade wird. Die geraden Combinationen 
seien hier:

(or/?«,)> («/?/?,), ( « /? « 2), ( a ß ß 2)) («,/?!«), («i /?,/?), 

die ungeraden:
(ß cfj ofg), ( a a , / ? 2) ,  (<*/?! a2), {<*ß\ ßi)\

man theile die 6 Charakteristiken in 3 Paare, wie oben, was nur auf 
e i n e  Weise geht; d a n n  l i e g e n  d i e  3 S c h n i t t p u n k t e  von  ta m i t  
tß\ v o n  tai m i t  tßi; von  ta2 m i t  tßi a u f  e i n e r  G e r a d e n ,  d i e  6 
ü b r i g e n  S c h n i t t p u n k t e  der  be i den  p e r s p e c t i v i s c h e n  Dre i ecke

¿a ¿a2 > tß tß2 5
Abh. d. II. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. I. Abth. (19) 6



42 (144)

al so  von  ta m i t  tßltß2, von  t(li mi t  tßtß2, von  ta2 mi t  tßtßi, au f  
e i n e m K e g e l s c h n i t t .  (Hesse, Cr. J. Bd. 55.)

In dem obigen 6-System kann man die 2 ersten Paare willkürlich 
als 4 Doppeltangenten aus irgend einem Aronhold’schen 7-System wählen, 
wonach das dritte Paar bestimmt ist (Aronhold, a. c. 0.).

Nimmt man aber in Nr. 1 für C und C' zwei g e r a d e ,  in je 
3 Doppeltangenten zerfallende Berührungscurven aus e i n e r  Schaar von
III. Nr. 3, z. B. mit der vorstehenden Bedeutung die beiden Curven

C = t atßtai, C ' =  tßitaitßi,

so müssen die scheinbaren Doppelpunkte tu =  tß =. o von G, t(l2 =  tß2 =  o 
von C' und der wirkliche Schnittpunkt tUx =  tßi =  o von G mit C' auf 
einer Geraden liegen: was nur wieder der vorhergehende Satz ist. Aber 
es folgt weiter:

Die 12 B e r ü h r u n g s p u n k t e  unseres S y s t e ms  von 3 Doppel -  
t a n g e n t e n p a a r e n  l i e g e n  m i t  den 3 D o p p e l p u n k t e n  d i e s e r  
P a a r e  a u f  e i ne r  C u r v e  3ter O r d n u n g . 1)

II. Hat man ein Sechsersystem von Doppeltangenten der Art III, 
Nr. 5, nämlich

i ¿ci2>' * ‘ ¿«81

wo [«, a2 =  o und die Summe von irgend drei der 6 ungeraden 
Charakteristiken al ,- a6 gerade ist (es gibt 1008 solcher Systeme), so 
hat man für zwei Curven

C — ¿«2 ¿«3 5 C — ¿«4 ¿«5 ¿a6
eine Gleichung

C C ' - B 2 =  n - K ,

wo aber K  kein vollständiges Quadrat wird, weil G und G' nicht Curven 
e i n e r  Schaar von III, Nr. 3 sind. Da h e r  u m h ü l l e n  j e n e  6 D o p p e l ­
t a n g e n t e n  e i nen K e g e l s c h n i t t  K  (Hesse, Cr. J. 55); daraus folgt 
weiter nach einem bekannten Kegelschnittsatze, dass d i e  d r e i  E c k ­
p u n k t e  des D r e i e c k s  tUitaJtl8 mi t  den dre i  E c k p u n k t e n  des 
D r e i e c k s  taJUbtaa a u f  e i ne m K e g e l s c h n i t t  l i e ge n .

1) De Paolis, a. c. 0 . Nr. 41.
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Dasselbe scliliesst man auch aus Nr. 5, III, indem man diese Eck­
punkte je zu den 3 scheinbaren Doppelpunkten von zwei der dortigen 
rationalen Berührungscurven e i n e r  Schaar <Z>(4) nimmt. So wähle man 
etwa aus a,) III, Nr. 5 die beiden Curven

—  ¿83 ¿84 ¿85 '  ¿67 1 ^ 4  ~  ¿86 ¿87 ¿12 ' ¿67 5
wobei ¿67 und in beiden Blättern übereinanderlaufen; dann liegen die
3 Eckpunkte von ¿83̂ 84̂ 5 mit denen von t86t6-tV2 auf einem Kegelschnitt. 
Aber dieser Kegelschnitt geht auch durch die zwei wirklichen Schnitt­
punkte von C4 mit G[, welche hier in die von t67 mit t ‘61 übergehen, 
d. h. in die beiden Berührungspunkte der Doppeltangente t67. Verallge­
meinert man dieses, so lässt sich also der obige Satz von II dahin er­
gänzen :

Th e i l t  ma n  e in S e c h s e r s y s t e m  («,),•• -(ae) V0D 6 u n g e r a d e n  
Charakterist iken,  deren Summe =  o und d e r e n  C o m b i n a t i o n e n  
zu dre i  a l l e  g e r a d e  s i nd ,  i r g e n d  wi e  in z we i  T h e i l e

(«,), (a2), («3) ; (ß4), («5), (a6) ,

so g i b t  es nur  e i ne  u n g e r a d e  C h a r a k t e r i s t i k  («), w e l c h e  mi t  
i r g e n d  z w e i  C h a r a k t e r i s t i k e n  des e r s t e n  T h e i l s  o d e r  mi t  
i r g e n d  z w e i  d e s  z w e i t e n  T h e i l s  v e r b u n d e n  G e r a d e s ,  mi t  
i r g e n d  e i n e r  d e r  C h a r a k t e r i s t i k e n  des e r s t e n  und i r g e n d  
e i n e r  des z w e i t e n  T h e i l s  z u g l e i c h  v e r b u n d e n  U n g e r a d e s  
l i e f e r t .  D u r c h  di e  3 E c k p u n k t e  v o n  taita<1ta3 und die  3 E c k ­
p u n k t e  v o n  ¿«¡¿«„¿«6 g e h t  e in  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  auch durch 
d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  von  ta geht .

Durch dieselben 6 Punkte und durch die 12 Berührungspunkte der 
beiden Dreiecke geht auch eine Curve 4ter Ordnung, welche I24 in den 
beiden Berührungspunkten von ta berührt und welche an jeder der 
6 Ecken harmonisch läuft zu jenem Kegelschnitt und dem diese Ecke 
bildenden Doppeltangentenpaar.

Derselbe Satz ergibt sich endlich auch aus dem Satze von Nr. 6. I D, 
wenn man eine dortige 'P™ in eines unserer Sechsersysteme zerfallen 
lässt; etwa aus einer dortigen Schaar b) die Curve

¿83 ¿84 ¿85 ' ¿86 ¿87 ¿12

(145) 43

6*



44 (146)

herausnimmt, deren Bild wird:

III. Man lasse in III, Nr. 3 die gerade Curve in 3 Doppel­
tangenten zerfallen, so liefert der dortige Satz:

N i m m t  man i r g e n d  2 P a a r e  v o n  D o p p e l t a n g e n t e n

) tß I ) tß\ i
d e r a r t ,  dass

(er /? « , ) ,  { a ß ß i )
g e r a d e ,  a b e r

(«« ,/? ,) , (ß « iß ,)

u n g e r a d e  s ind,  so g e h e n  die  oo1 C u r v e n  3ter O r d n u n g ,  w e l c h e  
man d u r c h  die  8 B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  4 D o p p e l t a n g e n t e n  
l e g e n  kann ,  a u c h  d u r c h  den S c h n i t t p u n k t  v o n  ta mi t  iß.

Noch allgemeiner hat man nach dem Satze von Nr. 5, I:
Se i en  ta und tß i r g e n d  z we i  D o p p e l t a n g e n t e n ,  und 0 2) 

ein B e r ü h r u n g s k e g e l s c h n i t t ,  der  zu i r g e n d  e i n e r  G r u p p e  
[y] g e h ö r t ,  f ü r  w e l c h e

(y a) und (y ß)

u n g e r a d e  s ind und [ya ß ]  v e r s c h i e d e n  v o n  o; so g e h e n  di e  
oo 1 C u r v e n  3ter O r d n u n g ,  w e l c h e  man d u r c h  di e  8 B e r ü h r u n g s ­
p u n k t e  v o n  tu, tß, </><2) l e g e n  kann,  a u c h  d u r c h  den S c h n i t t ­
p u n k t  v o n  tu mi t  tß.

IV. Aus Nr. 3, III und Gleichung (6) von Nr. 1 folgt: V
S o l l e n  drei  G e r a d e ,  ta, tß, tai, e ine  g e r a d e  B e r ü h r u n g s -  

c u r v e  an e ine  C u r v e  4ter Or d n u ng ,  /24, b i l d e n ,  so k ö n n e n  d i e
3 -2  B e r ü h r u n g s p u n k t e  n i c h t  w i l l k ü r l i c h  a u f  d e n s e l b e n  a n ­
g e n o m m e n  w e r d e n ;  a b e r  es g e n ü g t ,  d u r c h  den S c h n i t t p u n k t  
S„ß v o n  ta und tß und d u r c h  e i nen  b e l i e b i g e n  P u n k t  SCh v on  

e i ne  C u r v e  3ter O r d n u n g  zu l e g e n ,  welche in Saß h a r m o n i s c h  
l ä u f t  zur  Ge r a d e n  (Saß SaJ und zum P a a r  ta tß, und für  die
6 P u n k t e  den w e i t e r e n  S c h n i t t  d i e s e r  C u r v e  3t<ir O r d n u n g  
mi t  tatßtUi zu nehmen.
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Der weitere Schnittpunkt von (S„ßSai) mit dieser Curve 3ter Ordnung, 
P  =  o, ist dann der Doppelpunkt einer Curve 3ter Ordnung, welche Llx in 
den weiteren 6 Schnittpunkten von 124 und P  berührt.

V. Aus Nr. 5, III entnimmt man:
a) Man h a b e  f ü n f  D o p p e l t a n g e n t e n

¿a j tß f ¿y > ¿<5 j ¿s
derart, wie

¿81? ¿82» ¿24 > ¿13 > ¿85)

n ä m l i c h  so,  dass
(aßy ) ,  (aßd),  (ade), (ßye) ,  (y <?«)

u n g e r a d e ,
(aßs),  (ayd), (ßy<?), (ays), (ßde),  ( a ß y  de)

aber  g e r a d e  s ind;  so g e h e n  d u r c h  d i e  10 B e r ü h r u n g s p u n k t e  
d e r s e l b e n  und  d u r c h  di e  3 S c h n i t t p u n k t e  v o n  ta mi t  t ß ,  von 
ta m i t  tY und v o n  tß  mi t  tf> c g 2 C u r v e n  4ter Or d n u n g .  (Auch nach 
Nr. 5, V.)

Ferner:
b) Sind 5 D o p p e l t a n g e n t e n

¿ a ' » ¿/i' j ¿ /  j ¿<5' j ¿e i

d e r a r t ,  dass
(d' t a ) ,  (<Ys ß'),  (<f e y )

u n g e r a d e ,  d i e  ü b r i g e n  C o m b i n a t i o n e n  zu 3 und  die  zu 5 g e ­
r a d e  s ind (wie te 5 , ¿s6, ¿87; t3i) ,  so g e h e n  d u r c h  die  10 B e ­
r ü h r u n g s p u n k t e  d e r s e l b e n  und  d u r c h  di e  E c k e n  de s  D r e i ­
ecks  (ta'tß’ t./) oo2 C u r v e n  4tcr O r d n u n g .

cj N i m m t  man 2-4 D o p p e l t a n g e n t e n

¿a> ¿/?> ¿y} ¿«'> ¿/f j ¿ /,  ¿¿'
d e r a r t  w i e

(«) =  (81), (/3) =  (82), y — (24), <i =  (13),
(«') =  (85), ((?) =  (86), /  =  (87), ^  =  (12),

so l i e g e n  d e r e n  16 B e r ü h r u n g s p u n k t e  m i t  den 3 S c h n i t t ­
p u n k t e n  ( t a t ß ) , ( ta ty ) .  ( t ß t s )  und den  E c k e n  des  D r e i e c k s  (¿«'¿^¿/) 
a u f e i n e r  C u r v e  4tor O r d n u n g .  Die l e t z t e n  3 E c k e n  l i e g e n



mit  den 5 aufe inander fo lgenden Ecken des unvol l ständigen Fünf -  
seits (tytatßtdts'ty) au f einem Kegelschnitt .

Der letzte Theil des Satzes ergibt sich auch aus Nr. 5, V, VII oder X.
d) Nimmt man aber 2-4 Doppel tangenten j ener  ersten Art:

¿81 ? ¿8 2 ) ¿24) ¿1 3 ) ¿86) ¿3 4 ) ¿8 3 ) ¿3 6 ;

so l iegen deren 16 Berührungspunkte  mit den 6 Schnittpunkten
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auf  einer Curve 4ter Ordnung; und die 8 aufeinanderfolgenden 
Ecken des unvol l ständigen Achtseits

au f einem Kegelschni t t  (das Achtseit ist dadurch ausgezeichnet, dass je 
drei aufeinanderfolgende Linien zusammen eine u n g e r a d e  Berührungs- 
curve 3ter Ordnung bilden, zugehörig zu einer im Achtseit nicht vor­
kommenden Doppeltangente).

e) V on  6 D o p p e l t a n g e n t e n  d e r  Ar t :

¿8 1 ) ¿82 5 ¿2 4 ) ¿13) ¿85 ) ¿86

l i egen die 12 Berührungspunkte  mit  den 4 Schnittpunkten

(¿31 ¿82)  ? (¿81 ¿¿4 ) )  (¿82 ¿ 13) )  (¿85 ¿8ö)

auf  oo1 Curven 4ter Ordnung. Ebenso l iegen die 12 Berührungs­
punkte der 6 Doppel tangenten der Art

¿85) ¿86) ¿87 ? ¿12) ¿81? ¿82

mit  den 4 Schnittpunkten

(¿85  ^86 )> (¿85 ¿87)  ? (¿86 ¿87) ?  (¿81 ¿8 ’ )

auf  oo1 Curven 4ter Ordnung (auch nach § 5, VI, zu schliessen).
VI. Aus Nr. 5, V folgt, indem man zwei Curven einer Schaar in je

5 Doppeltangenten zerfallen lässt:
10 Doppel tangenten der Art:

¿81? ¿82? ¿24? ¿13? ¿34? ¿86? ¿87? ¿27? ¿16? ¿12

h a b e n  d i e  E i g e n s c h a f t ,  dass  f o l g e n d e  15 S c h n i t t p u n k t e  (je
3 auf  e i n e r  d e r s e l b e n )



(¿81 ¿82)  3 (¿81 ¿24 )  3 (¿81 ¿ I ß )  3 (¿82 ¿ i s )  3 (¿82 ¿ 27)  >
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a u f  e i n e r  C u r v e  3ter O r d n u n g  l i e g e n .  D i e s e l b e n  15 P u n k t e  
l i egen mit  den 20 Berührungspunkten der 10 Doppe l tangenten 
au f  e i ne r  C u r v e  5ter Or d n u n g .

VII. Aus Nr. 5, VIII erhält man, indem man die beiden Curven 
einer Schaar

¿813 ¿82 3 ¿833 ¿813 ¿67 3 ¿85 3 ¿86 3 ¿87 3 ¿56 3 ¿57

betrachtet, folgenden sich auf 2 Aronhold’sche Systeme mit denselben
4 Doppeltangenten beziehenden Satz:

a) Die 6 E c k e n  des  v o l l s t ä n d i g e n  V i e r  sei  ts (¿8i ¿82 ¿S3 ¿st) 
l i e g e n  m i t  den 6 E c k e n  der  b e i d e n  D r e i e c k e  (t8bt86t81) und  
( ¿ 6 7 ¿ 5 7 ¿5e) u n d m i t  d e n  3 S c h n i t t p u n k t e n

(¿85 ¿67)  3 (¿8 6  ¿57 )  3 (¿87 ¿5 ö ) 3

auf  e i n e r  C u r v e  3ter O r d n u n g ;  d i e s e  15 P u n k t e  mit  den 20 B e ­
r ü h r u n g s p u n k t e n  der  10 D o p p e l t a n g e n t e n  auf  e i n e r  Cur ve  
5t« O r d n u n g .

(Die beiden Dreiecke und die genannten 3 Schnittpunkte begründen 
gerade eine bekannte Grassmann’sche Erzeugung der Curve 3ter Ordnung.)

b) V on  den  8 D o p p e l t a n g e n t e n

¿813 ¿82 3 ¿83 3 ¿85 3 ¿8 6 ; ¿87 3 ¿56 3 ¿57

l i e g e n  d i e  3 E c k e n  des e r s t en  D r e i e c k s  mi t  den 6 S c h n i t t ­
p u n k t e n

(¿85 ¿8ö) 3 (¿85  ¿87)  3 (¿86 ¿87)  3 (¿86 ¿57 )  3 (¿87 ¿5ö) 3 (¿56 ¿5 ? )

auf  o o 1 C u r v e n  3ter O r d n u n g ;  d i es e  9 P u n k t e  m i t  den  16 B e ­
r ü h r u n g s p u n k t e n  der  8 L i n i e n  a u f  o o 1 C u r v e n  5 ter Or d nung .

c) D e r s e l b e  Satz  g i l t ,  wenn  man s tat t  d e r  L i n i e  tb6 die 
L i n i e  t{6 s e t z t  und s t a t t  d e r  l e t z t e n  z w e i  S c h n i t t p u n k t e :

(¿85 ¿4ö) 3 (¿87 ¿4ß) •
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d) D e r s e l b e  Satz  g i l t  a u c h  f ür  d i e  8 D o p p e l t a n g e n t e n  
d e r  Ar t :

¿8 1 ) ¿8 2 ) ¿13 ) ¿12 ) ¿2 4 ) ¿8 6 ) ¿37 ) ¿87)

w e n n  m a n  d i e  9 S c h n i t t p u n k t e  n i m m t :

wie auch aus Y, c) dieser Nummer folgt.

e) Aus Nr. 5, XII oder XIV, als Ergänzung von a):
D e r s e l b e  S a t z  b) g i b t  a u c h  f ü r  d i e  8 D o p p e l t a n g e n t e n  

d e r  A r t :
¿81 y ¿82? ¿8 3 ) ¿84) ¿85 ) ¿86) ¿57 ) ¿56)

wenn man als 9 Schni t tpunkt e  die 6 Ecken des vo l l s tändi gen 
Viersei ts  (t81 ts2¿83¿84) und die drei  Punkte

n i m m t.
Derselbe Satz liesse sich noch für verschiedene anderartige Combi- 

nationen von 8 Doppeltangenten, als b) -e). aussprechen, wie viele Fälle 
von Nr. 5 und Nr. 6 durch geeignete Spezialisirung zeigen.

VIII. Man lasse in Nr. 6, I, F. eine der Curven 6tor Ordnung Wfi* in 
eines der Se chs e rs ys t e me  von Nr. 5, III:

¿8 3 ) ¿84 ) ¿8 5 ) ¿8 6 ) ¿8 7 ) ¿12

zerfallen; eine zweite Curve derselben Schaar in

¿81 ) ¿8 2 ) ¿12)

verbunden mit einer oc-’-Schaar von </>(3) aus Nr. 3, III; so ergibt sich: 
D ie  10 Ecken  des vo l l s t änd i g e n  Fünfsei ts  (¿83 t84 • • ¿87) l i egen 

mit dem S c hn i t t p unkt  (¿^¿82) und m it den beiden B e r ü h r u n g s ­
punkten  von tl2 mi t  124 auf  oo~ Curven 4ter Ordnung.  F o l g l i c h  gehen 
auch dur c h  die  6 E c k e n  des v o l l s t ä n d i g e n  Viersei ts  (¿83¿84¿85tH6). 
d u r c h  den S c h n i t t p u n k t  (^ ¿ 82) und dur c h  die  beiden Be r ü h r u n g s ­
p u n k t e  von tx2 oo] Curven 3ter Ordnung.

Diese Beispiele mögen genügen, um die leichte und noch weit aus­
zudehnende Anwendbarkeit unserer Methode aufzuweisen.



Noether, M., zur Theorie der Beriihnmgsciirven der ebenen
Curve vierter Ordnung. München, 1889. Franz in Coinm. (48 S.
4.) c4C. 1, 50.

©eit 9Seröffentiicf)img ber Arbeiten tion |>effe unb Steiner 
im 49. unb 55. Öanbe be§ ©relle’fcfjen Journals finb bie aCC- 
gemeinsten quabratifdfjen ©tyfteme üott ©urüen »ter Orbnung, 
meidje eine gegebene ebene ©urüe öierter Drbnung s i au allen 
©d&nittfteffen iu erfter Drbnung berühren, ©egenftanb ber 
Untersuchung tierjßjiebener ©eometer gemefen. £vu3bcfonbere

f;at teiebfefj im britten iöanbe ber 9Jiatfjematifc§eu Sinnaten be* 
äüglicfj ber ©latente foid êr 58erüi)rung§curüen britter Orbnung, 
für meiefje bie je fedfjs $8erüi)rmtg§puncte nid̂ t auf einem ®egei= 
fefmitt liegen, auf bemerfen§tuertf)e quabratifefje Unterftyfteme 
aufmerlfam gemalt, ititb jftoetljer ijat in ben iöericfjten ber Gsr* 
langer î;i;fifaitfc^=mebtctntfd^en Oocietät 1878 angebeutet, bafj 
folc^e Unterfofteme auef) bei allen ijötjeren ©latenten öon $e* 
rü^rung^curöen üoit s i  borljanbeu finb. ©erfelbe fjat aiicfj bort 
eine unmittelbar au§bei)nbare ü)J?etf)obe jur Sluffinbung ber 
Unterfcfjaaren oott ßurüeit britter Orbnung gegeben, um bie 
Don (Stebfdfj angegebene SIbbilbbarfeit ber $oppeiebene, meiere 
s i at§ Ueberganglcuroe ijat, auf bie einfache (Sbcne nadf̂ utoeifen. 
$antit maren atfe M ittel jur Unterfudfiung biefer bemerfenä* 
merken Unterfofteme gegeben, ©iei^mo^i ijat eine foiefje Unter* 
fuefjung bi§ je^t gefefjit, unb ber !Cerf. giebt bafjer in ber bor* 
iiegeitben 9lbi)anbiung junädjft eine ftyftematifcfje 5öef;anbiintg 
ber Sfjeorie ber ermähnten ©tjftetne mit einer Dieifje tioit 5Xiiä= 
fiiljrungen im 9infdf)iuf3 au bie 2Ibbitbung ber SDoppeiebene. 
Stuficrbcni aber giebt er eine üottftänbige aigebraifdfje Segritn= 
bung ber ©fyaraftcriftifentijeorie, rneldje ¿u ben s i in erfter £5rb= 
ituitg bcrüijreuben ©uröen gehört, toäfjrenb biefe Sijeorie bi3* 
t;er enttoeber au§ tranlfcenbenten SSe îeljungen abgeleitet ober, 
roentt aigebraifcf), nur unboffftanbig begrünbet morbeit ift.

G—1.


