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Die allgemeinsten quadratischen Systeme von Curven we Ordnung,
welche eine gegebene ebene Curve 4t Ordnung, 12, an allen Schnittstellen
In | tor Ordnung berdhren, sind seit Hesse und Steiner (Crelle J. 49, 55)
vielfach behandelt worden. Insbesondere ist in Bezug auf die 36 O"Sy-
steme von solchen Beruhrungscurven 3t Ordnung, fuar welche die je
6 Beruhrungspunkte nicht auf einem Kegelschnitt liegen, von Clebsch
(Math. Annalen Il1l) bemerkt worden, dass Innerhalb eines jeden dieser
Systeme diejenigen Curven, welche noch je einen. Doogpelpunkt haben, In
8 vollig getrennte o002-Schaaren zerfallen, welche; einzeln selbst wieder
nur gquadratisch In den beiden Parametern sind; die Schnittpunkte von
je zwel Curven irgend eines dieser 8- 36 Untersysteme haben ausgezeichnete
Lageneigenschaften, und diese Untersysteme sind den 8-36 Aronhold’schen
Siebensystemen von Doppeltangenten eindeutig zugeordnet.

Dass auch In allen hoheren Systemen von Berudhrungscurven von
11 quadratische Untersysteme mit analogen Eigenschaften existiren, ist
zwar von mir In einer Note Iin den ,Berichten der Erlanger physik.-
medic. Societat” J angedeutet worden, indem ich eine unmittelbar aus-
dehnbare einfache Methode gab, um jene Unterschaaren von Curven
3tar Ordnung aufzufinden, zum Zweck, die von Clebsch a. c. 0. angegebene
Abbildbarkeit der Doppelebene, welche Li als Uebergangscurve hat,, auf
die einfache Ebene nachzuweisen. In dieser Methode und dieser Abbildung
hat man alle Mittel zur Untersuchung dieser bemerkenswerthen Unter-
systeme, die alle aufs ENngste ausgezeichneten Systemen von Doppel-
tangenten zugeordnet sind. Aber weder verfolgt die Specialuntersuchung,

1) Heft 10, 1878: ,,Uebcr die ein-zweideutigen Ebenentransformationen.”
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welche Herr De Paolis dieser Abbildung gewidmet hat,]) die Untersysteme,
noch finden sich dieselben sonst irgendwo hervorgehoben.

Ich erlaube mir daher, eine systematische Behandlung der Theorie
dieser Systeme (in Nr. 1) mit einer Reithe von Ausfuhrungen (in Nr. 3— 7),
Im Anschluss an die aus Nr. 1 folgende Abbildung (Nr. 2), hier vorzu-
legen. Ich thue dies auch aus dem Grunde, weill von den unzahligen
Satzen uUber Lagenverhéaltnisse der Schnitt- und Berudhrungspunkte der
Doppeltangenten und der Beruhrungscurven von LI Uberhaupt, welche
unsere allgemeine Methode alle als specielle Falle in sich begreift, bisher
nur die allereinfachsten ausgesprochen worden sind; beschranke mich
aber in den Beispielen von Nr. 7 auf einige die Doppeltangenten betref-
fenden Satze.

Ferner benutze ich die Gelegenheit, um In (Nr. 1—4) einmal eine
vollstandige algebraische Begrundung der Charakteristikentheorie zu
geben, die zu den L2 in |t Ordnung beruhrenden Curven gehort. Diese
Theorie iIst bisher entweder aus transcendenten Beziehungen abgeleitet,
oder, wenn algebraisch, nur ganz unvollstandig begrundet und entwickelt
worden. Der Theil der Begrindung, welcher zum Nachweise der volligen
Gleichartigkeit der 36 eigentlichen geraden Charakteristiken unter sich etc.
sich der Cremona’schen Ebenentransformationen bedient, findet sich auch
In der De Paolis'schen Abhandlung (auch implicit iIn meiner Note Uber
Thetafunctionen, Erl. Berichte, 1878). Da diese Theorie, insbesondere der
letzte Satz von Nr. 4, so unmittelbar und mit so grosser Leichtigkeit
aus Jjedem einzelnen Doppeltangentensystem die allgemeinsten von den-
selben Eigenschaften anzuschreiben erlaubt, so habe ich In Nr. 7 die
Satze meistens nur an speziellen einzelnen Systemen ausgesprochen.

2) ,La trasformazione piafna doppia di terzo ordine primo genere e la sua applicazione alle
curve del quarto ordine.* (Mem. d. R. Acc. d. Linceil, Ser. 3, Bd. Il, 1878.)
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1. Beriihrimgssysteine.

Die Grundcurve 4ter Ordnung, auf welche sich alle unsere Betrachtungen
beziehen, sel Uberall mit

bezeichnet. Sei C(£) = o eine 124 an allen Schnittstellen in |t Ordnung
berihrende Curve rta Ordnung; so wird das ,System®“ der zu C gehorigen
Berihrungscurven Cf an £2 definirt durch die Ildentitat

wo JF(c) = o alle moglichen Curven irgend einer Ordnung sind, welche
durch die Beruhrungspunkte der Curve C mit 12 gelegt werden konnen.
Solche Systeme gibt es nur eine endliche Anzahl, indem, wenn man
zu Stelle von C irgend eine der Curven C' setzt, das System sich nicht
andert. Man braucht daher fur C nur zu nehmen:

1) jede der Doppeltangenten von fl, was ebensoviele verschiedene
sungerade eigentliche Systeme®, oder kurz ,ungerade Systeme®, liefert;

2) die verschiedenen Curven 3tr Ordnung, die 12 in drei gegebenen
und drel weiteren Punkten berudhren, welche 6 Punkte nicht auf einem
Kegelschnitt liegen sollen: die ,geraden eigentlichen Systeme®, oder kurz
,dle geraden Systeme“,

3) die Kegelschnitte, die 12 In einem gegebenen und drei weiteren
Punkten berudhren, welche 4 Punkte nicht auf einer Geraden liegen

sollen: die ,Gruppensysteme®;
4) als Quadrat einer linearen Function. Dieser uneigentliche

Fall von 3), in welchem die vier Punkte auf einer Geraden liegen, was
(7(1) zu einem vollstandigen Quadrat macht, fahrt nur auf Ausdricke C (1),
die vermoge 12(R) = o ebenfalls vollstandige Quadrate sind, und wird Im

Folgenden nur in § 6, | berucksichtigt.
Man kann den Systemsbegriff auch so fassen: Zweil Beruhrungscurven

gehoren zu einem System zusammen, wenn ihre Beruhrungspunkte, ein-
fach genommen, zwei ,corresiduale” Gruppen Dbilden. Und umgekehrt
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bildet jede zu einer Beruhrungsgruppe corresiduale (und jede residuale)
Gruppe von Punkten eine Beruhrungsgruppe desselben Systems.

Nimmt man C(]) und die Ordnung von P(]) fest an, und legt alle
Curven P($) dieser Ordnung s, so erhalt man eine quadratische Schaar
von Curven C'($)= o, der Ordnung r = 2s—r, von der Mannigfaltigkeit
o 2/ —3 (ausgenommen r — 1), wenn man vermoge der Gleichung
12(]) = o reducirt; also eine quadratische o002r'—3 Schaar von Gruppen
von je 2r doppelt zu zadhlenden Punkten auf 11. Ohne Reduction durch
12(]) = o wird die Schaar der C'(g) = o elne quadratische 1)
Schaar, indem zu den 2r — 3 quadratisch eingehenden Parametern jener
Schaar noch I(r— 3)(r— 2) Ilinear eingehende hinzukommen. Die
Gruppen von je 2r Punkten, alle einfach gezahlt, bilden auf H eine
lineare Vollschaar, ausgeschnitten von den Curven F($) = o.

Im Folgenden sollen ausgezeichnete Theilschaaren der oo KO'—I)
Schaar von Curven Cf(£) = o betrachtet werden, namlich solche, welche
ausserhalb 11 bewegliche Doppelpunkte besitzen und doch die Para-
meter In Keiner weiteren Irrationalitat enthalten, als die Grundschaar,
also quadratische Schaaren bleiben. Man erreicht dies dadurch, dass
man die Function Q'($ in Gleichung (1) zu einem vollen Quadrat werden
lasst, wobel man aber r im Allgemeinen nicht mehr auf 1, 2 oder 3 re-
duciren kann.

Sel namlich in (1) C(R) = o eine irreducible Curve rter Ordnung, welche 11
IN 2r Punkten all«2 — a2 berihre und d Doppelpunkte B ul.2 — [Ra ausser-
halb 11 besitze. Man lege die Schaar P(”™) = o der Curven ster Ordnung
(s~r), welche durch die Punkte a und 3 gehen:

(2) XOP 0-f-/,, Pj ~j---n- ItPt-j- K- C= o,

wo die A willklrliche Parameter, K eine beliebige Curve (s —r)ta Ordnung
und

t>rs — (r—I)(r—2)— (2r-\-d)=r(s—2)—2d— [J(r— I)(r— 2)—d]

Ist. Dieselben treffen C= o In einer oo0'-Scliaar von Gruppen von je
r(s — 2) — 2d Punkten. Nun wird spater gezeigt werden, dass eine Reihe
von Fallen existirt, In welchen diese Gruppenschaar identisch ist mit
derjenigen, welche von zu C adjungirten Curven (s— 2)tar Ordnung

(3) 0 F-Aj Qxej—-m N XQt-\-K C= o
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aus C ausgeschnitten wird (so ist unmittelbar klar, dass dies fur d=
Wr— 1)(r— 2), d. h. wenn das Geschlecht von C gleich o ist, eintritt);
fur diese Falle also wird nach dem Restsatz:

(4) $00 - 0 - \rkKPt) — Po(0Qo*4* Qi4----—--- [~KQt)=CD,
oder
(4) QO P<+ KC)- P0O(ZX,Q,+ K'C)=C(D + KQO+ K'PO

wo D -j- K QO0-f-K PO= o eine Curve der Ordnung 2s— r— 2 ist, welche
durch die (s— r)(s — 2)-\-d ausserhalb C liegenden beweglichen Schnitt-

punkte yiI von
(5) P=ZXiPi+ KC=0, Q= ZXiQi+ K'C=o0
hindurchgeht. Der Curvenbuschel 2sta Ordnung:
P>-11Q'~S2 = o,

trifftt aber C= 0 In 2(/*(s— 2)— 2d)-f-4r-] _4d=2rs von (¢ unab-
hangigen Punkten; man kann also (§ so bestimmen, dass eine Curve des
Blschels C zum Factor hat:

P2—qQ-Q=CC".
Dabel wird (J auch von den Parametern X unabhangig; denn sei
PIl-V0QI-Q=C-CO0,
so folgt fur C= o
VVo-Q.P+VVQP~o,

was In Verbindung mit (4) y = liefert. Wir mogen daher g = 1
setzen:

(6) P-— Q2S2=C=C.

Hier erhalt man in C'(S) = o eine Schaar von Curven der Ordnung
2s— r, welche die -(s(s-]-3)— 2r — d oder mehr Parameter von (2),
und etwaige weitere Parameter von Q, quadratisch enthalten, die Curve
Q je In 2(2s —r) Punkten berdhren und je (s—r)(s— 2) d beweg-
liche Doppelpunkte yx, die sich aus (5) ergeben, enthalten. Diese Curven
bilden eine zu C gehorige Unterklasse In dem ganzen zu C gehorigen

Beruhrungssysteme.
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Denkt man sich die ganze ¢('-Ebene mit zwel Blattern uberdeckt,
iIndem man Uber jedem Punkt die beiden Werthe von W£2 auftragt,
Blatter, die also langs £2 = o verzweigt sind, so kann man die Curve
Cf(£) = o In zwel Ubereinanderlagernde Curven rational trennen, je nach-

______________ p

dem man V2= -\-— nimmt. Wir wollen etwa die durch

(7) P+Q]/7£2 = o

bestimmte Schaar betrachten.

Von den Doppelpunkten yx der Curven C' gilt dann: sie sind nur
scheinbare, d. h. die beiden Zweige einer Cf laufen an einer solchen
Stelle In verschiedenen Blattern; und diese beiden Zweige liegen har-
monisch zu den beiden Richtungen, welche die Curven P= o0 und Q= o
daselbst haben. Denn beschrankt man sich In Gleichung (6) auf die
Glieder zweiter Dimension an der Stelle yx, so sagen dieselben aus, dass

die 3 Richtungspaare von P2 Q- und C' In Involution liegen; ist also

. : » P e . . P
fur den einen Zweig von C —r=a, so ist fur den andern Zweig ™~ = — a,

und far den ersten Zweig wird \V£2= — a. fur den zweiten y £2 = -\-a.

Auch bel zwel Curven der Schaar C' kann man die wirklichen von
den scheinbaren Schnittpunkten unterscheiden. Hat man fur zwel solche
Curven nach (6):

P? — Q\£2= o0 und P\— QI£2= o,
so gilt fur die wirklichen Schnittpunkte:

f,+ ftvn = o, +

also
P Q2— PoQt=0 .

Nun ist nach (4)
PIQi1-PtQl= C-N

wo N = o eine Curve der Ordnung 2s r 2 Ist, welche durch die
(s— r)(s— 2)-f-d Dop])elpunkte yxi der zu P,Q, gehorigen Curve O\ und
die (s—r)(s— 2) -f-d Doppelpunkte yx2 der zu P2Q2 gehotrigen Curve C2
hindurchgeht. Die Curve N = o trifft also die Curve C\ In

2s—r)(2s—r —2)— 2(s—r)(s—2)— 2d
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wirklichen Schnittpunkten mit C2 — Ebenso sind in (6) die r(s— 2)— 2d

ausserhalb der 3 liegenden Schnittpunkte von Q und P mit C zugleich
scheinbare Schnittpunkte von C und C'. —

Bei den vorstehenden Betrachtungen ist implicite angenommen, dass

alle (s—r)(s— 2)-]-d ausserhalb C liegenden Schnittpunkte yx von P = o0,
Q = o von den Punkten 3 endlich entfernt liegen. Haben aber die P = o,

Q= o far alle | eine Beruhrung in einem Punkte 3, so wird dieser Punkt
nach (6) nur fester einfacher Punkt aller C'.

Die Gleichungen (4), (6) sind fur verschiedene | nicht von einander

unabhangig. Beziehen sich wieder PnQuC\ auf irgend eine, P2 (o, C2 auf
irgend eine andere der Curven C (c) = o, und iIst nur gegeben:

(8) p?-Q*n = cc;,
(9) plg2- p2q]= c.n,
so folgt daraus

P, (P, N— Q2G]) = Qt«?, NS2- P, Ci),

also
(10) P,N— g2c; = Q}M,
(11) QXNS2 — P2C[= P, M.
Ferner aus (8), (9) und (10):
C(P,N— Q2Ci)= CQ]M = QlI(QtQ .S2-P, P2,
also

(12) QXQ2£2 — P ,Po= C- M,
und aus (12) und (9):
C(MQo-\-NP2J = Q{(Ql12 Pg),

also
(18) NN U N2 = Qi
(14) p\-Q\n = c-ci.
(14) Ist aber die Formel (6) fur die zweite Curve G. Endlich folgt

noch aus (10) und (11):
APZ2N+Qt M) = Q(N22- W),

Abh. d. IIl. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. I. Abth. (15) 2
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also nach (13):
(15) M2— N2I12 = JICSi

womit C2 analog aus O\ hergeleitet ist, wie diese beiden Curven aus C
es waren.

Die In Vorstehendem iInbegriffenen Falle, zu welchen auch noch
solche mit reduciblen Curven C hinzukommen, werden sich alle aus der
bekannten eindeutigen Abbildung der erwahnten Doppelebene auf eine
einfache Ebene ergeben.

2. Abbildung der Doppelebene.

Die Abbildbarkeit der In Nr. 1 genannten Doppelebene auf eine
einfache Ebene beruht selbst auf einem solchen speciellen Falle der
Formel (6) von Nr. 1, der sich direct erledigen Ilasst.

Man nehme In Nr. 1. r= 3,d= 15= 3; und zwar soll C(E£)= o
irgend eine ,gerade“ eigentliche Beruhrungscurve 3tar Ordnung mit einem
Doppelpunkt 8 sein; 1thre 6 Beruhrungspunkte [(7-Bg mit 12 sollen also
nicht auf einem Kegelschnitt liegen. Dabel darf C(]) = o sogar eine
reducible Curve ihrer Art sein, z. B. aus drei Doppeltangenten, die zu-
sammen zu einem geraden System gehoren, bestehen, wobel man irgend
einen der 3 Schnittpunkte als Doppelpunkt 3 annehmen kann. Solche
Curven C existiren also immer.

In (2) hat man dann t= 1, K wird eine Constante, die Q von (3) werden
zu einem Geradenblschel durch den Punkt 3, und es gilt der Restsatz
(4) oder (4') fur die Schaaren (5). Eine Curve 3t Ordnung von (5) hat
mit der entsprechenden Geraden Q aus (5), ausser B und dem gemein-
samen Punkte auf C, nur je einen Punkt yx gemein, der nicht In 3
hineinfallt;, denn wenn yx an [ rickte, wurde In Gleichung (4)

Q Pi— Qi Po= CeD,

da die P die entsprechenden Q In [ berdhrten, CD den Punkt 3 zum
3-fachen Punkte, D also I zum einfachen Punkte haben, d. h. die Ge-
rade D ginge durch alle drei ausserhalb der 6 Punkte o0l--a6 liegenden
Schnittpunkte von PO= o, Px= o hindurch, und diese 6 Punkte mussten

auf einen mKegelschnitt liegen — gegen die Voraussetzung.
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Dann folgt Gleichung (6), auch wenn C aus drei Doppeltangenten.
Tn T2, Ts besteht. Denn sei 3 der Schnittpunkt von , T2 so bestimme
man y In P2— yQ-,2 = o0 so. dass diese Curve noch durch einen weiteren,
als die festen Schnittpunkte mit T3 geht: diese Curve wird dann Tz zum
Factor haben; der Rest, eine Curve 5tr Ordnung, die und T2 In je 6
festen Punkten trifft, wird noch TxT2 als Factor enthalten mussen; man
hat also Gleichung (6).

Die so gefundenen Curven C'(!) = o werden eine Unterklasse von
00 2 Curven 3t Ordnung, welche alle & in je 6 Punkten beruhren, je einen
beweglichen scheinbaren Doppelpunkt besitzen und sich zu je zwel In
nur einem wirklichen Schnittpunkt treffen, gelegen auf der Verbindungs-
geraden N = o der Doppelpunkte der beiden Curven.

Setzt man also

(16) py.= Pi(9 + «,(9V-B(O
vy* = <) >

so entsprechen den Geraden = o0 die Curven G'(!) = o, In nur
% .

einem Blatte genommen, und es werden auch die !]:12:13 sowie ,
bl

rationale Functionen von yuy2 ys. Die charakteristischen Eigenschaften
der Umkehrungsformeln lassen sich unmittelbar angeben. Den beide
Blatter durchsetzenden Geraden der doppelten ¢('-Ebene | entspricht In
der einfachen T-Ebene eine lineare o0o02Schaar von Curven, von der Ord-
nung der C', also von der 3@ Ordnung. Diese Curven mduissen, da die
Ihnen ein-zweideutig entsprechenden Geraden der Doppelebene Jlje 4 Ver-
zwelgungspunkte haben, das Geschlecht 1 haben, also ohne Doppelpunkte
sein; und je zwel der Curven durfen sich in nur 2 beweglichen Punkten
treffen, d. h. sie mussen 7 feste einfache Punkte gemein haben. Man

hat somit:
(17) 0= I\{y), OJ2= r2(y), 088= r3(y),

wo die P Curven 3t Ordnung mit 7 gemeinsamen einfachen Punkten

A, «2'* a-
sind.
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Geht man umgekehrt von einer solchen Schaar (17) aus, so kommt
man auf eine doppelte Ebene -T mit Uebergangscurve £2, 4ter Ordnung vom
Geschlecht 8, die der Jacobi'schen Curve

(18) =

der Schaar (17), einer Curve 6tr Ordnung mit Doppelpunkten In a’,
eindeutig entspricht.
Es wird vermoge (17)
a~S2(1) = JI*(y) ,

1?7~ n(yV
was die Umkehrung (17) von (16) erganzt.

Die wirkliche Ausrechnung der Umkehrung (17) von (16) ist fur
das Folgende unnoéthig. Ich bemerke desshalb nur: Fasst man die y als
Liniencoordinaten der Ebene | auf, so geht wegen der aus (4) folgenden
Gleichung

(19) yxQ  y2Qqg-J- YD = 0
die Linie (y) durch den entsprechenden Punkt (!); und zwar kann man
durch Bilden der zweiten Polare von (!) in Bezug auf die linke Seite
von (6) zeigen, dass In (16) einem Punkte (!) gerade die beiden Doppel-
punktstangenten (y) derjenigen Beruhrungscurven 3t Ordnung, C'(!)=:<?,
entsprechen, die In (!) ithren Doppelpunkt hat; einer Geraden (y) der
Schnittpunkt auf (y) von irgend solchen zweil Curven C'(!) = o, die ihre
Doppelpunkte auf (y) haben. Diese Betrachtung liefert ferner aus (16)
zu (19) eine zweite Gleichung, die rational In den ! und den y ist, und
zwar von der Dimension 1 in den !, 2 iIn den y. Somit kimmt man
durch diese Rechnung auf den Ausgangspunkt von Aronhold fur die 1™ 1])
zuruck, und der Weg der Abbildung selbst ist im Wesentlichen der
von Clebsch,2 aber mit Vermeidung aller raumlichen Betrachtungen.

Die Einzelheiten der Abbildung sind folgende: Wahrend den Geraden
von Y im Allgemeinen in | In nur je einem Blatte laufende Curven

Ij Aronhold, Monatsber. d. Berl. Akad. 1864. Clebsch-Lindemann: ,Vorlesungen*, Cap. uber

Connexe.
2) Clebsch, Math. Annalen I1II.
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3tr Ordnung mit je einem beweglichen scheinbaren Doppelpunkte ent-
sprechen, welche 124 noch In je 6 Punkten beruUhren, entspricht dem
Geradenbuschel durch einen der Punkte «, nur eine quadratische oot
Schaar von Kegelschnitten, die 12t in je 4 Punkten bertdhren. a, ist also
Fundamentalpunkt, dem eine Doppeltangente von 124 entspricht, gelegen
INn einem Blatte; derselben Doppeltangente, im anderen Blatte genommen,
entspricht In Y eine Curve 3t Ordnung aus den I\y), welche aber bez.

zum Doppelpunkt hat, und zwar werden ihre Doppelpunktstangenten
In a, auch solche fur die Jacobi’'sche Curve d{y). Diese 7, den 7 Punkten
a{ entsprechende, Doppeltangenten von 12 bezeichne ich bez. mit

N18 5 ~28 > T8

und den zugehorigen ungeraden Beruhrungssystemen ertheile ich die
Charakteristiken

(18), (28),---(78).

Ferner entsprechen den 21 Verbindungsgraden Z”a.a*) und den die-
selben zu Curven I\y) erganzenden Kegelschnitten je durch die anderen
5 Punkte a weitere 21 Doppeltangenten von 12, im einen, bez. Im andern
Blatte; eine solche Gerade und der erganzende Kegelschnitt treffen d In
denselben beiden Punkten. Diese 21 Doppeltangenten und die Charak-
teristiken 1hrer Systeme bezeichne ich bez. mit

ekl @K

Wir haben In unserer Abbildung ein (Aronliold’sches) 7-System von
Doppeltangenten von 114 ausgezeichnet, konnten aber zu diesem Zwecke

oben von einer nur aus drel Doppeltangenten bestehenden Curve
C ausgehen. Da die C selbst zu den C'($) = o gehdrt, wird sich diese
Curve C abbilden durch akm_x(a,alk, es ist also

— NS5 T 2= , 13= tik,

wobel nach der Abbildung diese 3 Linien je in solchem Blatte laufend
zu nehmen sind, dass ts mit tks nur einen scheinbaren, tik mit tA und tks

je einen wirklichen Schnittpunkt erhalt. Dass solche 3 Doppeltangenten
In der That ein einziges 7-System eindeutig bestimmen, wird sich spater

ergeben.
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3. Discussion der einfachsten Berithrungscuryen an &
und ithrer Untersysteme.

Zur Discussion der Beruhrungssysteme an £2 aus der Abbildung ist
zunachst zu bemerken, dass zwel Ubereinander, aber getrennt laufende
Curven von | 1mmer gleichzeitig behandelt werden konnen; sie fuhren
auf zwel Curven von Y, die In der durch die Punktepaare von Y ver-
anlassten involutorischen eindeutigen Ebenentransformation einander con-
jugirt sind. Bei dieser entsprechen den Geraden von Y Curven 8t Ord-
nung von Y. welche die a zu dreifachen Punkten haben. Die 28 Doppel-
tangenten mit ithren Bildern und den Charakteristiken ithrer Systeme sind
In Nr. 2 schon aufgezahlt; wir leiten jetzt die Beruhrungscurven 2t und

*und 3ter Ordnung, ¥ und <AS, ab.

. Berihrende Kegelschnitte, (0.

Fur 1irgend zweil Kegelschnitte eines Gruppensystems, C,C', gilt
Gleichung (6) von Nr. 1, wobel Q eine Constante wird. Alle diese Kegel-

schnitte machen also W£2 rational und mussen sich aus den, sich nicht
selbst conjugirten, Curven |t bis 6tr Ordnung der Z-Ebene ergeben. Es
finden sich folgende oc”™-Schaaren, denen ich Gruppencharakteristiken zu-
schreibe, die als Indices angeschrieben sind:

a) <>$; Bild in Y: L1(ai), bez. Lh(a,a\— a~).
b) NM2845 Bild In Y: L2(ala2a3ad, bez. L4(a, a2a3nd0?a\a?).
c) PRi Bild In Y: L3(d\a3---a7), bez. Ls(ci\a3me=7),

sowie die durch Vertauschung der Zahlen 1---7 sich daraus ergebenden

Schaaren.

Dies sind 1m Ganzen 74-7‘ ° 3 re _ 68 00'-Schaaren. Dass die-

le2e0 1*7
selben unter sich gleichberechtigt sind, sieht man so: Macht man auf
die Ebene Y eine quadratische Transformation mit den Grundpunkten In
02>f13>°4> 80 erhalt man aus den Curven /[ 3(«i,-- «7 Curven /’'3(«!,e=’ a"-)
der neuen y'-Ebene, und den Geraden der letzteren durch al entsprechen
die Kegelschnitte b) durch ax a2, a3, aA; zwischen Y' und Z herrscht aber
eine der zwischen Y und Z bestehenden vdllig analoge Beziehung. Ebenso
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folgen die <P aus den durch eine cubische Cremona-Transformation

der F-Ebene.
Wir haben somit 63 gleichartige Gruppencharakteristiken, die ich

so bezeichne (mit den Vertauschungen 1, 2,eem/):
[81], [12], [1234] = [5678].

Dabel sind eckige Klammern gesetzt, weil das System \ik] nicht
der Doppeltangente (ik) zugeordnet ist. Vielmehr gibt es unter den
Curven Lx{aX die 6 zerfallenden Curven

ak-L x[a\ak(k = 2, == 7);
d h In die 6 In je ein Doppeltangentenpaar zerfallenden Curven
8* =tn (k = 2,eee7),
was Ich schreibe
[81] = (8*)+(U), (*= 2,. -7).

Ebenso in <P\}} die 6 Doppeltangentenpaare

;81 82 > (;1**’\2k (k = N ’ 7) ’
oder
{12] = (81)+ (82) = (1*)+(2A) (k= 3,-. 7);
und In = </$8 die 6 Doppeltangentenpaare
(12 m ;34?7 ;13 ' ;24?7 14 ' ;23) ¢56 ' ¢78 5 (57 ' ¢68) ¢58 ' ¢87)
oder

[1234] = [5678] = (12)+(34) = (13)+ (24) = (14) + (23)
= (66)+ (78) = (57) +(68) = (58) + (67) .

1. & beruhrende ungerade <&3 ohne scheinbare Doppelpunkte.

Da diese o003Schaaren einzeln auf die 28 Doppeltangenten von 12
vermoge Gleichungen:
<K ® = n - &,

die nur spezieller Fall von (6), Nr. 1 sind, zuruckfihren, so sind langs
jeder dieser Beruhrungscurven die beiden Blatter der Doppelebene ge-

trennt.
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Man hat:

a) Hil» Bild: L3(a ===a7), bez. L6(axa\meea? .
b) Bild: X4(a\a\a3-mea-), bez. L5(ala2a\-=a? ,

mit den Vertauschungen 1,-=7. Diese Curven <PW haben keine schein-
baren Doppelpunkte, well sich die beiden Bilder einer solchen Curve nur
je In 6 Punkten auf J schneiden. Wohl aber konnte man jeder der
28 Schaaren noch an irgend einer Stelle der Doppelebene einen wirk-
lichen Doppelpunkt geben, nur dass dann die Gesammtheit der 002 Curven
mit Doppelpunkt in einer Schaar keine guadratische Schaar mehr bildet;
stellt man vielmehr mit einer solchen Curve C mit Doppelpunkt 03
Gleichung (6), Nr. 1 fur r=3, 5=3 auf, so erhalt C' statt eines be-
weglichen Doppelpunkts, einen festen Punkt in 3. In einer Schaar

ISt dagegen als ausgezeichnet enthalten: die zugeordnete Doppeltangente
tkJ verbunden mit allen doppelt genommenen Geraden. Zwei der Curven
einer Schaar treffen sich in 3 wirklichen, auf einer Geraden liegenden,
und 6 scheinbaren, auf einem Kegelschnitt liegenden, Schnittpunkten.

*

I11. B berlihrende gerade mit einem scheinbaren Doppelpunkte.

Die Berluhrungscurven 3tr Ordnung, deren je 6 Beruhrungspunkte
mit LI nie auf einem Kegelschnitt liegen, bilden quadratische o003Schaaren;
und darunter erhalt man aus der Abbildung folgende Unterschaaren von
002 nur iImmer In je einem Blatte laufenden, Curven, analog der oben
zur Abbildung benutzten Unterschaar:

a,) Bild: Ln bez. L8(@\ --a%),

ajd 4>0= Bild: jL4(@\aZme=a’), bez. L-O(al m==a?) .

bl) MBI = ~45871 Bild: L2(a, a2a3, bez. L- (a\a\a\a\* a?),

b2 5 Bild: L3@?a4 «a’, bez. L6(axa\a\a\e=-ai),

b3 N"23 = N %/, Bild: 24(axa2a3a\a\d\), bez. L6(@\ a\a\adahaaa?),

mit allen Vertauschungen der Zahlen 1-7. Dies liefert aus a,) und a2
13—~ = 8 Unterschaaren, denen die Charakteristik

(0) = (123 **-78),
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und aus b,), b2, b3 138 44 = 8 Unterschaaren, denen die Charakteristik
(8123) = (4567)

zugeschrieben ist; iIm Ganzen 8-36 Unterschaaren. die sich je zu 8 auf
36 Charakteristiken (0), (iklm) vertheilen. Die Zuordnung ist so:

Die Schaaren a2 gehtéren zum selben 003System fP{&\ wie a,); denn
unter den Bild-Curven von a,) und a2 sind bez. die beiden conjugirten
Curven

A (»1), Lo(«l «]l ===«?)

enthalten, die J In denselben 6 Punkten treffen; daher sind die Punkt-
gruppen, In welchen J von den Curven a2 getroffen wird, corresidual
zu den Schnittgruppen mit den Curven a,) und dieses Ubertragt sich auf
die Beruhrungsgruppen auf 12 der entsprechenden Curven der Doppel-
ebene. Aus der oozSchaar Lxvon a,) sind die 7 o002Schaaren von a3,
die zu (0) gehoren, durch Cremona-Transformationen der Z-Ebene abge-
leitet; so dass diese 7 Schaaren — genau nach dem oben unter Nr. 3 I
gemachten Schlisse — jener ersten Schaar vollig gleichwerthig sind.
Aber auch die 8 Schaaren b) ergeben sich aus a,). a2 durch Cremona-
Transformation der I1-Ebene, so dass dieselben sowohl zu einem und
demselben 003System X3 gehoren, als mit jenen ersten 8 Schaaren gleich-
berechtigt sind. Dies fur jeden der 35 Werthe (iklm), welche («) ausser

(0) noch annehmen kann.

Die 8 Unterschaaren O[,3 In a,), aj lassen sich durch die 8 Werthe
8, 1 2, =7 eines Index von einander unterscheiden. Sie sind einzeln
8 verschiedenen 7-Systemen von Doppeltangenten zugeordnet; namlich

Schaar aj, vom Index 8, dem System:

a,) 81?7 :82? .87 ?

Insofern 1rgend zwel der Doppeltangenten aus diesem System, 18, t¥
verbunden mit einer nicht diesem System angehdrigen tik eine der Curven
0"3 von a,) bilden (wobei der Schnittpunkt von t9 mit tX als scheinbarer
Doppelpunkt betrachtet wird). Ebenso Schaar a2, vom weiteren Index 1,

dem System:

a 2) 12} 0" 17?4182

Abh. d. Il. CI. d. k. Ak. d. Wias. XVII. Bd. I. Abth. (16) 3
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Schaar bj) mit Charakteristik (8128) = (4567) und Bild L2(aja2%) dem
System:

bj) 23?7 ¢31? ;12? ;48? ' ' m ;78?7

Schaar b2 mit Bild L3(d]JaAme=ea) dem System:

N 2) J1a 2™ " 17 ? (23?7 ;28?7 (38?

endlich Schaar b3 mit Bild L4(«,a2a3ajdrhal) dem System:

by) G173 ¢27?  (37? (87? :45? 46?7 ;56%*

Eine andere Zuordnung der Schaaren zu den 7-Systemen ist die: In a,)
gibt es 7 00”"Schaaren, bestehend je aus einer der 7 Doppeltangenten aj), 4§,
verbunden mit einer oo’-Schaar <% aus I, Nr. 3, mit Charakteristik [8¢].
Nimmt man dann In Gleichung (6) von Nr. 1 diese oo'-Schaar 18-
fur C', Irgend eine Schaar <9 der Schaar a,) fur 0,, so liefern die
Curven 3tar Ordnung, P = n, dieser Gleichung den Satz:

Die 6 Beruhrungspunkte irgend einer Curve der
Unterschaar a mit 12 bilden mit den 2 Berudhrungspunkten
irgend einer Doppeltangente t3 aus a,) und dem schein-
baren Doppelpunkte B der Curve ein System von 9 Schnitt-

punkten zweier Curven 3t Ordnung.
Dasselbe gilt fur die ubrigen Unterschaaren und entsprechenden

Systeme von je 7 Doppeltangenten.

Die 7-Systeme a,) a2 haben noch die Eigenschaft, dass die Summe
der Zahlen ihrer Charakteristiken, wenn man bel dieser Summenbildung
je zwel gleiche Zahlen weglasst, zu (o) wird, namlich

(81) + (82) H-—-- b (87) = (812 ===/) = (0),
(12) + (13)-)—- b (18) = (12 «=-8) = (0);
analog liefern ty), b3, bg):

(23)+ (31) + (12)+ (48) ---—----- h(78) = (4567) = (1238),

(14) H------ h(17) + (23)+ (28) + (38) = (4567) = (1238),

(17) + (27) + (37)+(87) + (45) + (46) +(56) = (1238) = (4567).

Wenn nun, wie am Schlisse von Nr. 2, drei Doppeltangenten t8, t&
tk vorliegen, fur welche die Summe der Charakteristiken zu

80+ (BA+ (ik)= (d)
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wird, und 2 der Doppeltangenten t& t&k werden vor der dritten ausge-
zeichnet, so gibt es unter den 8 zu (0) gehorigen 7-Systemen aj), &Y nur
eines, welches jene beiden, 8, t&k enthalt, namlich aj); womit die Be-
hauptung am Schllsse von Nr. 2 gerechtfertigt Ist.

In Nr. 3 haben wir far die 28 Doppeltangenten, fur die 36 geraden
00 3Schaaren von 0 (© und die 63 o00'-Schaaren von «»2, und damit far
alle Gesammt- Beruhrungsschaaren, Systems - Charakteristiken eingefuhrt.

Zunachst lehren die dortigen Betrachtungen, dass der Index 8 dabei
vor den ubrigen Indices 1, 2,— 7 nur in der Abbildung mittels aj)
von Ill, Nr. 3 bevorzugt war, an sich aber denselben In Bezug auf 124
vollig gleichwerthig ist. Die bez. Charakteristiken sind also:

fur die Doppeltangenten: (ik),
. . (Qgeraden (0) = (123 ===/8), (iklm) = (npqr),
. 32 [*A], [iklm] = [npqr],

wo 1, k,---g:r von einander verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, 2 =<3 sind.
Auf diese Zeichen wende man folgende Rechenregeln an:

Es ist

(W) (a2 “f-(as) = (ai w2as) >
() (as) = [ai] + [az]l = [ai”2]>
also
[etd -f (@2 = («, ad,

wobel In einer Charakteristik die einzelnen Zahlen beliebig geordnet,
zwel gleiche weggelassen werden konnen, und wobel

[123 ===3] = O
gesetzt und In Combination ebenfalls weggelassen wird. Daraus folgt
schon
(12 — 8) = (0), (1234) = (5678), [1234] = [5678].

Man hat dann den Satz:
3*
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Ist die Summe zweier Charakteristikencombinationen = <
so bilden die beiden entsprechenden Curvencombinationen
zwel Berudhrungscurven eines Systems.

Zum Beweis genugt es. alle Charakteristiken aus Zeichen (ik) zu-
sammenzusetzen und denselben Doppeltangenten zuzuordnen; und zwar
braucht man nur den Satz in der Form nachzuweisen:

Liefert die Summe der Charakteristiken von 2s Doppel-
tangenten o, so liegen deren 4s Beruhrungspunkte mit 12
auf einer Curve strOrdnung.

Der Beweis ergibt sich aus Nr. 3, durch den Schluss von s— 1 aufs.

FUr s= 1 i1st der Satz selbstverstandlich: fur s = 2 ist derselbe in Nr. 3, |
entwickelt. Ist s= 3:

(al) ~(adyH (as) + 09 + (aB = 05
und («j) -f- (a2 -}- («3 = (atlR2«3 = («) eine ungerade Charakteristik, so wird

() 4~ («9  («3 (69 — 0>
(«d+ («Y+ K)+ («) = 0;
nach dem fur s = 2 Gesagten bilden also die 6 Beruhrungspunkte der
drei zu (a3, (&3 gehorigen Doppeltangenten (einfach genommen) eine
zu den 2 Beruhrungspunkten der Doppeltangente (er) corresiduale Gruppe
auf £2] ebenso die 6 Beruhrungspunkte der drei zu (o4, (o9, (a6 gehaorigen
Doppeltangenten, so dass also diese Gruppe von 6 Punkten auch jener
Gruppe von 6 Punkten corresidual ist. Wird aber bei s = 3 («1«2«3 = («)
eine gerade Charakteristik, so kann man zunéachst (et) = (0) annehmen, da
sich die uUbrigen Falle vermoge Cremona’scher Transformationen der Y-
Ebene nach Ill, Nr. 3 daraus ergeben; es sind dann nur die Zerlegungen
moglich
(°)=(h) (00 (kO]
die nach IIl, Nr. 3 wieder nur zu einander corresidualen Gruppen von
je 6 Punkten auf 12 fuhren, alle dem System (0 angehorig.
Bei allgemeinem s zerlege man die Summe

(i) + (a2 N\——b ("s) = 0

(«)) -1- (€ -1- (a3 -f- €4 = [et] = () -}- (B2
(RO) + («e) H——-+ (a3 — [a]= (BY+ (B2)]

IN




so wird nach den Fallen s= 3 und s— 1 (bez. wenn [a] = o nach den
Fallen fur noch niedrigere s) sowohl die Gruppe der 8 Beruhrungspunkte
der («i1)-- («4 zugeordneten Doppeltangenten, als die Gruppe der 4s— 8
Berihrungspunkte der («9---(«4) zugeordneten Doppeltangenten zur Gruppe
der beiden Beruhrungspunkte der beiden (/?,) und(32) zugeordneten Doppel-
tangenten corresidual, so dass jene Gruppen zu einander corresidual werden.

In der Abbildung ist der Uebergang von den (0) zugeordneten Curven
zu den den Uubrigen 35 geraden Charakteristiken zugeordneten Curven
durch Cremona'sche Transformationen der F-Ebene bewirkt worden. Ueber-
tragt man dies auf die Charakteristiken - Bezeichnung, so erhalt man
folgende erlaubte Charakteristikensubstitutionen, durch welche nun die
Auszeichnung von (o) aufgehoben werden kann:

Wenn |[s] eine beliebige Gruppen-Charakteristik, so ist
{s} eine Substitution, welche eine eigentliche Charakteri-
stik (a) In (as) oder (a) transformirt, je nachdem (a) und (as)
gleichen oder entgegengesetzten Charakter des Geraden
und Ungeraden haben; also eine Gruppencharakteristik [a] In [as]
transformirt, wenn, fur [a] = (a,)-f-(a3)] nur eine der beiden Zahlen (aj,
(a2 durch {s} verandert wird, sonst aber [a] unverandert lasst.

Man kann dann irgend eine andere gerade Charakteristik, z. B. (4567)
= (1238), mit (o) bezeichnen, die Doppeltangenten mit (i1'Je), und zwar etwa
die 7 von b't) Nr. 3, Ill der Reithe nach mit (8'l'), ===-(8'7"); so vertritt
dieses System In der Bezeichnung die Stelle des ursprunglichen.

Damit ist die ganze Charakteristikentheoriel fur unsere BerUhrungs-
curven an _Q aufgestellt, und zwar algebraisch begriundet.

5. Die Beruhrungsschaaren 4.

. Beruhrungscurven &4 mit je einem scheinbaren Doppelpunkte.

Zu jeder der 63 Gruppencharakteristiken [«] gehdrt eine o0o06Schaar

von Curven 4t Ordnung, 4>@&), welche iIn einer oo5Schaar von Gruppen
von je 8 Punkten beruhren. Aus einer solchen Curve C\ welche 114

1) S. insbesondere meinen Aufsatz: ,Ueber die Gleichungen 8ten Grades und ihr Auftreten
in der Theorie der Curven 4tor Ordnung“, Math. Ann. XV, § 7.
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IN aj,«2 = <09 beruhre, ergeben sieh alle Curven 4tr Ordnung, welche I12i
In denselben Punkten beruhren, In der Form

C'-fxn, = o.

Man kann dann zeigen:

In diesem BuUschel gibt es eine Curve mit scheinbarem
Doppelpunkte; derselbe ist der 9eSchnittpunkt/? der durch

aloesas gehenden Curven 3t Ordnung.

Zum Beweise leite man die Curve C aus einem in 4 Punkten a,,--a4
berihrenden Kegelschnitt C, mit derselben Charakteristik [«], mittels
Gleichung (6) von Nr. 1 her, fur r= 2, s= 3, d= 0. Die Ableitung
dieser Gleichung gilt, wegen o= d= ~(r— 1)(r— 2) hier vollstandig.
Man kommt so auf eine In a\==d8 berihrende Curve 4ter Ordnung C' mit
einem scheinbaren Doppelpunkt 3.

Man betrachte dann den Schnitt der Curve C' (32 mit den Curven
C3(@a\ ==ag. Unter diesen Curven 63 ist P von (6) enthalten, welche auch
durch 3 geht und C' In noch zwel weiteren Punkten ™2 trifft, welche,
da Q(R) hindurchgeht, mit i auf einer Geraden liegen. Die ganze oo02

Schaar der zur Gruppe (BR2yi1,y2 corresidualen Gruppen von je 4 Punkten
auf C' (33, namlich die von den co2 Geraden ausgeschnittenen Gruppen,

musste also auch von den C3 (a\meeds) ausgeschnitten werden, wenn diese
nicht zu C'(R2 adjungirt waren. Aber au- d8 liegen nicht auf einem
Kegelschnitt (wegen des ausgeschlossenen uneigentlichen Falls von 3), Nr. 1),
die C3(aj ==d9 bilden daher nur eine o00'-Schaar, mussen also alle durch
3 gehen.

(Oder: die beiden Punkte, in welchen C' ausser 3 und cdg von
P geschnitten sind, gehtéren zu einer oo‘-Schaar auf C\ also geht durch
a\--a9, eine o0o0'-Schaar von Curven 3tar Ordnung.)

Dasselbe folgt, indem man bemerkt, dass in Gleichung (6) von Nr. 1
an Stelle von C die gc' Kegelschnitte aus der Schaar [«] treten konnen.
Die Formeln (8) bis (14) von Nr. 1 lehren dabei den Uebergang von der
auf zwel solche Kegelschnitte C.>,C2 bezlglichen Gleichung (8) oder

Rl—n = c2c2
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mittels (9), d. li., wenn I8 eine durch die 4 Beruhrungspunkte von
mit 12 gehende Curve 3t Ordnung ist, mittels

B 2 J\I\ if'a — Co N i

zu der Gleichung (14) oder

yi-M W =0, CI,

WO
O = C,M\— 2B, MIN, -\-C2N\,

eine Curve 4tx Ordnung mit Doppelpunkt In M, = N,= o. Nach den-
selben Formeln aber hat man, wenn man B2 durch B2-f- -C2, also C2durch

K2= C2+2XB 2+ XC2,
IP3 durch

ersetzt, wo
*3= c.m 1- b2nl;

, B2C2 M1— NI 2
</[2— 7C (74= ' zzziMi+XNtfn,
8 4 C2B2 | 1 v 11 !
und man hat so 00l Curven 3t Ordnung V3, durch die 8 Punkte al'-a'e
In welchen 12 von Ci berdhrt wird, und durch den Punkt Mx= Nx= o.

Die Abbildungen der 63 Curvenschaaren (74, mit je einem schein-
baren Doppelpunkte, werden:

a) 0j,4: Bild in Y: L4(a2a2mm?), bez. Ls(a\a\ =)
b) 4%u; Bild in Y: LO@\a\d4a\a0ay), bez. L-t(aj me\a\r/3a\).
C) Bild iIn Y. Lo6(a\a2a\e==a?), bez. X6(a,o™-- aj.

In einer solchen o005Schaar mit der Charakteristik [«] sind ent-
halten: die zu [«] gehoOrigen oolBeruhrungskegelschnitte, verbunden mit
den doppelt gezahlten Geraden der Ebene (entsprechend dem Zerfallen
von L In X3(a, =s=) und die bez. Schaar aus | von Nr. 3); ferner 12
00 &Schaaren von ungeraden beruhrenden (>3, verbunden mit je einer
der 12 Doppeltangenten (ik), fur welche (aik) ungerade ist; endlich
2-16 o002Schaaren von berihrenden geraden <X3, mit je einem schein-
baren Doppelpunkte, verbunden mit je einer der 16 Doppeltangenten
(1k), far welche (alk) gerade iIstt So hat man als Bild der letzteren,
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wenn man Jogl = [81] und (U*) = (81) also (aik) = (0) nimmt, die beiden
Schaaren:

Lz(@\a2e=m/j -L s und L4(a*a2e==a)),

also Bilder von tS], verbunden mit der Schaar <PV aus a,) bez. a2 von
I1l, Nr. 3; und dieses zeigt zugleich, dass der Satz von Ill, Nr. 3 ein
spezieller Fall des obigen In | dieser Nummer ist.

1. Beruhrungscurven mit je 2 scheinbaren Doppelpunkten.

Diese Curvenscliaaren, von der Mannigfaltigkeit oo04 lassen sich nach
den Formeln (2)— (6) von Nr. 1 aus Doppeltangentenpaaren C, mit je
einem scheinbaren Schnittpunkt, ableiten. Sel

C= £i-|2
ein solches Paar, so kann man iIn (2) Nr. 1 setzen:
P= (A£i— A,|2D -j- Kelx]2, Q — A0 -f- At

wo 1) irgend einen Kegelschnitt durch die 4 Beruhrungspunkte von |, |2
vorstellt, Denn (4) wird dann, wenn

Po= GIi— (3 = £~ 72
-j- |19 (ADE, Afo)— D (I — 129 “I"'*1™) = “00 AN L

Stellt man dann auch hier P'— {)Q-£1 = o auf und bestimmt q so.
dass diese Curve |, zum Factor hat, so wird sie, da sie in |,= 2= o
zwel zu P = 0, Q= 0 harmonisch liegende Zweige hat, daselbst auch die

Richtung von |2haben, also wegen der 4 weiteren Schnittpunkte mit |2= 0
auch ]2 zum Factor haben; so dass auch hier Gleichung (6) von Nr. 1
gilt. Setzt man noch
LI = D~— ]jl2Cg,
so wdurde
F--Q*S2 = SJ2-C,
WO
C = wol, + njiy c:+ (K ‘2+ 2 roD) -(JTA— 2AjD),
mit scheinbaren Doppelpunkten iIn

A0 -f-Aj$2= U, K 2raD= 0.
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Man sieht zugleich aus dieser Ableitung:

Es gibt 6-63 verschiedene Unterschaaren 0@ mit je 2
scheinbaren Doppelpunkten. Eine solche Schaar hat die
Mannigfaltigkeit oo+t und ist einem der 6 Paare von Doppel-
tangenten zugeordnet, welche In einer der 63 o00'-Schaaren
von Beruhrungskegelschnitten 0@ enthalten sind. Die
8 Berhrungspunkte einer solchen Curve 0@ liegen mit
den beiden Doppelpunkten dieser Curve, mit den 4 Be-
rGhrungspunkten des zugeordneten Doppeltangentenpaars
und mit dem Schnittpunkt dieses Paars auf einer Curve

3 Ordnung.

Dasselbe ergibt sich aus den Abbildungen dieser o004-Schaaren O (4):

a,) 0 (2 Bilder: L3(a3==ea~), bez. L™Na\a\a\-==a]),

a2 0%; Bilder: L-O(@a*a\ axe=ea-), bez. L. (@xa\a3a\e==aj .

b) 08m Bilder: Lh(axa\eeeaf), bez. Z 7(«3a2«3==a? .

Cj ; Bilder: L4(«] =eada\ul), bez. L9a\- ««2«l«l«l),

cld 07"345 Bilder: L6a?a\a3ad4a\a\ca), bez. L6(a, a2«3a3a\a\a}),

mit den Vertauschungen von 1,2,eee7/.

In a,) Ist enthalten t8l-j- der oo3Scliaar von ungeraden BeriUhrungs-
curven 07 ; ferner t& -j- der oo3Schaar von ungeraden Beruhrungscurven
O~, sowie t3182 verbunden mit den doppelt gezahlten Geraden der Z-
Ebene; dagegen die 16, nicht in [12] enthaltenen Doppeltangenten, ver-
bunden mit je einer der geraden oo2Schaaren von Beruhrungscurven 0 3
aus IIl, Nr. 3, die 10 Ubrigen Doppeltangenten nur wieder mit zerfallen-
den Curven verbunden. Aus der aus der Abbildung von aj gefolgerten
Thatsache. dass unter den Curven von a,) t8 1, verbunden mit den dop-
pelten Geraden, vorkommt, scliliesst man ebenfalls auf die obigen Curven
3tr Ordnung P, d. h. die aus der Abbildung hier folgenden Curven 0 (4
sind mit den aus den Doppeltangentenpaaren erschlossenen Curven

iIdentisch.

Abb. d. Il. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. I. Abtb. (17) 4
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I11. Beruhrungscurven <4, mit je 3 scheinbaren Doppelpunkten.

Man hat folgende Schaaren mit ithren Abbildungen:

a,) Bilder: L2(ax,a?, bez. L™~a\a\a\ — «t),

a2 0 ,2; Bilder: L4(a, a2za\a\ag), bez. L8(a*a\a\d\a\a\af) ,

ad 0 ; Bilder: L6(a3a\ad===a*), bez. L &axa2al ==dl a*).

bi) 01234; Bilder: L:i(aJa&6a’), bez. L ddfa\a*a\a\dlag) ,

b9 01734 Bilder: L5(aila\ a\% «6a3, bez. L7(@a\a\a\a\a\a\aj).
ci) ™ &> Bilder: (af a3===a’), bez. L 8(a{«2a\m=ag ,

cd 0g4; Bilder: L6(d\a\a\a\a}abal), bez. L 6(a\a2a3atra\a\d-~),

mit allen Vertauschungen von 1, <~7. Dies liefert aus a®, &), aj 13+ 10
4-5= 16 oo3Schaaren, die alle zur Gruppen-Charakteristik [12] gehoren;
denn in a,) z. B. ist enthalten: tlI2, verbunden mit der o0o02Schaar O[3
aus IllI, a,) von Nr. 3, mit dem Bild LXxaxad- Lx etc. Im Ganzen er-
geben sich so 16-63 Schaaren, zu je 16 den 63 Gruppencharak-
teristiken zugeordnet.

In aj) sind wieder als Unterschaaren enthalten: die Curven mit den

Abbildungen:
L 2(uxd2a3, ===, L 2(axa2ft;), L x(cixd2 L],

d. h. die 6 Doppeltangenten

al) 3 M) I i1
je verbunden mit einer oo2Schaar von geraden 0 (3 aus Ill, Nr. 3. Diese
6 Doppeltangenten sind In der [12] zugehoOrigen Kegelschnittschaar nicht
enthalten, irgend drei von ihnen bilden eine ,gerade“ Beruhrungscurve,
und die Beruhrungspunkte aller 6 liegen auf einer Curve 3tr Ordnung
(da die Summe der 6 Charakteristiken von aj) =0 ist). Den 16 der-

artigen Sechsersystemen,]) weiche zu [«] gehOdren, sind unsere
zUu [a] gehorigen 16 003 Schaaren einzeln zugeordnet.

1) Andere theilweise bekannte Eigenschaften dieser Sechsersysteme werden spater (Nr. 5, XV

und Nr. 7, 1l) erwahnt.
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Die Curven P von (2) Nr. 1 liefern den Satz:

Durch die 8 BeriUhrungspunkte einer unserer Curven
durch deren 3 Doppelpunkte und durch die 2 Berdhrungs-
punkte irgend einer der Doppeltangenten des zugehdrigen
Sechsersystems gehen o002 Curven 4l Ordnung; durch die
ersteren 11 Punkte und durch die 4 Beridhrungs- und den

Schnittpunkt zweiler dieser 6 Doppeltangenten o0l Curven
4'er Ordnung.

V. Ungerade Beruhrungscurven mit je 2 scheinbaren Doppelpunkten.

Aus den 28 Doppeltangenten tik= C($) = o ergeben sich vermoge
(2)—(6) von Nr. 1 far r= 1, d= 0, s= 3 ebenso viele Schaaren C'(£) = o
von Curven <>\ mit je zwel scheinbaren Doppelpunkten. Dabel wird
P=0 In (5 eine oo~Schaar von Curven 3t Ordnung, welche 11 In einer
Vollschaar von Gruppen von je 10 Punkten schneiden. So beruhrt

also unsere Schaar die Curve 11 Iin der Gesammtschaar von Gruppen
von je 10 Punkten, welche zum System (ik) Uberhaupt gehoren. Die
Mannigfaltigkeit der Curvenschaar selbst aber wird 008; denn st

«Jo eine solche Gruppe von 10 Punkten auf 11, so wird man zunachst
durch «i ==cfO und die beiden Beruhrungspunkte von ta die eine der o007
Curven 3ter Ordnung, P = o, legen; sodann aber kann man fur Q= o0 von
(5 irgend eine der ool durch den dritten Schnittpunkt™ von P = o mit
tk gehenden Geraden wahlen; man erhalt so ool Curven 5t Ordnung
C'(!) = o, welche alle 11 in a\ a2me=a’l0 berthren, durch y gehen und
noch je 2 Doppelpunkte bez. in einem der col Punktpaare haben, In
welchen P =0 von den ool Geraden Q= o getroffen wird.

Die Bilder der Curvenschaaren ergeben sich aus den der ta,
Indem man das Bild eines doppelt gerechneten Kegelschnitts L 9(afi---af)

hinzunimmt; also:

>3, Bild: (axaoe=fl) , bez. L9(aA\«j ===d).
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V. Gerade Beruhrungscurven <), mit je drei scheinbaren Doppelpunkten.

Diese Curvenschaaren ergeben sich einzeln aus den unter Ill, Nr. 3
angegebenen 8-36 o002Schaaren gerader 0 (3, iIndem man die letzteren
IN (2)—(6), Nr. 1 fur C nimmt und daselbst r= 3, d= 1, 5= 4 nimmt.
Es gibt also auch 8-36 solcher Schaaren «&5, und jede erhalt die
Mannigfaltigkeit oo/, berdhrt also 12 in der zur betreffenden geraden
Charakteristik gehorenden Vollschaar von Gruppen von je 10 Punkten.
Ihre Bilder werden aus den O (@ von III, Nr. 3 unter Hinzunahme des
Bildes L3(a{ &) einer doppelt gezahlten Geraden erhalten; werden also:

a,) <), Bild: L4(a, =87, bez. Ln(@\*==a7,

ald 409 Bild: @\ala]), bez. Ls(a, a\===aj).

bl) N~ 8Z3 Bild: Lh(a{d¢4a4-la7), bez. L I0(a\ci\a\a\=af),
b2 O0~N"; Bild: Z6(a, a2asa\mal), bez. L9(a\a\a\a*-- a3,
by O ~NCB Bild: L7(a*al al a\a\a\a’, bez. L Ba\a\a\a\a\a\a*).

Da eine solche Schaar, wie die zugehorige 0 (3, einem 7-System von
Doppeltangenten zugeordnet ist (IIl, Nr. 3), und 0@ In eine solche
Gerade, verbunden mit oo' Kegelschnitten, zerfallen kann, so hat man noch:

Durch die 10 Berdhrungspunkte einer unserer Curven
0@, 1thre 3 Doppelpunkte und die 2 Beruhrungspunkte
irgend einer der Doppeltangenten des zugeordneten 7-Sy-

stems, 1a, gehen o0l Curven 4t&rOrdnung, mit dem letzten
Basispunkt Iin einem Schnittpunkt der O®B mit der ta

V1. Ungerade BeriUhrungscurven mit je 4 scheinbaren Doppelpunkten.

Nach der Abbildung hat man folgende co6Schaaren:

a,) 0 (0; Bild: L4(a\a3---a7, bez. Ln@\a\a\-- «*),

ad 07 ; Bild: Lh(a, a2a\==aj), bez. L xofa\ a\a\-ala?) ,
a3 0f3; Bild: L6(a\a\a\a\aha6ay, bez. L9(a,ala\a\a\a\af),

ad 0O (3; Bild: L:(a3az2a*«4==a?), bez. £ 8(aj a2a3ad=a3j .
n,) 0'S; Bild: Lh(a; a\a3 -a? , bez. LI0@?al a\=-al) ,
02 085}; Bild: XGa3a\e==a), bez. L9(a\a\- a\a5),
p) O, Bild: L7(afa2asadmma’) , bez. L 8(a\a\a\«4ee;),
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mit den Vertauschungen von 1m -7. Dies gibt 27 28 oo6Schaaren,
je zu 27 einem der 28 ungeraden Systeme (ik) angehorig.

Die Zuordnung der einzelnen Schaaren zu Charakteristikengruppen
ergibt sich aus den In jeder Schaar weiter enthaltenen Unterschaaren.
In aj iIst enthalten als Bild :

Lo(azmma)-L | (a2 -L\ (a2l ,

d. h. die Doppeltangente t1Z2 welcher die Schaar zunachst zugeordnet
Ist, verbunden mit zwei Beruhrungskegelschnitten eines Systems; ferner
die Doppeltangente (81, verbunden mit der oo5Schaar von [82] zugeord-
neten Beruhrungscurven 0 @ aus | dieser Nummer; die Ubrigen In der
Gruppe (12) -\-(81) = [82] enthaltenen 10 Doppeltangenten nur je mit
Curvenschaaren 0 (4 aus Il, Nr. 5 die letzten 16 Doppeltangenten je mit
Schaaren 0 4 aus 111, Nr. 5 verbunden. Somit unterscheiden sich die
(¢¢) zugehorigen 27 Unterschaaren 0 (6 nach den 27 von tik verschiedenen
Doppeltangenten,, indem in einer solchen Schaar immer nur eine dieser
27 Doppeltangenten mit einer 0 (@ aus I, Nr. 5 verbunden vorkommt.

Dies liefert auch die Abbildung unserer Schaaren nach Nr. 1. FOr
a,) gehe man zu dem Zweck in Nr. 1 aus von

C(£)=t8r~" |,

WO ein [82] angehoriger Beruhrungskegelschnitt ist (mit dem Bilde
av* L x(ctiy), und betrachte also die beiden Schnittpunkte von s mit O (B
als scheinbare Doppelpunkte Bx 32 von C. Die Curven 4t Ordnung,
P= o0, von (2) Nr. 1, treffen dann nur 02 In °°2 Gruppen von je 2
beweglichen Punkten; den durch /?, und 32 gehenden Kegelschnitten Q,
welche diese Gruppen ebenfalls ausschneiden, kann man also noch vor-
schreiben, dass In 3 x die Richtungen von P, Q harmonisch liegen zu denen
von C. Dann folgt aber Gleichung (6) von Nr. 1, und damit in den C
die gesuchte oo6Schaar von 0@ Die vier Doppelpunkte einer
solchen Curve liegen mit B1,8.2 und mit zweien der Schnitt-
punkte der Curve mit 0% auf einem Kegelschnitt; ihre
10 Berihrungspunkte, 1hre 4 Doppelpunkte und die zwel
Beruhrungspunkte von t8 bilden die 16 Basispunkte eines

Buschels von Curven 4tr Ordnung.
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VI1I. Gerade Bertihrungscurven OB\ mit je 5 scheinbaren Doppelpunkten.

Man gehe In Nr. 1 far die Curve C von einer aus drei Doppel-
tangenten ¢jc2  bestehenden geraden Beruhrungscurve 0@ aus, mit
3 scheinbaren Doppelpunkten in deren Schnittpunkten B Xx32R3 (z- B. von
A 22 mit dem Bilde ax-a2-L2(a3me=a-), zu (0) gehoérig). Die Curven
4r Ordnung P =0 von (2) treffen C nur In festen Punkten; die durch
BnRRalls gehenden Kegelschnitte Q von (3) kann man dann so bestimmen,
dass die Richtungen von P, Q in B2 mit denen von $17/ und in B3 mit
denen von |, |2 harmonisch liegen. Gibt man nun der Curve

P2— (jO2n = o

einen weiteren Punkt auf £,, so erhalt sie nicht nur 813 sondern auch
|213 zum Factor und es existirt also wieder Gleichung (6), womit In den
C' eine oo05Schaar der gesuchten Curven 0 (B gefunden ist.

Solcher o005-Schaaren existiren also 56-36, je 56 In der
allgemeinen, einer der 36 geraden Charakteristiken (a) zu-
geordneten Schaar von Die 56 Schaaren von (a) sind
einzeln den 56 Dopp eltange ntentripeln zugeordnet, welche
In der allgemeinen Schaar der 0™3 enthalten sind.

Die 5Doppelpunkte einer 05 liegen mit den 3 Schnitt-
punkten des zugehodrigen Doppeltangententripelsauf einein
Kegelschnitt; dieselben 8 Punkte, die 10 Beruhrungspunkte
der 05 und die 6 Beruhrungspunkte des Tripels liegen zu-
sammen auf einer Curve 4tr Ordnung.

Die Abbildung ergibt:
a,) O[,5); Bild: Lb(a\-meal), bez. Z 10@\a\ a\me=a3), zug. """ ;12>
a2 005); Bild: Le(cftaza\aAmmm-), bez. 1 9(a] a\a\a\ me«*), zug. tl2t1323
bi) 012841 Bild: L3{ar-a4), bez. L ]2(a\--a\a\ala?), zug. t8bt86t8],
b2 0 1234 Bild: Li(a\a\abala~), bez. L u(a\a\a\a\a\a\a\), zug. t8384]2
b3 01234; Bild: Lb{a\u2a3aia\af), bez. L xo@\a\a\a\ala\a%), zug. t87ti5t>g
bg N (B4 Bild: Liu(alalalalala?, bez. X9(@\a\a]a\a\a%at), zug. tsltv ti,
b9 0 (@ Bild: L6(afa\a\a\ababa?), bez. L 9Yaxa\cra\a\a\a\), zug. tl2tlstH
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b§ 01234» Bild. L- (R, =t4a8(l9, bez.  (a\ -wtdft-aft-), zug. t8tb16,
b7 ~ 1284 Bild: L-{axa2a\a\a\a\ft:), bez. i 8fa\a\a\a\aba\«!), zug. 1235,

mit den Vertauschungen von 1,<*/. In einer solchen o005-Schaar Ist
besonders enthalten: irgend eine der drei Doppeltangenten des zugehdrigen
Tripels, verbunden mit einer entsprechenden Schaar von o004 Curven 0 (&
aus IlI, Nr. 5.

VIll. Ungerade Beruhrungscurven {38, mit je 6 scheinbaren Doppelpunkten.

Man hat die o0o04Schaaren:

ai) *8} Bild: L2(ft,), bez. Li3(«} a\— afy,
a2 Bild: La(ft, a\&@3ftd, bez. L n(@\a\fjja\a\a\a\),
a3 Bild: Lb(3f f2e==ft]) , bez. Z,0(ft, ftd— ft),

ad 03 Bild: Zo(ft, ft2a\==al) , bez. Z Y(ft{ 32}y ==ftjj ai),

ay *|? Bild: I/7(«} T2MQHRMSH6TL), bez. (ft, «2a\a\a\a\ {4 .
hi) *8> Bild: Ls(ft, ft2ftg), bez. L 2(ft{ fi2ft3a\ ==a0),

) 0 @ Bild: IH(ftgftde«ft), bez. LX (ftF«2a\«4 ==} ,

3 #172 Bild: LO@\a2a\a\al), bez. L l0o@\a\a\a4a\a\ii)

04 0 @ Bild: £6(32033R4}jR6a7) , bez. Z I(W®R2R2ft; [y ft}),
h5 Bild: X7(«?f2ftg«dft?ftd , bez. Z 8(ft, ft]ft3ftd3jj3jjR37),
h6 Bild: X7(ftf32a'im«3?), bez. 1 S(RE(Y) ===3?),

mit den Vertauschungen von 1,— 7. Dies sind 72-28 Schaaren, zu je

72 In einem der 28 ungeraden Systeme («) enthalten.
In a,) mit dem Bild L2(3,), ist enthalten: 1) die Doppeltangente t8l,

verbunden mit 2 Kegelschnitten eines Systems [81]; 2) irgend eine der
6 Doppeltangenten

;82> :83) "' m875
verbunden mit einer oo3Schaar von rationalen 0 4 aus Ill, Nr. 5. Dieses
Sechsersystem, welchem unsere Unterschaar 0$ aus (81) eindeutig zu-
geordnet iIst, hat die Eigenschaft, mit t6 verbunden eines der 8-36 Aron-
hold’schen 7-Systeme von Ill, Nr. 3 zu liefern. Solcher 7-Systeme, welche

: : 8 36 7 L
*8l enthalten, gibt es In der That ’%g—: /2, namlich je 2 unter den 8

zu Jjeder der 36 geraden Charakteristiken gehorigen Systemen.
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Hiernach leitet man eine unserer Schaaren mittels Nr. 1 ab, Indem
man von einer Curve

C= ,82:83:84:85 "' ;67

ausgeht, und In 1thr die 6 gegenseitigen Schnittpunkte von 18 (83 18I, b
als scheinbare Doppelpunkte (R31,-" Re) betrachtet (r= 5, d= 6, 5= 5),
wodurch man unmittelbar zu (6J, Nr. 1 gelangt. Die 6 Doppelpunkte
einer so abgeleiteten 0 liegen mit den 6 Eckpunkten 3 xe=«}6 des voll-
standigen Yierseits (823,843 auf einer Curve 3tr Ordnung, die auch durch
die 3 wirklichen Schnittpunkte von 03V} & geht; und jene 15 Punkte,
die 10 Berdhrungspunkte von 07, und die 10 BerUhrungspunkte von

BB liegen auf einer Curve St Ordnung.

| X. Beruhrungscurven <0, mit je 4 scheinbaren Doppelpunkten.

Man hat 63 verschiedene go 1kSchaaren, welche 12 In 0oc9 Gruppen
von je 12 Punkten berdhren, und welche sich aus den 63 co‘-Schaaren
von 0,29 in I, Nr. 3, oder den 63 o0o05Schaaren von 0@ Iin I, Nr. 5 ein-
zeln nach Nr. 1 ergeben.

Die 12 Beruhrungspunkte und die 4 Doppelpunkte einer solchen
O @ bilden die 16 Basispunkte eines Buschels von Curven 4ta Ordnung;
dieselben 16 Punkte liegen mit den 8 Beruhrungspunkten einer zuge-
horigen 0 K und deren Doppelpunkte auf einer Curve 5t Ordnung, durch
deren 10 weitere Schnittpunkte mit 0 4 auch 0 19 geht. Diese 10 Punkte
und die 5 Doppelpunkte liegen auch auf einer Curve 3t Ordnung.

Die .Abbildungen ergeben sich aus Nr. 3, | durch Zufigung von

L 6(a\-==«?), zu

c) 0i2; Bild: L9@\a\a\" 0?), bez. L9(a[aia\--- a*).

X. 0©, mit je 5 scheinbaren Doppelpunkten.

Dieselben sind nach Nr. 1 abzuleiten aus Doppeltangentenpaaren,
deren Schnittpunkt als scheinbarer Doppelpunkt betrachtet wird; die so
entstehenden oc13Schaaren sind also einzeln den Schaaren 0 @ von Nr. 5, Il
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zugeordnet. Es gibt deren, wie dort. 6-63, Die 12 Beruhrungspunkte
einer solchen Curve 0 ©® und ihre 5 Doppelpunkte liegen mit den 4 Be-
rhrungspunkten des zugehdrigen Doppeltangentenpaars und dessen Schnitt-
punkt (und mit je einem Schnittpunkt der beiden Doppeltangenten mit
0 ® auf einer Curve 4tr Ordnung, mit den 8 Beruhrungspunkten einer
zugehorigen 0 4 von Il Nr. 5 und deren 2 Doppelpunkten auf einer

Curve 5t& Ordnung. Die Beruhrungsgruppen einer o00,0Schaar von <imw
auf 1l bilden eine 003Vollschaar.

Die Abbildungen ergeben sich aus IlI, Nr. 5 durch Zufigung von
L%(«1 ==*«) zu

aj 0%; Bild: X6&@a, a2za\---a-), bez. L12aJa\a\ - a4 ; etc.

X1l. &, mit je 6 scheinbaren Doppelpunkten.

Dieselben sind nach Nr. 1 einzeln den Schaaren 0 @ von Ill, Nr. 5
zugeordnet, Dbilden also 16-63 o009Schaaren, welche aber £1 In Voll-
schaaren, je 16 In derselben Vollschaar, berdhren. Durch die 12 Be-
ruhrungspunkte einer solchen Curve 0 (©, durch deren 6 Doppelpunkte,
durch die 2 Beruhrungspunkte irgend einer der Doppeltangenten des
zugehorigen Sechsersystems (s. Nr. 5, 1lIl) und durch einen Schnittpunkt
derselben mit 0 ® gehen o002 Curven 5tor Ordnung.

Die Abbildungen erhalt man aus IlIl, Nr. 5 wieder durch Zuflgung
von L z(«![32eeeq-) zu

a0 <&n5 Bild: Lb(ajal a3=a/), bez. L n(a\a\dl-mfy) etc.

XI1l. W6, mit je 7 scheinbaren Doppelpunkten.

Die Abbildung einer dieser o0o08Schaaren wird:
a,) 0gf; Bild: X4(a2< v -a7), bez. Lu(@\a\- -

Diese Schaar ist zunachst der Gruppe [81] zugehodrig. Enthalten ist

in ihr: 1) (8, verbunden mit einer oo%#Schaar von aus Nr- aik
2) Irgend eine der 6 Doppeltangenten

aj) "g§2 J 7835 "gT >

Abh. d. 1l. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. I. Abth. (18) )
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je verbunden mit einer oo6Schaar von 0 ® aus Nr. 5 VI; 3) irgend eine
der 6 Doppeltangenten

ai) M2J M8J' ' M7 >

je verbunden mit einer oo4Schaar von 0 (® aus Nr. 5 VIII. Dabel ist
8L eine der 16 nicht In [81] enthaltenen Doppeltangenten; ai) und aj')
sind die beiden Systeme von 6 Doppeltangenten, welche, mit 18l verbunden,
zu den 8 Aronhold’'schen 7-Systemen gehoren, die der geraden Charak-
teristik [81] -J-(81) = (0) zugeordnet sind. Da aj) und aJ') zu a,) sich
ungleichartig verhalten, erhalt man also, zu [81] gehdrig, 16-2 Unter-
schaaren. Im Ganzen gibt es 16-2-63 unserer Schaaren.

Man leitet eine solche Schaar nach Nr. 1 dadurch her, dass man
von einer zerfallenden Curve 4ter Ordnung, C, mit 4 scheinbaren Doppel-
punkten ausgeht; namlich far a”™ von einer Doppeltangente (81, verbunden
mit einer geraden Beruhrungscurve 073 mit einem scheinbaren Doppel-
punkte (Nr. 3, Ill), wobel auch die 3 Schnittpunkte von t8 mit <=8 als
scheinbare Doppelpunkte zu betrachten sind. Lasst man auch Zer-
fallen in t& und einen von den ool Beruhrungskegelschnitten [82], so folgt:

Die 12 BerUuhrungspunkte von <% aus a,) dieser Nummer
liegen mit den 7 Doppelpunkten dieser Curve auf o002 Curven
5tr Ordnung; mit diesen, den 4 Berudhrungspunkten und dem
Schnittpunkte von (8, t und mit einem Schnittpunkt von
& mit <8 auf ool Curven 5trOrdnung; diese 2 Punkte mit
jenen 7 Doppelpunkten auf ool Curven 3t Ordnung.

XTI, mit je 8 scheinbaren Doppelpunkten.

Die Abbildung einer dieser oo%/Schaaren ist:
08123; Bild: L4[a\a-aa6a)) .

In derselben sind ausgezeichnet enthalten: t& und (83 je verbunden
mit einer oo6Schaar von Curven 0 ® aus VI, Nr. 5. Dies sind zwel In
der Gruppe [8123] enthaltene Doppeltangenten, welche aber aus zwel
verschiedenen der 6 Paare von [8123] genommen sind. Somit gibt es

Innerhalb einer Gruppencharakteristik [a] 7 -4 = 60 verschiedene unserer

Schaaren, Im Ganzen 60-63 o00/-Schaaren.
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Um die obige Schaar mittels Nr. 1 abzuleiten, kann man von einer
Curve

ausgehen, indem man die 5 gegenseitigen Schnittpunkte der 3 Curven,
aus welchen C besteht, als scheinbare Doppelpunkte von C betrachtet:

Die 12 BerUhrungspunkte einer <4¥6), ithre 8 Doppelpunkte,
die 4 Beruhrungspunkte des zugehorigen Doppeltangenten-
paars und dessen Schnittpunkt bilden die 25 Basispunkte
eines Buschels von Curven 5 Ordnung; der letztere Punkt
liegt mit den acht Doppelpunkten der < auf oo1 Curven
3 Ordnung.

XIV. ®@®, mit je 9 scheinbaren Doppelpunkten.

Eine Schaar ist;
2341 Bild: L 3(aba6al).

In dieser oo6Schaar ist ausgezeichnet enthalten: iIrgend eine der
4 Doppeltangenten

¢81) 7825 835 (815

je verbunden mit einer oo5Schaar von Curven <9 aus VII, Nr. 5. Die
4 Doppeltangenten bilden ein Quadrupel derart, dass keine derselben In
der Gruppe [1234] vorkommt und irgend drei derselben eine gerade
Beruhrungscurve <(3) bilden. Solcher Quadrupel, [1234] zugeordnet, gibt

es 16-£oj§8°1_ £g gibt somit 80-63 gleichberechtigte
1. L .4

unserer co6-Schaaren 0 (6.

Mittels Nr. 1 lasst sich eine solche Schaar aus dem zugehorigen
Quadrupel als Curve C ableiten, indem man deren 6 gegenseitige Schnitt-
punkte als scheinbare Doppelpunkte von C betrachtet:

Die 12 Beruhrungspunkte einer <Xg,i1hre 9Doppelpunkte,

die 6 Eckpunkte des aus dem zugehorigen Quadrupel ge-
bildeten Vierseits und die 8 Beruhrungspunkte dieses Vier-
seits liegen auf einer Curve 5tr Ordnung; die 9 Doppel-
punkte mit jenen 6 Eckpunkten auf einer Curve 3tr Ord-

nung.
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XV. 4), mit je 10 scheinbaren Doppelpunkten.

Eine o005Schaar ist:
, Bild: Ls(axaf).

Dieselbe enthalt besonders: irgend eine der Doppeltangenten

83> 845 855 86? (875 12 J

je verbunden mit einer oo4Schaar von <5 aus VIII, Nr. 5. Die 6 Doppel-
tangenten, denen unsere Schaar, nach [81], weilter eindeutig zugeordnet
Ist, bilden eines der Iin Ill, Nr. 5 besprochenen Sechsersysteme. Es
gibt eine einzige Gruppe, [12], welche keine der Doppeltangenten des
Sechsersystems enthalt; aber zweil verschiedene Gruppen, namlich ausser
[81] auch [82], welche alle 6 Linien des Systems enthalten. Zur Gruppe
[81] existiren aber 32 verschiedene Gruppen, welche zu [81] In analoger
Beziehung stehen, wie [82].

Somit gibt es 32-63 unserer o005-Sch aaren.

Zur Ableitung einer Schaar nach Nr. 1 kann man ausgehen von
einer Curve

C — (82 ,83:84:85:86 :875
Indem man die 10 Ecken des aus t83---t8 gebildeten vollstandigen 5-Seits
als scheinbare Doppelpunkte von C betrachtet:

Durch die 12 BerUhrungspunkte und die 10 Doppelpunkte
einer sowie durch die 8 Beruhrungspunkte von vier Linien
des zugehorigen Sechsersystems und deren 6 Schnittpunkte gehen
o0 1Curven 6t Ordnung; durch diese 6 Punkte und jene 10 Doppel-
punkte ool Curven 4tr Ordnung.

6. Ulleigentliche Beriilmmgsscliaaren.

. Die uneigentliclien, zu [0] gehdrenden Beruhrungscurven sind nur
solche von gerader Ordnung, welche vermoge 4= o durch doppelt ge-
zahlte Curven ersetzt werden konnen. Indessen gibt es doch darunter
ausgezeichnete Schaaren, auf welche ebenfalls die Betrachtungen von
Nr. 1 Anwendung finden, und welche der Vollstandigkeit halber flUr ¥
und V™A aufgezahlt werden sollen.
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A. Als F(] hat man so zunachst die Gesammtheit von o006 Berihrungs-
curven 4t Ordnung:

d —U2= o,

ohne scheinbare Doppelpunkte; abgebildet durch L 6(a\- maf); irgend zwel
der Curven treffen sich in 8 wirklichen und 8 scheinbaren Schnittpunkten,

die je auf einem Kegelschnitt liegen.

B. Darin enthalten sind 63 Unterschaaren, von der Mannigfaltig-
keit 003 von denen jede Schaar 11 so beruhrt, wie die Paare der Kegel-
schnitte eines Gruppensystems [«]. Nimmt man in einem solchen Paar
statt eines der Kegelschnitte den mit thm Im andern Blatte vereinigt
liegenden, so erhalt man eine o002-Schaar von je aus zwel
Kegelschnitten eines Gruppensystems [«] bestehend, die
sich 1n 4 scheinbaren Schnittpunkten treffen, also 002 ¥
mit je 4 scheinbaren Doppelpunkten. Solcher quadratischer 002
Schaaren gibt es 63; die Beruhrungsgruppen einer Schaar, einfach ge-
nommen, bilden eine lineare ar-Schaar auf 11. Die Bilder der 63 Schaaren

sind:

a) PbRi> Bild: ¢ 2(af), bez. L I0(@\a\==as .
b) 2¥6 Bild: LAa\ee»!), bez. Ls(af -a\a\a\ad .
C) . Bild: L6(@* (qme=a~), bez. L 6(a\
Ist fUr das System: [a]:
C2a — Bl= 11,
wo C2,Co,B2 Kegelschnitte sind, so wird
(C2-(-2/Bo -f~-ACo)(Co 2uBo-j-//"C)— [C2-{- (A fI)Bo-j- ALC2}=

=(1-uyn.
Hier steht im ersten Term eine beliebige Curve der ooz2Schaar
als deren Parameter A-j-a, lu aufzufassen sind. Fur u= —i folgt

daraus, dass die 4 Schnittpunkte von C2= o, C2= o0 und die
4 BerUhrungspunkte i1rgend eines zum selben System ge-
horigen Kegelschnitts C o 2/.B2-J->2C2= o auf einem Kegel-
schnitt liegen. Dieser bekannte Satz I) ergibt sich auch als specieller

1) Ein specieller Fall desselben findet sich zuerst bei Hesse, Gr. J. 49, p. 300.
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Fall unserer Betrachtungen von Nr. 1, angewandt auf zweil Curven IFfi)
einer Schaar, da man aus denselben unmittelbar schliesst:

Die 8 Beruhrungspunkte und 4 Schnittpunkte 1i1rgend
zweler Kegelschnitte eines Systems [a] bilden mit den 4 Be-
ruhrungspunkten irgend eines dritten Kegelschnitts aus
[a] die Basispunkte eines Buluschels von Curven 4t Ordnung.
Man hat zu jenem Zweck nur zu beachten, dass die genannten 8 Be-
ruhrungspunkte auf einem Kegelschnitt liegen.

C. Als Wj] hat man zuerst die Gesammtheit der ool Curven
d-QiI1n =o0

mit je drel scheinbaren Doppelpunkten, abgebildet durch L9(a3---ad.

D. Sodann hat man 28 verschiedene 009Schaaren von Curven
einzeln zugeordnet, ausser [o0], den 28 ungeraden Charakteristiken (ot).
Jede Curve hat 6 scheinbare Doppelpunkte. Die Abbildungen der Schaaren
sind:

a) N @i; Bild: Lgk*eee £0), bez. L n@®a\"-ai.
D) Bild: Lg(@\a\a\ =«9r bez. L IJa\a\a\-- a*).

Diese 28 Schaaren sind einzeln auf die 28 Schaaren von ungeraden

aus Il, Nr. 3 derartig zu beziehen, dass je zwel Curven aus einer

Schaar <P® auch eine Curve der entsprechenden bilden. Daher Lasst

sich eine Schaar 0a auch aus einer Curve 4tr Ordnung 0 §-t_, wo t

die zu (a) gehorige Doppeltangente ist, nach Nr. 1 ableiten, indem man

die 3 Schnittpunkte von t mit I4[3 als scheinbare Doppelpunkte von
, =L betrachtet.

Die 12 Berthrungs- und 6 Doppelpunkte von *Hj liegen mit
den 8 Beruhrungspunkten von ma und den drel Schnittpunkten
von t; mit <3 auf einer Curve sfer Ordnung. Die letzteren 3 Punkte
liegen mit den 6 Doppelpunkten von W?"™a auf einer Curve
3tr Ordnung, diese 6 Punkte daher auf einem Kegelschnitt.

Durch die genannten 12 -f- 6 Punkte von W{ und die zwel Be-
ruhrungspunkte von ta gehen o003 Curven s5ter Ordnung; diese 20 Punkte
bilden also den vollstandigen Schnitt einer Curve 4t und ster Ordnung.
Und da die ersten 12 Punkte auf einer Curve 3tr Ordnung liegen, so
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folgt: der Kegelschnitt durch die 6 Doppelpunkte von geht
auch durch die beiden BeruUhrungspunkte von ta.

Analytisch sel
C=ta# »=K I|I-n:

so Ist In Nr. 1 zu setzen

und
P=K2(taS2+ X#») + KxmC, Q=taS2— 10(8)f

wo KijS2 willkurliche Functionen ersten und zweiten Grads. Dann folgt
(6), wo

C'=(ta S2+ =><t*f+ 2K,K,(taU, + X<=)+ K| C+4kSt1l.

Fur die 6 Doppelpunkte von C' wird P = o0, Q= o, ohne dass ta
oder S2= o dafur o ware; daher folgt daftr

2 /1i2-\-taKy= o,

ein auch durch die beiden BerUhrungspunkte ta= o0, K2= o0 von tu gehender
Kegelschnitt.
E. Ferner hat man 63 verschiedene o008Schaaren von Curven IPJf

mit je 7 scheinbaren Doppelpunkten; einzeln nach [<)], den 63 Gruppen-
charakteristiken [a] zugeordnet; mit den Abbildungen:

a) Bild: L5(af a2---a?, bez. L Iz(a\a\ee={f).
b) ~o,i1Z% Bild: L 7(a? =a*ababa/), bez. L u(a? ==a\a\a\af).
c) 1© ; Bild: L9(a\a2a\---a/), bez. L9(ax dhb===aj).

In einer solchen a8Schaar VW sind enthalten: die doppeltgezahlten
Geragen, verbunden mit der vorher genannten o0o02Schaar von V\@;‘/K die
aus Kegelschnittpaaren [«] besteht. Die ganze Schaar lasst sich also
aus nach Nr. 1 ableiten, fur r= 4, d= 4, s= b5:

Die 12 Beruhrungs- und 7 Doppelpunkte einer ¥** liegen
mit den 8 Beruhrungs- und 4 Schnittpunkten i1rgend zweier
Kegelschnitte des Systems [«] auf einer Curve 5terOrdnung,
diese 4 Schnittpunkte mit jenen 7 Doppelpunkten auf einer

Curve 3 Ordnung.
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F. Endlich gibt es 8-36 verschiedene oc5Schaaren von Curven VI®
mit je 10 scheinbaren Doppelpunkten; einzeln den 8-36 Aronhold’schen
7-Systemen von Doppeltangenten zuzuordnen. Die Bilder sind:

a,) iPjg; Bild: L2, bez. Lw(a?e==a?),
ao) yffi; Bild: L8(a®a\--- &f) , bez. LI0@\, e==«*).
0,) Bild: X4(a*a\ , bez. £ 14(«{4 «Ja®=af),
02 N 18 Bild: Z6(at«4==«?), bez. LX2(«? &Raljad==ad
03 70?8285 Bild: L 8(a\d2a\ci\a\aj), bez. L IQa\a\a\(%a\a\<9).

Als ausgezeichnet treten In einer solchen Schaar auf: die In
iIrgend 2 Curven der zugeordneten Schaar <#3 von Nr. 3, Il zerfallenden
Curven; solche zwei Curven haben 8 scheinbare Schnittpunkte, welche
mit den beiden Doppelpunkten der beiden <58 zusammen die 10 schein-
baren Doppelpunkte der speciellen bilden:

Die 12 Berllirungs- und 10 Doppelpunkte einer Curve
WM™ liegen mit den 6 Berulirungs- und dem Doppelpunkte
einer zugeordneten {3 (von IIlI, Nr. 3) und mit 2 Schnitt-
punkten der g« ¥ auf co2 Curven 6% Ordnung;« jene 22
Punkte mit den 2 BeriUhrungspunkten 1irgend einer der
/ Doppeltangenten des zugeordneten 7-Systems auf o004 Curven
6ter Ordnung.

1. ZuUu uneigentlichen Berluhrungsschaaren mogen wir auch solche
rechnen, welche zwar nicht zu [o], sondern zu einem der Ubrigen Charakteri-
stikensysteme gehdren, aber doch nur aus Curven bestehen, die alle zer-
fallen. Von den Curven <(® treten als solche Schaaren noch auf:

Die 63 003Schaaren deren Curven aus je 3 Kegelschnitten einer
oo‘-Schaar [«] bestehen, den 63 verschiedenen [«] zugeordnet; Curven
mit je 12 scheinbaren Doppelpunkten. Die Abbildungen sind:

a) , Bild: X3(a\), bez. L u(a?a\e=-a?),
b) <4234 Bild: L6(tZ3--ad, bez. L I12(a\-md\ala\a]).
C) , Bild: @® eeea7), bez. L9@\a\==a3 .

Die 12 Beruhrungs - und 12 gegenseitigen Schnittpunkte
von i1rgend drei Kegelschnitten eines Systems [a] liegen
mit den 4 Berdhrungspunkten irgend eines vierten Kegel-
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schnitte desselben Systems [«] auf oo02 Curven 6t Ordnung,
mit den 8 Beruhrungs- und 4 Schnittpunkten irgend zweier
Kegelschnitte von [«] auf o001 Curven 6H Ordnung, mit den
12 Beruhrungs- und 12 Schnittpunkten irgend dreier Kegel-
schnitte von [«] auf einer Curve 6 Ordnung. Die ~Schnitt-
punkte von irgend dreien der Kegelschnitte aus [a] bilden
mit den 4 Schnittpunkten von irgend zweien der Kegelschnitte
aus [«] die Basispunkte von o001Curven 4 Ordnung, und liegen
mit den 12 Schnittpunkten von 1irgend drei andern der
Kegelschnitte [«] auf einer Curve 4trOrdnung.

/. Specielle Sclinittpiiniktsiitze.

. Die Betrachtungen von Nr. 3 fuhren, nach Nr. 1, nur auf be-
kanntere Schnittpunktsatze. Nimmt man zuerst in Nr. 1: r= 1, s= 2
und lasst die Curve C[ bez. C2J von (15 Nr. 1 in je 3 Doppeltangenten
zerfallen, so hat man nach den dortigen Satzen oder dieser Gleichung (15):
von den 9 Schnittpunkten von O\ mit C2 sind 6 scheinbare auf einem
Kegelschnitte, 3 wirkliche auf einer Geraden gelegen. Genaueres liefert

die Abbildung Iin Nr. 3, II:
Es gibt (5040) verschiedene 6-Systeme von ungeraden Charakteristiken

(«), BN\ («.), (1?7,); («), (2
der Art, dass die Summe aller 6 zu o wird, die Summe von dreien aber

2-4mal ungerade, 2 e6 mal gerade wird. Die geraden Combinationen

seien hier:
(or/?«,)> («/?1?,), («/?«3, (alBB2Q) («,/[?l«), («1/?,/7?),

die ungeraden:

(B cfj ofg), (aa,/??, (<*Na?d), {<TL\BI)\
man theile die 6 Charakteristiken in 3 Paare, wie oben, was nur auf
eine Weise geht; dann liegen die 3 Schnittpunkte von ta mit

N\ von ta mit tI;, von t& mit i auf einer Geraden, die 6
Ubrigen Schnittpunkte der beiden perspectivischen Drelecke

ca  ¢a2> iy 25

Abh. d 11. CI. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. I. Abth. (19) 6
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also von ta mit tW@t2, von th mit t3tR2, von t& mit Wi, auf
einem Kegelschnitt. (Hesse, Cr. J. Bd. 55.)

In dem obigen 6-System kann man die 2 ersten Paare willklrlich
als 4 Doppeltangenten aus irgend einem Aronhold’'schen 7-System wahlen,
wonach das dritte Paar bestimmt ist (Aronhold, a. c. 0.).

Nimmt man aber in Nr. 1 fuar C und C' zwel gerade, In je
3 Doppeltangenten zerfallende Beruhrungscurven aus einer Schaar von
IIl. Nr. 3, z. B. mit der vorstehenden Bedeutung die beiden Curven

C = tatfitai, C '= titaitfii,

so mussen die scheinbaren Doppelpunkte tu= i =. 0 von G, tR= 2= o
von C' und der wirkliche Schnittpunkt tU= ti= o von G mit C' auf
einer Geraden liegen: was nur wieder der vorhergehende Satz ist. Aber
es folgt weiter:

Die 12 Berdhrungspunkte unseres Systems von 3 Doppel-
tangentenpaaren liegen mit den 3 Doppelpunkten dieser
Paare auf einer Curve 3tr Ordnung.)

1. Hat man ein Sechsersystem von Doppeltangenten der Art I1ll,
Nr. 5, namlich
102> * ;<81
wo [«, a2 = 0 und die Summe von irgend dreli der 6 ungeraden

Charakteristiken al,- a6 gerade ist (es gibt 1008 solcher Systeme), so
hat man flr zweil Curven

C— i385 C — idibidb
eine Gleichung
CC'-B2= n-K,

wo aber K kein vollstandiges Quadrat wird, weill G und G' nicht Curven
einer Schaar von Ill, Nr. 3 sind. Daher umhullen jene 6 Doppel-
tangenten einen Kegelschnitt K (Hesse, Cr. J. 55); daraus folgt
weiter nach einem bekannten Kegelschnittsatze, dass die drei Eck-
punkte des Dreiecks tutaJi8 mit den drei Eckpunkten des
Dreiecks talldaa auf einem Kegelschnitt liegen.

1) De Paolis, a. c. 0. Nr. 41.
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Dasselbe scliliesst man auch aus Nr. 5 [III, iIndem man diese Eck-
punkte je zu den 3 scheinbaren Doppelpunkten von zwel der dortigen
rationalen Beridhrungscurven einer Schaar <Z4) nimmt. So wahle man

etwa aus a,) Ill, Nr. 5 die beiden Curven
83684485 ' (67 1 "4 ~ (8648712 ' (67 D
wobel (& und IN beiden Blattern Ubereinanderlaufen; dann liegen die

3 Eckpunkte von 83845 mit denen von t86t6t\2 auf einem Kegelschnitt.
Aber dieser Kegelschnitt geht auch durch die zwei wirklichen Schnitt-
punkte von C4 mit G[, welche hier in die von t& mit t6l Ubergehen,
d. h. in die beiden Beruhrungspunkte der Doppeltangente t6/. Verallge-
meinert man dieses, so lasst sich also der obige Satz von Il dahin er-
ganzen:

Theilt man ein Sechsersystem (x),*®-(a® VOD 6 ungeraden
Charakteristiken, deren Summe = o und deren Combinationen
zUu drel alle gerade sind, irgend wie In zwel Theile

(«,), (@2, («3; (4, («3, (@

SO gibt es nur eine ungerade Charakteristik («), welche mit
irgend zwel Charakteristiken des ersten Theils oder mit
irgend zwel des zweiten Theils verbunden Gerades, mit
irgend einer der Charakteristiken des ersten und irgend
einer des zweiten Theils zugleich verbunden Ungerades
liefert. Durch die 3 Eckpunkte von taitate883 und die 3 Eck-
punkte von ¢«ji«,.«6 geht ein Kegelschnitt, welcher auch durch
die Berudhrungspunkte von ta geht.

Durch dieselben 6 Punkte und durch die 12 Beruhrungspunkte der
beiden Dreiecke geht auch eine Curve 4tr Ordnung, welche 124 in den
beiden Beruhrungspunkten von ta beruhrt und welche an jeder der
6 Ecken harmonisch lauft zu jenem Kegelschnitt und dem diese Ecke
bildenden Doppeltangentenpaar.

Derselbe Satz ergibt sich endlich auch aus dem Satze von Nr. 6. | D,
wenn man eine dortige 'P™ In eines unserer Sechsersysteme zerfallen
lasst; etwa aus einer dortigen Schaar b) die Curve

83 ¢84 (85 ' (86 (87 (12
6*
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herausnimmt, deren Bild wird:

1. Man lasse In Ill, Nr. 3 die gerade Curve In 3 Doppel-
tangenten zerfallen, so liefert der dortige Satz:

Nimmt man irgend 2 Paare von Doppeltangenten

I ) NI
derart, dass
er/?«,), {aRRi)

gerade, aber
(««,/?,), (B«If3))

ungerade sind, so gehen die 00l Curven 3trOrdnung, welche
man durch die 8 Beruhrungspunkte der 4 Doppeltangenten
legen kann, auch durch den Schnittpunkt von ta mit I

Noch allgemeiner hat man nach dem Satze von Nr. 5, I:

Seien ta und th i1irgend zwel Doppeltangenten, und 0 2
ein Beruhrungskegelschnitt, der zu irgend einer Gruppe
[y] gehodrt, fur welche

(ya) und (y£&)

ungerade sind und [yall] verschieden von o0; so gehen die
0 1Curven 3t¢ Ordnung, welche man durch die 8 Beruhrungs-
punkte von tu, tB, ¥ legen kann, auch durch den Schnitt-
punkt von tu mit tQ

IV. Aus Nr. 3, IIl und Gleichung (6) von Nr. 1 folgt: Y

Sollen drei Gerade, ta, tl, tal, eine gerade Beridhrungs-
curve an eine Curve 4t Ordnung, /24, bilden, so kOnnen die
3-2 Beruhrungspunkte nicht willkdrlich auf denselben an-
genommen werden; aber es genugt, durch den Schnittpunkt
S, von ta und t und durch einen beliebigen Punkt S von

eine Curve 3tr Ordnung zu legen, welche In sak harmonisch
lauft zur Geraden (SaiSal und zum Paar tatl, und far die
6 Punkte den weiteren Schnitt dieser Curve 3t Ordnung
mit tatlBtd zu nehmen.
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Der weitere Schnittpunkt von (S,3Sai) mit dieser Curve 3t Ordnung,
P = o, Ist dann der Doppelpunkt einer Curve 3tar Ordnung, welche LIx In
den weiteren 6 Schnittpunkten von 124 und P berdhrt.

V. Aus Nr. 5 IIl entnimmt man:

a) Man habe funf Doppeltangenten

) Bf iy> s
derart, wie

81? ¢82» 24> ;13 > ;85H)
namlich so, dass

(alBy), (alRd), (ade), (Bye), (y <X
ungerade,

(al3s), (ayd), (By<?), (ays), (3de), (aly de)

aber gerade sind; so gehen durch die 10 Beruhrungspunkte
derselben und durch die 3 Schnittpunkte von ta mit tzg, von
ta MIt tv und von w Mit # cg2 Curven 4@ Ordnung. (Auch nach

Nr. 5, V.)

Ferner:
b) Sind 5 Doppeltangenten

cat» ity oo lj (B e
derart, dass
(dta), (<Ys '), (<fey)
ungerade, die ubrigen Combinationen zu 3 und die zu 5 ge-
rade sind (wie tes, ¢S6, (87, t3i), SO gehen durch die 10 Be-
riohrungspunkte derselben und durch die Ecken des Drel-

ecks (ta'tk’t/) oo2 Curven 4trOrdnung.
c) Nimmt man 2-4 Doppeltangenten
@ Y=y > Uil &

derart wie
(«) = (81), (1) = (82), y —(24), 9= (13),

() = (83), ((?)= (86), / = (87), » = (12),
so liegen deren 16 BerUhrungspunkte mit den 3 Schnitt-

punkten (tatr), (taty). (tets) und den Ecken des Dreilecks (¢«'¢™e/)
auf einer Curve 4tr Ordnung. Die letzten 3 Ecken liegen
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mit den 5 aufeinanderfolgenden Ecken des unvollstandigen Funf-
seits (tytatBtdts'ty) auf einem Kegelschnitt.

Der letzte Theill des Satzes ergibt sich auch aus Nr. 5, V, VII oder X.

d Nimmt man aber 2-4 Doppeltangenten jener ersten Art:

81?7 ¢82) ¢24) ¢13) ¢86) ¢34) (83) (36;

so liegen deren 16 Beruhrungspunkte mit den 6 Schnittpunkten

auf einer Curve 4t Ordnung; und die 8 aufeinanderfolgenden
Ecken des unvollstandigen Achtseits

auf einem Kegelschnitt (das Achtseit ist dadurch ausgezeichnet, dass je
drei aufeinanderfolgende Linien zusammen eine ungerade Beruhrungs-
curve 3tar Ordnung bilden, zugehorig zu einer Im Achtseit nicht vor-
kommenden Doppeltangente).

e) Von 6 Doppeltangenten der Art:

¢81l) ¢825 (24) ¢13) ¢85) (86

liegen die 12 Beruhrungspunkte mit den 4 Schnittpunkten

((31 ¢82) 7 (¢81 4¢4)) (682 ¢13)) (¢85 ¢80)

auf o0l Curven 4t Ordnung. Ebenso liegen die 12 Beruhrungs-
punkte der 6 Doppeltangenten der Art

¢85) ¢86) ¢877? (12) ¢81? (82

mit den 4 Schnittpunkten

(;85 "86)> (/85 (87) ? (:86 (87)? (;81.8")
auf ool Curven 4t Ordnung (auch nach 8 5, VI, zu schliessen).

VI. Aus Nr. 5, V folgt, indem man zwei Curven einer Schaar In je
5 Doppeltangenten zerfallen lasst:

10 Doppeltangenten der Art:

81?7 ¢82? 247 (137 (347 (86?7 (877 (27?7 (16?7 (12

haben die Eigenschaft, dass folgende 15 Schnittpunkte (je
3 auf einer derselben)
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(¢81 ¢82) 3 (¢81 ¢24 ) 3 (¢81 ;1R) 3 (¢82 ¢is) 3 (¢82 ¢27) >

auf einer Curve 3tar Ordnung liegen. Dieselben 15 Punkte
liegen mit den 20 Beruhrungspunkten der 10 Doppeltangenten
auf eitner Curve 5@ Ordnung.

VII. Aus Nr. 5 VIII erhalt man, Iindem man die beiden Curven
einer Schaar

¢813 (823 (833 (813 ¢673 (853 (863 (873 (563 (57

betrachtet, folgenden sich auf 2 Aronhold'sche Systeme mit denselben
4 Doppeltangenten beziehenden Satz:

a) Die 6 Ecken des vollstandigen Vierseits (;8&8¢:3:st)
liegen mit den 6 Ecken der beiden Dreiecke (t8bt86t8) und

w67:57¢8) und mit den 3 Schnittpunkten

(¢85 ¢67) 3 (¢86 ¢57) 3 (87 ¢506) 3

auf einer Curve 3 Ordnung; diese 15 Punkte mit den 20 Be-

rGhrungspunkten der 10 Doppeltangenten auf einer Curve
5t« Ordnung.

(Die beiden Dreiecke und die genannten 3 Schnittpunkte begrinden
gerade eine bekannte Grassmann'sche Erzeugung der Curve 3ter Ordnung.)

b) Von den 8 Doppeltangenten

813 ¢823 ¢833 (853 (86; ¢873 (563 (57

liegen die 3 Ecken des ersten Dreiecks mit den 6 Schnitt-
punkten

(¢85 ¢80) 3 (¢85 ¢87) 3 (¢86 ¢87) 3 (¢86 ¢57) 3 (87 ¢(506) 3 (¢56 ¢57?)

auf oo1 Curven 3t Ordnung; diese 9 Punkte mit den 16 Be-
ruhrungspunkten der 8 Linien auf oo1 Curven 5tr Ordnung.

c) Derselbe Satz gilt, wenn man statt der Linie t®6 die
Linie t{6 setzt und statt der letzten zwel Schnittpunkte:

(¢85 ¢40) 3 (87 ¢4R) =
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d Derselbe Satz gilt auch fur die 8 Doppeltangenten
der Art:

¢81) ¢82) ¢13) ¢12) ¢24) ¢86) ¢37) ¢87)

wenn man die 9 Schnittpunkte nimmt:

wie auch aus Y, c¢) dieser Nummer folgt.

e) Aus Nr. 5 XIlI oder XIV, als Erganzung von a):

Derselbe Satz b) gibt auch fur die 8 Doppeltangenten
der Art:
(81 Yy (82?2 :83) 84) (85) (86) (57) ¢56)
wenn man als 9 Schnittpunkte die 6 Ecken des vollstandigen
Vierseits (t8ts2,83:3) und die drei Punkte

nimmt.
Derselbe Satz liesse sich noch fur verschiedene anderartige Combi-

nationen von 8 Doppeltangenten, als b) -e). aussprechen, wie viele Falle
von Nr. 5 und Nr. 6 durch geeignete Spezialisirung zeigen.

VIII. Man lasse in Nr. 6, I, F. eine der Curven 6tor Ordnung Wi* In
eines der Sechsersysteme von Nr. 5, IlI:

.83) ¢84) ¢85) ¢86) ¢87) (12

zerfallen; eine zweite Curve derselben Schaar In

¢81) ¢82) ¢12)

verbunden mit einer oc-’-Schaar von <X3 aus Nr. 3, Ill; so ergibt sich:

Die 10 Ecken des vollstandigen Fulnfseits (;Bt3A==3) liegen
mit dem Schnittpunkt (™8 und mit den beiden Berudhrungs-
punkten von t2Zmit 124auf oo~Curven 4ter Ordnung. Folglich gehen
auch durch die 6 Ecken des vollstandigen Vierseits (¢(8384385tH).
durch den Schnittpunkt (*¢;&8 und durch die beiden Beruhrungs-
punkte von t2 oo] Curven 3t Ordnung.

Diese Beispiele mdgen genugen, um die leichte und noch weit aus-
zudehnende Anwendbarkeit unserer Methode aufzuweisen.



Noether, M., zur Theorie der Beriihnmgsciirven der ebenen
Curve vierter Ordnung. Mdunchen, 1889. Franz in Coinm. (48 S.
4.) «c4ac 1, 50.

©eit 9Seroffentiicf)img ber Arbeiten tion |>effe unb Steiner
im 49. unb 55. Oanbe be§ ©relle’fcfjen Journals finb bie &G
gemeinsten quabratifdfjen ©tyfteme Uott ©urien »ter Orbnung,
meidje eine gegebene ebene ©urle Oierter Drbnung si au allen
©dé&nittfteffen 1u erfter Drbnung berlhren, ©egenftanb ber
Untersuchung tierj3jiebener ©eometer gemefen. £vu3bcfonbere

f,at teiebfef) im britten i6anbe ber 9liatfjematifcgeu Sinnaten be*
auglicfj ber ©latente foid™er 58erti)rung8curtien britter Orbnung,
far meieflje bie je fedfis $8erti)rmtg8puncte nid™t auf einem Regei=
fefmitt liegen, auf bemerfenStuertf)le quabratifefje Unterftyfteme
aufmerlfam gemalt, ititb jftoetljer ijat in ben iGericfjten ber Gsr*
langer MNi;i;fifaitfc*=mebtctntfd™en Oocietat 1878 angebeutet, bafj
folc"e Unterfofteme auef) bei allen ij6tjeren ©latenten 6on $e*
ri~rung”curden Uoit si borljanbeu finb. ©erfelbe fjat aiicfj bort
eine unmittelbar au8bei)nbare UJ%thobe jur Sluffinbung ber
Unterfcfjaaren oott RBurleit britter Orbnung gegeben, um bie
Don (Stebfdfj angegebene Slbbilbbarfeit ber $oppeiebene, meiere
S| at§ Ueberganglcuroe ijat, auf bie einfache (Sbcne nadf”utoeifen.
$antit maren atfe Mittel jur Unterfudfiung biefer bemerfena*
merken Unterfofteme gegeben, ©iei*mo”i ijat eine foiefje Unter*
fuefjung bi§ jet gefefjit, unb ber !Cerf. giebt bafjer in ber bor*
liegeitben 9lbi)anbiung junadjft eine ftyftematifcfje 506ef;anbiintg
ber Sfjeorie ber ermahnten ©tjftetne mit einer Dielifje tioit SXig=
filljlrungen Im 9infdfiuf3 au bie 2lbbitbung ber SDoppeiebene.
Stuficrbcni aber giebt er eine Uottftanbige aigebraifdfje Segritn=
bung ber ©fyaraftcriftifentijeorie, meldje ;u ben si in erfter £5t=
ituitg bcriijreuben ©urden gehort, toafjrenb biefe Sijeorie bi3*
tier enttoeber au8 tranlfcenbenten SSeMNeljungen abgeleitet ober,
roentt aigebraifcf), nur unboffftanbig begrinbet morbeit ift.
G—1



