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Ueber
die Berechnung der wahren Anomalie

in nahezu parabolischen Bahnen.

Von

Theodor Ritter von Oppolzer.

Die Berechnung der wahren Anomalie in nahezu parabolischen Bahnen
stosst immer auf besondere Schwierigkeiten, die darin zu suchen sind, dass
die durch die Analyse hergestellten geschlossenen Formen fur die Ver-
bindung der Zeit mit dem Orte in der Bahn ihre praktische Anwend-
barkeit in diesem Falle verlieren, wiewohl man durch Anwendung
orosserer logarithmischer Tafeln oft eine hinreichende Annidherung er-
halten kann. Bedenkt man die ganz bedeutende Mehrarbeit, die grossere
logarithmische Tafeln bei ihrer Anwendung verursachen und ausserdem
den Umstand, dass sich dieses Mittel fir Bahnen, die sich nur sehr
wenig von der Parabel unterscheiden, nicht anwendbar erweist, so wird
man es begreiflich finden, dass mehrfache Versuche gemacht wurden,
um diesem Uebelstande abzuhelfen. Sehr zweckmassige Vorschlige sind
von Bessel und Briinnow nebst den hierzu nothigen Hilfstafeln publicirt
worden, doch verdient unstreitig das von Gauss in der Theoria motus
angegebene Verfahren wegen seiner umfassenderen und bequemeren An-
wendbarkeit den Vorzug. Dasselbe ist aber dem Nachtheile unterworfen,
dass die Rechnung eine indirekte ist und das Ziel nur durch eventuell
mehrfach wiederholte Versuche erreicht werden kann; allerdings hat
Gauss seiner Methode eine solche Form gegeben, dass bei den gewohnlich
stattindenden Verhiltnissen die Versuche auf ein Minimum von Arbeit
reducirt sind. Ich werde in den folgenden Zeilen ein Verfahren angeben,
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welches frei von diesem Nachtheile ist und nur eine #usserst kurze und
bequeme direkte Rechnung erfordert.

Bezeichnet man mit e die Excentricitit, mit v die wahre Anomalie
und setzt der Kiirze halber:

1 1—e
r :t‘g'")'v, == A—-é’

so gilt bekanntlich die folgende Relation:

ktprie Y Friiig & g
e T e e e + 1] 7
‘2(1‘2 l 3 : 3 5
9 2 - :
+ - 6-2 ,,4___1_{_3 ‘L"*z"f‘...}, ]_)
7 5,

in welcher Gleichung k die Konstante des Sonnensystemes, t die Zeit, die
seit der Perihelpassage in Einheiten des mittleren Sonnentages verflossen
ist, und ¢ den Perihelabstand der vorgelegten Bahn darstellt. Ist die
Bahn eine Parabel, so wird ¢=o0 und die Bestimmung von t aus t wird
mit Hilfe einer kubischen Gleichung hergestellt; die Losung dieser ku-
bischen Gleichung ist aber bekanntlich durch die Herstellung der sog.
Barker’schen Tafel sehr erleichtert. Eine solche Tafel findet sich mit
verschiedenen Ab#@nderungen an mehreren Orten; ich beziehe mich in
dem Folgenden hauptsichlich auf jene Form, die ich der Barker'schen
Tafel in meinem Lehrbuche der Bahnbestimmung gegeben habe; dieselbe
gibt mit dem Argumente: M = tq~ j sofort den Werth der zugehorigen
wahren Anomalie in der Parabel. Ist ¢ aber cine miissige Grosse, wie
dies stets bei nahezu parabolischen Bahnen der Fall sein wird, so wird
Jedenfalls mit Hilfe der Barker’schen Tafel ein Niherungswerth fiir die
wahre Anomalie erhalten werden kommen; die obengenannten Methoden
und auch die hier zum Vortrage gebrachte ziehen von diesem Hilfs-
mittel Nutzen.

Ich fithre zunéchst zwei Unbekannte x und f in das Problem ein,
zu deren Bestimmung nothwendig 2 Bedingungsgleichungen gegeben sein
miissen. Die eine Bedingung wihle ich so, dass der Gleichung:

kt‘/]'rt‘, £ g 9)
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geniigt wird. Multiplicirt man beiderseits mit f so erhalt die Gleich-
ung rechter Hand jene Form, die in parabolischen Bahnen zur Bestimm-

: : g 1
ung der wahren Anomalie dient, nur tritt statt tgo v

“

die Unbekannte

fx ein; man kann daher zur Bestimmung der Grosse fx die Barker’sche
Tafel beniitzen, sobald f bekannt ist, da der links vom Gleichheitszeichen
in 2) stehende Ausdruck in einem gegebenen Falle einen bestimmten
numerischen Werth anninmumt. Als zweite Bedingung fir die Bestimmung
der Unbekannten mehme ich an, dass zwischen 7 und x die Relation
besteht:

T { THA xR 8x T A dub o 3)

in welchem Ausdrucke A,, A,, A,,... ausschliesslich nur Funktionen von
¢ sein werden, deren Bestimmung weiter unten vorgenommen werden
wird. Bildet man nach 3) die positiven ungeraden Potenzen von 7, so
wird man erhalten:

= {l+I’)léx"’~{—Bgeqx4+B;,+3x‘+--" } l
5 h‘ 9 ~ 9 AL So ‘1)
’r"::};"11-%0,6X‘+(J~,6’X*+(rar"le’—i‘"‘ } l

in welchen Gleichungen die durch grosse rémische Juchstaben darge-
stellten Coéfficienten nur Funktionen von & sein werden; ausserdem aber
wird die Darstellung der B, C, D,... Coéfficienten als Funktionen von
A, A, A;...mit Hilfe des polynomischen Satzes keinen weiteren Schwierig-
keiten unterworfen sein. Substituirt man nun die Ausdriicke 3) und 4)
in die Gleichung 1), und ordnet nach den ungeraden Potenzen von x, so
findet sich sofort mit Riicksicht auf 2):

3 1 2

i 1L e L
x~1ax’{(;\,f q)ev-rn]+ \“l(AX3~» — B 3»)1:' 4+ (=B, — =) et
) 9 9] . .
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Vergleicht man die zu gleichen Potenzen von x gehorigen Coéffi-
cienten, so finden sich sofort zur Bestimmung der auftretenden Unbe-
kannten die Relationen:

: %
f2 = ] + ?) & (‘Xl e ‘_,:)')
o)

i 2 2 3
— B = (A, — —B -}

g 5 e B 5)

1 2 3 2 -5 4 = 5)
— B, = 0+ —Fe(A~-_B,45C == =) |

O 5 { i a 1} {

1 OF i o 4 ) SoE 4 5
— B, = = O+ D ——Fe(A,—— B, +—C,——D,+ 3

3 At T 9 3 Bicsit = 9

Es ist also f ebenfalls blos eine Funktion von & Die Gleichungen
5) enthalten die Losung des Problemes, da dieselben die Bestimmung
der A,, A, A;... Coéfficienten nach steigenden Potenzen von e gestatten.
Ich werde hier vorerst nicht die Mittel angeben, mit deren Hilfe man
diese Berechnung ausfithren kann, um den Gang der Entwicklung nicht
weiter zu storen; nur so viel will ich gleich erwihnen, dass Herr Robert
Schram, den ich ersucht habe in Verbindung mit Herrn F. K. Ginzel
die hierfiir néthigen numerischen Operationen durchzufithren, sich in
einer hochst wmsichtigen Weise seiner miihevollen und umfassenden Auf-
gabe entledigt hat; die von demselben zu diesem Ende entwickelten sehr
zweckmissigen und iibersichtlichen Rechnungsvorschriften lasse ich am

Schlusse dieser Abhandlung nach seinen eigenen Worten folgen.

Die folgenden Coéfficienten sind nach den zwei verschiedenen unten
néher beschriebenen Methoden bestimmt worden; die Zahlen fiir jede
der beiden Methoden sind durch eine doppelte Rechnung gepriift, indem
sowol Herr R. Schram als auch Herr F. K. Ginzel unabhangig von ein-
ander die diessbeziiglichen sehr umfassenden Rechnungen durchgefithrt
haben. Da die so erhaltenen numerischen Werthe gleichsam durch eine

vierfache Rechnung gepriift erscheinen, so kann an der Richtigkeit der

o
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folgenden Angaben nicht gezweifelt werden. Is fand sich indem die
Entwicklung bis zu den 8. Potenzen von & inclusive durchgefithrt wurde:

jice 52 I 639832 ¢ 2302525440 &
e 7875 197071875 ° ~ 931164609375

156796508160 T

7914R991796875 B75074374994140625
o 2 1105918 3 3677736960 ! 32816640
£ = e 8 — e & T o — - § —

2 75 € T 197071875 © 931164609375 79148991796875
6

y o 920 47805 1560226 * 4463842215 257171191200 *

Pttt Rl oEe St by
197071875 93116460¢ 5 7914991796875

3

3031875

6)

55827120015 °

Sty e & 566156007785 *
931164609375

R74994140625°

7250264 9064008855 . 3925397795760 2 12776577¢
A —m———— =7 7Znoarr ¢ Pa14R001 =l
= 197071875 931164609375 - 79148991796875 57

825 545876711100 1528051081511075 *

19310697825 6 :
79148991796875 578074374994140625

26 = 931164609375

926120631240 2720305763808395

A = =5748991796875  518974874994140625 =

 3824106664843950
Ay = 578974874994140625

Hiermit erscheint das Problem vollig geldst, denn nach der ersten
Gleichung in 5) ist f eine einfache Funktion von A, kann also fiir eine
gegebene Excentricitit leicht berechnet werden; die Bestimmung von fx
mit Hilfe der Barker'schen Tafel ist oben bei der Gleichung 2) naher

: : - 1 .o M
erldutert; es hat daher die Ermittlung des Werthes = =tg v mit Hilfe

“

der Gleichung 3) keine weitere Schwierigkeit als die einer ziemlich
ausgedehnten numerischen Operation. Es stellt sich daher nur noch die
Aufgabe, diese letztere durch zweckmissig konstruirte Hilfstafeln auf ein
moglichst geringes Mass ruriickzufithren.

Die Tabulirung von f als Funktion von & ist leicht genug auszu-
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fithren und in der That enthilt die am Schlusse angehéingte Tafel I nebst einer
spater zu erlauternden Grosse K die diessbeziiglichen Hilfsmittel. Wollte
man aber mit Hilfe einer Tafel unmittelbar aus x nach der Gleichung
3) den Werth von 7 rechnen, so wiirde eine sehr volumindse und unbe-
queme Tafel mit doppeltem Eingange nothig sein; ich habe desshalb
diesen Ausdruck noch weiter umgeformt, so dass die verhiltnissmissig
kleine Tafel mit doppeltem FEingange, die schliesslich nothwendig ist,
nur ganz geringfiigige Korrektionen ergibt, die sogar so klein sind, dass
sie selbst fiir eine 7 stellige Rechnung in den praktisch wichtigen Fillen
verschwinden. Macht man

B o
]‘,‘ — & 1/\1 I)

so wird sofort E als Funktion von & darzustellen sein mit Riicksicht auf
die numerischen Werthe der Gleichungen 6); die diessbeziiglichen numeri-
schen Werthe von log E sind in die Tafel I aufgenommen. Setzt man
weilter

n=sl~ a
5 Sy 920 \ 8)
G=14+—-n+—n’+-——n+-- / 1
5) s (875

in welcher Reihe die Coéfficienten von n die Anfangsglieder beziehungs-
weise der Reihen A, A, A, ... sind, so wird man = auf die Form

r=xGH 9)

bringen konnen, in welchem Ausdrucke offenbar H einen Werth annehmen
wird, der sich von der Einheit nur um eine Grosse dritter Ordnung von «
unterscheiden kann; es wird also log H selbst innerhalb der Grenzen
der hier entwickelten Methode als eine kleine Korrektionsgrosse er-
scheinen, die eine Funktion von ¢ und n ist. Die Grosse G erscheint
als Funktion von n und findet mit dem diessbeziiglichen Argumente in
der Tafel II Aufnahme; die Korrektionsgrosse log H habe ich in die
Tafel III mit doppeltem Kingange gebracht mit den Argumenten ¢ und
n, diesebe gibt die betreffenden Korrektionen in Einheiten der 7. Deci-
male; es sind der Uebersichtlichkeit halber auf die linke Seite des aufge-
schlagenen Buches die fiir Hyperbeln auf die rechte Seite die fiir Ellipsen
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geltenden Korrektionen aufgenommen, d. h. fur die letzteren sind beide
Argumente positiv, fiir die ersteren negativ.

Die explicite Entwicklung der Grosse log H als Funktion von & und n
wiirde ziemlich weitldufige numerisghe Operationen veranlassen, ich habe
es desshalb vorgezogen, dieselbe dadurch zu ermitteln, dass die nach
der Formel 3) neunstellig berechneten strengen Werthe fiir v mit den mit
derselben Genauigkeit berechneten zugehorigen Werthen von x G verglichen
wurden; die Differenz der beiden Jogarithmischen Werthe ist die gesuchte
Korrektion. Herr F. K. Ginzel, dem ich so vielfache Unterstitzung bei
meinen Rechnungen verdanke, hat diese nicht unbetrichtliche Arbeit
nebst der Anfertigung der ibrigen Tafeln mit grosser Sorgfalt durchaus
auf meun Decimalen genau durchgefithrt und sich dadurch ein dauerndes
Verdienst fiir die Astronomie erworben. Die Tafeln selbst werden unten
innerhalb so weit ausgedehnter Grenzen, dass sie wol nur von den periodi-
schen Kometen kurzer Umlaufszeit in den seltensten Fillen iiberschritten
werden, auf sieben Stellen abgekiirzt mitgetheilt: die letzte Stelle ist daher
mit Riicksicht darauf, dass die Rechnung neunstellig gefuhrt wurde, in den
drei dieser Abhandlung angehingten Tafeln nahezu vollig verbiurgt. Um
iiberall die neunte Stelle annihernd richtig zu erhalten, war es bei den Grenz-
werthen in einigen Fallen nothig mehr Glieder zu beriicksichtigen, als durch

ie obigen Entwicklungen bekannt sind; es bot aber in der That gar keine
Mh\\ ierigkeit durch Induktion die folnenden Coéfficienten mit hinreichender
Anniherung anzugeben. Was die Grenzen der unten folgenden Tafeln an-
langt, so sind dieselben weiter gezogen, als es durchaus nothig ist, denn
schon vor Eintritt der Grenzfille bieten die gewohnlichen Methoden
zur Bestimmung der wahren Anomalie ohne Anwendung ausgedehnterer
logarithmischer Tafeln, die nothige Sicherheit.

Es eriibrigt also nur noch den Gebrauch der folgenden Tafeln zu
orliutern und die Formeln zusammenzustellen, deren man bei der Be-
rechnung bedart.

Zunichst wird man die fiir einen bestimmten Kometen als constant

auftretenden Grossen ermitteln. Ist e die Excentricitit, so wird man
rechnen:
1 —e v
= ,’\)
|l :

Abh.d. 11 Cl. 4. k Ak.d. Wiss XIII. Bd. IIL Abth. 19
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Mit ¢ als Argument entlehnt man der Tafel I die Logarithmen von
fund E, und bhildet sofort:

= l/l,f"fg B=¢E B)
q" 9

wobei q den Perihelabstand vorstellt. Die Berechnung der Grossen &, « und /3
sind fiir gegebene Elemente nur einmal durchzufithren und kénnen den
vorbereitenden Rechnungen angeschlossen werden. Ist t die seit der
Perihelpassage vertlossene Zeit in Einheiten des mittleren Sonnentages,
so bildet man zunichst das Argument M fiir diejenige Barker’sche Tafel,
die mn meinem Lehrbuche fiir Bahnbestimmungen aufgenommen ist, nach

M=ot I)

und entlehnt damit aus derselben den Winkel w. Beniitzt man die
Luther’sche Tafel, die Encke in der zweiten Auflage der berithmten Olbers'-
schen , Abhandlung iiber die leichteste und bequemste Methode die Bahn
eines Kometen zu berechnen“ publicirt hat, so hat man anstatt ¢ zu
setzen «C, wobei ist: logC=19-9601277.

Es findet sich nun x und weiter das Argument n nach:

s
tg 5 W i
SAe LS
f { 1)
T o

Aus der Tafel II wird nun mit dem Argumente ,n“ der Logarithmus
von G entlehnt, aus der Tafel III mit den Argumenten ,n und & die
Korrektionsgrosse log H, die in Einheiten der siebenten Decimale ver-
standen ist und in der Regel unmerklich sein wird; es ist dann schliesslich

1
Ty 0, )
tgsv=xGH 1IT)
womit die gesuchte wahre Anomalie gegeben ist.

lch werde nun noch die bei dieser Methode néthigen Rechnungen
durch drei Beispiele erlautern und wihle hierzu als die beiden ersten die
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von Gauss in der Theoria motus bei demselben Probleme angefithrten
Zahlen

1) e=096764567, logq=97656500, t= 6354400 (Theoria motus
Artikel 43).

Die Rechnung der Konstanten nach A) und B) stellt sich wie folgt:

log (1—e)= 85099324 log f — 99971225
)
logpil-tel— 02939469 ——3105;(1 = 0:3515250
o] Jo et iy
log ¢ = 82159855 _log_ (1+e)= 99964584
e~ 00164439 loga= 03451059
logE = 99997940 logB= 82157795

Hiermit ist die Rechnung der Konstanten abgeschlossen; fir die durch
t bestimmte Zeit wird sich nach I)—III) die Rechnung zur Ermittlung
der wahren Anomalie in der folgenden Weise gestalten:

logt = 1:8630745
logM = 2:1481804
w= 99°‘13“73
1
SW= 49°33/6'865H
1 : =
tg G W= 0:0692979
logx= 00721764 logx® = 01443508
1()g G = 00040111 1(_)g n— 83601305
logH = 0 n= 00229156
1 3
1 0
SV = 50°0°000

v= 1000000

Man sieht aus diesem Beispiele, welches von Gauss dem Halley’schen
Kometen entlehnt wurde, dass die Korrektion wegen logH vollig ver-
schwindet.

19*
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2) e—=1-2618820, logq=00201657, t—6541236 (Theoria motus
Artikel 46 II)

log (1—e) = 9,4181056 log f = 00191498
9
log (1+e)= 03544699 —"logq = 99697515
Sobdhes 1 1 o
oo ai— 9.0636357 _ log 5(14e)= 00267200
£ =— 011578 ) loge = 00156213
logE = 0:0013¢ logs = 9,0649810

Mit diesen Konstanten findet man weiter:

Togit — 1:8156598
logM =  1:8312811
w = 70°31'14''28
F L ahii T 1
9
%~ 98194195
s |
logx = 98302697 logx*=  9:6605394
logG = 99909244 logn=  8,7255204
log H = 5 n=— 00531521
teiv= 9:8211946
g
v = 33313000

V== G 5000

Diese beiden der Theoria motus entlehnten Beispiele geben fiir die
wmfassende Anwendung meiner Methode keine Anhaltspunkte, sie zeigen,
dass in der iiberwiegenden Anzahl der Fille in der Anwendung
ohne Bedenken t=xG allein gesetzt werden kann; ich will nun an
einem extremen Beispiele zeigen, was die hier zum Vortrag gebrachte
Methode zu leisten vermag und wihle hierfiir Bahnelemente die dem
Faye'schen Kometen entlehnt sind. Die Excentricitit iiberschreitet wenig
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den Werth von 05, und die gewdhnlichen Methoden sind ohne besondere
Schwierigkeit anwendbar, doch glaube ich, dass der hier in Vorschlag
gebrachte Rechnungsmechanismus fiir die kleineren Anomalien bequemer
1wst. KEs ser:

e = 05549454, logq = 02304435

damit ergeben sich die Konstanten wie folgt:

8= +0:2862187, log o= 95422560
logf—= 99425786, log 3 =9:4523956

fiir t— 260 findet sich:

logt = 2:4149733
logM = 1'957‘2‘293
w = 82°31'4'/48
]; w= 41°15'32"24
1 :
to Phpe 9:9431249
]ﬂg‘;\' = 0:0005463 logx’= 00010926
logG- = 00545737 logn = 9:4534882
Tood = — 668 e e R L
1
T};-Q\*:: 0:05H0532
1 =
5 V= 48737 {186

v = 97°14'37"36

Rechnet man dasselbe Beispiel nach den bekannten geschlossenen
Formeln, so ergibt sich zuniichst der Logarithmus der téglichen mittleren
siderischen Bewegung in Bogensekunden: 26769613 und damit die
mittlere Anomalie fiir die vorgelegte Zeit 34°19'36'/14. Die excentrische
Afiomalie findet sich nach einigen Versuchen (loge' = 50586754):

6293295475 also:
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e £
logtg - E = 97834022
Tte
okl 271651(
Dl/ = 0.2716510

logtg —-v =00550532

in vollkommener Uebereinstimmung mit dem obigen auf viel bequemere
Weise erhaltenen Werthe.

Es eriibrigt noch einige Bemerkungen zu machen betreffs des um-
gekehrten Problemes, némlich der Ermittlung der Zeit aus der wahren
Anomalie. Der Gleichung 3) kann man ohne Schwierigkeit die Form geben:

(115.2

: 1 il
§ = . = Pitg-vadigs V*}
/ e .'.4 -~

wobei die Werthe von P, und P, in Tafeln mit dem Argumente:

gebracht werden koémnen; ich theile aber die diessbeziiglichen Tafeln hier
nicht mit, weil sich dieselben bereits im IL. Bande meines Lehrbuches
zur Bahnbestimmung der Kometen und Planeten publicirt finden.

Es eriibrigt nur noch auf dic Methoden niher einzugehen, welche
zur  Ermittlung der obea auftretenden numerischen Coéfficienten ge-
dient haben, und ich lasse, wie schon oben erwihnt, zu diesem Ende die
von Herrn R. Schram mir iibergebene Darstellung des befolgten Ver-
fahrens folgen.

In den Geichungen 5) wurde, da A, A; A;.... B, B;.... oty
Reihen nach steigenden Potenzen von & sind, eingefithrt :
A=A blpet A8 Ayt
B =h B s B i

~no

3 NLEEe B e 10
('"n = ()m) SE C,,I € ‘I' Cn'_’ R (J“3 (‘3 _*‘ """ )

A = o)

<




151

und nach Einsetzung dieser Reihen in die vorgelegten Gleichungen wurden
1 e e : » oleiche Datanrza r A1 S m ey

die Coéfficienten der gleichen Potenzen von ¢ einander gleichgesetzt. Man

erhielt so aus jeder Gleichung ein System von Bedingungsgleichungen:

5] =
8 i “ 5, i
E’m“‘ +'¢) Bgo" -“;ﬂ’*zUm
‘ 7
a9
B,=—-—Ay,+2B, B a0
T B ;_) == Lhon ~H= < Uyg 2Ol 7 i (./” \30 + ]),0
> e 2 ) ¢ > '
B, = A E2 B B, = +2C,—A;+2B,, —3C,; I
Bl = — A 2B, i
AT L el ai T, i Ji%R At A SR i
r,‘ﬂ‘ 1
} ! Me
b 15 £l 9] i
By, g + 20— 3Dy |
4) 1
b v a9 Y 17 2 |
B, = — e 20, —3 D Ap 2B, 3 CordDs it i‘“
9 i et
. : ; Ik
B, = k90 0B D A, 2B, =00, 4D, : i
- = . A
w:w'ql‘.
z I
> 5 & 1 a9 3 iH
STty 11 2 Gy D, 4+ 4K, WI
! Ly.mt‘
- G ; , ; (4
B,, =T 1 +2C,, —3D,,+4E,;, —A;;+2B,—3 Cyo T4 Dyy — Pl
1 i
7 E i
== 0 B 1l
!M.INIE”
> 1 B ¢ | i - T {
B,=4+2C;—3Dp+4E,—A; +2B, -3, +4D, — 5B, i
i
Diese Gleichungen konnten nicht zur Bestimmung der Unbekannten I H
{e (o=} g
ausreichen, sondern man musste sich ein weiteres Gleichungssystem ver- o
> e - . o : 1 T 1
schaffen aus der Abhiingigkeit der Grossen B, LoD o e Bl
ist nach dem an\'mnnisc:hun Satze wenn man L
A, FAx+ALTAL+ - P=NaRxT N, x2 4 N, x%... setzd fid
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Hnd @ ot Aok e 0, 22 m

«

. (¢4 1 51 4 - e r
st nun aber A, = (A, + A,y + A,y +..) so ist der Coéfficient von y'

gleich

! ’ ed ‘
: o! el : : | | -
> A N 4 omtdenBedingingencet-1-3' + X L o=

i }4‘1/1' !7;1’-{
nndea gl ot 0 cp
3 iy . N bt
ebensa -fir A, = (Ay+ Ay FtALY +AnY®....)" der Coéfficient von 13)
B o
y® gleich

- 3 Ll B e e
"“’ SYp T o SRR S Uie M1t aen bHed lnDunb( T 0l = s 9 I [
(42 Ll e

tme eerd al s GlED L = ol 8

\I & ’1! \(’1 \’3‘ \;,. \(/u R 2 ‘
i 7‘;(‘(‘ ,J ! el o /’j}';!.... o' I'KTD-)‘_‘" ant ShahlARgee e s S Adpg be

mit den Bedingungen « - /3 + fmene o b Tl by e e
Eadasva.. b3 bk 2 Blasa o A0a s =in

e s R S e e i e e

Da nun

3 B, ein Coéfficient in der Entwicklung zur 3. Potenz

D, = 2 B el
/ l)mp » ” 2 5} 3 . ‘.

ist, so wird man haben:

>
S
i

()

)mp
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41 ¢ 7 d S
| ey i h x4 . 1 5
Cup = e B i A AL A A, A . mit den Bedingungen:
Blyld!e!

ok gty o0Fe=08aa-- Dbt yctddtro=m;
9 :
2

b=Spec 00 to gy

Jede dieser Gleichungen lieferte nun ein System von Bedingungs-
gleichungen:

}320 = ;Xm-‘ — A‘%:L- CZO 55 70 e ‘XIO
b = */\';21 P}‘ 2 *XH ~X-1|'* 021 e ; 21 L ( *LXH ‘Alu
P’z: = ALQ:E 2 A]z -'\: o A‘ft Gz-z = Aua +4 A\xg Am 42 Aft
Bg@ e :X&-‘ _i‘ 2 ’;\ZO ’(\1“;‘ 754 ) x'g' D‘,l() e \)n _+ ;&[U
3
By = A+ 2A5 A0+ 2A5A;, + Ay A Doi=A,F6A, A, v 14)
ausserdem ist wegen Ay =1, Ajy=Ap=A~Ay....=0
Hm i an = Dm e Em ------ = f\.“,
BH:C‘”»—— I)”: g e et ;A“
B=0. — D Feu o =

Diese Gleichungen in Verbindung mit 11) gestatten nun eine successive
Bestimmung der Grossen Ajy A, Ap.... Ay Ay Ape..... Ay A oh

Um * die erhaltenen Resultate einer durchgreifenden Controle zu
unterziehen, wurden die Coéfficienten der f* Reihe nach einer ganz
anderen Methode nochmals gerechnet.

Setzt man zwischen x und v eine Relation voraus von der Form:

z —pll L A s A o0 e
und X2 =22 {1 +B e - B wt - 5]
so werden zuniichst die B Coéfficienten vollig bestimmte Funktionen der
A’ Coéfficienten sein; jeder dieser Coéfficienten wird durch eine Reihe
nach steigenden Potenzen von & darzustellen sein. Substituirt man diese
Reihen in die Gleichung 2), ersetzt aber den links vom Gleichheitszeichen
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stehenden Ausdruck durch die Relation 1), so wird, wenn fiar f? eine
; ; T :

Funktion von der Form 5 L= g o

und fir A und B
o R R N
A A e AL AL

9)Bl:L’,(,»i'B“e—i—Bur~}—B,3eJ—i—...
1 b 2 i 5 £ 31
Z}Lz:J%ZU—FbZ,&'-J—I%Ha‘fBgS{- G

eingefithrt wird, die Gleichsetzung der Coéfficienten der gleichen Potenzen
sofort ergeben:

1 > 15
Je 3 By=+ 7
2 : ; - ; ; 4
P = e A Byy=—3 ¢, By — Mgy =
P, = — A By, = — 3¢, B, — 3¢ By—A,
(l’)\} ek Eh 1\’I2 i i F 23
i o B 16)
I)1() e 5 By = — 9
5 o ; o % D :
AB“ = = 3 (/.:] ]_)“j —— JXM + 5 ])31 — ,{- 9 —==-3 (/l BH() et AA-I(!
B3 P, B=3 P, Bo—A; B,= — 3. ]'3;“ — 3 ®, Bgo - A“

Diese Gleichungen in Verbindung mit dem ersten Gleichungssysteme
von 14) gestatten aber die Grossen ¢, ¢, ¢,.... in vollig unabhangiger Weise
zu bestimmen und es erscheint somit, da in der ersten Methode alle spiteren
Coéfficienten bei der Berechnung der f? Coéfficienten auftreten, die ganze
Entwicklung durchgreifend controlirt.
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Berichtigung:

In Folge einer bei Herstellung des Satzes der Tafel ITT nothwendigen Abiinderung
n der Anordnung der Zahlen hat man in den beiden letzten Zeilen der pag. 144 zu
lesen: es sind auf pag. 164 und 165 die fiir Hyperbeln, auf pag. 166 und 167 die
fiir Ellipsen . . ,




