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Die Reciﬁroci_tét zwischen Kreisen, welche dieselbe
gemeinschaftliche Secante haben, und den confocalen
Kegelschnitten.

Von

Dr. Otto Hesse.

Man hat In der Geometrie der Ebene zwel Satz”™, welche, wenn

Inan sie mit einander vergleicht, lebhaft an das Princip der Reciprocitat
erinnern:

,Dle vier gemeinschaftlichen. ,Dle Tangenten iIn jedem der
Tangenten an zweil Kreisen werden vier jSchnittpunkte zweler confo-
durch die gemeinschaftliche Secante calen Kegelschnitte stehen auf
der beiden Kreise halbirt.” einander senkrecht.

Die Vermuthung, dass die genannten beiden Satze nichts anderes
seien, als reciproke Satze, wird noch bestatiget, wenn man erwagt, dass
zwel Kreise Kegelschnitte sind, welche sich In vier Punkten scheiden
(von welchen allerdings zwel Schnittpunkte I1m Unendlichen liegen),
wahrend zwel confocale Kegelschnitte von denselben vier geraden Linien
beruhrt werden (die freilich 1maginar sind); und dass Kegelschnitte,
welche sich In denselben vier Punkten schneiden, nach dem Gesetze

der Reciprocitat Kegelschnitten entsprechen, welche dieselben vier geraden
Linien beruhren.
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Wenn die gehegte Vermuthung zur Wahrheit werden soll, so muss
sich ein Kegelschnitt auffinden lassen, In Rucksicht auf welchen, als
Direktrix genommen, Kreise mit gemeinschaftlicher Secante als reciproke
Figuren confocalen Kegelschnitten entsprechen. Findet sich wirklich
eine .solche Direktrix, so werden sich nicht allein die beiden hervor-
gehobenen Satze als reciproke Satze darstellen, sondern noch eine
grosse Zahl anderer Satze. Man wird sogar In der Lage sein, aus den
bekannten Satzen uUber Kreise mit gemeinschaftlicher Secante etwa noch
unbekannte Satze uUber confocale Kegelschnitte zu entdecken, wie um-
gekehrt.

Wir werden nachweisen, dass der Kreis die gesuchte Direktrix ist.

Da bel dieser Gelegenheit neben der Direktrix noch verschiedene
andere Kreise auftreten, so wird es sich empfehlen, denjenigen Kreis
mit beliebigem Radius, welcher als Direktrix gewahlt werden soll, zum
Unterschiede von anderen Kreisen immer nur mit dem Namen der Direktrix
zu b>zeichnen und seinen Radius als die Langeneinheit zu nehmen.
Wenn wir alsdann den Mittelpunkt e der Direktrix als den Anfangs-
punkt des rechtwinkligen Coordinatensystemes wahlen, auf welches sich
unsere Gleichungen beziehen sollen, so haben wir die Gleichung der
Direktrix in homogenen Punktcoordinaten:

1)\ X yO — 7 = o,

und wenn wir die Coordinaten irgend eines Poles mit x, y, z und
die Coordinaten seiner Polare mit u, v, w bezeichnen, so haben wir
nach 20) der siebenzehnten Vorlesung*) zwischen i1hnen die Relationen:

2)... X = U,X = V,zZ = —W.
Die Gleichung irgend eines Kreises

3) ... X2 + y2+ (ax + by + c¢z) z = o

*) Die Citate beziehen sich auf meine ,Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der
geraden Linie, de9 Punktes und des Kreises in der Ebene*, Leipzig, Teubner 1873,
und auf die Fortsetzung derselben betitelt: ,Sieben Vorlesungen aus der analytischen
Geometrie der Kegelschnitte®, Leipzig, Teubner 1874.



enthalt drei willkdhrliche Constanten a, b, ¢, welche sowohl die Coor-
dinaten des Mittelpunktes, als den Radius des Kreises bestimmen, wie
umgekehrt.

Setzen wir fur x, y, z die Ausdrucke 2) In 3), so erhalten wir

3*) ... u2 + v2 — (au + bv — cw) w = o0,

die Gleichung der reciproken Polare des Kreises In Liniencoordinaten.

Diese Gleichung lasst sich aus zwel Gleichungen zusammensetzen:
/

(au -f- bv. — cw) w = 0 , u2 + v2 = o.

Die erste Gleichung drickt ein Punktepaar aus, von dem ein Punkt
w = o0 der Mittelpunkt e der Direktrix 1) ist. Mit diesem Punktpaare
Ist nach der einundzwanzigsten Vorlesung der Kegelschnitt 3*) confocal.
Es i1st mithin die reciproke Polare 3*) des Kreises 3) ein Kegelschnitt,
von dem ein Brennpunkt mit dem Mittelpunkte e der Direktrix zu-
sammenfallt. Was den zweiten Punkt e des Paares anbetrifft, so lassen

a

sich seine Coordinaten «, [ aus der Gleichung ablesen: « = — —,
k C

3 = — —. Mit diesem Punktepaare ist auf Grund der Zusammen-

setzung der Gleichung 3*) aus den darauf folgenden Gleichungen der
Kegelschnitt 3*) confocal, und die Gleichung .3*) mit den willkturlichen
Constanten a, b, c stellt alle moglichen Kegelschnitte dar, von welchen
ein Brennpunkt e mit dem Mittelpunkte der Direktrix zusammenfallt.

Nennen wir nun focale Kegelschnitte solche, welche einen
Brennpunkt gemein haben, so kdonnen wir sagen:

4) ... Diereciproken Polaren Die reciproken Polaren
aller Kreise, bezogen auf aller focal en Kegel sch nitte,
einen beliebigen Kreis als bezogen aufeinen beliebigen
Direktrix, sind focale Kegel- Kreis, dessen Mittelpunkt
schnitte, deren gemein- der gemeinsame Brenn-
samer Brennpunkt mit dem punkt ist, sind Kreise.

Mittelpunkte der Direktrix
zusammen fallt.



Die In dem Vorhergehenden betrachteten focalen Kegelschnitte 3%*)
werden im Speciellen confocale Kegelschnitte, wenn wir die Coordinaten
a und [ des zweiten Brennpunktes e als gegeben betrachten, dagegen
die Constante c¢ variiren lassen. FuUhren wir desshalb die gegebenen
Coordinaten, indem wir setzen a = —ac, b = - B¢, in die Gleichungen
der reciproken Polaren 3) und 3*) ein, so gehen dieselben uber iIn:

5 ... X2 -1- y2 — c¢ (orx + Ry — z) z = o.
5%) ... uz2 v2 + ¢ (<au + Bv -- w) w = o.

Die letzte Gleichung 5*) mit dem veranderlichen Parameter ¢ drickt
confocale Kegelschnitte aus, deren Brennpunkte e und e sind. Es
erhebt sich nun die Frage, welche Eigenschaften ithre reciproken Polaren,
die Kreise 5), haben werden.

Um diese Frage zu beantworten, bemerken wir, dass fur z = 1
bammtliche Kreisgleichungen 5), die In der dreizehnten Vorlesung definirte
Normalform haben. Fixirt man daher irgend zwei von diesen Kreis-
gleichungen und zieht die eine von der anderen ab, so erhalt man auf
Grund der vierzehnten Vorlesung die Gleichung der gemeinschaftlichen
Secante S:

6) ... fx 4" Ry — ] = o

der beiden fixirten Kreise und zugleich aller Kreise, deren analytischer
Ausdruck die Gleichung 5) mit der willkihrlichen Constante c Ist.
Es sind demnach die reciproken Polaren confocaler Kegelschnitte In
Rucksicht auf die Kreis-Direktrix, deren Mittelpunkt in einem der gemein-
schaftlichen Brennpunkte liegt, Kreise mit gemeinschaftlicher Secante.

Man wird sich nun fragen, welche Lage die genannte gemein-
schaftliche Secante zu den Brennpunkten der confocalen Kegelschnitte
hat? Aus 1hrer Gleichung 6) wird ersichtlich, dass dieselbe nichts
anderes ist, als die Polare des Brennpunktes e, dessen Coordinaten
0. und B sind, ricksichtlich der Direktrix 1).

Die gemachten Bemerkungen fassen wir zusammen In dem einem
Satze:



7) ... Die reciproken Polaren von confocalen Kegel-
schnitten riicksichtlich einer beliebigen Kreis-Direktrix,
deren Mittelpunkt Iin einem der gemeinschaftlichen Brenn-
punkte liegt, sind Kreise mit gemeinschaftlicher Secante
und letztere ist die Polare des andern Brennpunktes.

Die oben aufgeworfene Frage kehren wir nur um, wenn wir uns
folgende Aufgabe stellen: ,Wenn ein System von Kreisen 5) gegeben
Ist mit gemeinschaftlicher Secante S, so soll die Kreis-Direktrix gefunden
werden, In Rucksicht auf welche die reciproken Polaren der gegebenen
Kreise confocale Kegelschnitte sind.” Wir beantworten die aufgeworfene
Frage mit dem Hinweis auf die vierzehnte Vorlesung, aus welcher
ersichtlich ist, dass unter den Kreisen 5) mit gemeinschaftlicher Secante
zwel Kreise sich auszeichnen, deren Radien verschwinden. Ihre Mittel-
punkte wurden dort Grenzpunkte genal;mt, und es ergaben sich zwel
Grenzpunkte, die gleiche Abstande von der gemeinschaftlichen Secante
haben. Nun findet sich aber unter den Kreisen 5) mit der gemein-
schaftlichen Secante S ein Kreis, dessen Radius verschwindet, wenn c
verschwindet. Sein Mittelpunkt fallt, wie aus seiner Gleichung ersichtlich
Ist, mit dem Mittelpunkte e der Direktrix zusammen. Es ist mithin
der Punkt e ein Grenzpunkt des Systemes 5) von Kreisen mit gemein-
schaftlicher Secante. Daraus entspringt der umgekehrte Satz:

t

8) ... DiereciprokenPolarenvonKreisen mitgemein-
schaftlicher Secante rucksichtlich einer beliebigen Kreis-
Direktrix, deren Mittelpunkt mit einem der Grenz punkte
zusammenfallt, sind confocale Kegelschnitte. Der eine
gemeinsame Brennpun Kt ist der Mittelpunkt der Direktrix,
der andere i1st der Pol der gemeinschaftlichen Secante.

Die folgende Figur ist dazu bestimmt, die reciproken Satze 7) und
8) zu verdeutlichen:



Mau erblickt in der Figur zweil Kreise, K und Q, welche absichtlich
von gleicher Grosse angenommen sind. Die gerade Linie CC ist die
Centrallinie, welche die Mittelpunkte der Kreise verbindet. Auf ihr
stent In o die gemeinschaftliche Secante SS senkrecht und iIst von
jedem der beiden Kreise gleich weit entfernt. Die Punkte e und f,
welche auf der Centrallinie C von o ebenfalls gleich weit abstehen,
stellen die Grenzpunkte des Systemes der Kreise mit gemeinschaftlicher
Secante dar. Um den Grenzpunkt e als Mittelpunkt ist die Kreis-
Direktrix D beschrieben mit einem beliebigen Radius, welcher aber als
die Langeneinheit anzunehmen ist. Der Punkt e soll den Pol der
geraden Linie SS rucksichtlich der Direktrix vorstellen. Die reciproke
Polare des Kreises K ist durch die Ellipse E angedeutet und die reci-
proke Polare des Kreises Q soll die mit der Ellipse E confoeale Hyperbel
H vorstellen. Die In dem Punkte t auf der Centrallinie CC errichtete
Senkrechte schneidet den Kreis Q in den Punkten hh, deren Bedeutung
dem Folgenden Vorbehalten Dbleibt.

Obwohl die Gleichungen 5) und 5%*) der reciprokeu Polaren einfach
genug sind, so wollen wir sie doch, um Rechnungen zu ersparen,
dadurch noch einfacher machen, dass wir den Brennpunkt e, dessen
Coordinaten a und B sind, In die x-Axe des Coordiuatensystems ver-
legen, Indem wir B — 0 setzen. Hierdurch gehen die genannten
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Gleichungen, wenn wir zugleich an Stelle des Parameters ¢ den Para-

meter X durch die Relation c¢1 + 1 = o0 einfuhren, uber In:
9 ... X2+ y2+ — (cex — 2)z = 0
o*) ... u2 + v2 — y (au w)w = 0
und es wird In der Figur ee = d, eo = — , well die Punkte e und o
_ _ _ _ 0
harmonische Pole der Direktrix sind, und ef = —.
V.

Um nun die Bedeutung der geraden Linien hh in der Figur fest-
zustellen, bemerken wir, dass die Gleichung der Polare eines gegebenen
Punktes, x, , vy, , z, , fur den Kreis 9) Iist:

' (x + ~z) +y, y+ — (yx —12z) =0

welche Gleichung Ubergeht In folgende von | unabhangige Gleichung:

wenn der gegebene Punkt mit dem Punkte e zusammenfallt.
Dieses ist aber gerade die Gleichung der geraden Linie hh, welche

2
von dem Punkte e um - absteht. Wir dricken dieses als Satz aus,
wie folgt:
10) ... Die Polaren eines Grenzpunktes In einem Systeme

von Kreisen, welche dieselbe gemeinschaftliche Secante
haben, fallen mit derjenigen geraden Linie zusammen-
weiche In dem anderen Grenzpunkte auf der Centrallinie

senkrecht steht.
Aus d. Abh. (L Il. CI. d. k. Ak. d. Wi7?s. XI. Bd. Ill. Atbh. 2
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Es sind daher der Grenzpunkt e und jeder beliebige Punkt auf
der geraden Linie hh harmonische Pole fur das ganze System von
Kreisen mit gemeinschaftlicher Secante. Es folgt daraus aber noch,
dass die Schnittpunkte h , h der gleich bezeichneten geraden Linie mit
dem Kreise Q die Beruhrungspunkte der von dem Grenzpunkte e an
den Kreis gezogenen Tangenten sind. Far die Direktrix wird diese
gerade Linie hh die Polare des Halbirungspunktes M der geraden Linie
ee, welcher Punkt zugleich Mittelpunkt aller confocalen Kegelschnittte
9*)\] ist,7 weill eM = —Z und eo = ; Da nun die Polaren aller Punkte
auf der geraden Linie hh, rdcksichtlich der Direktrix D, durch den
Punkt M gehen und die Polaren der Schnittpunkte h h Tangenten der
Hyperbel 1l werden, so sieht man, dass die Polaren der Punkte h , h,
racksichtlich der Direktrix D, die Asymptoten der Hyperbel H sind. Es
wird ferner der Kreis Q durch seine Polare h h des Punktes e In zwel
Theile getheilt. Die Polaren aller Punkte des einen Theiles, rucksichtlich
der Direktrix, werden Tangenten des einen Zweiges der Hyperbel HH,
die den Punkten des andern Theiles entsprechenden Polaren beruhren
den andern Zweig der Hyperbel.

Die reciproke Polare des Kreises K auf der linken Seite der gemein-
schaftlichen Secante SS wurde In der Figur als die Ellipse E aufgefuhrt,
die dem Kreise Q auf der andern Seite der gemeinschaftlichen Secante
entsprechende reciproke Polare wurde als die Hyperbel HH bezeichnet.
Dieses wird seine Rechtfertigung finden, wenn wir auf die Natur der
Kreise 9) und ihrer reciproken Polaren 9*) naher eingehen.

Wir entnehmen aus der Gleichung 9) den Abstand A des Mittel-
punktes des durch die Gleichung ausgedruckten Kreises und seinen

Radius R:
11) ... ‘a = ~|r , R2 =

Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dass mit wachsendem Werthe
von von o bis + o0 sowohl die Entfernungen A der Mittelpunkte
der Kreise 9) von dem Grenzpunkte e als auch die Radien R von oCc bis o
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abnehmen. Die Kreise selbst fullen den Theil der Ebene aus, welcher
auf der linken Seite der gemeinschaftlichen Secante SS liegt.

.. - - a \— - - ]
Lasst man | weiter von o bis _ ) abnehmen, so liegen die Kreise

9) auf der rechten Seite der gemeinschaftlichen Secante und i1hre Radien
sowohl als die Entfernungen der Mittelpunkte von dem Grenzpunkte f
nehmen von oc bis o ab Diese Kreise erfullen wieder den rechts von
der gemeinschaftlichen Secante gelegenen Theil der Ebene, so dass die
ganze Ebene ausgefullt wird durch die Kreise 9), welchen alle Werthe

entsprechen zwischen den Grenzen e-m 0C und — / a\fz_ Die erste

Grenze entspricht dem Grenzpunkte e, die andere dem Grenzpunkte f.
Man kann daraus schliessen, dass alle Kreise, fur welche X zwischen

? ] - .. i ; .
den Grenzen — Fa\ nnd — oo liegt, Imaginare Kreise sein mussen.

Und iIn der That weiset die letzte Gleichung 11) in den angegebenen
Fallen auf imaginare Radien hin.

Die angegebenen Grenzen fur die Kreise 9) und 1ihre Zwischen-
stadien mussen auch ihre Bedeutung haben flr die reciproken Polaren
9*) der Kreise. Diese zu erforschen soll unsere nachste Aufgabe sein.

Zu diesem Zwecke uUbersetzen wir die in Liniencoordinaten gegebene
Gleichung 9*) der reciproken FE™lare des Kreises 9) nach bekannter
Regel in eine durch Punktcoordinaten ausgedruckte Gleichung, indem
wir die Relation aufstellen:

Die Auflosung dieser Gleichungen giebt, wenn wir z = 1 setzen:



Setzen wir diese Werthe von u, v, w In die Gleichung 9*) ein, so
erhalten wir die Gleichung der reciproken Polaren 9*), ausgedruckt
durch Punktcoordinaten:

1) .. KI ----- 1-T - 1=o0

Fur alle positiven Werthe von /., welche den Kreisen 9) links von
der gemeinschaftlichen Secante entsprechen, werden die confocalen Kegel-

schnitte 12) Ellipsen, welche die ganze Ebene ausfullen. Far die

[ U \2
negativen Werthe von von o0 bis — 1, welche den Kreisen 9)

rechts von der gemeinschaftlichen Secante entsprechen, liegen confocale
Hyperbeln vor, welche ebenfalls die ganze Ebene ausfullen. Nimmt

/[ ¢ \n
endlich /. noch weiter ab von — J bis — 00 , so entsprechen

den imaginaren Kreisen auch imaginare reciproke Ellipsen 12).

Damit nun Kreise des Systemes 9) leicht aufgefunden werden
konnen, welche gleiche Radien haben, so wollen wir an Stelle des
Parameters /. den Parameter k einfuhren durch die Gleichung

1

) 1/ 21\2
13)... 4- = Kk -i-(

2\
<

(

A

Hierdurch geht die Kreis-Gleichung 9) Uber in:

14) ... X2 + y2 +

( k- y (4 ) 2) (" x - 2) = 0

und die Gleichung 12) der reciproken Polare geht uber In



Positive Werthe von k entsprechen dann den Kreisen Ilinks von
der gemeinschaftlichen Secante und gleich grosse negative Werthe von
k entsprechen gleich grossen Kreisen auf der rechten Seite. Far Kk

1/ -Y2

zwischen den Grenzen k = + giebt es weder reelle Kreise

14) noch reelle, thnen entsprechende, reciproke Polaren 14%).
In dieser Weise werden die reciproke Polare 14*) und die

reciproke Polare:

irgend zwei gleich grossen Kreisen 14) auf der einen und der &andern
Seite der gemeinschaftlichen Secante entsprechen. Ziehen wir nun eine
von diesen Gleichungen von der anderen ab, so erhalten wir die sehr

einfache Gleichung:
10)... X (X — a) = o

welche Im Zusammenhange mit dem Vorhergehenden folgende geometrische

Interpretation gestattet.

17) Diereciproken Polaren von zwel gleich grossen
Kreisen 14) sind confocale Kegelschnitte verschiedener
Gattung, welche sich In vier Punkten schneiden, die auf
denjenigen beiden geraden Linien liegen, welche auf der
Verbindungslinie der Brennpunkte In den Brennpunkten

senkrecht stehen.

Nachdem wir in dem Vorhergehenden die vorstehende Figur in
allen i1hren Theilen gerechtfertigt haben, so unterbrechen wir unsere
Untersuchung, um einige Satze vorzufuhren, die In dem Folgenden
gute Dienste leisten werden. Der erste von diesen Satzen lautet also:
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18) ... Wenn irgend ein Kegelschnitt als Direktrix
gegeben i1st und in Beziehung auf denselben zwel andere
Kegelschnitte als reciproke Polaren vorliegen, so sind die
Polaren von zwel harmonischen Polen des einen Kegel-
schnittes, rucksichtlich der Direktrix, fudr den anderen
Kegelschnitt harmonische Polaren, und umgekehrt sind
die Pole von zwei harmonischen Polaren des einen Kegel-
schnittes, rucksichtlich der Direktrix, harmonische Pole
des anderen Kegelschnittes.

Stellen wir uns, um den Satz zu beweisen, zwel Kegelschnitte vor,
welche reciproke Polaren sein sollen, und fur den einen Kegelschnitt
liege ein harmonisches Polepaar a, & vor. Alsdann schneidet die Ver-
bindungslinie der Pole den betreffenden Kegelschnitt in einem Punkte-
paare b , b', welches harmonisch mit dem Polepaar ist. Diese beiden
Punktepaare entsprechen iIn der Direktrix Polarenpaaren A , A' und
B, B', welche nach dem Satze 18) der neunzehnten Vorlesung harmonisch
zu einander sind. Da nun B und B' Tangenten des reciproken Kegel-
schnittes und A und A' harmonisch zu ithnen sind, so sind B und B
nach der Definition harmonische Polaren des reciproken Kegelschnittes.

Auf Grund von 13) der sechszehnten Vorlesung stellt die Gleichung
f — K(F = o jeden beliebigen Kegelschnitt dar, welcher durch die
Schnittpunkte irgend zweier gegebenen Kegelschnitte f = o und (f= o
geht. Die Bedingung, dass zwel durch ihre Coordinaten x0 , y0O , z0O und
X1 3yl , zx gegebenen Punkte harmonische Pole des beliebigen Kegel-
schnittes seien, wird nach 5) und 9) der siebenzehnten Vorlesung durch
die Gleichung f10 — I{0l = o ausgedrickt. Da diese Gleichung aber
erfallt wird, wenn *01 ~ o und (I = o ist, so kénnen wir, indem
wir uns die geometrische Bedeutung der beiden letzten Gleichungen
vergegenwartigen, die reciproken Satze aussprechen:

19) ... Wenn zwel Punkte harmonische Pole sind fdr
irgend zwel gegebene Kegelschnitte, so sind sie auch har-
monische Pole fur jeden Kegelschnitt, der durch die vier
Schnittpunkte der gegebenen Kegelschnitte geht.
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20) Wenn zwel gerade Linien harmonische Polaren
sind fur 1rgond zwel gegebene Kegelschnitte, so sind sie
auch harmonische Polaren fur jeden Kegelschnitt, welcher
die vier gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen
Kegelschnitte berdhrt.

Aus dem ersten dieser beiden Satze ergiebt sich, dass jeder
beliebig gegebene Punkt seinen harmonischen Pol aufzuweisen hat In
dem Systeme von Kegelschnitten, welche durch dieselben vier Punkte
gehen. Denn construirt man die Polaren des gegebenen Punktes fur
zwel dieser Kegelschnitte, so wird der Schnittpunkt derselben der
gesuchte harmonische Pol sein. Ebenso hat eine jede gerade Linie
ihre harmonische Polare In dem Systeme Kegelschnitte, welche vier
gerade Linien berudhren. Sie ist die Verbindungslinie der Pole der
geraden Linie fur irgend zwel der genannten Kegelschnitte.

Die vorstehenden allgemeinen Satze wollen wir nun verwerthen an
dem durch die Gleichung 9) ausgedruckten Systeme von Kreisen mit
gemeinschaftlicher Secante und dem Systeme der reciproken Polaren 9%).

Zu diesem Zwecke nehmen wir an, es sel ein harmonisches Pole-
paar des Systemes 9) durch seine Coordinaten x0, y0,z0 und X, ,Vy, , Z
gegeben. Die Coordinaten ihrer Polaren ricksichtlich der Direktrix
werden alsdann auf Grund von 2):

X0 = WO » — VO » 20 = WO

X1 U , yt = vj , Z -W |

und diese Polaren bilden nach 18) ein Polarenpaar des Systemes 9%*).
Da nun das genannte Polepaar auch ein Polepaar des Kreises 9) fur /. = o0
sein muss, so haben wir die Relation:

xoXx1 + W1 = 0

welche unter Vermittelung der angegebenen sechs Gleichungen Uuber-
geht In:

uOui + vOvj = o.

%
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Diese Gleichung sagt aber nichts anderes aus, als dass das In
Rede stehende Polarenpaar des Systemes 9%*), einen rechten Winkel bildet.

Auf diese Weise entspricht einem jeden Polepaare des Systemes 9),
durch die Direktrix, ein Paar Polaren des Systemes 9%*), welche auf
einander senkrecht stehen. Ebenso entspricht einem jeden Paare
Polaren des Systemes 9*) ein Polepaar des Systemes 9). Denn dass
ein jedes Paar Polaren des Systemes 9*) einen rechten Winkel Dbilden
muss, folgt daraus, dass dasselbe auch dem Kegelschnitte 9*) fur
X = 00 angehdrt, woflur die zuletzt aufgestellte Gleichung die Be-
dingung 18t.

Erinnern wir uns nun des In der vierzehnten Vorlesung doppelt
ausgedruckten Satzes von jedem Polepaare des Systemes von Kreisen,
welche sich In denselben beiden Punkten schneiden. so konnen wir
folgende Dbeiden Satze als reciproke Satze proklamiren:

21) ... Die Verbindungs- Ein jedes Paar harmon-
linie eines Jjeden Paares Ischer Polaren fur ein System
harmonischer Pole fur ein von confocalen Kegel-
System von Kreisen, welche schnitten bildet einenrech-
durch zweil Punkte gehen, ten Winkel.

wird durch die gemein-
schaftliche Tangente der
Kreise halbirt.

Die Beruhrungspunkte einer gemeinschaftlichen Tangente zweier
Kreise bilden ein Polepaar fur jeden der beiden Kreise, well die Polare
des einen Beruhrungspunktes immer durch den anderen geht. Ebenso
sind die Tangenten In dem Schnittpunkte zweier Kegelschnitte ein
Paar Polaren fur jeden der Dbeiden Kegelschnitte. Halten wir nun
diese Bemerkungen zusammen mit den eben ausgesprochenen reciproken
Satzen, so ergiebt sich daraus die am Anfadnge unserer Untersuchung
vermuthete Reciprocitat der Satze:
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22) ... Die vier gemein- Die Tangenten In jedem
schaftlichen Tangenten an der vier Schnittpunkte
zwel Kreisen werden durch zweler <confocalen Kegel-
die gemeinschaftliche schnitte stehen auf einander
Secante der beiden Kreise senkrech t.

halbirt.

Den letzten Satz haben wir schon In der einundzwanzigsten Vor-
lesung unter 25) mit anderen Worten ausgedruckt. Dieser Satz, war
an der angefuhrten Stelle nur ein Corollar des allgemeinen Satzes 24)
Uber confocale Kegelschnitte: ,Wenn man von einem beliebigen Punkte
an confocale Kegelschnitte Tangentenpaare legt, so werden die Winkel,
welche ein jedes Tangentenpaar bildet, von einem und demselben

Linienpaare halbirt.”
Es erhebt sich nun die Frage, welcher reciproke Satz diesem

allgemeineren Satze entsprechen wird. Die aufgeworfene Frage beant-
worten wir aus dem Vorhergehenden damit, dass wir das von dem
beliebigen Punkte ausgehende Linienpaar, welches die von den Tangenten-
paaren gebildeten Winkel halbirt, als Polarenpaare der confocalen
Kegelschnitte auffassen. Denn In dieser Auffassung druckt sich die
gesuchte Illeprocitat schon In den Satzen 21) aus. Will man jedoch
den Wortlaut des angefihrten Satzes nicht andern, so wurde sein reci-
proker Satz so auszusprechen sein: ,Wenn man zwel Kreise durch
eine gerade Linie schneidet und auf i1hr dasjenige Punktepaar fixirt,
welches harmonisch ist mit jedem Schnittpunktepaare, so wird die
Verbindungslinie des fixirten Punktepaares durch die gemeinschaftliche

Secante der Kreise halbirt.”
In dieser Weise sind auch folgende Satze von minderer Bedeutung

reciproke Satze:

~Wenn zwel Kreise und eine ~Wenn zwel confocale Kegel-
gerade Linie gegeben sind, so schnitte und ein Punkt gegeben
giebt es zwel Kreise, welche durch sind, so giebt es zwel mit den
die Schnittpunkte der gegebenen gegebenen Kegelschnitten confo-
Kreise gehen und zugleich die cale Kegelschnitte, welche durch

Aus d. Abh. d. Il. 01. d. k. Ak. d. Wiss. XI. Bd. Il1l. Abtb. 3
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gegebene gerade Linie beruhren. den gegebenen Punkt gehen. Die
Die Berudhrungspunkte bilden ein Tangenten der letzteren In dem
harmonisches Polepaar der Kreise.” gegebenen Punkte Dbilden ein har-

monisches Polarenpaar der con-
focalen Kegelschnitte.”

Wir fuhren diese Satze nur auf, weil sie lehren erstens dasjenige
harmonische Polepaar von Kreisen, die sich In denselben beiden Punkten
schneiden, zu bestimmen, welches auf einer gegebenen geraden Linie
liegt; und zweitens dasjenige harmonische Polarenpaar confocaler Kegel-
schnitte zu bestimmen, welches sich In einem gegebenen Punkte schneidet.
Freilich lasst sich durch einfachere Hulfsmittel dasselbe erreichen.

Wenn zwel Kreise und ein ~Wenn zwel confocale Kegel-
Punkt gegeben sind, und man schnitte und eine gerade Linie
construirt einen Kreis, der durch gegeben sind, und man construirt
die Schnittpunkte der gegebenen denjenigen confocalen Kegelschnitt,
Kreise und den gegebenen Punkt welcher die gegebene gerade Linie
geht, so verbindet die Tangente beruhrt, so bildet die gerade Linie
desselben in dem gegebenen Punkte und die in dem Beruhrungspunkte
diesen Punkt mit seinem harmon- auf 1thr senkrecht stehende gerade
Ischen Pole der Kreise.” Linie ein harmonisches Polarenpaar

der confocalen Kegelschnitte.”

Aus diesen Satzen ergiebt sich nun erstens eine Construktion des,
einem gegebenen Punkte entsprechenden harmonischen Poles fur das
System von Kreisen, welche sich in zwel gegebenen Punkten schneiden,
und zweitens eine Construktion der, einer gegebenen geraden Linie
entsprechenden, harmonischen Polare In einem Systeme confocaler
Kegelschnitte.

Wir haben am Anfange unserer Untersuchungdie allgemeinen reciproken
Satze 4} abgelesen aus den Gleichungen 3) und 3*) reciproker Kegel-
schnitte, rucksichtlich der Kreis-Direktrix 1). Es lag dort irgend ein
Kreis 3) und eine beliebige Kreis-Direktrix 1) vor. Wir specialisiren
nun unsere iIm Vorhergehenden durchgefihrte Untersuchung, wenn wir
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In dem Folgenden annehmen, dass der Mittelpunkt der Kreis-Direktrix 1)
In der Peripherie des Kreises 3) liegt. In diesem Falle haben wir fur
den Kreis 3) und seine reciproke Polare 3*) die Gleichungen:

23) ... X2 -f y2 + (ax -f by)z = o

1
©

23*%) ... u2 -f v2 — (au + bv)w

Da In der letzten Gleichung das mit w2 multiplicirte Glied fehlt,
so konnen wir auf Grund von 14) der neunzehnten Vorlesung die
reciproken Satze aussprechen:

24) ... Die reciproke Polare Die reciproke Polare
eines beliebig gegebenen einer Dbeliebig gegebenen
Kreises rucksichtlich einer Parabel riuck sichtl ich einer
Kreis-Direktrix, deren Kreis-Direktrix, deren
Mittelpunkt auf der Peri- Mittelpunkt In dem Brenn-
pherie desKreises liegt, ist punkte der Parabel liegt,
eine Parabel, deren Brenn- Ist ein Kreis,

punkt mit dem Mittelpunkte
der Direktrix zusammen fallt.

Verlegen wir nun den Mittelpunkt des Kreises 23) In die x-Axe
des Coordinaten8ystemes, indem wir setzen b = o0 und fuhren an Stelle
des Parameters a den Parameter k ein durch die Gleichung ak = 2,
so gehen die Gleichungen 23) und 23*) der reciproken Polaren uber in:

2
24) ... X2+ y2+ “kK~Xz = o0
24*) o Uz + V2 - y%JW - O

und die letzte Gleichung, wenn man die Liniencoordinaten ersetzt durch
Punktcoordinaten, wie folgt:

«
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nimmt die Gestalt an:

25) ... y2 — 2k(x + -g-) = o.

Dieselbe Gleichung ist am Ende der zweilundzwanzigsten Vorlesung
unter 16) als der analytische Ausdruck confocaler Parabeln aufgefuhrt.
Wir schliessen daraus:

26) ... Die reciproken Polaren aller Kreise, welche
sich In einem gegebenen Punkte beritdhren, ridcksichtlich
einer Kreis - Direktrix, deren Mittelpunkt der gegebene
Berhrungspunkt ist, sind confocale Parabeln; und umge-
kehrt sind diereciprokenPolaren aller confoca len Para beln
Kreise, die sich in dem Brennpunkte der Parabeln beruhren,
wenn der Brennpunkt Mittelpunkt der Kreis-Direktrix ist.

Wenn ein Kreis K' und eine Kreis-Direktrix D, deren Mittelpunkt
e auf dem Kreise liegt, gegeben sind, so sieht man ohne Weiteres, dass
die Centrallinie ed der beiden Kreise Durchmesser der dem gegebenen
Kreise reciproke Parabel P ist. Die Verlangerung der Centrallinie
schneidet den gegebenen Kreis In einem Punkte h, dessen Polare,
ricksichtlich der Direktrix, Tangente der Parabel P in threm Scheitel
a Ist. Der Scheitel a der Parabel und der Punkt h des gegebenen
Kreises sind daher harmonische Punkte zu den Schnittpunkten ihrer
Verbindungslinie und der Direktrix. Da nun jeder dieser Punkte den
anderen Dbestimmt, so braucht man von der Parabel nur den Scheitel a zu
kennen, um umgekehrt den Punkt h des der Parabel reciproken Kreises
und damit den Kreis selbst zu bestimmen. Von der angegebenen Con-
struktion der Tangente der reciproken Parabel in 1threm Scheitel werden
wir In dem Folgenden Gebrauch machen.

Die beschriebene Figur liegt hier zur Ansicht vor. Sie ist zugleich
bestimmt als Erganzung der ersten Figur in Folgendem zu dienen. Es
sind darum gleiche Figuren-Theile mit gleichen Buchstaben bezeichnet.



Die vorstehenden Entwickelungen beabsichtigten vorzugsweise die
In der dreizehnten und vierzehnten Vorlesung uber Kreise dargelegten
Eigenschaften durch das In der zwanzigsten Vorlesung beschriebene
Gesetz der Reprocitat fur Kegelschnitte nutzbar zu machen. Das Thema
Ist keineswegs erschopft. So sehen wir zum Beispiele, dass In der
vierzehnten Vorlesung Kreise auftreten, welche das System Kreise mit
gemeinschaftlicher Secante senkrecht schneiden, von welchen noch gar
nicht die Rede gewesen ist. Nehmen wir deshalb zum Schllisse unserer
Untersuchung die beregten Kreise auf.

Es lagen die Kreise 9) vor mit gemeinschaftlicher Secante. Die
Entfernungen e und @ der Grenzpunkt dieser Kreise von dem Mittel-

2

punkte e der Direktrix D auf der angenommenen x-Axe waren o und —.

Es ist darum die Gleichung des Kreises, der durch die Grenzpunkte geht
und seinen Mittelpunkt In der x-Axe hat:
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Hieraus ergiebt sich nun die Gleichung aller Kreise K', welche das
System 9) senkrecht schneiden:

27) ... (x - -1-z2) + y2- (—)V + uyz = o ,

und unter Vermittelung von 2) erhalten wir die Gleichung ihrer reci-
proken Parabeln:

27*) ... (u 4" —w) + v2 — (* ) wl~ «ww = 0

von welchen In der Figur nur die Parabel P vorliegt, deren reciproke
Polare der Kreis K' ist mit dem Mittelpunkte o auf der gemeinschaft-
lichen Secante SS der Kreise 9).

Die Tangente der Parabel P in ihrem Scheitel a ist die gerade
Linie, welche die Schnittpunkte der Kreise |I) und K' verbindet, denn
sie Ist die Polare des Punktes h, rucksichtlich der Kreis-Direktrix D.
Sie geht also durch den Pol M der geraden Linie hh, den wir als den
Mittelpunkt der geraden Linie ee bezeichnet haben. Es liegen dem-
nach die Scheitel der Parabeln 27*) auf einem Kreise, der die gerade
Linte eM zum Durchmesser hat. Die In M auf dem Durchmesser
senkrecht stehende gerade Linie ist Tangente fur sammtliche Parabeln
27*), weil 1thre reciproken Kreise 27) durch den Punkt *» gehen. Diese
vorgefuhrten Thatsachen Ilassen sich Kkurz durch folgende Satze aus-
drucken:

28) ... Die reciproken Polaren aller Kreise, welche
durch zweil beliebig gegebene Punkte gehen, rucksichtlich
einer Kreis -Direktrix, deren Mittelpunkt In einem der
gegebenen Punkte liegt, sind foca.le Parabeln, deren
gemeinsamer Brennpunkt mit dem Mittelpunkte der Direk-
trix zusatnmenfallt und deren Scheitel auf einem Kreise
liegen, der durch den gemeinsamen Brennpunkt geht.
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29) Die reciproken Polaren aller focalen Parabeln,
deren Scheitel auf einem durch den gemeinsamen Brenn-
punkt gehenden Kreise liegen, ruck sich llich einer um den
Brennpunkt als Mittelpunkt beschriebenen Kreis-Direktrix,
sind Kreise, welche sammtlich durch den Brennpunkt und
einen anderen ganz bestimmten Punkt gehen.

Minchen 1m Februar 1874.



