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VORWORT

In der vorliegenden Arbeit werden die AnschluBverhiltnisse der als selbstindige Indi-
viduen verstandenen Elemente: Punkte, Kurven, Flichen und Riume beim Zusammen-
schlul3 zu homogenen Polytopen untersucht.

Nach Einfithrung der benétigten Grundbegriffe werden die Grundgleichungen aufge-
stellt; diese enthalten alle Bedingungen, denen die Kennzahlen, das sind die Elemente-
zahlen und AnschluB3zahlen der homogenen Polytope, unterworfen werden. Die Kenn-
zahlen, die Grundgleichungen und weitere Folgerungen aus ihnen werden sodann in einem
Kennschema dargestellt. Mit Hilfe dieses Kennschemas wird die Gruppe der Polarisatoren
untersucht, die durch Kennzahlvertauschungen einem gegebenen Polytop jeweils ein
zweites gegeniiberstellen. AbschlieBend werden alle Kennschemas finiter homogener Poly-
tope und deren mégliche Polarisatoren bestimmt, die Polytope selbst beschrieben und dar-
gestellt.

Der nun folgende historische Abrif soll das Verhiltnis der vorliegenden Problemstellung
zu den Ergebnissen fritherer Arbeiten {iber Polyeder und Polytope aufzeigen.

Den neueren Ausgangspunkt dieses bereits im Altertum behandelten elementargeometri-
schen Wissenszweiges bildet der nach L. Euler benannte Polyedersatz (vgl. 2. 3). Er war
bereits R. Descartes [1] bekannt, wie sich aus einem spiter aufgefundenen, von G. W.
Leibniz stammenden Manuskript ergab. Euler [2] bewies diesen Satz im Jahre 1752 durch
vollstindige Induktion.

Die Gleichung ,,Punktzahl + Flichenzahl = Kurvenzahl 4+ Raumzahl* der vorliegen-
den Arbeit wurde inhaltlich bereits 1813 von A. L. Cauchy |3] nachgewiesen. Er fand
diesen Satz fiir allgemeine Polytope, die den unter 1.1 und 1.2 beschricbenen Grund-
begriffen genligen, jedoch keine Homogenititsforderungen zu erfiillen brauchen.

Im Jahre 1862 bewies der Géttinger Mathematiker J. B. Listing [4] die ,,Census-Glei-
chung raumlicher Komplexe®, die eine sehr weitgehende Verallgemeinerung des Kurven-,
Flichen- und Raumbegriffes umfaBt und gegeniiber der Cauchyschen Gleichung eine
ahnliche Erweiterung darstellt, wie die Formel von S. Lhuilier [5] gegeniiber der Euler-
schen.

Mit der im folgenden verwendeten Schreibweise wiirde die Cauchysche Formel lauten:
p+ f = k 4+ 1 4 1. Die Inhomogenitit dieser Gleichung rithrt daher, dall Cauchy unter
der Raumzahl nur die Anzahl der ,,inneren Zellen* eines endlich ausgedehnten Polytopes
verstand. Die homogene Schreibweise der Elementegleichung (4.4) erhilt man hieraus
durch Mitzihlen des Umgebungsraumes, der spiter von Listing als , Amplexum‘‘ be-
zeichnet wurde. In der vorliegenden Arbeit wird jedoch bei der Abzihlung der Elemente
keine Unterscheidung zwischen endlichen und unendlich ausgedehnten Raumen vorge-
nommen (vgl. 1.1).
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In der homogenen Listingschen Census-Gleichung A—B 4+ C—D = o enthalten die
Zahlen A, B, C und D die Anzahlen der weniger einschrinkend definierten Punkte, Kur-
ven, Flachen bzw. Raume, sowie Beitragszahlen aus den verschiedenartigen Zusammen-
hingen der einzelnen Kurven, Flichen und Réume.

L. Schlafli [6] entwickelte 1852 in seiner ,,Theorie der vielfachen Kontinuitit' die 7-
dimensionale Erweiterung der Cauchyschen Formel ' (—1)¥a, = 1, worin k die Dimen-
sionszahl, a, die Elementezahl der betreffenden Dimension angibt.

Neuere zusammenfassende Verdffentlichungen iber die Theorie der Polyeder und Poly-
tope wurden herausgegeben von M. Brickner [7], E. Steinitz [8], II. Rademacher [9],
W. Lietzmann [10] und H. 5. M. Coxeter [11].

In Coxeters ,,Regular Polytopes* findet sich auch ein Nachweis der Cauchyschen Formel
fir allgemeine Polytope, die in dhnlicher Weise hergeleitet und auf die gleiche Form ge-
bracht wurde wie die Elementegleichung (4.4). Hinzielend auf mehrdimensionale Poly-
tope behandelt er die verschiedenartigen Polytope gestuft nach der héchsten Dimensions-
zahl ihrer Elemente.

Die in der vorliegenden Arbeit als AnschluB3zahlen bezeichneten Beizahlen der homo-
genen Polytope wurden bereits bei dlteren Arbeiten verwendet; ihre allgemeinen Gesetz-
mibigkeiten bei dreidimensionalen homogenen Polytopen der hier beschriebenen Art waren
jedoch bisher nicht Gegenstand systematischer Untersuchungen.

Die Maoglichkeiten polarer Gegentiberstellung je zweier homogener Polytope mit ver-
gleichbaren AnschluBzahlen wurden mit Ausnahme der ,,Dualititen" bisher cbenfalls
nicht untersucht. Die Griinde hierfiir sind wohl die dimensionsmiBlig gestufte Behand-
lung in den seitherigen Betrachtungen tiber Polytope, der Ausschlul des von Listing
sAmplexum’ genannten Umgebungsraumes sowie die Beschrinkung auf geradlinig
und ebenflichig begrenzte reguliare Polytope.

Die bei den Grundbegriffen erklirte Voraussetzung, daB3 der Triger der beschriebenen
Elemente der gesamte dreidimensionale projektive Raum sei, wird mit Riicksicht auf Un-
tersuchungen getroffen, die an diese Arbeit anschlieBen. Hier werden nach der allgemeinen
Behandlung homogener Polytope nur alle finiten Polytope erfa3t; das sind solche, die au3er
dem Amplexum kein ins Unendliche reichendes Element besitzen. Es ergeben sich dabei
unter anderem Konfigurationen, die bisher nur als ,,dreidimensionale Projektionen der
vierdimensionalen reguliren Polytope’ behandelt wurden, und solche, die bisher nicht
beachtet werden konnten wegen der Unmaoglichkeit, sie so aufzubauen, dal3 alle Polytop-
kurven gerade und alle Polytopflichen eben sind. Alle finiten homogenen Polytope lassen
sich so verwirklichen, daf3 ihre Kurven Kreiskurventeile, ihre Flachen Kugelflichen-
teile sind.
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I. GRUNDBEGRIFFE

Die Gegenstinde der nachfolgenden Untersuchung sind ,,homogene Polytope'’. Hierbei
handelt es sich um riumliche Konfigurationen, die unter Beachtung gewisser Homogeni-
tatsforderungen durch Verkniipfung von Punkten, Kurven, Flichen und Rdumen ent-
stchen.

In diesem Kapitel werden mit Hilfe einer beschriebenen riumlichen Figur (Elementar-
polytop) die benétigten Grundbegriffe eingefiihrt.

1.1 DIE GEOMETRISCHEN ELEMENTE

Dic ,,gcometrischen Elemente’ sind die Bausteine der zu untersuchenden Konfigura-
tionen. IThr Triger ist der gesamte dreidimensionale projektive Raum.

Es lassen sich vier verschiedene ,,Elementesorten‘* unterscheiden: Punkte, Kurven,
Flachen und Riume.

An der in Figur 1 dargestellten einfachen Konfiguration sollen die gecometrischen Ele-
mente zunichst beschrieben werden. Thre allgemeine Definition erfolgt sodann durch Be-
griffserweiterung.

Im Raum befinde sich eine Kugel, darauf ein Gro3kreis, auf diesem ¢in Paar von Gegen-
punkten.

Der Raum, die Kugelfliche und die Kreiskurve werden jeweils zweigeteilt:

der Gesamtraum durch die Kugelfliche in Kugelinnen- und Kugelaulenraum,
die Gesamtfliche durch die Kreiskurve in zwei Halbkugelflichen,

die Gesamtkurve durch das Punktepaar in zwei Halbkreiskurven.

Die so paarweise entstandenen Raum-, Flichen- und Kurventeile seien kurz als ,, Raiume*,
,,Flichen'" und ,,Kurven‘' bezeichnet. Demnach besteht die gesamte Konfiguration aus
folgenden, nach ihrer Dimensionszahl geordneten Elementen:

zwel Punkte
zwei Kurven

zwel Fliachen v

zwel Riaume
Figur 1
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Diese aus vier Elementepaaren der vier verschiedenen Elementesorten gebildete Konfi-
guration wird als ,,Elementarpolytop‘* bezeichnet.

Nun werden die geometrischen Elemente allgemein definiert: ,,Punkt®, | Kurve®,
»Fliche und ,,Raum® sind Dinge, die sich im projektiven Raum jeweils auf eins der
gleichbenannten beiden Elemente des Elementarpolytopes topologisch abbilden lassen.

Daraus folgt u. a., daf} jede Kurve, jede Fliche und jeder Raum wie das entsprechende
Element des Elementarpolytopes im topologischen Sinn ,,einfach zusammenhingend* ist.

1:2¢ "ROLYLOPE

Jedes Element einer Elementesorte schlieBt unmittelbar an Elemente der anderen Ele-
mentesorten an. Von allen Elementen der eigenen Sorte ist es durch Elemente fremder
Sorten getrennt.

Beim Elementarpolytop (Figur t) schliefit ein Punkt an zwei Kurven, zwei Flichen und
zwei Rdume an; entsprechend eine Kurve an zwei Punkte, zwei Flichen und zwei Riaume;
ferner eine Flache an zwei Punkte, zwei Kurven und zwei Riume; letztlich ein Raum an
zwel Punkte, zwei Kurven und zwei Flichen.

Die an ein Element angeschlossenen Elemente werden als dessen ,,Anschlu3elemente’
bezeichnet.

Die Gesamtheit aller zu eciner Konfiguration zusammengeschlossenen Elemente wird
,»Polytop** genannt, wenn sie von jeder der vier Elementesorten eine endliche Anzahl von
Elementen besitzt und jedes einzelne Element an mindestens ein Element jeder der drei
anderen Elementesorten anschlieBt.

1.5 ANSCHLUSSE UND ANSCHLUSSZAHLEN DER ELEMENTE

Die Anzahl der Anschliisse eines Polytopelementes an Elemente ciner fremden Elemente-
sorte wird als ,,Anschlufizahl dieses Elementes® definiert. Jedem einzelnen Element einer
jeden Elementesorte ist dementsprechend ein Tripel von Anschlufizahlen zugeordnet.

Die Anschliisse eines Elementes sind als drei Arten von Anschluflarmen vorstellbar, mit
denen es nach den entsprechenden AnschiuBarmen seiner Anschluflelemente greift.

Die Anschliisse selbst konnen einfach oder mehrfach sein. Mehrfach ist der Anschlufl
eines Elementes dann, wenn es mehrfach an ein und dasselbe Element einer fremden Ele-
mentesorte anschlie3t, d. h. anschaulich, wenn es mit mchreren Anschlularmen nach der
gleichen Anzahl von AnschluBBarmen eines fremden Elementes greift. So kann z. B. eine
Kurve (Kreis) zweifach an einen Punkt (cinen Punkt dieses Kreises) anschlieBen oder eine
Fliche (Kreisscheibe) zweifach an einen Raum (den Umgebungsraum dieser Scheibe)
anschlieflen.

Fiir die AnschluBzahl eines Elementes ist es bedeutungslos, ob seine AnschluB3arme
mehrere AnschluBarme cines fremden Elementes ergreifen oder gleich oft je
einen AnschluBarm mehrerer Elemente der betreffenden Sorte; d. h. die Anschlul3-
zahl zdhlt ein einziges mehrfach angeschlossenes Element wie die gleiche Mehrzahl
einfach angeschlossener Elemente.
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1.4 HOMOGENITAT

Ein Polytop heilit ,,homogen*, wenn jedes Element ciner Sorte das gleiche Tripel von
Anschlul3zahlen besitzt.

Die Homogenitit eines Polytopes schiiel3t folgende Eigenschaften seiner Elementesorten
ein:

,, Punkthomogenitit'“:  Alle Punkte schlieBen an gleichviele Kurven, gleichviele Fli-

chen und gleichviele Riume an;

s Kurvenhomogenitit': Alle Kurven schlieBen an gleichviele Punkte, gleichviele Fla-
chen und gleichviele Raume an;

,,Flichenhomogenitit*“: Alle Flichen schlieen an gleichvicle Punkte, gleichviele Kur-
ven und gleichviele Riume an;
., Raumhomogenitiat“:  Alle Ridume schlieBen an gleichviele Punkte, gleichviele Kur-

ven und gleichviele Flachen an.

1.5 ANSCHLUSSZAHLEN, ELEMENTEZAHLEN, KENNZAHLEN
HOMOGENER POLYTOPE

Das in einem homogenen Polytop fiir alle Elemente ciner Elementesorte gleiche An-
schluB3zahlen-Tripel wird als ,,Anschlu3zahlen-Tripel der Elementesorte bezeichnet. Da
in der vorliegenden Arbeit nur homogene Polytope behandelt werden, wird im folgenden
nur von ,,Anschlullzahlen-Tripeln‘ oder von ,,AnschluB3zahlen’ gesprochen.

Jede der vier Elementesorten besitzt drei AnschluBBzahlen. Es missen also 43 = 12
Anschluf3zahlen unterschieden werden. Diese werden durch jeweils zwei Buchstaben so
bezeichnet, dal3 der groBe die betreffende Elementesorte, der kleine Indexbuchstabe die
Sorte der Anschluflelemente angibt:

P, = Punkt-KurvenanschluB3zahl
P; = Punkt-FlichenanschluB3zahl
P, = Punkt-Raumanschluf3zahl

K_ = Kurven-PunktanschluB3zahl
K; == Kurven-FlachenanschluBzahl
K. = Kurven-Raumanschluf3zahl

F, = Flichen-Punktanschluflzahl
F, = Flichen-KurvenanschluBzahl
F, = Flichen-Raumanschluf3zahl
R, = Raum-Punktanschlulzahl
R, = Raum-Kurvenanschluf3zahl
R; = Raum-Flichenanschluf3zahl
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Die Anzahl der Elemente jeder Elementesorte wird durch ihre ,,Elementezahl ange-

geben:
= Punktzahl

p
k = Kurvenzahl
f = Flichenzahl

= Raumzahl

Lo

Die zwolf Anschlufzahlen und die vier Elementezahlen bilden insgesamt die sechzehn
» Kennzahlen® eines homogenen Polytopes.
Alle Kennzahlen sind als Anzahlen natiirliche Zahlen.
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2. DIE GRUNDGLEICHUNGEN HOMOGENER POLYTOPE

Nachdem die benétigten Grundbegriffe anschaulich eingefiihrt worden sind, werden in
diesem Kapitel die Grundgleichungen zusammengestellt, denen die Kennzahlen homoge-
ner Polytope geniigen sollen. Die Realisierbarkeit dieser Forderungen ist fir die definier-
ten geometrischen Elemente evident (vgl. 1.1).

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden auBler diesen Grundgleichungen keine weiteren
Voraussctzungen liber allgemeine homogene Polytope getroffen.

2.1 FESTE ANSCHLUSSZAHLEN

Der ,,Zweiscitigkeit einer Fliche' (Figur 2) und der ,,Zweiendigkeit einer Kurve'
(Figur 3) entsprechen die folgenden Festsetzungen:
(2.1 F) F, =2

r

(2.1 K) K, =2

b

Hiermit ist festgelegt: Jede Fliache besitzt zwei Raumanschlisse, jede Kurve zwei Punkt-
anschliisse.

Figur 2

2.2 GLEICHE ANSCHLUSSZAHLEN

Eine Flache besitzt gleichviel Punktanschliisse und Kurvenanschliisse (Figur 2). Ebenso
besitzt eine Kurve gleichviel Raumanschliisse und Flichenanschliisse (Figur 3). Diesen
der Anschauung entnommenen Bedingungen entsprechen die folgenden Gleichsetzungen:

(2.2 F) F, =F

P

(2.2 K) K, = K;

r
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2.5 KOMBINIERTE ANSCHLUSSZAHLEN

Aus (2.1 F) und (2.2 F) bzw. aus (2.1 K) und (2.2 K) ergeben sich fiir die Anschlul3-
zahlen der Polytopflichen und -kurven die Gleichungen
F,+F, =F 42 bzw.
Ki+K, =K, +2

Entsprechend werden fiir die Polytopriume und -punkte folgende Kombinationen ihrer
AnschluBlzahlen gefordert:
(2.3 R) R,+Ri=R,+2
(2.3 P) P +P, =P +2

Da sich jeder einzelne Polytopraum mit scinen Anschlullelementen auf einen entspre-
chenden Eulerschen Polyeder topologisch abbilden 1483t (vgl. 1.1), ist die Forderung (2.3 R)
gleichwertig dem Eulerschen Polyedersatz ,,Punktzahl + Fliachenzahl = Kurvenzahl 4 2.
Das zeigt sich, wenn man diesen Satz auf die Anschluelemente eines Polytopraumes an-
wendet und dann anstelle der Anschlulelemente die entsprechenden Anschluflarme des
Polytopraumes zihit.

Die Gleichung (2.3 P) lif3t sich anschaulich aus (2.3 R) herleiten, indem man die Ober-
fliche einer Kugel mit gentigend kleinem Radius, deren Mittelpunkt in einem Polytop-
punkt liegt, mit den Anschluflelementen des Punktes zum Schnitt bringt. Die Kurven-
anschliisse des Punktes ergeben dann Py Schnittpunkte, die Flichenanschliisse P; Schnitt-
kurven und die Raumanschliisse P, Schnittflichen. Aus der Giiltigkeit von (2.3 R) fiir die
Anzahlen der Schnittpunkte, -kurven und -flichen auf der Kugeloberfliche folgt dann
fiir die sie erzeugenden Anschlisse des Polytoppunktes die Gleichung (2.3 P).

2.4 VERKNUPFUNGSGLEICHUNGEN

Die Verkniipfung zweier ungleichsortiger Polytopelemente sei stets derart, dal3 jedes
der beiden Elemente AnschluBelement des anderen ist. Das hei3t fir die Gesamtheit aller
Verkntipfungen anschaulich: Jeder einzelne AnschlulBarm eines Polytopelementes ergreift
einen ihm entsprechenden AnschluBarm eines anderen Polytopelementes.

Zahlt man alle sich gegenseitig ergreifenden AnschluBarme der Elemente zweier Ele-
mentesorten ab, so ist die Gesamtzahl dieser AnschluBBarme bei der einen Elementesorte
gleich der Gesamtzahl der entsprechenden AnschluBarme der anderen Elementesorte. Iiir
je zwei Elementesorten sind also die Produkte aus Elementezahl und entsprechender An-
schluB3zahl einander gleich.

Im einzelnen ergeben sich demnach folgende ,,Verkniipfungsgleichungen®:

(2.4 PK) p'P, =k K,
(2.4 KF) k-K,=1f"-F,
(2.4 FR) it RN R
(2.4 RP) r-R,=p-P,
(2.4 PF) p-Pe=1f-F,
(2.4 KR) k-K =r- R,

(Lies z. B.: Punktzahl mal Punkt-KurvenanschluBzahl gleich Kurvenzahl mal Kurven-
PunktanschluBzahl.)
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5. DARSTELLUNG HOMOGENER POLYTOPE
DURCH KENNSCHEMAS

Ein geometrisches Element eines homogenen Polytopes ist durch seine drei Anschlul3-
zahlen vollstindig charakterisiert, ein Polytop durch die vier Elementezahlen seciner Ele-
mentesorten und deren insgesamt zwolf AnschluBBzahlen.

Die aus Elementezahlen und Anschlu3zahlen bestehenden sechzehn Kennzahlen sollen im
folgenden Kapitel zu einem besonders {ibersichtlichen Zahlenschema zusammengefal3t
werden.

5.1 SYMMETRIEN DER GRUNDGLEICHUNGEN

Betrachtet man die Grundgleichungen (2.1), (2.2), (2.3) und (2.4) homogener Polytope,
so fallt neben der vielfachen Symmetrie in (2.4) cine spezielle Symmetrie in den Formeln
(2.1), (2.2) und (2.3) auf.

Aus der Gegentibersteilung

(2.1 ) F, =2 (2.1 K) K,=2
(2.2 F) F,=F, (2.2 K) K, = K;
(2.3 R) R,+Ri=R,+2 @3 k) P4+ P, =P, 42

erkennt man, dal3 bei folgender Vertauschung der Begriffe

Punkt — Raum

Kurve — Fliche

und ebensolcher Vertauschung aller ihnen zugeordneten Buchstaben die links stehenden
Formeln in die rechts stehenden tibergehen und umgekehrt.

5.2 KENNSCHEMA EINES POLYTOPES

Ordnet man die Begriffe der vier geometrischen Elementesorten in den Ecken eines
reguliren Tetraeders an, so symbolisieren die sechs Tetracderkanten die (3) méglichen
Wechselbeziehungen zwischen den Sorten.

Riaume

Punkte

Kurven
Miinchen Ak. Abh, math.-nat, 1958 (Emde) 3 Flichen
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Durch spezielle Projektion eines solchen Tetraeders erhidlt man ein Quadrat mit Diago-
nalen, die in dieser Deutung den Seiten des Quadrates gleichwertig sind.

Nachstehend sind in ein solches Quadrat die Elementezahlen und die Anschlullzahlen
der Elemente gemil ihren Wechselbeziehungen eingefiigt.

Das entsprechende quadratische Schema der Kennzahlen eines homogenen Polytopes
wird als dessen ,,Kennschema‘‘ bezeichnet,

Rpj ;)
R{ P Pr Rp r

3.3 DARSTELLUNG DER GRUNDGLEICHUNGEN IM KENNSCHEMA

Die Grundgleichungen, denen die Kennzahlen eines homogenen Polytopes geniigen
miissen, sollen in den folgenden ,leeren Kennschemas® symbolisch zum Ausdruck ge-
bracht werden. Zum besseren Uberblick empfiehlt es sich, das Abkiirzungs-, Gleichungs-
und Symbolverzeichnis (letzte Seite der Abhandlung) seitlich herauszuklappen und ein
auf transparentes Papier gepaustes Kennschema zu Hilfe zu nehmen.

(2.1) Feste Anschlu3zahlen
(z.1 F) F. =2
(2.1 K) K =2

-

Symbolschema (2.1)

(2.2) Gleiche Anschluflzahlen
(2.2 F) F, =F
(2.2 K) K, = K;

=}

Symbolschema (2.2)

(2.3) Kombinierte Anschluf3zahlen

| |
i il

(2.3R) R,+ Ry =Ry +2
(2.3 P) Pe+ P, =P +2

Symbolschema (2.3)
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Wie bereits in Abschnitt 2.3 angegeben wurde, folgen aus (2.1 F) und (2.2 F) bzw. aus
(2.1 K) und (2.2 K) die beiden zu (2.3 R) und (2.3 P) analogen Gleichungen:

|
e mms
(2.3 F)* F,+F, =F, 42
(2.3 K)* Ki+ K, =K, +2

g

,,_—;|} =gl

Symbolschema
(2.3), (2.3)*

Sie sind mit * verschen, da sie als hergeleitete Gleichungen nicht zu den geforderten
Grundgleichungen zihlen.

Durch Kombination der drei Symbolschemas (2.1), (2.2) und (2.3) erhilt man fur die
geforderten sechs ,,Anschlufigleichungen’ das folgende Symbolschema:

(2t N =—2
(z1 K Kas—rt> | |

: ’ NS Lij
(2525 F, =F,
(2.2 K) K, = K; 2 e 2
(2.3 R) R+ Ry = Ry +2 Il
(2.3 P) P, - P, = P +2

Symbolschema

(2.1), (2.2), (2.3)

Die sechs Verkniipfungsgleichungen seien im leeren Kennschema symbolisch durch die
Verbindungsgeraden der Felder von je zwei Elementezahlen dargestellt. Es soll dann auf
jeder dieser sechs Geraden das Produkt der beiden Kennzahlen an einem Ende gleich dem
Produkt der beiden Kennzahlen am anderen Ende sein.

(2.4) Verkniipfungsgleichungen

(2.4 PK) p:P.=k K,

(2.4 KF) S R S T

(2.4 FR) TRl R it

(2.4 RP) r-R,=p-P,

(2.4 PF) p-Pp=fF, NiE
(2.4 KR) k-K, =r-R,

Symbolschema (2.4)
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4. FOLGERUNGEN AUS DEN GRUNDGLEICHUNGEN

Die Anschliisse eines Elementes an die umgebenden Elemente der drei anderen Ele-
mentesorten werden durch die sechs AnschluBgleichungen (2.1), (2.2) und (2.3) geregelt,
die Verkniipfung der Elemente je zweier Sorten durch die sechs Verkniipfungsgleichun-

gen (2.4).
In diesem Kapitel sollen aus den zwolf Grundgleichungen weitere Beziehungen zwi-

schen den AnschluB3zahlen und Elementezahlen hergeleitet werden.

4.1 BEZIEHUNGEN ZWISCHEN ELEMENTE- UND ANSCHLUSSZAHLEN

Durch Zusammenfassung der Gleichungen (2.2) und (2.4) erhilt man

(2.4PF) (22F) (24KF) (22K) (2.4KR)

’ b b | b

pPp=f-F,=f-F=k-K =k K =r-R,

P
Hieraus folgen die Gleichungen (4.1)
NEE’
(4.1 PK) p-P =k-K \\;—/
(4.1 KF) lsalo = Lol ) k
(4.1 FR) frll, =rt iRy A7 T NN
72T
(4.1 RP) B ERan— iD= R-

Symbolschema (4.1)

4.2 MULTIPLIKATIVE BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DEN ANSCHLUSSZAHLEN

Durch Elimination der Elementezahlen aus den Gleichungen (2.4) und (4.1) gemil

(2.4 PK) p - P.=k 'K, (2.4 KF) kb o Koo —=f - =i
(4.1 PK) OMNONN = Em i o G (4.1 KF) k K, =f -F,
Pk 5 I;f =K, : K, K, - K;:Fk :Fp~
(2.4 FR) P = SR RT (2.4 RP) r ‘R, =p P,
(4.1 FR) f -F,=r R (4.1 RP) s R e e
B 2l =Rl RP—:ka — Pz Py
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4. Folgevungen aus den Grundgleichungen

ergeben sich die Gleichungen (4.2)

(4.2 PK)
(4.2 KE)
(4.2 FR)
(4.2 RP)

P, 'K =K,-
K;-F, = F, -
F, ‘R, = R,-
R, P =P,-

21

i

Symbolschema (4.2)

Die Gleichung (4.2 KF) sagt wegen (2.2) eine Trivialitit aus, wihrend (4.2 PK), (4.2 FR)
und (4.2 RP) Bezichungen darstellen, die sich anschaulich nicht ohne weiteres interpre-
tieren lassen.

4.3 ADDITIVE BEZIEHUNG ZWISCHEN REZIPROKEN
ANSCHLUSSZAHLEN

Ersetzt man in (4.2 RP) die AnschluBBzahlen P, und R, mit Hilfe von (2.3 P), (2.3 R),
(4.2 PK), (4.2 FR), (2.1 K) und (2.1 F), so erhilt man eine necuartige Bezichung (4.3),
welche die reziproken Werte der vier AnschluBzahlen P¢, I, K, R, additiv verkniipft.

Dieser Rechnungsgang ist nachfolgend abgckiirzt dargestellt.

(4.2 RP)
P.-R, = R, ‘P
aB) — il H « (2.3 R)
Pi—P, 2 R,—R;+2
(4.2 PK) — l I < (4.2 FR)
P, Ry
K, K F, T,
(2.1 K) — | i <~ (Z1F)
2 2
P R
= = LRI R s D L P
K, F,
Nach Division durch 2 P+ Ry und Umformung erhilt man —
1 1 1 1
(4.3) B + Ty - TRy N

Symbolschema (4.3)
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4.4 BEZIEHUNG ZWISCHEN DEN ELEMENTEZAHLEN

Ersetzt man in (2.4 RP) die AnschluBzahlen P, und R, mit Hilfe von (2.3 P), (2.3 R),
(4.2 PK), (4.2 FR), so erhilt man nach weiteren Umformungen mit (2.1), (2.2) und (2.4)
die Gleichung (4.4), die eine wesentliche Beziehung zwischen den Elementezahlen aus-
driickt.

(2.4 RP)
p- PR = AN ¢
(2.3 P) — H ” < (23R
P—P,+2 R,—R+2
(4.2 PK) — ” ” < (4.2FR)
P, R¢
X K, T, E;
B;l‘, . K, —p - P+ 2p = il,:lif_ + F, —r R+ 2r
p | r |
e [ e B
(2.4 PK) (2.2 K) (2.4 PK) (2.4 FR) (2.2F) (2.4FR) |
’ i (2.1 K) 1 (2.1 F)
k - K — 2k + 2p = f - F, — 2f 4+ o2r

N\ /

Unter Beriicksichtigung von (2.4 KF) erhilt man hieraus

(4-4) pt+f=k+r.

< N

Symbolschema (4.4)

Diese Gleichung verkniipft die Elementezahlen eines homogenen Polytopes derart, dafl
die Summe der gerad-dimensionalen Elemente gleich der Summe der ungerad-dimen-
sionalen Elemente ist. Die Gleichung (4.4) wird daher als ,, Elementegleichung bezeichnet.

Ein zweiter, eleganterer Beweis der Elementegleichung ergibt sich bei der Herleitung
der Gleichung (4.5).
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4.5 NORMZAHLEN UND NORMGLEICHUNG

Mit Hilfe der Gleichungen (4.1), (4.3) und (4.4) lassen sich fiir jedes homogene Polytop
»Normzahlen‘ definieren, welche die Beschreibung des Polytopes und die Berechnung der
Kennzahlen erleichtern.

Diese Normzahlen werden auf folgende Weise benannt und eingefiihrt:

,,Hauptnorm*' H=p-Pi=fF, =k-K =r-R = (41)
“ AN o S LOKS N0 1% SUANg

»»AnschluBBnorm A= Pr + F, K + ™ = (4-3)

. Elementenorm* E= p 4+ f = k + r = (4.4)

Zwischen diesen Normzahlen besteht die folgende, als ,,Normgleichung‘ bezeichnete
Bezichung:

(4:5) H = %

Ihre Herleitung ergibt gleichzeitig einen zweiten Nachweis der Elementegleichung (4.4)
aus (4.1) und (4.3):

(4.3) (4.3)
H
et i
@) = <@y @o—=>| |« @
p-Pr f1.F, ledizer BELRE
E Pt lies
A [
pd ert s 118 PR TEA L S e ol

1 1

(4-4) 4.9
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5. DIE GEOMETRISCHEN POLARITATEN

Durch Vertauschung der Kennzahlen cines homogenen Polytopes im Kennschema ent-
steht ein neues Zahlenschema, das unter gewissen Voraussetzungen wiederum Kenn-
schema eines homogenen Polytopes sein kann.

In diesem Kapitel sollen zundchst allgemein alle Kennzahlvertauschungen untersucht
werden, die auf neue Kennschemas fiihren kénnen, sodann die einschrankenden Bedin-
gungen, denen die Kennzahlen des urspriinglichen Kennschemas in den cinzelnen Fillen
genligen missen. Fiir jede in Frage kommende Kennzahlvertauschung wird ein Operator
eingefiihrt und der Gruppencharakter aller dieser Operatoren untersucht.

5.1 FOLGERUNGEN AUS DEN SYMMETRIEN
DES KENNSCHEMAS

Unter den Grundgleichungen und den aus ihnen gefolgerten Gleichungen weisen (2.4),
(2.3), (2.3)*%, (4.1), (4.2), (4.3) und (4.4) vielfache Symmetrien auf, (2.1) und (2.2) nur
Achsensymmetrie beztiglich der vertikalen Mittelachse des Kennschemas.

Bei den Verkniipfungsgleichungen (2.4) wird jede der vier Elementezahlen {iber zwei
entsprechende AnschluBzahlen mit jeder der drei anderen Elementezahlen verkniipft.
Diese (3) = 6 Beziehungen zwischen den vier Elementezahlen lassen sich symbolisch durch
die sechs Verbindungsgeraden der vier Ecken eines Tetraeders darstellen. Nach spezieller
ebener Projektion des Tetraeders wurde auf diese Weise die Kennschema-Anordnung
festgelegt (vgl. 3.2).

Ein regulires Tetraeder 148t sich auf 24 verschiedene Arten in cinen Wiirfel derart ein-
lagern, daf3 die Tetraederecken in vier der Wiirfelecken zu liegen kommen. Bei orthogo-
naler Projektion auf die feste Wiirfelbasisfliche ergibt sich in allen Fallen die gleiche Figur,

die gleichzeitig die Verknipfungsgleichungen (2.4) im leeren Kennschema symbolisch
wiedergibt. Demgemill sind die Verkniipfungsgleichungen invariant gegeniiber den
4! = 24 mdoglichen Permutationen der Elementezahlen in den vier Ecken des quadrati-
schen Zahlenschemas, wenn die AnschluB3zahlen entsprechend mitvertauscht werden.
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Die Gesetze (2.3), (2.3)*%, (4.1), (4.2), (4.3) und (4.4) konnen dagegen nur bei solchen
Kennzahlvertauschungen eingehalten werden, bei denen sich im neuen Zahlenschema die
beiden gerad- und die beiden ungerad-dimensionalen Elementezahlen jeweils diagonal
gegentiberstehen,

e

i
XXX
/_j'_x SES

Die Grundgleichungen (2.1) und (2.2) erfordern fur die Kennzahlen weitere einschran-
kende Bedingungen, die in Abschnitt 5.3 behandelt werden.

5.2 GEOMETRISCHE POLARITATEN UND POLARISATOREN

Bei Vertauschung der Elementezahlen bleiben die Verkniipfungsgleichungen (2.4) stets
gultig, wenn mit den Elementezahlen auch die Anschlulzahlen so vertauscht werden, dal3
gleiche Buchstaben durch gleiche ersetzt werden. Damit sind bei allen Kennzahlvertau-
schungen die Vertauschungen der Anschlu3zahlen an die der Elementezahlen gebunden.

Ausgehend von einem Kennschema mit den Ausgangselementezahlen py, k, f,, ry er-
rechnet sich die Zahl der moéglichen Kennzahlanordnungen zu neuen, die Gleichungen
(2.3) bis (4.4) erfillenden Zahlenschemas auf folgende Weise: Zur Lokalisierung der ersten
Elementezahl p, stehen im Kennschema vier Eckfelder zur Verfigung. Damit ist gleich-
zeitig der Platz der Elementezahl f;, festgelegt, da sich die beiden gerad-dimensionalen
Elementezahlen diagonal gegeniiberstehen missen. Fiir die beiden ungerad-dimensionalen
Elementezahlen kyund ry existieren dann noch zwei Anordnungsméglichkeiten. Demgemil3
gibt es insgesamt 4 -2 = 8 Anordnungen der sechzehn Kennzahlen eines gegebenen
Kennschemas, welche die Gesetze (2.3) bis (4.4) erfiillen.

Es sollen nun zwei Kennschemas dann zueinander ,,polar‘ genannt werden, wenn die
Kennzahlen des ersten durch eine der acht moglichen Umordnungen in die Kennzahlen
des zweiten Kennschemas iibergehen. Die symbolisch dargestellten Operatoren, welche
diese Umordnungen bewirken, werden als ,,Polarisatoren‘* bezeichnet.

Ausgchend von einem Kennschema Sy mit den Elementezahlen p, kg, fy, ry erhidlt man
mit Hilfe der jeweils dariiber angegebenen Polarisatoren die nachfolgend aufgefiihrten
Zahlenschemas S; bis Sg.

Po| Pro|Rp,| Ko

P, | P, | Rk

K, | Fp
F.| £,

o]

o

k, | Kt, 5

o

Ausgangskennschema S,

Miinchen Ak, Abh, math.-nat. 19358 (Emde) 4
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Jeder Polarisator bildet hierbei das Ausgangskennschema auf ein bestimmtes Zahlen-
schema ab. Das Zeichen des Polarisators 1a3t leicht erkennen, in welcher Art das neue
Zahlenschema aus dem gegebenen gewonnen wird.

Die ersten vier Polarisatoren bewirken fiir die Kennzahlen des Ausgangskennschemas
Drehungen um den Quadratmittelpunkt um die Winkel o, »}—%, -7 und ——7;— (keine
Bewegung, Linksdrehung, Zentralspiegelung bzw. Rechtsdrehung); die vier restlichen
Polarisatoren bewirken Spiegelungen an den in den Zeichen angedeuteten Geraden.
Alle Spiegelungen koénnen auch als rilumliche Drehungen aufgefal3t werden.

po| P, | Rpy o L | R, Fr,| fo fo | Fi Ke,| ko ko | Kp, Py, Po
Py Pr| Ry Ry Rp, Rk, Fpo F|  |Fr Fo Kr Kn| | Ke, Kp Pr, Py,
Kp, Ko Fo, Fo| | P Pho Ko|Ke,| | Re|Re Pr|Pkj | Fi Fn ReyRay
ko Ki, | Fig fo po | Pk, Kpo| ko Iy | Rpo| Pr,| Po fo | Fr|Re | %
. S, 5 S,
S © @ 0
| Po | P, Kp) ko ko | Ke, | Fio| o fo | Fr,| Be,| % % | Bp B, | po
Pr, | Pty | Kro| Ke, Kp, Kr, | Fp,| Fr, Fi| Fp,| Bk, Rp, B, | Ri, Pt,| P,
R, R Fp, Fc | P Pt Biq Bt | Ke,| Kg|Pr,|Pr| |Fr Fp Ky Kp
L |Re| Fr | £ Po| Pr,| Rp,| 1o ko | Kp,| P,/ Po fo | Fi ) Kiy| ko
- . S, S

Die acht polaren Gegenuberstellungen des Zahlenschemas S, mit den Zahlenschemas S,
bis Sg werden als ,,geometrische Polarititen** bezeichnet.

53 EINSCHRANKENDE BEDINGUNGEN DURCH DIE FESTEN
UND GLEICHEN ANSCHLUSSZAHLEN

Jedes der Zahlenschemas S, bis Sg erfiillt die Gesetze (2.3) bis (4.4). Es soll jedoch nur
dann als Kennschema bezeichnet werden, wenn zusitzlich die Gleichungen (2.1) der festen
Anschluflzahlen und (2.2) der gleichen Anschlu3zahlen erfullt sind.
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Die durch (2.1) und (2.2) gegebenen einschriinkenden Bedingungen fir die Anwendbar-
keit der Polarisatoren auf ein gegebenes Kennschema sind nachfolgend fur die acht Polari-
titen zusammengestellt. Sie lassen sich leicht aus den Zahlenschemas S; bis Sy ablesen
durch Vergleich mit dem Symbolschema, das die Grundgesetze (2.1) und (2.2) darstellt:

Da das Ausgangszahlenschema S, als Kennschema vorausgesetzt wird, sind fiir die
Kennzahlen bereits die Gleichungen erfillt:

(2.1 F o) F, =2
(21 Ko K, = 2
(2.2 F o) F, =F,=F
(2.2 K o) K, = K; = K,

Die nach ihrer Berlicksichtigung verbleibenden einschrinkenden Bedingungen sind in
der folgenden Zusammenstellung auf Scite 28 in der rechten Spalte aufgefiihrt.

Fiir die beiden Polarisatoren () und () bedeuten die Gleichungen (2.1) und (2.2)
keine cinschrinkenden Bedingungen.

Dies ist flir den Polarisator O evident, da er das Kennschema unverindert 143t und
damit dem urspriinglichen homogenen Polytop cin kongruentes gegentiberstellt oder ein
solches, das man durch eine topologische Abbildung aus dem gegebenen erzeugen kann.
Zwei derartige Polytope mit gleichem Kennschema werden als ,,isomorph‘ bezeichnet.

Die Polaritit S, — Sy ist in der Topologie als Dualitit im vierdimensionalen Raum be-
kannt. Der Polarisator (|) ist also ein Dualititskorrelator.

54 DIE GRUPPE DER POLARISATOREN

Die acht definierten Polarisatoren, die ein Kennschema bei zusitzlicher Erfullung der
Gleichungen (2.1) und (2.2) in ein ,,polares’ Kennschema transformieren, weisen sich
durch die Erflillung der folgenden GesetzmiBigkeiten als Elemente einer nicht kommu-
tativen Gruppe aus:

I. Jede geordnete Aufeinanderfolge zweier Polarisatoren 1t sich durch einen einzigen
Polarisator ersetzen.
I1. Die Aufeinanderfolge dreier Polarisatoren ist assoziativ.
III. Einer der acht Polarisatoren ist ,,Einselement‘‘.
IV. Zu jedem Polarisator existiert ein ,,inverser Polarisator‘‘.

»

4
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5. Die geometrischen Polarititen

5.4

Polarititen
und
Polarisatoren

Einschrinkende Bedingungen

insgesamt

Einschrinkende Bedingungen
nach Berticksichtigung der
Gleichungen auf Seite 27

So

Q@O 0 QQ Q0

(a1 Fi) F, =2
(2.1 K1) K, =:2
(2.2 F1) F,, =F,
(2.2 K1) K, =K
(2.1 F2) K =2
(2.1 K2) P, =2
(2.2 F2) K, =K,
(2.2 K2) P, =Py,
(2.1 F3) P, =2
(2.1 K3) R, =2
(2.2 F3) P, =P,
(2.2 K3) R,, =R,
(2.1 Fg) R, =2
(2.1 Kg) F, =2
(2.2 Fq) Ry, =Ry,
(2.2 Kg) F, =F,
(2.1 Fg) F, =2
(2.1 Kp) R, =2
(2.2 Fs) F, =F,
(2.2 Kg) Rli = an
(2.1 F6) R, =2
(2.1 K6) Py, =2
(2.2 F6) Ry, R,
(2.2 K6) P, =P,
(2.1 E7) b, =
(2.1 K7) Ki =2
(2.2F7) P, =Py,
(2.2 K7) K, =K,
(2.1 F8) K, =2
(2.1 K8) F, =2
(2.2 F8) K, =K,

(2.2 K8) F,, =T,

keine Bedingungen

Ko =12
P, =
P, =Py,
b, =2
Ri, =2
P, =P,
Rko . RPo
R, =2
Fyo =2
R, =R,
B =
RPo F )
Ry, = Ry,
R, =
Py, 2
Rko ) Po
Pfo . Pl’o
P, =2
Ky =tz
Rey' =Eiy

keine Bedingungen
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Diese Gruppe der Polarisatoren ist eine Diedergruppe achter Ordnung. Sie lifit sich
darstellen durch alle die riumlichen Drehungen einer zweiseitigen Quadratfliche, die das
Quadrat mit seiner Ausgangslage wieder zur Deckung bringen. Hierbei sind koaxiale
Drehungen, die sich um den Drehwinkel 2 = unterscheiden, als gleich anzusehen.

Diese Diedergruppe kann man leicht verifizieren, indem man ein auf transparentes
Papier gezeichnetes Kennschema in der Lage des Ausgangsschemas S, auf die Zahlen-
schemas S; bis Sg auflegt und seine Kennzahlen jeweils durch eine ebene oder riumliche
Drehung des transparenten Quadrates mit den darunterstehenden Kennzahlen zur Deckung
bringt. Die Drehung des transparenten Kennschemas erfolgt hierbei jeweils nach Vor-
schrift des betreffenden Operatorsymbols um eine Achse, die durch den Mittelpunkt der
aufeinanderliegenden Zahlenschemas verlduft.

Man erkennt hierbei, dal sich die Diedergruppe der Polarisatoren aus folgenden Unter-
gruppen zusammensetzt:

t Drehgruppe der Ordnung 4, deren Drehachse auf der Quadratfliche senkrecht steht,
bestechend aus dem Quadrupel von Polarisatoren O, O, () und (’), die sich als
Drehungen um die Winkel n % (n = o, 1, 2 baw. 3) darstellen.

4 Drehgruppen der Ordnung 2, deren Drehachsen ,,diagonal® oder ,,achsial’ in der
Ebene der Quadratfliche liegen. Sie bestehen aus den Polarisatorpaaren O und \\3, (\,
und \T:’ O und @ sowie Q und (D, die sich jeweils als Drehungen um die Winkel
nt (n = o bzw. 1) darstellen.

Jede dieser zyklischen Untergruppen enthilt als | Einselement' den Polarisator O

Mit Ausnahme der beiden zueinander inversen Polarisatoren (’> und O, die sich als
Links- und Rechtsdrehung des Quadrates darstellen, sind alle Polarisatoren selbstinvers.

Gruppentafel der Polarisatoren

OO0V
SRSIORSIOEICRGRO
OO0O0LLVOLO
ORGSR @SGEDESES
OOOOLOOV
SECIG SISO ®
D0OO0O0OOO
QOO OOOO0O
DESISOISICIERE

SHOL0IGC101 81
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Die moéglichen Darstellungen des ,,Einselementes® durch Potenzdarstellungen der ein-
zelnen Polarisatoren sind:

O-O-O-O-&- -0 -0

Mnemotechnisch leicht einzuprigen sind die Produktdarstellungen des ,linksdrehen-
den®, des ,,zentralspiegelnden’ und des ,,rechtsdrehenden’’ Polarisators:

O-0O0-00-00-00-00 -0
O-00-00-00-01-00 -0
O-0O0-00-00-00-00-00

Man erkennt hieraus, daf3 die Polarisatorgruppe nur auf folgende beiden Arten
durch zwei Polarisatoren erzeugt werden kann:

A. durch einen der beiden ,,drehenden’‘ Polarisatoren O, (™) und einen der vier ,,di-

agonal-‘ oder ,,achsialspiegelnden®’ Polarisatoren @, /// , @, @

B. durch einen der beiden ,,diagonalspiegelnden® Polarisatoren @, 0) und einen der
beiden ,,achsialspiegelnden’’ Polarisatoren 9, (D

Im Falle A ergeben sich saimtliche Gruppenelemente beispielsweise durch die erzeugen-
den Polarisatoren O und ®:

O 00 OO OO
00 000 00 00

Im Falle B ergeben sich simtliche Gruppenelemente beispielsweise durch die erzeugen-
den Polarisatoren ® und C—):

O-& O-0g OO O-a¢
O-C 00 ©-od0d 0000
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6. EXISTENZ HOMOGENER POLYTOPE UND KENNZAHLEN-
BERECHNUNG

In den vorangegangenen Kapiteln wurden zunichst die benétigten Begriffe eingefiihrt
und die Grundgleichungen festgelegt. Sodann wurden hieraus weitere GesetzméiBigkeiten
gefolgert, Kennzahlen und Grundgleichungen in einem Kennschema dargestellt und die
Gruppe der Polarisatoren eingefiihrt.

In diesem Kapitel werden die Existenzvoraussetzungen flir homogene Polytope unter-
sucht und ein Schema fiir die Berechnung der Kennzahlen entwickelt.

6.1 EXISTENZVORAUSSETZUNGEN

Es soll nun festgestellt werden, welche Bedeutung die im 2. Kapitel geforderten Grund-
gleichungen flir die Bestimmung eines Kennschemas und die Existenz eines homogenen
Polytopes besitzen.

Die Grundgleichungen lauten

(21 F) B =2

(2.1 K) K,=2

(2.2 F) F, = F,
(2.2 K) K, = K;
(2.3 R) R,+ R = R, +2
(2.3 P) P, + P, = P; 42
(2.4 PK) pr Pp= k- K,
(2.4 KF) k- K= 1f-TF,
(2.4 FR) f- F =r1r-K;
(2.4 RP) r- R, =p- P,
(2.4 PF) p* Pp=1f-F,
(2.4 KR) k- K, =1+ R,

Dies sind zwolf linear unabhingige Gleichungen fiir ein System von sechzehn Kennzah-
len. Das gesamte Kennzahlsystem ist also vierfach unbestimmt.

Die Bestimmung eines Kennschemas, d. h. die Berechnung seiner Kennzahlen, erfolgt
nun in der Weise, dafl vier beziiglich der Grundgleichungen voneinander unabhingige
Kennzahlen gesucht werden. Die restlichen zwdlf Kennzahlen werden dann mit Hilfe der
Grundgleichungen oder mit Hilfe gefolgerter Gleichungen des 4. Kapitels berechnet.

Da simtliche Kennzahlen Anzahlen sind, kommen bei der Berechnung der Kennzahlen
nur natiirliche Zahlen als Lésungen der Gleichungen in Frage. Der Wertebereich der vier



2 6. Existenz homogener Polytope und Kennzahlenberechnung 6.1; 6.2
24 ]

voneinander unabhingig anzusetzenden Kennzahlen wird durch diese Bedingung wesent-
lich eingeschrinkt.

Ein Kennschema ist demnach bestimmt, wenn vier beziiglich der Grundgleichungen
voneinander unabhingige Kennzahlen gefunden sind und nach Berechnung der restlichen
alle sechzehn Kennzahlen natiirliche Zahlen sind.

Da isomorphe Polytope nicht voneinander unterschieden werden, ist jedes homogene
Polytop durch seine Kennzahlen eindeutig bestimmt. Wenn ein Kennschema also ein homo-
genes Polytop liefert, so ist ihre Zuordnung eineindeutig.

Einem Kennschema ist ein homogenes Polytop zugeordnet, wenn es moglich ist, Ele-
mente der vier Sorten entsprechend den im Kennschema festgelegten Kennzahlen zu einem
homogenen Polytop zusammenzuschlieBen. Hierbei ist jegliche Bertihrung, Verschneidung
und Durchdringung, d. h. jegliche Koinzidenz von Elementen gleicher Elementesorte un-
zuldssig (vgl. 1.2). Da dieses Verbot in den diophantischen Grundgleichungen nicht zum
Ausdruck kommt, kann man mit ihrer Hilfe allein nichts {iber die Realisierbarkeit des
Polytopes aussagen.

Zusammengefafit ergibt sich: Die zwolf diophantischen Grundgleichungen bilden die
notwendigen und hinreichenden Voraussetzungen fir den Aufbau eines Kennschemas;
fir die Existenz eines homogenen Polytopes sind diese Voraussetzungen nur notwendig.
Die Frage nach der Existenz eines Polytopes 146t sich nur von Fall zu Fall entscheiden.
Dies geschieht im allgemeinen unmittelbar aus der Anschauung, gegebenenfalls systema-
tisch unter Zuhilfenahme von Inzidenztafeln, in denen die wechselseitigen Anschlisse
der Elemente erfalt werden.

Es sei hier festgestellt, dall einem Kennschema, das mit Hilfe eines Polarisators aus einem
gegebenen Kennschema gewonnen werden kann, dann und nur dann ein Polytop zugeord-
net ist, wenn bereits das Ausgangsschema Kennschema eines realisierbaren Polytopes ist.
Der Nachweis dieses Satzes 1a63t sich fiir jeden einzelnen Polarisator unter Beachtung der
fur ihn geltenden einschrinkenden Bedingungen (vgl. 5.3) fithren. Als Beispiel fiir eine
unmittelbar anschauliche Einsicht dieses Satzes sei der Polarisator @ angefiihrt, der
keinen einschrinkenden Bedingungen unterworfen ist:

Man wiihle innerhalb eines jeden Raumes des gegebenen homogenen Polytopes je einen
beliebigen Punkt (hier genannt: polarer Punkt des gegebenen Raumes) und verbinde alle
Paare polarer Punkte, die nur durch eine Flache des gegebenen Polytopes getrennt sind,
durch je eine, die Trennfliche durchstoBende beliebige Kurve (polare Kurve der gegebenen
Fliche). Wegen (2.2) ist jetzt jede gegebene Kurve von einer polaren Punkt-Kurvenfolge
umschlossen. Verschneidet man nun jede gegebene Kurve mit einer von der zugeordneten
Punkt-Kurvenfolge berandeten beliebigen Fliche (polare Fliche der gegebenen Kurve),
so ist jeder gegebene Punkt von den Anschlullelementen eines Raumes ecingeschlossen
(polarer Raum des gegebenen Punktes).

Damit ist zu einem beliebig angenommenen Polytop das (D-polare Polytop realisiert.

6.2 GLEICHUNGEN DES HALBEN KENNSCHEMAS
Untersucht man die Grundgleichungen im Hinblich auf symmetrische Zuordnungen,
so zeigt sich eine gegenseitige Entsprechung in folgenden Elementepaaren:

Punkt — Raum
Kurve — Fliache
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Diese Symmetricanordnung wurde bereits beim Kennschemaaufbau verwendet (vgl. 3.2).
Der Polarisator (D bewirkt eine dieser Elementegegeniiberstellung entsprechende Kenn-
zahlvertauschung. Er ist keinen einschrinkenden Bedingungen durch die Grundgleichun-
gen (2.1) und (2.2) unterworfen (vgl. 5.3).

Demzufolge kénnen die linke und die rechte Kennschemahilfte, welche die Elemente-
sorten Punkte und Kurven bzw. Riume und Flichen beschreiben, als vollig gleichwertig
behandelt werden.

Es sollen nun die Grundgleichungen zusammengestellt werden, die den beiden Kenn-
schemahilften zugeordnet sind. Durch eine ,,Spiegelung®* gemill dem Polarisator :D
miissen sie sich ineinander transformieren lassen. Bei der spiteren Zusammensetzung
zweier Kennschemahilften sind zusitzliche Kopplungsgleichungen zu beachten.

In jeder Kennschemahilfte gibt es fiir die darin enthaltenen acht Kennzahlen genau
fiinf unabhingige Gleichungen, so daf} jedes halbe Kennzahlsystem eine dreifache Un-
bestimmtheit aufweist.

p|Prl (21K) K =2 (z1 F) F,=2 Rp| r
Py | Py (2.2 K) K, = K; (2.2 F) F,=F, Ry | Re
(42PK) P-K, =K, P, @2FR) —E-Ry=R;-E,

Ko |Kr | (23P) P,+P =P 42 @3R) R,+R=R,+2 |Fp|Fr
k K| (24 PK) p-Pr=k-K, (2.4 FR) f-F, =r-R; Fg| £

Die sich aullerdem anbictenden Gleichungen
(4.1 PK) p-Pr=k-K, und (4.1 FR) f-F,=rRy

sind von den voranstehenden Gleichungen (4.2 PK)und (2.4 PK) bzw. (4.2 FR) und (2.4 FR)
abhingig.

Da die beiden Kennschemahilften zusammen eine sechsfache Unbestimmtheit besit-
zen, das gesamte Kennschema aber nur vierfach unbestimmt ist, miissen bei der Kopplung
beider Kennschemahiilften zwei weitere Kopplungsgleichungen befriedigt werden. Diese
konnen aus den Gleichungen (2.4 KF), (2.4 RP), (2.4 PF), (2.4 KR), (4.1 KF), (4.1 RP),
(4.2 KF), (4.2 RP), (4.3) und (4.4) ausgewihlt werden; sie miissen aber zusammen mit den
obigen zehn Gleichungen ein unabhingiges Gleichungssystem bilden.

Fir die spiteren Berechnungen erweisen sich beispielsweise die beiden folgenden Kopp-
lungsgleichungen als glnstig:

(2.4 KF) k-K;= f F,
(4.2 RP) R,-P; = PR,

6.3 UNGERADE UND GERADE KENNZAHLEN

Bei getrennter Untersuchung beider Kennschemahalften lassen sich ausschlieflende
Bedingungen fiir das Auftreten ungerader Kennzahlen herleiten.

Nachfolgend sind die Ergebnisse aus beiden Kennschemahilften in einer Tabelle zu-
sammengestellt. Trotz gleicher Bezeichnungen (x, v, z; u, v, w) mul} die Tabelle fiir beide
Halften getrennt abgelesen werden.

Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1958 (Emde) s
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Entsprechend der im nachfolgenden Abschnitt 6.4 begriindeten Auswahl der Ausgangs-
zahlen wird in der linken Kennschemahilfte von den Kennzahlen K, = K, P, und p aus-
gegangen, in der rechten Kennschemahilfte von den entsprechenden F, = F, R; und r.
Die Berechnung der weiteren Kennzahlen beider Hilften erfolgt jeweils in der Reihenfolge
der oben aufgefithrten Gleichungen.

Setzt man fir die linke Kennschemahilfte K =2¥-u, P, =2Y-v, p=2%-w und
unabhingig davon fir die rechte Kennschemahilfte F = 2¥-u, R; =2V v, r = 27 w,
wobei u, v, w beliebige ungerade nattrliche Zahlen sind, so liefern die Exponenten der
Zweierpotenzen eine durchgehende dreistellige Numerierung ,,x, v, z** der Tabelle. Dabei
laufen die ganzen Zahlen x, v, z jeweils von Null bis zu dem Wert, der eben noch eine Ver-
inderung bei der Abzdhlung der ungeraden und geraden Kennzahlen erbringt.

Diejenige Kennzahl, die gegebenenfalls eine Zahlenkombination x, v, z ausschlieBt, weil
thr Wert keine ganze Zahl ergibt, ist durch das Zeichen /. kenntlich gemacht. Bei der Ab-
zdhlung der ungeraden bzw. geraden Kennzahlen werden K und F wegen (2.2) doppelt
gezahlt. Die Anzahl der geraden Kennzahlen mul} sich jeweils wegen (2.1) um die Zahl 1
erhéhen.

Da in jeder Kennschemahilfte von drei, insgesamt also von sechs Kennzahlen ausge-
gangen wird, ist die Kopplung einer beliebigen Tabellenzeile der linken mit einer belie-
bigen Tabellenzeile der rechten Kennschemahilfte nur dann méglich, wenn zusitzlich
zweil Kopplungsgleichungen erfiillt sind (vgl. 6.2). Da diese in bezug auf ungerade und
gerade Kennzahlen zu gleichen Ergebnissen fiithren, sind in der letzten Spalte nur die be-
treffenden Werte von H aufgefiihrt.

Angenommene Zahlen: Berechnete Zahlen:

W e |

XAz K;F P ;R p;rl Rl o] ]l[’r ) I[Tp ey LT Nf: ‘.—\nzahl(lcr 'pr ; TRy
|

P¢
'
I N I | | | |unge-| ge- | Il I
2%eu | 2¥ev | 22w | KPy  FRp [Pg—=Py  Re—=R¢ pPy | rRy |raden |raden | kK ; fF
) 2 % 42 2 'z |
2 2 5 | 2 2 Kennzallen H
— SN - ,,,,_._,ﬁ_._}, —— BB B, e
i \ |
| |
0,0, ~ ‘ u v - ‘ e i — — — | .
0,1,0 u | | w uv } (u—2)v+42 | vw { 6 2 uvw
o, 1,1 } u | 2 i 2w | uv (u—2)v 42 i 2vw | 4 | a4 | 2uww
|
| I ok
0,2,0 | u 4v t w 2uv i 2(u—2)v-2 2vwW i 3 | 5 2uvw
0,2, 1 ‘ u 4v | 2w 1 2uv I 2(u—2)v+2 | AVW 2 | 6 4uvw
‘ |
1,0,0 } 2u | v | W - | — /. ! — | —
1,0, 1 2u | v | 2w uv I (u—1)v+2 vw ahel= gl 2uvw
1,0,2 ' 2u v | 4w uv | (u—1)v+2 2vw ' 2 l 6 Juvw
1,1,0 | 2u 2v l w 2uv 2(u—1)v-+2 | vw 2 6 2uvw
1, 1,1 2u 2v 2w 2uv 2(u—1)v+2 | 2VW l o | 8 Juvw
|
|
2,0,0 4u v w — | o~ /e e = —
25107 1 4u v 2w 2uv \ (2u—1)v+2 vw 3 5 4uvw
2,0, 2 4u v 4w 2uv o (2u—1)vH-2 2vw 2 } 6 Suvw
| | |
2; 1, 0 4u 2v w 4uv [ z(zu—1)v+2 | vw 2 | 6 4Juvw
2,1, 1 4u 2v 2w 4uv 2{(2u—1)v+2 2vVwW o | 8 Suvw
f
2, 2,0 4u 4v w Suv 4{2u—1)v-2 | 2vVW 1 7 Suvw
2,2,1 | 4u 4v | 2w | Suv | 4(2u—1)v 42 | 4vVW o 8 | 16uvw
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Eine Tabellenzeile der linken ist nur mit einer solchen der rechten Kennzahlenhilfte zu
koppeln, deren H-Wert gleiche Zweierpotenz aufweist. Es zeigt sich, dall auBer in der Zeile
o, 1, 0 die Hauptzahl H in keiner Zeile ungerade ist; diese Zeile kann also nur mit sich
selbst gekoppelt werden.

Insgesamt lassen sich der Tabelle als Folgerungen aus den Grundgleichungen folgende
GesetzmaBigkeiten fiir ungerade und gerade Kennzahlen entnehmen:

Von den beiden Anschlufizahlen K und P, bzw. F und R; k6énnen jeweils nicht beide un-
gerade sein (vgl. (2.1) und (4.2)).

Von den drei AnschluBzahlen der Punkte bzw. Riume kann jeweils nicht eine einzige
und es kdnnen nicht alle drei ungerade sein (vgl. (2.3)).

In keiner Kennschemahilfte kénnen genau funf, sieben oder acht Kennzahlen ungerade
sein.

Sind im gesamten Kennschema mehr als acht Kennzahlen ungerade, dann sind genau
zwolf ungerade.

3

6.4 BESTIMMUNG DER KENNSCHEMAS UND BENENNUNG
DER POLYTOPE

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurde gezeigt, dall die sechzehn Kennzahlen bei
zwolf Grundgleichungen einer vierfachen Unbestimmtheit unterliegen. Bei Vorgabe von
vier geeigneten unabhiingigen Kennzahlen lassen sich also die restlichen zwélf zwangs-
liufig errechnen.

Es muB nun unter den moglichen Quadrupeln solcher Kennzahlen eine zwar willkiirliche,
aber doch moglichst glinstige Auswahl getroffen werden. Um bereits mit drei angenomme-
nen Kennzahlen ein halbes Kennschema berechnen zu Fonnen (vgl. 6.2), empfichlt es sich,
drei der vier Kennzahlen aus einer Kennschemahilfte auszuwihlen, die vierte aus der an-
deren ITilfte.

Da es im allgemeinen leichter fillt, sich die Anschlulelemente von Riumen und Flichen
vorzustellen als die von Punkten und Kurven, soll zunichst die rechte Kennschemahilfte
bestimmt werden. Die Auswahl der drei Kennzahlen erfolge in teilweiser Analogie zur
Beschreibung der homogenen Polyveder (z. B. Pentagon-Dodekaeder) durch folgende
Kennzahlen: Kurven-PunktanschluBzahl, Flichen-Kurvenanschluf3zahl, Raum-Ilichen-
anschlufizahl, Raumzahl des Polytopes. Da die Kurven-Punktanschluzahl K den festen
Wert 2 besitzt, bleiben als freie Kennzahlen iibrig: Fy (= F), R;und r.

Diese drei Kennzahlen sollen auch zur Benennung der im Rahmen dieser Arbeit unter-
suchten Polytope dienen, da jedes Polytop durch die Benennung ,,(F-Rr)-Polytop** ein-
deutig beschricben ist. Beispielsweise ergibt sich das aus 120 Pentagon-Dodekaedern auf-
gebaute Polyvtop als (5—12—120)-Polytop. Man kann bei dieser Darstellung direkt ablesen:
5 Punkte und Kurven begrenzen eine Fliche, 12 solcher Fliachen einen Raum des aus ins-
gesamt 120 Riaumen bestehenden Polytopes.

Als vierte Kennzahl wird K in der linken Kennschemahilfte ausgewihlt, da man Gber
K die restlichen Kennzahlen sehr einfach berechnen kann.

Bei freier Wahl der Kennzahlen F, Ry, r und K errechnen sich die restlichen acht Kenn-
zahlen, die nicht bereits durch (2.1) und (2.2) festliegen, auf folgende Weise:

*

5
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(4.2 FR)
(2.3R)
(2.4 FR)
(2.4 KF)
4-4)
(2.4 PK)
(4.2 PK)

(2.3F)

[1]| Rf
—IX XA
2k | 7] 2
R

0.4

Als Kopplungsgleichungen der beiden Kennschemahéilften dienen hier (2.4 KI) und
(4.4). Als Kontrollgleichungen kénnen beispielsweise (2.4 RP) und (4.2 RP) verwendet

werden.
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7. BESTIMMUNG ALLER KENNSCHEMAS FINITER
HOMOGENER POLYTOPE

Nach Abschlufl der grundsitzlichen Betrachtungen und Angabe eines cinfachen Be-
rechnungsschemas fiir die Kennzahlen homogener Polytope sollen im folgenden Kapitel
alle Kennschemas finiter homogener Polytope bestimmt werden. Als , finit" wird ein Poly-
top dann bezeichnet, wenn es aufler dem Umgebungsraum kein ins Unendliche reichendes
Element besitzt. Dieser eine, das Unendliche enthaltende Umgebungsraum des Polytopes
wird ,,Amplexum** genannt.

714 HOMOGENE POLYTOPELEMENTE

Ein Polytop heift homogen in bezug auf seine Elementesorten, wenn jede der vier Sor-
ten die ihr entsprechende Bedingung der Punkt-, Kurven-, Flichen- bzw. Raumhomogeni-
tat erfiillt (vgl. 1.4). Entsprechend soll ein einzelnes Polytopelement in bezug auf seine An-
schluBelemente homogen genannt werden, wenn jede Sorte seiner AnschluBelemente
Homogenitit aufweist gegeniiber denjenigen Elementen der beiden anderen Sorten, die
cbenfalls dem Ausgangsclement angeschlossen sind.

Die Anschlufizahlen einer AnschluBelementesorte gegeniiber den AnschluBBelementen
der beiden anderen Sorten sind im allgemeinen nicht die gleichen wie ihre gewdhnlichen
AnschluB3zahlen. Dies sei an einem Beispiel gezeigt:

Bei dem bereits erwihnten (3-12-120)-Polytop schlieB3t jede Kurve an K = 3 Polytop-
flichen an. Die AnschluBzahl aller Anschlu8kurven eines Polytopraumes gegeniiber den
Anschluiflichen des gleichen Polytopraumes betrigt jedoch nur K = 2.

Aus der Homogenitit eines Polytopes folgt ohne weiteres die Homogenitit aller sciner
Elemente im obengenannten Sinne,

Es sollen nun vorerst alle méglichen Typen homogener Riume bestimmt werden, sodann
durch Polarisation die entsprechend méglichen Typen homogener Punkte. Bei den Kurven
und Flachen sind alle méglichen homogenen Typen bereits durch die AnschluB3zahlen K
bzw. I' erfalit und eindeutig beschrieben.

Die Ursache dafiir, daB sich die Kurven- und Flachentypen einfacher erfassen lassen als
die Punkt- und Raumtypen, ist in den durch die Grundgleichungen festgelegten Eigen-
schaften zu suchen. Die Anschluflzahlen-Tripel der Kurven und Flichen miissen den
Grundgleichungen (2.1) und (2.2) der festen bzw. der gleichen Anschlufizahlen genii-
gen; die AnschluBzahlen der Punkte und Raume sind demgegeniiber nur den Grund-
gleichungen (2.3) der kombinierten Anschluzahlen unterworfen.

Ist fiir ein homogenes Polytop der Typ sciner homogenen Riume festgelegt, so ist damit
auch gleichzeitig der Typ seiner homogenen Flichen bestimmt; denn wegen (4.2 FR) und
(2.1 ) ergibt sich aus R, und R; bereits der Flichentyp F. Entsprechend ergibt sich mit
der Festlegung eines homogenen Punkttyps wegen (4.2 PK) und (2.1 K) bereits der zu-
gehorige Kurventyp K. Mit Riicksicht auf diese eindeutige, aber nicht umkehrbare Zu-
ordnung eines Flichentyps zu einem Raumtyp und ecines Kurventyps zu einem Punkttyp
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wird im folgenden zusammenfassend von ,,Raum-Flichen-Typen‘ und ,,Punkt-Kurven-
Typen** gesprochen.

Nach der Bestimmung aller durch rechte Halbschemas zu beschreibenden Raum-
Flichen-Typen und der Bestimmung aller entsprechenden, durch linke Halbschemas zu
beschreibenden Punkt-Kurven-Typen wird die Aufgabe, alle Kennschemas finiter homo-
gener Polytope zu ermitteln, dadurch gelést, dal3 die Typen des rechten Halbschemas mit
denen des linken gekoppelt werden, soweit dies gemif3 den Kopplungsgleichungen (vgl.
6.2 und 6.4) moglich ist.

7.2 BESTIMMUNG ALLER FINITEN RAUM-FLACHEN-TYPEN

Ein Raum-Flichen-Typ sei , finit genannt, wenn er sich so realisieren 140t, dal3 alle
seine AnschlufBelemente im Endlichen gelegen sind.

Ein finites homogenes Polytop wird nun als ,,2-Raum-Polytop* bezeichnet, wenn es sich
aus einem homogenen ,,Innenraum* eines finiten Raum-Flichen-Typs, dessen simtlichen
Anschluielementen und dem homogenen ,,AuBlenraum’ (Amplexum) vom gleichen
Raum-Flichen-Typ zusammensetzt. Beide Riume schlielen hierbei von verschiedenen
Seiten einfach an ihre gemeinsamen Anschluficlemente an. Damit sind folgende Kennzah-
len der 2-Raum-Polytope festgelegt: P, == K, = r = 2.

Aus (2.2 K), (2.2 F) und (2.3 P) folgt K = 2, F = F, = F bzw. P, = P; = P. Die Ver-
kntipfungsgleichungen (2.4) liefern ferner als AnschluBzahlen der Radume die betreffenden
Elementezahlen sclbst.

Daraus ergibt sich das Kennschema der 2-Raum-Polytope:

I

I ] "U!"O
NN TN

2
f
2
f

ol = |

Das Kennschema eines jeden homogenen 2-Raum-Polytopes 1a6t sich durch folgende
Polarisatoren in polare Kennschemas transformieren:

O C © O

Po| 2| | 72 2 16|21 £12|6|2 2 52 | 5
BB k|| |p|lklB|E| [B|R|k| p |[& kBB
2|2 |R|2 2|lpl2|2 202 |p|2 2 |R|2]2
|2 || 6] [plB]2]|K k|2 | B po £R| 2] k

Der Polarisator (/) ist hier der gewdhnliche Dualititskorrelator im dreidimensionalen
Raum.

Es soll nun gezeigt werden, daf} sich jeder finite Raum-Flichen-Typ eineindeutig durch
ein spezielles 2-Raum-Polytop kennzeichnen 1a3t. Zum Nachweis dieser Zuordnung missen
die Fille r = 1, r = 2, r > 2 unterschieden und diskutiert werden.
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Im Falle r = 2 erfolgt die eindeutige Kennzeichnung des betreffenden Raum-Flachen-
Typs bereits durch das gegebene 2-Raum-Polytop.

In den Fillen r = 1 und r => 2 werden ein homogener Raum und seine Anschlullflichen
in ihren AnschluBzahlen nicht verindert, wenn die Anschlul3zahlen der anschlieBenden
Punkte und Kurven durch die betreffenden Anschluffizahlen des 2-Raum-Polytopes er-
setzt werden.

Dies bedeutet fiir den Raum-Flachen-Typ im Falle r = 1 lediglich, daB} das als einziger
Raum vorhandene Amplexum anstelle des zweifachen Anschlusses an eine Fliche zwei
einfache Anschliusse an zwei Flichen erhidlt, so dall jeder zweite Raumanschlu3 einer
Fliche zum Anschlull an einen zweiten ,,inneren‘* Raum frei wird.

Im Falle r > 2 werden alle inneren Polytopelemente, die sich an die Anschlulelemente
des Amplexums unmittelbar und mittelbar anschlie3en, durch einen einzigen inneren Raum
ersetzt.

In allen Fillen ist also eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der finiten homogenen
2-Raum-Polytope zu den finiten Raum-Flichen-Typen moglich.

Bei der Untersuchung der finiten 1-Raum-Polytope zeigt sich {ibrigens, daf3 nur ein ein-
ziger Raum-Flichen-Typ auftreten kann.

Dies 148t sich aus dem Kennschema der 1-Raum-Polytope ablesen:

1 |
n#ll n 1
2|1 |n| 2
S L) SN T
2 | 1 | N 2

——

n \1 1 ’ n i 1

Samtliche Kennzahlen sind durch die dem Begriff des 1-Raum-Polytopes entsprechen-
den Festsetzungen P, = K = r = 1 und die Grundgleichungen bis auf einen freien Para-
meter n bestimmt. Aus (2.2 K) folgt K = 1; (2.3 P) und (4.2 PK) liefern mit P, = P, |1
und P, = 2P;die AnschluBzahlen P, = 2 und P, = 1. Wegen (2.2 F), (4.3), (4.2 RP)
und (2.3 R) folgt hieraus: F = R, = R, und R; = 2. Mit (2.4) ergibt sich nun f =1,
p =k = F. Setzt man F =n, so erhdlt man mit dem obenstehenden Kennschema der
1-Raum-Polytope die Serie der gewohnlichen Polygone, die jeweils im Amplexum eine
Fliche aufspannen.

Die Bestimmung aller finiten Raum-Flichen-Typen erfolgt nun durch die Bestimmung
aller finiten homogenen 2-Raum-Polytope. Hierzu wird eine Hauptnormtafel aufgestellt,
die fir die laufenden Werte von F und P die jeweilige Hauptnorm angibt.

Berechnung der Hauptnorm H aus den AnschluB3zahlen:

(4-4)
p+f =k r
@) — | | ||| < fiir 2-Raum-Polytope
Ll H H
T F = 2
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Mit K = 2 erhilt man hieraus:

L 4 PF
H = 2P —PF 4+ 2F

Hauptnorm-Tafel der 2-Raum-Polytope: H als Funktion von F und P

p
/ 2-Raum-Polytop-Serie 2.
1 5 20 o S
| :I Fir H = co ergeben sich in der FP-Koordinatenebene
9 :% 18 l Punkte der gestrichelten Hyperbel P 4- F = _1_2;14
84 ? 16 .‘
l ' . 2-Raum-Polytop 3.
4 9 1|[‘ \ / 2-Raum-Polytop 4.
6 1 3 12 & // / 2-Raum-Polytop 3.
20 | )( Vi /
5 1 T 0 60 7 2-Raum-Polytop 6.
v p
|ERt
A
4 = il i m/ 2-Raum-Polytop 7.
31 1?2 6 12 — 24 — 60\\\&“"“-\»,_, ) 2-Raum-Polytop-Serie 1.
2 1 2—4-—6—8—10—12—14—16—18——20—-/
4 l 12 8 20 28 16 36 10
15 PR ¥o AN ST o S 7 R o B s T 7
0 T T T T T T T T T T F
0 1 3 4 5 6 7 8 9 10

Da alle Kennzahlen als natiirliche Zahlen vorausgesetzt wurden (vgl. 1.5), mul} dic
Hauptnorm homogener 2-Raum-Polytope eine ganze Zahl H > P und >F sein.
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Aus der Hauptnorm-Tafel ergeben sich nachfolgende 2-Raum-Polytope mit ihren

Kennschemas:

1. Polygon-Dieder-Serie
(n-2-2)-Polytope

n|2|n|?2
22| 0| 2
2 |2 o | 2
n| 2 |n 27 d

3. Trigon-Tetracder
(3-4-2)-Polytop

oclnv|w |+

2
3
2
2

LR SRR S

4
6
3
3

4. Trigon-Oktacder
(3-8-2)-Polytop

6262
4] 4|12]8
2 |2 2
212|318

5. Trigon-Tkosaeder
(3-20-2)-Polytop

1212|1122
5|5 (30|20
212 |3 |2
301 2| 3 |20

Diese 2-Raum-Polytope charakterisieren die siecben

Miinchen Ak, Abh. math.-nat. 1958 (Emde) 6

2. Digon-Polyeder-Serie

(2-n-2)-Polytope

AEETED)
n n n ;l—
2 (2|2 |2
nl2|2]|n

6. Tetragon-Hexaeder

(4-6-2)-Polytop

& o83
33 1250
2o 2 |- 274
1212 | 4|6

7. Pentagon-Dodckacder

(5-12-2)-Polytop

20| 2 |20 2
3 |3 30|12

212 |52
801 2 | & 112

moglichen Raum-Flichen-Typen.
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7.3 DARSTELLUNG ALLER KENNSCHEMA-TYPIEN

Zur Bestimmung aller Kennschemas finiter homogener Polytope mul3 jedes der Raum-
Flichen-Halbschemas der vorstehenden homogenen 2-Raum-Polytope mit jedem der zu
ihnen polaren Punkt-Kurven-Halbschemas gekoppelt werden, soweit dies die Kopplungs-
gleichung (4.2 RP) zuli3t. Die Elementezahlen werden mit (2.4) als Funktion der Raum-
zahl eingesetzt. Die Einteilung der Kennschemas soll nach der Art ihrer Raum-Flichen-
Typen erfolgen.

Raum-Flichen-Halbschemas homogener Polytope (F-Rp-r)

Typ 1°) Typ 2-) Typ 3°) Typ 47) Typ 35°) Typ 6°) Typ7°)
(n-2-1) (2-n-1) (3-4-1) (3-8-r) (3-20-1) (4-6-1) (5-12-1)
ngr 2 4 E ¢ 6 8 ;j
N L fr—— /’
ni2 n 6 4 LIZ 8 1276
77z 7
nj 2 27 2 37 2 332 47 2
n)r 2 2 gz_r 37 2r 37 4r 47 3r 57 6r
| 77777777/ S | 222777 - | 77777777 dielild
Punkt-Kurven-Halbschemas homogener Polytope
Typ -1) Typ -2) Typ +3) Typ +4) Typ +3) Typ +6) Typ-7)
K=m K=2 K =3 K=3 K=3 K=4 K=g5
p | m pl|2 p 4 plo p |12 p 8 p |20
- ma
2 | m m | m 6 12 20|30 6 |12 ] 12 |30
(o= |- ||
2 'm 212 23 213 213 2| 4 215
plm L) 2p| 31 |4p|3 10p| 3 3p 4 6p| 5

Bei Betrachtung dieser Halbschemas erkennt man, daf3 bei finiten homogenen Polytopen
fir die Anschlullzahlen F und K im allgemeinen nur die Werte 2, 3, 4, 5 in Frage kommen.
Eine Ausnahme bilden die Polytope mit dem rechten Halbschema (n-2-r) vom Typ 1) und
die zu ihnen polaren mit K = m vom Typ *1). Es erweist sich jedoch, daf3 diese beiden Halb-
schemas nur untereinander oder mit denen der Typen -2) bzw. 2 ) gekoppelt werden kén-
nen. Geht man von einem bestimmten Raum-Flichen-Halbschema mit den Anschlul3-
zahlen F und R; aus und gibt ferner K vor, so sind durch diese drei Anschlu3zahlen bereits
alle zwolf AnschluBzahlen festgelegt (vgl. 6.4). Besitzen mchrere Punkt-Kurven-Halb-
schemas die gleiche AnschluB3zahl K, so kann jeweils nur eines von ihnen mit dem betref-
fenden Raum-Flichen-Halbschema gekoppelt werden.

Bei Vorgabe der AnschluB3zahlen F, R; und K sind auch bercits alle Elementezahlen bis
auf den gemeinsamen Faktor r bestimmt. Die Raumzahl r ist also nur der Bedingung un-
terworfen, dafl alle Elementezahlen positive ganze Zahlen sein miissen. Es erweist sich
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jedoch, dal3 es unter den unendlichvielen Kennschemas mit gleicher Kombination der
Anschluf3zahlen F, Ry und K jeweils nur hichstens eines (mit bestimmter Raumzahl r)
gibt, dem ein realisierbares finites Polytop zugeordnet ist.

Bei Beachtung der Kopplungsgleichung (4.2 RP) ergeben sich aus der Gesamtzahl von
49 moglichen Kombinationen der sieben rechten und der sieben linken Halbschemas nur die
nachfolgenden 25 Kennschema-Typen. Thre zweistellige Numerierung bezeichnet mit der
ersten Stelle den Raum-Flichen-Typ, mit der zweiten den Punkt-Kurven-Typ.

Die unter den Kennschemas beigefiigten Numerierungen und Kennschemabezeich-
nungen weisen auf die entsprechenden im 8. Kapitel dargestellten finiten homogenen Poly-
tope hin.

Kennschemas vom Raum-Flichen-Typ 1-) (n-2-r)

W
®|m|n 1 r B S
2 'm n 2 22 |n|2
2| m|n ; 2|2 |8n|2
W m|n T L2 |8 £

8.11 moz (n-2-m) 8.12n (n-2-2)

Kennschemas vom Raum-Flichen-Typ 2-) (2-n-r)

O S AT T s P R
Xim|2|r e o388 I A N L£L16|2|r
2 |m| 2|2 n|n|n|n 4 16|33 8 [12 | 4 | 4
9 mla e 21232 21312 |2 2 |32
X \m |2 |« ar | g |2 | & r |32 |% 413 | 2| 2r
8.2tm (2-2-m) 8.22n (2-n-2) 8.23 (2-3-4) 8.24 (2-4-6)

25) £ 26 b2l i

Tl12|2 r 18 |2 |« 512002 |«

20(30| 5| 5 6123 |3 12 30| 3 |3

2iglgle 2l acie g 215|122

¥la 2% [Xl4]2]%] [¥]5]2/%

8.25 (2-5-12) 8.26 (2-3-8) 8.27 (2-3-20)

6*
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Kennschemas vom Raum-Flichen-Typ 3-)  (3-4-1)
(3-4-1) (3-4-1) (3-4-1) (3-4-1)
32) e, 33 K—j 30 g ol e
2r| 2 | 4 | ¢ r|( 4|4 |r £ 18|41t £120|4 |«
313|064 4 6|6 | 4 6|12| 6| 4 12 (30(6 | 4
2. 1"2%%3 230 2 TS 24 |3 |2 2|5 |F3 IR,
3r| 2|3 |2r 2 -8 1 3" 2v X1 4|3 |2 & 5|3 2
8.32 (3-4-2) 8.33 (3-4-5) 8.36  (3-4-16) 8.37  (3-4-600)

Kennschemas vom Raum-Flichen-Typ 4) (3-8-r)

Qs -8-r

42) G0 i i

3r | 2 | © l r r| 6|6 |«

4 |4 |12 8 8 |12 12| 8

22 | 32 2 NS (S

o6r| 2 1 3 | 4r 4r| 3 | 3 | 4r
8.42 (3-8-2) 8.44 (3-8-24)

Kennschemas vom Raum-Flichen-Typ 5°) (3-20-r)

(3-20-1) (3-20-r)

52) K2z 59 el
6r [ 2 |12« ¢ r |12 [12 | =
515 (30|20 2030|3020
2 2N k303 25383 | 2
15r| 2 |37 10Or 1013 |3 |10r

8.52 (3-20-2)
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tn

Kennschemas vom Raum-Flachen-Typ 6-)  (4-6-r)

4-6- -6- 61 6=
62 S o) Koy O Koy oD —
el 2 T8 2 | 4. 8 | & e 2¢(20| 8 | r
318 (12| 6 4 16 |12]6 6 1212 | 6 12 30|12 | 6
21242 213 |42 2 4 | 2 2. |5 (4|2
6r| 2 | 4 | 3r 4 | 3 | 4 | 3r 3r 3r %r 5 3r
8.62 (4-6-2) 8.63 (4-6-8)
Kennschemas vom Raum-Flichen-Typ 79) (5-12-r)
(5-12-1) (5-12-1) (5-12-1) (5-12-1)
72) X5 43) ey 10 K_g I8 R
I l
IOr| 2 |20] r 5r!; 4 !201 r 3r| 8 [20]| r r 20120 r
33130 B 4|6 (30|12 6 |12 30|12 12 30|30 12
2 |2 2 2 -S| 2 2 5.2 2 5.2
15r| 2 or 10r| 3 |5 |6r Br or 6r| 5|5 |6r
8.72  (5-12-2) 8.73 (5-12-120)

Dem Kennschema-Typ 11) mit den zwei freien Parametern m und n ist cine Serie
mit zweifach unendlichvielen, den Typen 12), 21) und 22) mit je einem freien Parameter n
bzw. m jeweils eine Serie mit einfach unendlichvielen finiten homogenen Polytopen zu-
geordnet. Die Typen 12) und 21) sind gleichzeitig Sonderfille des Typs 11) flir m = 2
bzw. n = 2.

Die tibrigen Kennschema-Typen kennzeichnen jeweils genau ein finites homogenes
Polytop mit Ausnahme der Typen 53), 66), 67), 76) und 77). Zu diesen fiinf Typen 1i03t
sich kein den AnschluB3zahlen entsprechendes finites homogenes Polytop realisieren. Ver-
sucht man, ausgehend vom Amplexum des betreffenden Raum-Flichen-Typs, das Ge-
samtpolytop aufzubauen, so zeigt sich, daB3 die Anzahl der unmittelbar und mittelbar
nach innen anchlieBenden Elemente von Punktschicht zu Punktschicht unbegrenzt zu-
nimmt, so dal sich kein Polytop mit endlichen Elementezahlen ergeben kann.
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8. REALISIERUNG ALLER FINITEN HOMOGENEN
POLYTOPE

In den folgenden Abschnitten werden sidmtliche finiten homogenen Polytope zusammen-
gestellt und ihre polaren Verwandtschaften aufgezeigt. Hierzu werden die Kennschemas,
die anwendbaren Polarisatoren und die polaren Kennschemas angegeben, die Polytope
selbst benannt, kurz beschrieben und bildlich dargestellt.

Bei allen T'ypen finiter homogener Polytope 1463t sich jeweils ein Prototyp so aufbauen,
dal seine Kurven und Fliachen aus Teilen von Kreiskurven bzw. Kugelflichen bestehen.
Dies ist ohne weiteres bei den Polytopen des Raum-Fliachen-Typs 1) im Abschnitt 8.1 zu
erkennen. Bei den Polytopen der Raum-Flichen-Typen 3+) bis 7) in den Abschnitten 8.3
bis 8.7 werden die Kurven und Flachen durch Geraden und Ebenen als Teile spezieller
Kreiskurven bzw. Kugelflichen gebildet. Bei den Polytopen des Raum-Flichen-Typs 2+)
im Abschnitt 8.2 sind zur Darstellung der Flichen auch Ebenen und zylindrische Flichen
verwendet,

Die Polytope werden durch Schrigrisse, Grund- und Aufrisse oder stereoskopische
Bilder wiedergegeben.

Bei Grund- und AufriBzeichnungen ist im Aufri ein Vertikalschnitt V-V, im Grundrif3
ein Horizontalschnitt H-H dargestellt. Hierbei sind jeweils nur die in diesen Schnittebenen
gelegenen Punkte, Kurven- und Flichenschnitte gezeichnet. Es bedeuten:

Punkte und Linien, dliinn gezeichnet: Schnitte durch solche Kurven und Flichen,
die nicht in der Schnittebene liegen;
Punkte und Linien, dick gezeichnet, sowie geténte Gebiete: Schnitte durch

Punkte, Kurven und Fliachen, die in der Schnittebene liegen;
weille Gebiete: geschnittene Rdume.

Die stereoskopischen Bilder sind Modell-Fotografien, die nach dem zur Zeit giltigen
DIN-Entwurf fiir Stereobilder angefertigt wurden. Die darauf abgebildeten Polytope
kénnen mit Hilfe eines gewshnlichen Stereoskopes oder, nach etwas Ubung, freiiugig
(bei parallel gestellten Augachsen) plastisch gesehen werden.

8.1t HOMOGENE POLYTOPE MIT POLYGON-DIEDRALEN RAUMEN

n i
Halbschema 1) e

np2
des Raum-Flachen-Typs (n-2-r)

nj 2




8.1

8.11mn Kennschema (n-2-m)

NN B

B o || B

(n-2-m)-Polytop: n-geteilter Kreis mit m ecingefligten Flichen (Kugelhauben
und gegebenenfalls ebene Scheibe),

Polarisatoren

O
©
©
0,

m-1 Innenrdumen und Amplexum

8. Realisierung aller finiten homogenen Polytope

Polare Kennschemas

(n-2-m)
(m-2-n)
(n-2-m)

(m-2-n)

8.11 mn

8.11 nme

8.11 mn

8.11 nm

47

8.11mm (m-2-n)-Kennschema und -Polytop ergeben sich cus (1-2-m)-Kennschema und
-Polytop durch Vertauschung von m und n; siel.c 8.11mzn.

8.1112 Kennschema (n-2-1)

Sonderfille bei spezieller Wahl von m

n 1
2 2
2 2
n 1

Polarisatoren

Polare Kennschemas

(n-2-1)
(1-2-n)
(n-2-1)

{1-2-n)

8.111 %

8.11n1

8.111%

8.11n21
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(n-2-1)-Polytop: n-geteilter Kreis mit eingefiigter Scheibe und Amplexum

@ @

n=-1 = n=3
n=4 n=s;g
8.1122  Kennschema (n-2-2) Polarisatoren - Polare Kennschemas
(= 8.12m)
O — (n-2-2) 8.112n
n 20 a2 @ = (2-n-2) 8.22n
n[200n 2”— O = (2-2-n) 8.11n2
Wn | 2000, 2 ;) — (n-2-2) 8.112n
mEnrary O - (z-n-2)  8.22n
) — (2-2-n) 81102

8.1

(n-2-2)-Polytop: n-geteilter Kreis mit zwei Halbkugelflichen. Innenraum und

Amplexum
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Sonderféille bei spezieller Wahl von n

8.11m1  Kennschema (1-2-m)  Polarisatoren Polare Kennschemas
=l == *' — (1-2-m)  S.11m1
2 m_‘—wlig 24 C) — (m-2-1)  S.111m
2 7m 1|2 - — (1-2-m)  8.11m1
I  m|1 | m D — (m-2-1)  S.111m

(1-2-m)-Polytop: Kreis mit Punkt, m eingefiigten Flichen (Kugelhauben
und gegebenenfalls ebene Scheibe), m-1 Innenridumen und Amplexum

m =
8.11m2  Kennschema (2-2-m) Polarisatoren Polare Kennschemas
(= 8.21m)
O — (2-2-m) 8.11m2
2| m|2 | m ) — (m-2-2)  8.112m
Pz 7 \
2o [-2-{-2 @ — (2-m-2) 8.22m
E N
2 m| 2|2 O — (2-m-2) 8.22m
)
2|m| 2 m &= — (2-2-m) S.11m2
(D — (m-2-2) S8.112m
" 'I \ .

Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1958 (Iimde) 7



8.12n

8. Realisierung aller finiten homogenen Polvtope 8.1

(2-2-m)-Polytop: 2-geteilter Kreis mit m eingefiigten Flichen (Kugelhauben
und gegebenenfalls ebene Scheibe), m-1 Innenrdumen und Amplexum

m =
m = m = g
Sonderfall w = m = 2
Kennschema (2-2-2) Polarisatoren Polare Kennschemas
4% N GE N 8 il
2121212 Alle Polarisatoren sind anwendbar und fiihren
|
2 ] 21212 auf das Ausgangskennschema (2-2-2) zuriick.
212122
L

(2-2-2)-Polytop: Elementarpolytop (vgl. 1.1)

(n-2-2)-Kennnschema und -Polytop ergeben sich aus (n-2-m)-Kennschema
und -Polytop mit m = 2; siche 8.172#.
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8.2 HOMOGENE POLYTOPE MIT DIGON-POLYEDRALEN RAUMEN

Halbschema 2.)

des Raum-Flichen-Typs (2-n-r)

8.21m (2-2-m)-Kennschema und -Polytop ergeben sich aus (n-2-m)-Kennschema
und -Polytop mit n = 2; siche S.11m2.

8.22n Kennschema (2-n-2) Polarisatoren Polare Kennschemas
O — (2-n-2) 8.22n
202 2] 2 O — @-2-1) 8.i1n2
S ! —
n|n|n | n O - (n-2-2) 8.112n
el
ZaNZ2 28 (59 N — (2-2-n) S.11n2
n |2 |2 | 0 /) — (n-2-2) S.112n

@ — (2-n-2) 8.22n

(2-n-2)-Polytop: 2-polige Kugel mit n Meridianhalbkreisen, Innenraum und
Amplexum




5§52

8.222

8.23

8.24

8, Realisierung aller finiten homogenen Polytope 8.2

Sonderfall n = 2

(2-2-2)-Kennschema und -Polytop siche 8.7722 (Elementarpolytop).

Kennschema (2-3-4) Polarisatoren Polare Kennschemas
20424 O ~ (34 823
- 1 ,_;s-——-
41633 O — (3-4-2) 8.32
a {, S S50
21322 N - (2-3-4)  8.23
Sl et el ® = (3-4-2) 832

(2-3-4)-Polytop: 2-polige Kugel mit drei 3-flichigen Innenzellen (,,dreischnitzige
Apfelsine*’) und Amplexum

He== —m=H
Vs =iy
Kennschema (2-4-6) Polarisatoren Polare Kennschemas
26|26 O = (24-6) 8.4
8 |12| 4|4 O — (4-6-2) 8.62
2 18|22 ) — (2-3-8) 8.26
8 | 2 F e (D — (3-8-2) 8.42
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(2-4-6)-Polytop: 2-polige Kugel mit fiinf 4-flichigen Innenzellen und Amplexum

8.25 Kennschema (2-5-12) Polarisatoren Polare Kennschemas
9) 12 9 12 O —> (2-5-12) 825
20(30| 5 | 5 3 ~ (5-12-2) 872
243 L 212 @ — (2-3-20) 8.27
2013 |2 |30 2 (3-20-2) 8.52

(2-3-12)-Polytop: 2-polige Kugel mit elf 5-flichigen Innenzellen und Amplexum
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8.26 Kennschema (2-3-8) Polarisatoren Polare Kennschemas -
218l2l8 O — (2-3-8) 8.26
61233 @ = (3-82) 842
2 4 2|2 CQ — (2-4-6) 8.24
614|212 ‘\D — (4-6-2) 8.62

(2-3-8)-Polytop: 2-polige Kugeln mit sieben 3-flichigen Innenzellen
und Amplexum

H—— Sa=—p
V—— =V,
8.27 Kennschema (2-3-20)  Polarisatoren Polare Kennschemas
2 120!l 2 |20 O — (2-3-20)  8.z27
12130 3 | 3 O — (3-20-2)  8.52
& 1D 2t ) == (2-5-12) 8.25
121 5|2 (30 @ — (5-12-2) 8.72




8.3:8.3 8. Realisierung aller finiten homogenen Polytope

(2-3-20)-Polytop: 2-polige Kugel mit neunzehn 3-flichigen Innenzellen
und Amplexum

8.3 HOMOGENE POLYTOPE MIT TRIGON-TETRAEDRALEN RAUMEN

W77

4 7r

Halbschema 3-) 6 4

des Raum-Flichen-Typs (3-4-r) 37 2

ST
8.32 Kennschema (3-4-2) Polarisatoren Polare Kennschemas
412]4l2 O e (3-4-2) 8.32
313|164 @ = (2-3-4) 8.23
21213 )2 D) — (3-4-2) 8.32
6 12,34 D — (2-3-4) 8.23

55
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8.33

8. Realisierung aller finiten homogenen Polytope

(3-4-2)-Polytop: Trigon-Tetraeder mit Innenraum und Amplexum

Kennschema (3-4-5)

514145
= = ===
4|16 |6 4
237 1e8 | 2
10| 3 {3 |10

L

Polarisatoren

—_

Polare Kennschemas

(3-4-5)

(3-4-5)

8.33

8.53

(3-4-3)-Polytop: bekannt als , dreidimensionale Projektion des

reguliren Funf-Zells im R,

8.3



8.3 S. Realisievung aller finiten homogenen Polytope

8.36 Kennschema (3-4-16) Polarisatoren Polare Kennschemas
8 8 | 4 16
6 126 |4 O — (3-4-16)  8.36
2 4132 D — (4-6-8) 8.63
24 | 4 | 3 |32

(3-4-16)-Polytop: bekannt als ,,dreidimensionale Projektion des
reguliren Sechzehn-Zells im R

i
8.37 Kennschema (3-4-600)  Polarisatoren Polare Kennschemas
120/ 20 | 4 600
230 6| 4 @ - (3-4-600) 837
21 &513 | 2 D — (3-12-120)  8.73
720/ 5 | 3 1200

(3-4-600)-Polytop: bekannt als ,,dreidimensionale Projektion des
reguliren Sechshundert-Zells im R “

Miinchen Ak. Abh. math.-nat. 1958 (Emde) 8
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58 8. Realisierung aller finiten homogenen Polytope 8.4

8.4 HOMOGENE POLYTOPE MIT TRIGON-OKTAEDRALEN RAUMEN

Halbschema 4.)
des Raum-Flichen-Typs (3-8-r)

8.42 Kennschema (3-8-2) Polarisatoren
2|62 O - (3-8-2) 8.42
4 | 4 1121 8 O - (2-3-8) 8.26
» 2 2 @ — (4-6-2) 8.62
12238 D = (2-4-6) 8.24

(3-8-2)-Polytop: Trigon-Oktaeder mit Innenraum und Amplexum

|

8.44 Kennschema (3-8-24) Polarisatoren Polare Kennschemas
24|06 |6 |24
8 |12|12|8 O (3-8-24) 8.44
2(3(3]2 @ - (3-8-24) 844
% | 3 i 3 |96




8.4, 8.5

8. Realisierung aller finiten homaogenen Polytope

(3-8-24)-Polytop: bekannt als ,,dreidimensionale Projektion des

reguliren Vierundzwanzig-Zells im R,

8.5 HOMOGENE POLYTOPE MIT TRIGON-IKOSAEDRALEN RAUMEN

Halbschema 3.)

des Raum-Flichen-"Typs

8.52 Kennschema (3-20-2)

12

12

2

30

20

3

2

30

2
5
2
2

3

20

(3-207)

Polarisatoren

O
O
@)
@

12
30

I

20

3

2

10r

3

27777777/ S

Polare Kennschemas

(3-20-2)
(2-3-20)
(5-12-2)

(2-5-12)

8.52
8.27
8.72

8.25

(3-20-2)-Polytop: Trigon-Ikosaeder mit Innenraum und Amplexum

8
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8. Realisierung aller finiten homogenen Polytope

8.6 HOMOGENE POLYTOPE MIT TETRAGON-HEXAEDRALEN RAUMEN

Halbschema 6-)

des Raum-Flachen-Typs

8.62 Kennschema (4—6-2)
82|82
3|3 |12]6
212142
121246

(4-6-r)

Polarisatoren

O
2
®

]

2

3r

Polare Kennschemas

== (4-6-2)
= (2-4-6)
= (3-8-2)
= (2-3-8)

8.62
8.24
8.42

8.26

(4-6-2)-Polytop: Tetragon-Hexaeder mit Innenraum und Amplexum

8.63 Kennschema (4-6-8)
6|48 |8
4 16 (12| 6
2@ a2
32| 3| 4 |24

Polarisatoren

O
®

Polare Kennschemas

& (4-6-8)

—= (3-4-16)

8.63

8.36

8.6



8.0, 8.7 8. Realisierung aller finiten homogenen Polytope 61

(4-6-8)-Polytop: bekannt als ,,dreidimensionale Projektion des
reguldren Acht-Zells im R

8.7 HOMOGENE POLYTOPE MIT PENTAGON-DODEKAEDRALEN RAUMEN

20%¢r
Halbschema 7-) 30712
des Raum-Flichen-Typs (5-12-r) 57 2
57%6r
)|
8.72 Kennschema (3-12-2) Polarisatoren Polare Kennschemas
20| 2 | 20| 2 @ E (s12-2) 872
3|3 [30]12 @ — (2-5-12) 8.25
& d a2 2 — (3-20-2)  8.52
301 2| 5|12 D e (2-3-20)  8.27

(5-12-2)-Polytop: Pentagon-Dodekaeder mit Innenraum und Amplexum




62 8. Realisierung aller finiten homogenen Polytope 8.7

8.73 Kennschema (5-12-120) Polarisatoren Polare Kennschemas
600| 4 |20 |120
4 |6 (30|12 O - (3-12-120) 8.3
2 13| 5|2 C]) — (3-4--600) 8.37
1200 3 | 5 |720

(5--12—120)-Polytop: bekannt als ,,dreidimensionale Projektion des
reguliren Einhundertzwanzig-Zells im R,

AbschlieBend soll der zentralsymmetrische Aufbau des zuletzt abgebildeten Prototyps
beschrieben und dargestellt werden:

Im Zentrum des (5—12-120)-Polytopes befindet sich ein regulires Dodekaeder, das von
mehreren zentralsymmetrischen Dodekaederschichten umschlossen wird. Ebenso um-
schlieBt der AuBlenraum ecin regulires Dodekaeder. Der Gesamtaufbau des (5-12--120)-
Polytopes und die Anzahlen der Dodekaeder in den einzelnen Schichten gehen aus folgen-
der Zusammenstellung hervor.

’ Anzahl der '

|
Schicht ! Benennung Dodekasder| Zentrierung
| | T
o | peripherisches Dodekaeder | 1 ! —
1 1. Aullere Schicht i 12 ! fliichenzentriert
2 2. aufere Schicht i 20 eckenzentriert
3 3. aulere Schicht | 12 | flichenzentriert
4 | symmetrale Schicht 1 30 | kantenzentriert
5 | 3. innere Schicht I 12 fliichenzentriert
6 3 2. innere Schicht 20 ] cckenzentriert
7 1. innere Schicht | 12 | flichenzentriert
8

| zentrisches Dodekaeder | 1 —_



8.7 8. Realisierung alley finiten homogenen Polytope 63

Zur Demonstration seiner symmetrischen Struktur ist der Polytop-Prototyp nachstehend
nochmals in vier nicht-stercoskopischen Bildern wiedergegeben.

Blickrichtung nicht parallel zu den
Symmetrieachsen des peripherischen
Dodeckaeders

Blickrichtung durch zwei Gegen-
ecken des peripherischen
Dodekaeders

Blickrichtung durch die Mitten zweier
Gegenkanten des peripherischen
Dodekaeders

Blickrichtung durch die Mitten zweier
Gegenflichen des peripherischen
Dodeckaeders

Die folgenden stercoskopischen Aufnahmen zeigen im ecinzelnen den Zusammenbau der
Pentagon-Dodekaeder-Riume zum (5-12-120)-Polytop. Beginnend mit cinem auf der
Basisfliche des peripherischen Dodekaeders nach innen anschlieBenden Dodekaeder wer-
den aus jeder der zentralsymmetrischen Dodekaederschichten ein oder zwei Dodekaeder
ausgewihlt und zu ciner Siule zusammengesetzt, die von der Basisfliche des peripheri-
schen Dodekaeders bis zum zentrischen Dodekaeder reicht.



64 8. Realisierung aller finiten homogenen Polytope

[
<

Zusammenstellung der ausgewithlten Dodckaeder

4R

Ein Dodekaeder der 1. iuBeren Schicht

Hinzunahme von zwel Dodekaedern der 2. dulBBeren Schicht



8.7 8. Realisievung aller finiten homaogenen Polytope 6

(95}

Hinzunahme von einem Dodekaeder der 3. duBeren Schicht

Hinzunahme von einem Dodekaeder der symmetralen Schicht

Hinzunahme von einem Dodekaeder der 3. inneren Schicht

Miinchen Ak. Abh, math.-nat. 1958 (Emde) o



66 8. Re

erung aller finiten homogenen Polytope 8.7

Hinzunahme von zwel Dodekaedern der 2. inneren Schicht

Hinzunahme von einem Dodekaeder der 1. inneren Schicht

Hinzunahme des zentrischen Dodcekaeders
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ABKURZUNGS-, GLEICHUNGS- UND SYMBOLVERZEICHNIS

Kennzahlen (vgl 1.4)

Anschlufizahlen Elementezahlen
Py, = Punkt-Kurvenanschluf3zahl p = Punktzahl
P¢ = Punkt-FlichenanschluBzahl k = Kurvenzahl
P, = Punkt-RaumanschluBzahl f = Flichenzahl
K, = Kurven-Punktanschlufzahl r = Raumzahl
K¢ = Kurven-FlichenanschluB3zahl
K, = Kurven-Raumanschlufizahl P
» n p r Rp r
I, = Flichen-PunktanschluBzahl Kennschema
Fy = TFlichen-Kurvenanschlufzahl (vgl. 3.2) Px | Pr | B R¢
F, = Flichen-RaumanschluB3zahl
R, = Raum-PunktanschluBzahl Kp KI' Fp Fr
Ry == Raum-Kurvenanschluf3zahl
R¢ = Raum-FlichenanschluBzahl k Ky Fg| f
AnschlubBgleichungen (vgl 2.1; 2.2; 2.3)
(2.4 F) = gymbols‘ch( ma | |
2,1 F r & 2 2.1 ), (2.3)
ot ) K, =2 b ’ I [
(2.2 F) 2 Fy
(2.2 K) K, = K¢ 200l
(2.3 R) R, + Ry = Ry + 2 U
(2.3P) P, + P = P¢ +2
Verkniipfungsgleichungen (vgl. 2.4) Symbolschema J + :/
(2.4 PK) pr P = k- K, (2.4) TS |
(2.4 KF) k- Ky =f - Fy
(2.4 FR) S R
(2.4 RP) r- R, =p-P N
(2.4 PF) P By = flaE; ; N
(2.4 KR) k- K, =1 Ry
Gefolgerte Gleichungen (vgl. 4) Symbolschema \ //
NN /
(4.1 PK) pr Py = k- K, (4.1) \x_/’
(4.1 KF) k' K, =1+ F, \] (
(4.1 FR) AR r - Ry k
(4.1 RP) re Ry = p- Py ///__\\\
7 N
(4.2 PK) P Ky = K- Py Symbolschema
Ean) Kee By = Fi» K, (4-2) )
(4.2 FR) Fr 2 Rk = Rf & Fp
(4.2 RP) R, Py = P, « Ry KK
(4.3) 1 1 1 1 Symbolschema \ /
i P; +H = 4 R, (4.3), (4-4) e S
(4.4) p+f=k+r
E H = Hauptnorm = (4.1)
(4.5) H = -— A = Anschlufinorm = (4.3) . 5
& I — Elementenorm == (4.4) / \




