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Die Jacobischen elliptischen Funktionen:

,,Amplitudo“ am z = am (u; £) = g,

,,Sinus amplitudinis** sn « =sn (u; £) = sin g,

,,Cosinus amplitudinis® cn # = cn (#; £) = cos ¢,

,,Delta amplitudinis*  dn % =dn (x; £) = + }/1— A sin? ¢

haben seit etwa 20 Jahren beim Entwurf linearer Wechselstromschaltungen eine bemer-
kenswerte Verwendung gefunden. Die Arbeit von H. Piloty! hat die mathematischen
Zusammenhinge herausgestellt. Die praktische Benutzung der Methoden in der Technik
setzt im allgemeinen voraus, daf3 die interessierenden Funktionen tabuliert vorliegen. Hier-
zu ist die vorliegende Arbeit ein Beitrag.

Wurden bislang spezielle Funktionswerte mit gréBerer Stellenzahl benétigt —und wollte
man diese nicht mithsam aus den Reihenentwicklungen direkt berechnen —, so stand nur
die bedeutende Tafel von A. M. Legendre? aus dem Jahre 1816 zur Verfiigung, in der das
,,Unvollstindige elliptische Integral erster Gattung** # = / (0; ¢) mit 10 bzw. 9 Dezimal-
stellen nach dem Komma tabuliert ist. Es konnte so zu gegebenem Modul 2 = sin ® — wo-
bei © zweckmiBig ganz-zahlig zwischen 0° und 9o° gewihlt wird — und zu vorgegebenem
Werte des elliptischen Integrals # durch inverse Interpolation die Amplitude ¢ mit gro3er
Genauigkeit gewonnen werden.

Eine wesentliche Bereicherung brachte die 1947 erschienene Tafel von G. W. und R. M.
Spenceley,? in der alle obenerwihnten Jacobischen Funktionen fir © = 1° (1°) 89° und
fiir ganzzahlige Vielfache des in go Teile geteilten ,, Vollstindigen Integrals erster Gattung*

K, d.h. fiir

K

u=r. 90 (7' =0 (1) 90)’

mit 12 Dezimalstellen nach dem Komma tabuliert sind.

Es zeigt sich, daB diese Art der Tabulierung den von Piloty aufgezeigten Anwendungen
in der- Technik sehr entgegenkommt, da hier die elliptischen Funktionen fiir ganzzahlige
Vielfache von K/#, d. h. fur

K
u=m.-=
n
benétigt werden. Soweit bisher ibersehen werden kann, diirften fir 2 die Zahlen 2,3, . . ., 12
von praktischer Bedeutung sein, wihrend fiir # die Zahlen 1, 2, ..., (7 —1) vorkommen.

In der Tafel von Spenceley liegen die Fille # = 2, 3, 5, 6, 9, 10 vollstindig tabuliert vor.
Erginzende Berechnungen sind dagegen fir » = 4, 7, 8, 11 und 12 erforderlich.

LH. Piloty, Zolotareff’sche rationale Funktionen. Erscheint Anfang 1954 in der Zeitschrift fiir an-
gewandte Mathematik und Mechanik.

2 A. M. Legendre, Exercices de Calcul intégral sur divers ordres de transcendantes et sur les quadratures,
t. ITI, Méthodes diverses pour la construction des tables elliptiques. Paris 1816.

# G. W, and R. M. Spenceley, Smithsonian Elliptic Functions Tables, Washington 1947.



Der Verfasser hatte bereits frither, bevor er von der Spenceleyschen Tafel Kenntnis er-
hielt, aus der Legendre-Tafel u. a. eine Tafel der Jacobischen Funktion

@ = am (u; £) = am (m . 1:7, sin @) fur ® = 0° (1°) go°

und fiir die interessierenden Fille 2 = 2, 3, .. ., 12 hergestellt, wobei ¢ im Gradmal} an-
gegeben war. Diese Tafel wurde jetzt fiir » = 2, 3, 5, 6, 9 und 10 mit Hilfe der Spenceley-
Tafel, die ¢ im Bogenmal} enthilt, kontrolliert. Durch Interpolation in der Spenceley-
Tafel wurde ferner die Exaktheit fur die Fille 2 = 4, 7, 8, 11 und 12 sichergestellt. Es ist
daher zu hoffen, daf3 die hier abgedruckte Tafel der Funktion ¢ nur Maximalfehler von
0°,000% aufweist. Zur Erleichterung der Interpolation bei beliebigem Modul £ — und fiir
diesen Fall ist die Tafel in erster Linie gedacht — wurden die ersten Differenzen A hinzu-
gefugt.

Hat man aus der vorliegenden Tafel ¢ gefunden, so eignet sich fiir die weitere Berech-
nung von sn # und c¢n % (und damit auch von dn #) besonders die Tafel von J. Peters.! In
ihr ist die sin- und cos-Funktion von Tausendstel zu Tausendstel des Grades siebenstellig
direkt angegeben. Da der Maximalfehler fiir ¢ 0°,0003 betrigt, ist der Maximalfehler fiir
sn z und cn # 0,000008;.

1 ], Peters, Siehenstellige Werte der trigonometrischen Funktionen von Tausendstel zu Tausendstel des
Grades, Berlin 1918. 4



Tafel der Jacobischen

elliptischen Funktion ¢ = am (%K)



n=2 n=12
{
6| am({ X) i Alam({ &) | A |am (%K) | A |am(%K) | A am(«l‘:_,](), A am(ls"gK){ A
1 |
o 45.000 | 7.500 , ! 15.000 .| 22.500 b ‘ 30.000 ! . 37.500 -
1 45.002 | 7.501 . [ 15.001 4| 22502 j | 30.002 | ¢! 37.502 »
2 45.000 7.502 R | 15.004 6| 22.506 5| 30.008 o| 37.508 -
3 45.02(_) = 7.505 , | 15010 ;1 22514 | 30017 il 37.519 | L.
:1 45.035 |, 7.509 s | 15.017 o | 22525 | 30030 | | 37.534 |
5 45055 | 4 7-514 E 6| 15.027 | ! 22.539 7 i 30.047 | ,, 37.553 | 23
| I |
6 45079 | g 7.520 8 [ 15.039 | " l 22.556 20 | 30.008 a5 37.576 : =
7 45.107 | . 7.528 8 l 15.054 6| 22.576 = 30.003 28 37.604 -y
8 45.140 i 7.536 o 15.070 0| 22599 . 30.121 o i 37.635 | 36
9 45.177 e 7.546 - | 15.089 at | 22.626 | 2 30.154 el 37.671 | .
10 45.219 o 7557 | 15:110 2 | 22.655 | 30.190 E w | 37.712 | .
f | 1 i | ; |
o e R B e Bl e O R
13 45'272 be ;'§97 l = 15.1555(()) 7 22'264 e 30‘ 24 o 37.860 ' o
14 45'432 o 7‘612 | 2] 1.::.21' . 2/3 g [Pesa - 52 o 8 .
A 65 A | 27| 5.217 i 22.80 ] %6 30.375 56 37.91 7
15 45.497 60 7.629 i Igl 15.249 oo 22.852 so| 30-431 60 | 37.980 | o7
16 45.5606 7.647 l 20 |0 15284 | o 22.902 l . | 30.401 38047 | .,
17 45.640 | o 7.667 | 15.322 | . 22 |31 30556 s 8.11 | y
18 e SR T e e i e S
X 45% 9 | & Z 7 ! a2 153 o 23 | 6o| 30. 2‘3 | 7 36.195 1 g,
9 45.802 89 7.709 | ., i 15.404 [ 4 | 23.070 | 4 | 30.697 | .8 38.276 | 86
20 45.891 - 7732 1 L4 | 15.448 | 48 23.133 67| 30775 | g 38.362 | o
| | | |
,2,; 42.224 " 7.737 | 26 15-492 ; 5°E 2 i ;e 30856 ' 86 | 32-453 e
e SRR i e e e
2 . 169 7. o 15.595 | ' 23.345 1 38 l 31.033 | o 39.049 | .
24 | 46295 | ., 7.839 | | 15054 | g1 23423 | 5| 31128 l 0o | 38754 |,
25 46.409 - 7.869 | | 15712 | | 23.505 g6 | 31.227 ' e : 38.8653 liszs
z? 42.222 e 7.901 i - 1§.27373 | 64 : 23.231 g | 31-332 . 100 [ 38.981 [
5! 46- g IEED 7.934 | ., 5 37 66 | 23:-000 o 3441 | 11y | 39-102 | 26
46.782 o 7.968 i 36| 15.903 0| 23774 o8 | 31.555 T 39.228 | 132
29 46.917 e 8.004 {38 | 15.973 | _, | 23.872 e | 31.675 [ 39.360 { 138
30| 47059 |,| 8042 | | 160046 | o 23974 |, | 31799 | .| 39.498 |, .
| | { | ]
|
31 47.205 | 8.082 o | 10,122 | 70| 24.081 [ r | 31929 g 39.641 s
32 47.35? o 8.123 o 16.201 | 82| 24192 | 4| 32.064 O 39.790 o
33 47-517 | 145 8.166 =5 16.283 | o 24.308 120 | 32.204 e 39.945 o
34 47.682 N 8.210 [ 16,369 80 24.428 126 32.350 . 40.106 Y67
35 47.853 o 8.257 48 16.458 03 | 24554 130 | 32.502 o 40.273 | ..,
36 42.030 i T 8.305 = 16,551 ‘ 06 24.684 o 32.659 o 40.447 oo
3; 48.214 | 101 8.35§ - 16.647 . 24.819 o | 32823 = 40.627 -
3 48.405 | . 8.407 | | 10748 | 1 24959 |, | 32993 || 40814 |,
39 48.602 e 8.462 $6 16.852 208 25.105 . 33.170 8 41.008 b
40 48.806 | . 8.518 & 16.960 | 0 25257 | 33.352 o | 41:200 |
| I
m| 49018 | | 8577 | o | 17073 | 6| 25414 || 33542 || 4r417 |
42 | 49237 | 6] 8638 | 1 17180 | | 25577 | g0 | 33739 .| 41632 |,
43 49.463 o 8701 | 17.311 106 | 25.746 76 33.943 e 41.855 o
44 | 49.697 | .. 8.767 | eg| 17-437 | .| 25922 | 4, | 34154 1, 42.086 |,
45 | 49040 | 8835 | | 17567 || 26104 | 5| 34373 |,,,| 42:326 |,




~k

n=12
Olam(HA) | A |am(HK)| A am(BK) | A |am(5K)| A |am9K) | A am (M AY| A
o 45.000 5 52.500 - 60.000 .| 07.500 R %75.000 ) 82.500 | .
1 45.002 : 52.502 ¢ | ©60.002 6| 07.502 . 75.001 .| 82501 l "
2 45.009 ", 52.508 - 60.008 a | 67.506 g 75.004 6 82.502 | .
3 45.020 T 52.519 - 60.017 = | 67.514 | ;| 75-010 . 82.505% | *
4 45.035 s | 52.534 | 00030 | 67525 |, | 75.017 | 82500 | )
51 45.055 oq | 52:5533 23| 00.047 2| 07:539 | | 75027 ) 82514 |
6 45.079 28 52.576 27 60.068 5 67.556 ! 20’ 75-039 | g 82.520 | s
7 | 45.107 ;| 32603 s | 60093 8| 67576 | .| 75054 6| 82.528 l .
8 45.140 - 52.635 36 60.121 a5 67.599 | 26 75.070 0 82.536 |
9 45.177 5 52.671 e 60.154 v 67.625 l " 75.089 20 82.546 .
10 45.219 ot §52.712 P 60.190 s 67.655 s 75.100 | . 82.557 =
11 45.266 = 52.756 7o 60.230 i 67.688 i o 75.133 » 82.569 %
12 45.316 56 52.805 e 60.274 48 67.723 o 75.158 | e 82.582 %
13 45.372 P 52.859 S8 60.322 . 67.762 - 75185 | = 82.506 Jé
14 45.432 65 52.917 e 60.373 56 67.805 o 75.215 | . 82.611 5
15 | 45.497 69| 52979 67 | 00-429 6 | 07.850 Y 75.247 55| 82628 8
16 45.500 o 53.046 . 60.489 63 67.899 | 3 75.282 l 36 82.646 i
17 45.640 - 53.117 3 60.553 67 67.951 s 75.318 | = 82.665 LS
18 45.719 83 53.193 81 60.620 72 68.006 | = 75357 | .. 82.685 -
19 45.802 8o | 53274 gs | 00.692 a1 68065 | o 75-399 | 43| 82700 -
20 | 45.801 o3 | 53359 oo | 60760 80 | 68.126 | | 75.442 i o | 82.729 @
: , | i
21| 45984 | 1 53.449 0s | 00849 | 4 | 68.192 [Liss | 75489 | W80 82753 i
22 | 46.083 o 53.543 100 60.933 | 80 68.261 | o 75.537 o 82.778 56
23 | 46486 | | 53.643 |, | 6ro2z | | 68333 | 75| 75588 ' | 82804 "
24 | 46.295 7 53.747 o 61.115 oy 68.408 s 75.6041 ; s6 | 82832 s
25 | 46.400 re 53.856 rrs 61.212 | o 68.487 83 75.607 | @ B82.860 i
| 1 | .

26 46.528 - 53.971 Y 61.314 | - 68.570 g 75.755 i 82.890 =
2 46.652 o 54.000 o 61.421 | 68.656 e 75.816 o 82.922 | .
28 46.782 4 54.214 0| 01.531 a6 | 08.746 " 75.879 e | 82.054 34
29 46.917 e 54.344 | o5 61.647 120 | 08.840 i 75945 | 4, | 82.988. 2
30 47.059 D 54.479 i 61.767 xas | 68.937 Pl 76.014 | o 83.024 e
31 47.205 e 54.620 N 61.892 oy 69.039 . 76.085 ps 83.000 5
32 47.358 e 54.766 et 62.021 . 69.144 ! tog 76.159 | 5% 83.009 IS
33 | 47517 | 65| 54917 | g 621356 | | 69.253 | | 76.233 50| 83138 i
34 47.682 e 55.075 | 165 62.290 -_ 69.365 ! i 76.314 82 83.179 P
35 47.853 5 55.238 | 6o | 02-440 50| 09-482 e 76.396 8s | 83.221 i
36 48.030 184 55.407 o 62.590 | 155 | 09.603 - 76.481 88 83.265 i
37 | 48214 |, | 55582 | g | 62745 | | 69729 | | 76560 | | 83310 |
38 48.405 o 55.763 188 62.90% | x66 69.858 134 | 70.660 = 83.357 8
39 | 48602 |, 55051 | 1 63071 | .1 60.992 | ol 76754 | o| 83405 | -
40 48.806 o 50,145 e 63.243 L 70.130 | v 76.850 | . 83,455 o
41| 49018 | 1 56346 | o| 63420 | .| 70273 rr | 70950 | o1 83.506 és
42 | 49237 | 6| 56554 |, ©63.603 | g | 70420 | .| 77.053 || 83559 |
43| 49463 | .| 56768 | | 63792 | | 70.572 rs7 | 77-159 | 1 83.614 56
44 | 49607 | 5| 56990 . | 63.987 | .| 70729 | | 77260 | .| 83670 |
45 49.940 2 57.219 36 64.188 11268 70.890 167 77.382 116 83.728 6o




n=2 n=12
O|am($K) | A |lam(K) | A |am(FHK) | A |am(BK) | A |am(#HK) | A |am(%K)| A
243 68 130 182 219 240
45 49.940 | ., 8.835 e 17.567 0 26.104 8o | 34373 aap | 42326 |,
46 50.190 255 8.906 1 17.703 o 26.293 e 34.600 e 42.573 | L6
47 50.449 268 8.980 £ 17.844 26 26.489 =7 34.835 e 42.829 266
48 | 50717 | 6 9.056 8o | 17990 | ., | 20603 | | 35079 |, ! 43.095 |, .
49 | 50993 | ,gc| 9136 | 5, | 18142 | | 26904 |, 0| 35332 |, | 43369 | g
50 51.279 206 9.218 - 18.300 | . 2751123 aa7 | 35594 | .y 43.654 ’ o
st | 51575 | 6] 9304 | oo | 18464 |1 27.350 || 35865 |, | 43048 |,
52 51.881 e 9.394 = 18.634 ra 27.586 o 36.147 = 44.252 7
53 52.197 — 9.487 56 18.811 a 27.831 o 36.438 e 44.568 | .
54 | 52.524 | .. 9.583 | .| 18.995 |, 28085 | | 36741 | .. 1 44895 | 4
55 52.862 - 9.684 o8 19.187 0 28.350 o 37.055 426 45.233 o
56 53.211 162 9.789 o 19.386 208 28.625 285 37.381 2ts 45.584 | .,
57 | 53-573 |, 9.808 | .| 19394 || 28910 | o1 37710 | ., | 45947 |,
58 53.947 187 10.012 . 19.810 | .| 29.208 00 | 38071 265 46.324 | .5
59 | 54334 | .| 1031 |, | 20035 | | 29517 | .1 38436 | o 1 46.714 | 6
60 54.736 s 10.255 o 20.271 o 29.840 A1 38.816 T 47.120 | .,
61 55.151 o 10.385 36 20.510 e 30.176 as0 | 39:211 - 47.540 | .,
62 55.582 G 10.521 e 20.773 268 30.526 166 39.622 428 47.977 | 4s4
63 56.028 ioh 10.663 o 21.041 281 30.892 182 40050 | .. 48.431 e
64 56.492 480 10.812 Hoh 21:322 e 31.274 o 40.497 465 48.904 A
65 56.972 o 10.968 v64 21.616 208 31.674 = 40.902 487 49.395 =
66 57.472 o 11.132 - 21.924 o 32.093 8| 41-449 508 49.907 | ..,
67 57.991 540 11.305 182 22.249 341 32.531 460 | 41:957 s32 50.440 | .,
68 58.531 e 11.487 - 22.590 . 32.991 o84 42.489 e 50.997 | g
69 | 59.094 | 46| 11679 | .| 22949 |01 33475 || 43040 | o | 51578 |
70 59.680 | ., 11.882 216 23.328 o 33.984 =7 43.631 614 52186 | 4.6
71 60.292 o 12.098 o 23.729 T 34.521 e 44.245 e 52.822 668
72 60.931 668 12.326 o 24.155% o 35.088 s 44.892 682 53.490 | .,
73 | 61599 | . | 12.570 | | 24606 | o 1 35689 oo 45574 || 54191 |
74 62.300 o 12.830 e 25.087 e 36.326 67 46.295% 5 54.928 778
75 63.036 e 13.109 P 25.602 oy 37.00% i 47.059 e 55.706 | g,,
76 63.809 | 4.4 13.408 - 26.153 - 37.720 | .| 47870 | g 56.528 | 5,
77 | 64625 g, | 13732 | L, | 26747 |4, | 38.306 | g0 48735 | o1 57.399 |5
78 65.488 e 14.084 50y 27.389 o 39.341 5 49.660 by 58.325 | gg
79 66.403 s 14.468 or 28.088 766 40.245 o83 50.653 iy 50.314 ;060
80 67.378 s 14.891 o 28.854 e 41.228 ro 51.726 | ¢ 00.374  |,1,0
81 68.420 | 15.360 e 29.699 | ., 42.305 || 52892 1276 61.516 | .o
82 69.542 o7 15.887 so8 30.640 |, 6. 43.495 | .00 54.168 e 62.755 | .5,
83 | 70756 | .a| 16485 || 31703 | ..g| 44824 | 6| 55579 8| 04100 |
84 72.084 1468 17.176 818 32921 | .6 46.330 o 57157 1y04 65.606 o7
85 | 73552 liega| 17994 lioor | 34347 i | 48060 |6 | 58.951 e | 67.285 .8
86 75-205 | 009 18.993 1285 36.068 = 50.130 |, 61.039 i 69.203 | 6,
87 PR S 20.280 1798 38.239 564 52.673 5561 63.554 o 71.464 |56
88 79.418 et 22.078 S 41.203 | g 56.034 o 60.773 550 74.270 | gq8
89 82.474 25.106 45.984 61.180 71.452 78.158
90 90.000 90.000 90.000 90.000 00.000 90.000






