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1. EINLEITUNG, UBERSICHT, PROBLEMSTELLUNG.

GroBe Reichweiten, Uberreichweiten bei Ultrakurzwellen, d. h. Wellen, die von der
Jonosphire nicht wesentlich beeinflufit werden, sind auf folgende Ursachen zurtckzu-
fithren:

1. Die Bildung von atmosphérischen Wellenleitern (Ducts) und
2. Reflexion an atmosphirischen Inhomogenititen.

Die Wirkung der Ducts ist bekannt. Wir werden uns hier nur mit den atmosphérischen
Inhomogenititen befassen.

Gordon und Booker [1] fithren die groBen, tiber die Wirkung ven Ducts hinausgehenden
Reichweiten auf Streuung an Inhomogenititen zuriick, die von atmosphérischer Turbu-
lenz herriithren. Der Verfasser hat diesem Vorgang mehrere Arbeiten gewidmet [2] [3] [4]
[51[6] [7] [8].

Doch haben andere Autoren Rechnungen angestellt tiber die Frage, ob nicht auch die
Reflexion an der Schichtung der ruhenden Atmosphire ebenso dieselbe GroBenordnung
des Streufeldes hervorrufen kénne. Es wurden iiberschligige Rechnungen durchgefiihrt.
Eine strenge Behandlung des Problems ist schwierig. Sie muf3 zweckmiBig in mehreren
Schritten erfolgen: mathematisch 16sbar ist zunichst das Problem der Schichtreflexion
an ebener Schichtung, wobei die Reflexion der Dipolstrahlung zu untersuchen ist. Dies ist
das Hauptproblem der vorliegenden Arbeit.

Die Reflexion an der ebenen Schichtung soll also hier genauer studiert werden. Dabei
ist von Interesse, wie sich cine strahlenoptische Losung gestalten wiirde, die die Reflexion
vernachlissigt, jedoch die Kriimmung der Strahlen im inhomogenen Medium berlick-
sichtigt.

Fir die wellenoptische Behandlung von Reflexionen an inhomogenen Schichten hat
Epstein eine Methode ersonnen [10], die von ihm und spéter von Rawer [11] fiir die Unter-
suchung des senkrechten Einfalls ebener Wellen an der Jonosphire benutzt wurde. Carl
Eckart (Pasadena) hat [12] dieselbe Methode fiir die wellenmechanische Berechnung des
Tunneleffekts verwendet.

Bekanntlich wird der mathematische Ausdruck fiir die Dipolstrahlung im homogenen
Medium aus ebenen Wellen oder aus Zylinderwellen zusammengesetzt. Es erscheint auch
im inhomogenen Medium niitzlich, dieses Verfahren zu beniitzen, da bei den anderen Auto-
rendieser Wellentyp nur unter speziellen Voraussetzungen untersucht wurde. Ferner ergeben
sich aus ihm nachher klare Einblicke in den Mechanismus der Vorgénge auch bei der Re-
flexion am inhomogenen Medium. Es ergibt sich hier ein klarer Einblick in die Phinomene
der Totalreflexion, der Bildung von Interferenzstreifen. Flir den zu verwendenden Ausdruck
fur e = f(2) kann der Grenziibergang zum homogenen Medium (6 —0) und der zum Sprung
zwischen zwei Werten (¢ =1, ¢ = 1 + §) (x — 00) einfach durchgefiihrt werden. Dies
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gibt andrerseits die Moglichkeit, die Reflexion an einer diinnen Schicht zu untersuchen, in
der & von einem Wert zu einem gréBeren iibergeht.

Eine Behandlung der fiir die Dipolstrahlung resulticrenden 12 Integrale mittels der
Sattelpunktsmethode liefert eine 1. Niherung, die die Méglichkeit gibt, die Resultate
physikalisch zu diskutieren. Einen Uberblick {iber den gesamten Rahmen gibt das In-
haltsverzeichnis.

2. DIE EPSTEIN-METHODE NACH RAWER.

Um dem Leser die Mithe zu ersparen, umfangreiche Literatur nachzuschlagen, wollen
wir hier im Anschlul an Rawer [11] die verwendete Methode kurz skizzieren, die in der
vorliegenden Arbeit weitergebildet wird. Es wird sich dabei ergeben, wie wir ¢ = f(2)
zweckmiBig zu wihlen haben, damit ein in allen Ableitungen stetiger Ubergang zwischen
zwei Werten der Dielektrizititskonstante entsteht, der mittels unserer Methode wellen-
optisch behandelt werden kann.

Fiir geeignete Wahl der Polarisation, iiber die wir noch zu sprechen haben, lautet fir
eine sich ausbreitende FeldgroBe U die Wellengleichung':

(1) AU + B e(s) U = o,
wo

2
(2) k= oegpop = (Z_:)
mit
(3) 2o = Wellenlinge im Vakuum,

U = Permeabilitit des Vakuums = 471077,

&y = Dielektrizititskonstante des Vakuums = 1/,7.9.100.

Wir beschrinken uns zunachst auf die eine Koordinate 2, dann wird aus (1)

@ LU L Be(U =o.

Um (4) zu l6sen, kann man den Versuch machen, von einer anderen, moglichst allgemeinen
Differentialgleichung 2. Ordnung auszugehen, deren Lésung bekannt ist. Man sucht dann
eine Transformation der Variablen, die (4) in die genannte Differentialgleichung iiber-
fihrt. Als die genannte Differentialgleichung 2. Ordnung wihlt man die Gauf3sche hyper-
geometrische, die in Variablen #, v lautet:

d%u —(e+B+1)2) du af .
(s) dv? v(1—2) dv ~ v(1—0) A0

= T+ POLE 4 0@ u =o.
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a, B, v sind drei willkiirliche Konstanten, die spiter als Parameter der hypergeometrischen
Funktion erscheinen werden.
Nach Rawer [11] wihlen wir die Transformation:

(6) v=u(2) u=U-r(s).
Da in der Wellengleichung (4) das Glied mit 27 fehlt, crgibt sich die Forderung:

) 2 L L () (55— P) (52)°) = o

Man kann die Funktion z(z) noch beliebig wihlen und muf} dann # aus (6) und (7) be-
stimmen. Durch Integration von (7) findet man:

_atBy+l { Jo

S ¥
(8) r(@) = v ° (1—ov) 2 ( dz)
7o = Integrationskonstante.

Mit diesem Wert von » wendet man die Transformation (6) auf die hypergeometrische Dif-
ferentialgleichung an und erhilt:

% dv 1 dr 4z dv\2
ORSI: Sl o e

Dies ist eine Wellengleichung in der Art von (4). Indem wir fiir den Koeffizienten von U
die Abkiirzung g(z) wihlen, haben wir:

(10) d;—g +g(&)U =o.

Nun interessiert uns vor allem das Aussechen von g(2); —;— % kénnen wir aus (8) ent-
nehmen. Anstatt 72 und Q wollen wir wieder v, «, 8, ¥ verwenden und erhalten:
(11)

gs) = + (‘;Zzif%) ~3 (j—/d e (Z—)z ry=a)aleup—ylat f— v + e pl—io

dz

FaBt man die Glieder etwas anders zusammen, so schreibt man auch
(12)

1 d? dv 1 d dv \\2 d 2 v v
g<3> = [7 dz? (ln dz ) 4 ( dz (IHZ;)) ]_ (ﬁ In 7}) ) {Kl + Ky 1—v + Ky (1—o)?

mit

(13) 4K, =y@—2) 4K, = 1—@—pf+y(y—2),
4K3 = (a+p—y2—1

oder

(14) a=—(1+ V144K, + V1i+aK;, — V144K, —Ky),

B=— (1 +V1i+4K, + V1i+aKs + V1i+aE&,—Ky),
y=1+4+V1+4K,.

2 Miinchen Ak.-Abh. math.-nat. 1960 (Eckart)
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Die Vorzeichen der Wurzeln, die hier noch nicht festliegen, werden spiter, im Anschlul3
an Gl. (33), (36) S. 12, festgelegt werden.
Ferner erweist sich folgende Definition als niitzlich:

(15) 2@ = In(—o).
Dann wird in (12)
= L[%4 )0 — 3 (55]4\?] — (22 1) exp ((2))
(16)  g(2) —7[“}% 3 (% /%e)] (dz) (&2 +4) — % Lol
K. (2
Ks (t+exp<¢<z)))2]'

Damit haben wir die hypergeometrische Differentialgleichung in eine Wellengleichung mit
ortsabhingiger DK tibergefiihrt. Die Form der DX ergibt sich aus (11) (12) (16).

Welche Funktionen & = f(2) sich ergeben, werden wir spiter sehen.

Zunichst widmen wir uns der Lésung der hypergeometrischen Differentialgleichung,
indem wir uns daran erinnern, daB nach (6)

6) uw=U-7r(2)
ist.

Die Theorie der hypergeometrischen Differentialgleichung ist bekannt [13] [14] [15]
[16] [17] [18] [19] [20] [21] [22] [23] [24] [25]. Sie geht in ihren Grundlagen auf Gauf
zuriick. Da wir aber laufend davon Gebrauch machen und diese Theorie das Kernstiick
der Epsteinischen Methode ist, wollen wir das Wesentliche kurz referieren:

Im Konvergenzkreis |v| <1 konvergiert die bekannte hypergeometrische Reihe:

(17) u (v) = oF1 (0, B5y50) = 1 +% v -t E—#(flli(f,(lg;i)' v* +

a(z—1) (x—2) f(f—1) (f—2) 4
+ 1-2:3p9(y—1) (y—2) v+

in dem gleichen Gebiet ist auch
(18) us(v) = " WFy(a—y +1, f—y+ 15 2—y; )}

eine Lésung. Beide Lésungen #, und #; sind linear unabhingig und bilden ein Fundamen-
talsystem.

Nun hat ersichtlich die hypergeometrische Differentialgleichung die drei singuliren
Stellen: v = o, 1, co. Fiir jede dieser Stellen gibt es ein in deren Umgebung konvergierendes
Fundamental-System. Wie man durch Ausiibung einfacher Transformationen auf die
Variable v zeigt, haben diese Fundamentalsysteme alle den Charakter hypergeometrischer
Reihen, deren Parameter lineare Kombinationen der Ausgangsparameter «, §, ¢ sind. Diese
Reihen sind dann noch mit geeigneten Potenzen von v, (1 —v), v(1 —v) multipliziert.

Da die allgemeinste Losung stets als Linearkombination von zwei Fundamentalldsungen
darstellbar ist, so muB} die analytische Fortsetzung jeder Fundamentallésung iiber ihren

1y ist die in [20] benutzte Bezeichnung.




































































































































































































































