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Das stirkste Teilsystem der klassischen Analysis, das bisher beweistheo-
retisch erfaBit werden konnte, ist das Teilsystem, das auBer der rekursiven
Zablentheorie die Axiomenschemata der A}-Komprehension und der
Bar-Induktion enthilt. Fiir dieses Teilsystem der Analysis sowie fiir
ein entsprechendes Teilsystem der Mengenlehre wurde von G.Jiger und
W.Pohlers [2] die beweistheoretische Ordinalzahl ermittelt. Die hierbei
von diesen Autoren verwendete Methode beruht im wesentlichen auf
der lokalen Pradikativitit der betreffenden impridikativen Systeme. Die
vorliegende Arbeit licfert cinen anderen Bewetis fiir die Abgrenzung des
betreffenden Teilsystems der Analysis, der im wesentlichen auf einer Ver-
allgemeinerung der £2-Regel von W.Buchholz beruht. Mit dieser Regel
wird auBer der Bar-Induktion auch die J73-Separation erfafit, aus der die
A4-Komprehension folgt. Hiermit ergibt sich wiederum die von G. Jiger
und W.Pohlers aufgewiesene Ordinalzahl ¢ 0 (Pe+q) als obere Ab-
grenzung des formalen Systems. In dieser Arbeit wird die Kenntnis der
Haupteigenschaften des in [1] entwickelten Ordinalzahlen-Bezeichnungs-
systems T (I) vorausgesetzt.

§ 1. Das formale System SB

Als Grundzeichen verwenden wir:

1. Je abzihlbar unendlich viele freie und gebundene Zahlenvariablen
und ecinstellige Pridikatenvariablen.

2. Zeichen fir n-stellige rekursive Funktionen und n-stellige rekur-
sive Pridikate (n > 1).

3. Die Symbole 0, ', 1, — und V.

4. Runde Klammern und Komma.
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Induktive Definition der Terme.

1. Das Symbol 0 ist ein Term.
2. Jede freie Zahlenvariable ist ein Term.

3.Ist t ein Term, so ist auch ' ein Term. (¢ bezeichnet den Nachfolger
von £.)

4. Bezeichnet f eine n-stellige rekursive Funktion und sind ¢;,. .., ¢
Terme, so ist auch f{t;,. .., t,) ein Term.

n

Terme, die keine anderen Grundzeichen als 0 und ’ enthalten, heiflen
Ziffern. Sie reprisentieren die natiirlichen Zahlen. Ein Term heif3t nume-
risch, wenn er keine Variable enthilt. Jeder numerische Term hat einen
berechenbaren Wert, der eine natiirliche Zahl ist.

Primformeln sind:
1. Das Symbol L (falsum).

2.p (ty,. .-, t,), wenn p cin n-stelliges rekursives Pridikat bezeichnet
und #,. .., ¢, Terme sind.

3. U (), wenn U eine freie Pridikatenvariable und ¢ ein Term ist.

Eine Primformel heiBit konstant, wenn sie keine Variable enthilt.
Jede konstante Primformel ist in entscheidbarer Weise entweder wahr
oder falsch. (Die Primformel 1 ist falsch.) Unter einer n-stelligen Nenn-
form verstehen wir cine Zeichenreihe, die auBer Grundzeichen unseres
formalen Systems hochstens die Nennzeichen #y,. .., %, enthilt. Ist
eine n-stellige Nennform und sind rq,...,r, Zeichen oder nichtleere
Zeichenreihen, so bezeichnet & [ry,...,r,] den Ausdruck, der aus
dadurch entsteht, daBl alle darin auftretenden Nennzeichen #,,.. ., %,
durch ry,...,r, ersetzt werden. GroBe Skriptbuchstaben bezeichnen
im folgenden immer Nennformen. Eckige Klammern werden nur im
Zusammenhang mit Nennformen in der angegebenen Bedeutung ver-
wendet.

Induktive Definition der Formeln des Systems SB und der Menge
PV (F) von freien Pridikatenvariablen, die in einer Formel F im Be-
reich eines Pridikatenquantors auftreten.

1. Jede Primformel F ist cine Formel mit lecrer Menge PV (F). Sie ist
sowohl eine IT}-Formel als auch eine Z1-Formel.
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2. Sind A und B Formeln, so ist (4 — B) einc Formel mit PV (A —
B)): = PV (A) v PV (B). Die Formel (A—> B) ist genau dann eine
IT}<Formel (Z1-Formel), wenn A eine Z1-Formel (II}-Formel) und B
eine [7}-Formel (X1-Formel) ist.

3. Ist e4 [0] cine Formel und x cine gebundene Zahlenvariable, die
in A nicht auftritt, so ist ¥ x e [x] eine Formel mit PV (V x eA4[x]):
= PV (eA [0]). Die Formel V x ¢4 [x] ist genau dann eine //3-Formel
(Z1-Formel), wenn eA [0] eine /1}-Formel (£}-Formel) ist.

4. Ist U cine freie Pridikatenvariable und F[U] eine Formel, wobei U
nicht in J auftritt, und X eine gebundene Pridikatenvariable, die in
nicht auftritt, so ist VX F[X] eine Formel und PV (VX F[X]) die
Menge der in J auftretenden freien Pridikatenvariablen. Die Formel
VX F[X] ist genau dann eine IT3-Formel, wenn F[U] eine I1}-Formel
ist. Sie ist genau dann cine Z3-Formel, wenn F[U] sowoh] eine /1}-For-
mel als auch eine X3-Formel und U & PV (F[U]) ist.

Eine Formel heifle schwach, wenn sie sowohl eine IT}-Formel als auch
eine 21 Formel ist. Andernfalls heifle sie stark.

Anmerkung. Die hier definierten /7}-Formeln und Z1-Formeln sind
unwesentliche Verallgemeinerungen der iiblichen I7)-Formeln und
21-Formeln. Die schwachen Formeln sind unwesentliche Verallgemei-
nerungen der fiblichen /71-Formeln und 2}-Formeln.

Als Mitteilungszeichen verwenden wir:

a,b,c fir freie Zahlenvariablen,

X, Y,z fir gebundene Zahlenvariablen,

U v fiir freie Pridikatenvariablen,

XY Z fiir gebundene Pridikatenvariablen,

St fiir Terme,

, k,mn fiir Ziffern und natiirliche Zahlen,

A,B,C, F, G fir Formeln,

ed, B fiir Nennformen derart, dal eA [¢], B [¢] Formeln sind,
G fir Nennformen derart, dafl F[U], G [U] Formeln sind,

Diese Mitteilungszeichen werden auch mit Indizes verwendet.
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In iiblicher Weise definieren wir:
Td4:=(A—1)

(AVB):= (TTA—B)
(ANB):=1(A—>D)
(A—B): = (- B) A (B> 4)
Jxed[x]: = 1Vx TTeA [x]
IX F[X]:= VX F[X]

Wir lassen im folgenden die zu einer Formel gehdrenden runden
Klammern teilweise fort, sofern dies nicht miBverstindlich ist. Mit
J [eA] bezeichnen wir dicjenige Formel, die aus der Formel F[U] da-
durch entsteht, daB jeder darin auftretende Bestandteil U (.) duich
eA [.] ersetzt wird, wobei U cine freie Pridikatenvariable ist, die in
nicht auferitt. Hierbei setzen wir immer voraus, daf die Formeln F[U]
und e [t] keine gebundenen Variable gemeinsam enthalten, was durch
geeignete Umbenennungen der gebundenen Variablen immer zu errei-
chen ist.

Zwei Formeln heilen gleichwertig, wenn sie entweder miteinander
tibercinstimmen oder durch Ersctzungen von numerischen Termen
durch numerische Terme gleicher Werte aus einander hervorgehen.

Positivteile und Negativteile von Formeln, P-Formen, N-Formen und
NP-Formen scien entsprechend wie in [3] definiert. Als Mitteilungszei-
chen (auch mit Indizes) verwenden wir P fiir P-Formen, N fiir N-For-
men und Q fiir NP-Formen.

F |i G (aus F folgt strukturell G) bedeute, daB jeder minimale Posi-
tivteil von F, der keine falsche konstante Primformel ist, auch als Posi-
tivteil von G auftritt und jeder minimale Negativteil von F, der keine
wahre konstante Primformel ist, auch als Negativteil von G auftritt.

Induktive Definition der in einer Formel auftretenden ausgezeich-
neten Pridikatenquantoren.

1. In einer Primformel tritt kein Pridikatenquantor auf.

2. Ein in einer Formel (A—> B) auftretender Pridikatenquantor ist
genau dann ausgezeichnet, wenn der entsprechende Pridikatenquantor
in A oder B ausgezeichnet ist.
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3. Ein in einer Formel V x eA [x] auftretender Pridikatenquantor ist
genau dann ausgezeichnet, wenn der entsprechende Pridikatenquantor
in eA [0] ausgezeichnet ist.

4.In ciner Formel VX F[X] tritt der Pridikatenquantor V X genau
dann ausgezeichnet auf, wenn JF[U] eine I7}-Formel und U & PV
(F[U]) ist, wobei U eine freie Pridikatenvariable ist, dic in J nicht
auftritt. Jeder andere Pridikatenquantor tritt in der Formel VX F[X]
genau dann ausgezeichnet auf, wenn der entsprechende Pridikaten-
quantor in F[U] ausgezeichnet ist.

Lemma 1.1

a) Jeder in einer schwachen Formel auftretende Pridikatenquantor
ist ausgezeichnet.

b) In einer starken Formel tritt mindestens ein nicht ausgezeichneter
Pridikatenquantor auf.

Beweis durch Induktion nach der Linge der Formel F. Hat die For-
mel F nicht die Gestalt VX F[X], so folgen die Behauptungen aus der
LV. Sei nun F eine Formel V X F[X]. Ist dics eine schwache Formel, so
ist V X ein ausgezeichneter Pridikatenquantor und F[U] eine schwache
Formel, womit sich die Behauptung a) aus der LV. ergibt. Ist VX F[X]
eine starke Formel, so ist V X nicht ausgezeichnet oder F{U] eine starke
Formel, womit sich die Behauptung b) aus der I.V. ergibt.

Zur Abkiirzung setzen wir
(A< B): =Vy(eA[y] > Byl
(AcUSB): =Ty (A >UWAYy (UG~ Bly])
Mit Py [A] bezeichnen wir die Formel, die aus der Formel P [A]

dadurch entsteht, daB jeder darin auftretende Positivteil F durch L er-
setzt wird.

Axiome des Systems SB.

(Ax 1) P [A], wenn A eine wahre konstante Primformel ist.
(Ax2) NV [A], wenn A eine falsche konstante Primformel ist.

(Ax 3) O [A, B], wenn A und B gleichwertige Primformeln sind.
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(Ax4) C [ay,...,a,], wenn ay,...,a, paarweise verschicdene freie
Zahlenvariablen sind, die in € nicht auftreten, und
¢ [my,...,m,] fir je n Ziffern my,..., m, cines der Axiome

(Ax 1), (Ax 2) oder (Ax 3) ist.
(Ax5) Vx (e [x] = eA [x']) = (A [0] - Vx A [x])

(Ax 6) VX F[X]— FleAd], wenn VX F[X] eine schwache Formel
und eA [¢] eine beliebige Formel ist.

Strukturschliisse des Systems SB.
F'— G, wenn F i‘— G gilt.

Hauptschliisse des Systems SB.
(SY N[ 4], N [B]< N [(A— B)]

wenn B nicht die Formel L ist.
(S2.0) PleAd[a]] - P[Vxed[x]]
wenn a in der Konklusion nicht auftritt.
(82.1) Pr[FIU]] =P VX FIX]]
wenn U in der Konklusion nicht auftritt und F die Formel VX F
[X] ist.
(S3.0) e A [tf] > N [Vxed [x]] mN [Vx e [x]]
(S3.1) FlUl > N[V X FIX]] =N [VX F[X]]
wenn V X F[X] eine starke Formel ist.

(S32)(A<BVN[VXNI(AXS BN [VXA(ed =X
B)] wenn (eA < B) eine starke X3-Formel ist.

Der bezeichnete Positivteil oder Negativteil der Konklusion eines
Hauptschlusses heifit der Hauptteil des betreffenden Hauptschlusses.

Schnitte des Systems SB.
AVFE, A—>Fr F

Die mit A bezeichnete Formel in den Primissen eines Schnittes heilt
die Schnittformel des betreffenden Schnittes.

Grundschliisse des Systems SB sind dic Strukturschliisse, Hauptschliisse
und Schnitte des Systems SB.
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Induktive Definition von SB [*. F.

1. Ist F cin Axiom des Systems SB, so gelte SB [*- F fiir jede natiirliche
Zahl n.

2. Gile SB [ F, fiir jede Primisse F, cines Grundschlusses des Systems
SB, so gelte SB |+ F fiir dic zugehdrige Konklusion F.

Nach dieser Definition gilt:
SBI'-"-F,m< n=>SB|lF

Eine Formel F heiBt herleitbar im formalen System SB, wenn es eine
natiirliche Zahl n gibt, so daf} SB I"_ F gilt.

Lemma 1.2 Fiir jede NP-Form Q und jede Formel F ist die Formel
Q[F, F] in SB herleitbar.

Beweis durch Induktion nach der Anzahl der in F auftretenden logi~
schen Zeichen — und V.

Lemma 1.3. Die Axiomenschemata der Bar-Induktion, J7i-Separa-
tion und A}-Komprehension sind in SB herleitbar.

Beweis. Die Bar-Induktion ist durch (Ax 6) gegeben. Fiir die I71-Se-
paration hat man das Axiomenschema

(IT}-SA) (e4 = B)—> 3 X(ed = X < ‘B)
wobei e (] eine II}-Formel und B [¢] eine Zi-Formel, also (e4 < B)

cine X1-Formel ist.

Nach Lemma 1.2 hat man
(A= B)v ((eAs B)y—»>3IX(e4< X< B))

Ist (¢4 < ‘B) cine starke Formel, so folgt (I7}-SA) durch einen Haupt-
schluB (S 3.2). Andernfalls hat man nach (Ax 6)

VX (A< X< B)— Ti(ed € edc B)

Durch einen StrukturschluB folgt
(1) (dcedc B —>3IX(edc X< B)
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Offenbar ist auch die Formel
(2) (A< B)y—(ed<cedc B)

in SB herleitbar. (771-SA) folgt dann aus (1) und (2) durch Struktur-
schliisse und einen Schnitt.

Fir die A}-Komprehension hat man das Axiomenschema
(45CA) (Vy (AN =B > 3IXVy (X () —~eA[y])
Offenbar folgt (A3-CA) in SB aus ([I1-SA).

§ 2. Das geschichtete halbformale System SB’

Wir benutzen im folgenden das in [1] entwickelte Ordinalzahlen-
system T(I).

Formeln des Systems SB’ seien dicjenigen Ausdriicke, die durch fol-
gende Ersetzungen aus Formeln des Systems SB entstchen.

1. Jede freie Zahlenvariable wird durch eine Ziffer ersetzt. Tritt eine
freie Zahlenvariable in einer Formel an mehreren Stellen auf, so wird sie
iiberall durch dieselbe Ziffer ersetzt. Verschiedene freie Zahlenvariablen
diirfen durch dieselbe Ziffer oder durch verschiedene Ziffern ersetzt
werden.

2. Jede freie Pridikatenvariable U wird durch U* ersetzt, wobei a
eine Ordinalzahl < I aus T(I) ist. Tritt eine freie Pridikatenvariable in
einer Formel an mehreren Stellen auf, so erhilt sie iiberall denselben
oberen Index. Verschiedene freie Pridikatenvariablen dirfen denselben
oberen Index oder verschiedene obere Indizes erhalten.

3. Jeder nicht ausgezeichnete Pridikatenquantor V X wird durch
V X" ersetzt, wobei 7 eine Limeszahl < I aus T(I) ist. Nicht ausgezeich-
nete Pridikatenquantoren, die im Bereich cines und desselben ausge-
zeichneten Pridikatenquantors auftreten, erhalten denselben oberen
Index. Im iibrigen diirfen verschiedene nicht ausgezeichnete Pridikaten-
quantoren densclben oberen Index oder verschiedene obere Indizes er-
halten. (Die ausgezeichneten Pridikatenquantoren bleiben unverindert.)
Nach dieser Definition hat man zu jeder Formel F’ des Systems SB’
cine entsprechende Formel des Systems SB, die aus F’ durch Streichung
der oberen Indizes von Pridikatenvariablen hervorgeht. Eine Formel
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des Systems SB’ heiBe eine Primformel, eine schwache oder starke Formel,
cine IT3-Formel oder Xi-Formel, wenn die entsprechende Formel des
Systems SB eine derartige Formel ist. Fiir eine Formel F’ des Systems
SB’ sei PV (F'): = PV (F), wobei F die entsprechende Formel des
Systems SB ist.

Wir verwenden in SB’ die entsprechenden Mitteilungszeichen wie in
SB.

Jeder in einer Formel des Systems SB’ auftretende Term ist numerisch,
hat also einen berechenbaren Wert. Die in einer Formel des Systems
SB’ auftretenden Pridikatenquantoren V X" heiflen geschichtete Pridi-
katenquantoren. Eine Formel des Systems SB” heiBe eine #-Formel, wenn
7 eine Limeszahl < Taus T (I) ist und jeder in dieser Formel auftretende
geschichtete Pridikatenquantor den oberen Index # hat.

Induktive Definition des positiven und negativen Auftretens von ge-
schichteten Pridikatenquantoren in einer Formel des Systems SB'.

1. In ciner Primformel tritt kein geschichteter Pridikatenquantor auf.

2. In einer Formel (A4 — B) tritt ein geschichteter Pridikatenquantor
genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in A negativ (positiv) oder in
B positiv (negativ) auftritt.

3.In einer Formel V x ¢4 [x] tritt ein geschichteter Pridikatenquan-
tor genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in e4 [0] positiv (negativ)
auftritt.

4. Jeder in einer Formel V X F[X] auftretende geschichtete Pridika-
tenquantor tritt in dieser Formel positiv auf.

5. In einer Formel V X" F[X] tritt der geschichtete Pridikatenquantor
VX" positiv auf. Jeder andere geschichtete Pridikatenquantor tritt in
der Formel VX" F[X] genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in
FLU] positiv (negativ) auftritt.

Induktive Definition des I-Grades Gr (F) einer Formel F des Systems
SB'.

1. Enthilt eine Formel F keinen geschichteten Pridikatenquantor
V Y1, 50 sei Gr (F): = 0.
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2. Enthilt eine Formel (4 — B) mindestens einen geschichteten Pri-
dikatenquantor V Y7, so sei

Gr (A— B) := max {Gr(4), Gr (B)} +1.

3. Enthilt ecine Formel Vx e [x] mindestens einen geschichteten
Pridikatenquantor V Y7, so sei Gr (V x eA [x]): = Gr (A [0])+1.

4. Enthilt eine Formel VX F[X] mindestens cinen geschichteten
Pridikatenquantor V Y7, so sei Gr (VX F[X]): = 1.

5. Enthilt eine Formel VX" F[X] mindestens einen geschichteten
Pridikatenquantor V Y7, so sei

Gr (V X" F[X]): = max {1, Gr (F[U°])}+1.
Nach dieser Definition hat eine Formel genau dann den -Grad 0,
wenn sie keinen geschichteten Pridikatenquantor V Y7 enthilt. Sie hat

genau dann den I-Grad 1, wenn sie eine Formel VX J[X] ist, die min-
destens einen geschichteten Pridikatenquantor V' Y7 enthalt. !

Induktive Definition des Grades gr (F) ciner Formel F des Systems
SB'.

1. Ist Fcine Primformel oder eine Formel VX F[X], sosei gr (F): =0

2. gr (A— B): = max {gr (4), gr (VB)}+1.

3.gr (Vxed{x]): = gr(ed[0])+1.

4.5 (¥ X7 FIX]): = gr (FIU) +1

Induktive Definition der Stufe st (F) einer II}-Formel F des Systems
SB'. -

1. Fiir jede konstante Primformel F sei st (F) = st (1 F): = 0.

256 (U ()= st (TU (1)) : = K2,

3.Ist A eine X1-Formel und B eine JI}-Formel, so sei st (4 — B)
= st (1 (B — A)): = max {st (71 4), st (B)}.

4. Ist V x eA [x] eine I1}-Formel, so sei

st (VxeAd[x]): = st (e4[0])). Ist V x e [x] eine LI-Formel, so sei
st (1V x e [x]): = st (T eA[0]).
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5.5t (VX F[X]):=st (FLU°]). Ist VX JF[X] eine schwache For-
mel der Stufe o, so sei st (TVX F[X]): = o*.

6.Ist V X* J[X] eine IT}-Foimel, so sei
st (VX F[X]): = max {Q,, st (F[U])}.

Nach dieser Definition hat jede I71-Formel des Systems SB’ ecine
Stufe 2, < L

Lemma 2.1. (Stufenlemma)

a) Jede IT4-Formel F, die cine n-Formel ist, hat die Stufe 0 oder £2,
oder ., mit n < w, wobei a der groBte obere Index der in F auftre-
tenden freien Pridikatenvariablen ist.

b) In einer IT}-Formel F der Stufe £, tritt keine freie Pradikatenvaria-
ble mit einem oberen Index > u auf.

c) Fiir IT}-Formeln P [A] und V [A] gilt:
st (P [A]) = max {st (4), st (P [L])},
st (N [A]) = max {st (1 4), st (N [L])}-

d) In ciner IT}-Formel der Stufe £2,, tritt keine Formel VX F[X] der
Stufe £, als Negativteil auf.

e) Ist st (VX F[X])= 2, < L soist auch st (F{U"]) = Q,.

Beweis durch Induktion nach den Lingen der betreffenden Formeln,
wobei d) aus ¢) und der Definition von st (T1V X F[X]) folgt.

Definition der Hihe h (F) ciner Formel F des Systems SB’. Tritt in F
keine freie Pridikatenvariable auf, so sei h (F): = 0. Andernfalls sei
h (F) die groBite Ordinalzahl, die in F als oberer Index einer freien
Pridikatenvariablen auftritt.

Axiome des Systems SB’.

(Ax 1) und (Ax 2) entsprechend wie fiir SB.
(Ax 3") Q[A4, B], wenn A und B gleichwertige Formeln vom Grad 0
und -Grad 0 sind.

Schwache Hauptschliisse des Systems SB'.
(S 1) und (S 3.0) entsprechend wie fiir SB.
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(§2.0") P [eA [n]] fiir jede Ziffer n = P [V x oA [x]]

(82.1) Pr [F[U"]] =P [V X FIX]]
wenn st (VX F[X])= £, < List, Uin der Konklusion nicht auf-
tritt und F die Formel VX F[X] ist.

Kritische Hauptschliisse des Systems SB'.
(§3.1) FIU*l = N [VX" F[X]] — N[V X" F[X]]

wenn a < 7 ist.

Dieser HauptschluB} hat den Index a.

Ausgezeichnete Hauptschliisse des Systems SB’.

(§3.2) FlUl - N [VX F[X]] - N [VX F[X]]
wenn st (VX F[X]) = Tist.
Dieser HauptschluB hat den Grad gr (F[U°]) und die Héhe I+ h
(VX FIX)-

(§33) (A<BVN[VXN(Ac XS B FN[VXQ(edc
X < B)] wenn T (eA < B) eine IT3-Formel der Stufe I ist.
Dieser HauptschluB hat den Grad max {gr (gr (e4 < eA),
gr (e4 < B)} und diec Hohe I+ h (e4 < B).

Starke Hauptschliisse des Systems SB'.

(§2.2") Pe[ F[U] fin alle a< Taus T (I) —P[VX F[X]]
wenn st (VX F[X])=1ist, U in der Konklusion nicht auftritt
und F die Formel VX F[X] ist.

Dieser HauptschluB hat den Typ I'und die Hohe h (VX F[X]) + o.

(§2.3) Pe[FIU] fir alle a<naus T(I) P [VX" F[X]]
wenn U in der Konklusion nicht auftritt und F die Formel V X"
JIX] ist.

Dieser HauptschluB hat den Typ n und die Hohe 0.

Die Primisse Pp[ F[U®]] eines starken Hauptschlusses heiBt die
a-te Primisse des betreffenden Hauptschlusses.

Der Hauptteil eines Hauptschlusses ist der bezeichnete Positivteil oder
Negativteil seiner Konklusion.
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Schnitte des Systems SB’.

AVF, A—-FWrF

Der I-Grad eines Schnittes ist der I-Grad Gr (A) seiner Schnittformel
A. Der Grad eines Schnittes ist der Grad gr (A) seiner Schnittformel 4.

Induktive Definition von SBJLF fiir y € T (I).

1. Ist F cin Axiom des Systems SB’, so gelte SB,JZF fiir jede Ordinal-
zahl y€T(I) und alle natiirlichen Zahlen k und m.

2. Gilt SBJfiF, mit y, < y fir jede Primisse F, eines schwachen
Hauptschlusses oder cines Schnittes von einem /~Grad < k und einem

Grad < m, so gelte SBL[F fiir dic zugehérige Konklusion F.
3. Gilt SB]

kritischen Hauptschlusses vom Index a, so gelte SBJZF fiir dic zuge-

“oF, mit y, <y und a <y fir die Primisse F, eines

horige Konklusion F.

4. Gile SByJ/*F, mit p, < v und 6 < y fiir die Primissc F, eines aus-
k<o 0 0
gezeichneten Hauptschlusses von einem Grad < m und der Héhe 6, so

gelte SBL!ZTF fir die zugehorige Konklusion F.

5. Ist f eine Herleitungsfunktion (gemiB [1] § 10) mit n€D(f),
f(n) <y und & < y und gilt SBJ“ F, fiir jede a-te Primisse F, cines
starken Hauptschlusses vom Typ % und der Hohe 6, so gelte SB;L"TF
fiir die zugehdrige Konklusion F.

6. (o-Regel) SB_F gelte unter folgenden Voraussetzungen:

a) V X JF[X] sci eine Formel der Stufe o < L

b) fsei eine Herleitungsfunktion (gemiB [1] § 10) mit ¢+€D(f) und
flo) =

o) SBYLOV X FIX]]VF

d) SBy|=P [V X F[X]] = SBIILOP [F]

gelte fir alle @< o+ aus T (I) und jede ITi-Formel P [V X F[X]]
der Stufe 0.
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Lemma 2.2. SB|LF, y < d,i<k m<n=SBJF

Beweis durch Induktion nach y.

§ 3. Deduktive Eigenschaften des Systems SB’

Lemma 3.1. (Umsetzungslemma)

a) Aus SB}JLF folgt SB2.G, wenn F und G gleichwertige Formeln
sind.
b) Aus SBLLVT]:[U“] folgt SB,:|%]7[V“], wenn U nicht in J* auftritt.

Bewets durch Induktion nach y.

Lemma 3.2. (Schwaches Inversionslemma)
a) Aus SBYZN [(A — B)] folgt SBJZN [T A] und SB,ZN [B].
b) Aus SBJZ P [V x eA [x]] folgt SBYZ P [eA[]].

Beweis durch Induktion nach 7, fiir b) unter Benutzung von Lemma

3.1 a) Das schwache Inversionslemma a) gilt auch, wenn B die Formel 1
ist, weil in diesem Fall SBi[Z.V [T A] nach Voraussetzung gilt und
N [B] ein Axiom (Ax 2} ist.

Lemma 3.3. (Strukturschlusslemma) Aus SB;‘f'_nF und F |LG folgt
SB,LG.

"

Beweis durch Induktion nach 9 unter Benutzung von Lemma 3.2.

Lemma 3.4. (Starkes Inversionslemma) Aus SBZ P [V X» F[X]]
folge SB[ P [ F[U*]] fiir a < 7.

m

Beweis durch Induktion nach y.

1. P[V X" F[X]] sei ein Axiom des Systems SB’. Dann ist auch
P F[U"]] ein Axiom.

2. PV X" F[X]] sei durch einen schwachen, kritischen oder ausge-
zeichneten HauptschluB oder durch einen Schnitt erschlossen. Aus y, <y
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folgt 9,4k a < y =k a nach [1] Lemma 9.14 a). Die Behauptung folgt
daher aus der I V.

3. PV X" F[X]] sei beziiglich einer Herleitungsfunktion f durch
cinen starken HauptschluB, dessen Hauptteil nicht die Formel V X" F[X]
ist, oder durch die o*-Regel erschlossen. Dann folgt die Behauptung aus
der I. V. durch einen starken Hauptschlul oder durch die o*-Regel be-
ziiglich der Herleitungsfunktion a4 f (gemiB [1] § 10).

4. P[V X" F[X]] sei durch einen starken Hauptschlu mit dem
Hauptteil V X" JF[X] erschlossen. Dann hat man eine Herleitungs-
funktion fmit € D(f), f(y) < v und nach dem StrukturschluBlemma

SBUL® P [F[U]

Man hat f(a) < f(n) 4 a nach [1] Corollar 10.8 a), also auch f (a) < y
4= a, womit sich die Behauptung ergibt.

Induktive Definition des Ranges r (F) ciner Formel F. des Systems
SB'.
1.Ist F cinc Primformel oder eine schwache Formel V X F[X], so
seir (F):= 0.
2.1 (A — B):= max {r (A), r (B)}+1.
3.r(Vaxed[x])i=r(c4[0]) + 1.
4. Ist F eine starke Formel V X F[X] oder VX" F[X], so sei
£ (F) = £ (FLO) + 1.
Nach dieser Definition ist gr (F) < r (F).

Definition der Indexsumme IS (F) einer Formel F.

Enthilt F keine freie Pridikatenvariable, so sei IS (F) := 0. Andern-
falls sei IS (F) die natiirliche Summe aller Ordinalzahlen, die in F als
obere Indizes von freien Pridikatenvariablen auftreten.

Lemma 3.5. (1. Tautologielemmma) Fir jede NP-Form () und jede
I-Formel F von einem Rang < m gilt SBy|L"2"*15®) QO [FF].
Beweis durch Induktion nach r (F).
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1. F sei eine Primformel oder ecine schwache Formel VX JF[X].
Dann ist Q [F,F] ein Axiom (Ax 3').

2. F sci eine I-Formel (A — B). Dann hat man m > 0 und nach L. V.
SBé!’_{x_'(Zm—Z)HS(F)Q [—-I A,F] und SB(’)L{I_‘(%—Z)HS(F)’Q [B,F].

Die Behauptung folgt durch einen HauptschluB (S1).

3. F sci cine I-Formel V x e4[x]. Dann hat man m > 0 und nach I. V.
SB|L *@n-2HSE) o4 [n] — O [F, eA []]

m

fiir jede Ziffer n. Durch Hauptschlisse (S 3.0) und (S 2.0) folgt die Be-
hauptung.

4. F sei eine starke I-Formel V X F[X] oder V X! F[X]. Dann hat
man m > 0 und nach L. V.

SBL Cr2HSEe T[] — O, [F, FIU]

m

fir jede Ordinalzahl a < I aus T(I), wobei U nicht in Q[F,F] auf-
tritt und O, [F, F[U%]] aus Q [F, F[U"]] dadurch entstche, daB jeder
darin auftretende Positivteil F durch 1 ersetzt wird. Hierbeiist gr (F[U*])
< m. Durch Hauptschliisse (S 3.1") oder (S 3.2') folgt

SB L. @n-1+SEyHe g [F, F[U]]

i3

Die Behauptung folgt durch einen starken HauptschluB beziiglich der
Herleitungsfunktion f mit f(a) = I . 2m—1) + IS (F) 4k a fira < L

Lemma 3.6. (Induktionslemma) Fir jede F-Formel eA [t] vom Rang
m und der Indexsumme ¢ gilt
SBS}%""“’ V x (e [x] = eA [x']) = (e4 [0] > V x e [x])
Beweis. B [n] sei die Formel
V x (eA [x] = eA4 [x]) = (eA [0] = eA [n])
Wir beweisen durch Induktion nach n

(1) SB(’)'_]_'Zm+6+2n B [Il]

m

fiir jede Ziffer n. Fiir n = 0 gilt (1) nach dem 1. Tautologielemma. Wir
beweisen nun (1) fiir n = n + 1 unter der Voraussetzung, daB (1) fiir n
gilt. Aus dieser Voraussetzung folgt nach dem StrukturschluBlemma
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() SBYLHE A [] > B ]
Nach dem 1. Tautologielemma hat man

() SBIL A [] > B[]

Aus (2) und (3) folgt durch einen HauptschluB (S 1)

(@) SBYL e [n] > od []) — B[]

Aus (4) folgt die Behauptung fiir #” durch einen HauptschluB (S 3.0).

Aus (1) folgt nun die Behauptung von Lemma 3.6 durch einen Haupt-
schluf (S 2.0").

Lemma 3.7. (2. Tautologielemma) Ist ) eine Limeszahl < I, so gilt
SB(')I%'Z’” O [F, Flfiir jede NP-Form Q und jede #-Formel F von einem
Grad < m.

Beweis durch Induktion nach gr (F).

1. F sei cine Primformel oder cine 7-Formel V X F[X]. Dann ist
QO [F,F] ein Axiom (Ax 3).

2. F sei eine 7-Formel (A — B). Dann folgt dic Behauptung aus der
L. V. durch einen HauptschluB (S 1).

3. F sci eine 7-Formel V x e [x]. Dann folgt die Behauptung aus der
L. V. durch Hauptschliisse (S 3.0) und (S 2.0').

4. F sei eine 7-Formel V X" F[X]. Dann hat man m > 0 und nach
LV.

(1) SBolz- @2 FU] = QO [FF[U]
fiir jede Ordinalzahl a < 7, wobei U nicht in @ [F, F] auftritt und
O, [F, F{U%] aus Q[F, JF[U"]] dadurch entsteht, daB jeder darin

auftretende Positivteil F durch L ersetzt wird. Aus (1) folgt durch einen
HauptschluB (S 3.1).

(2)  SBL e Q) [F,FU]

Aus (2) folgt die Behauptung durch ecinen starken HauptschluB beziig-
lich der Herleitungsfunktion f mit f(a) = #.(2m—1) 4 a fir a < 7.
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Lemma 3.8. Sind VX J[X] und P [V X F[X]] [1i-Formeln der
Stufe 0 = 2, < I'und ist a < &7, so gilt:

SBole- P [V X F[X]] = SByls- P [F[U"]]

Beweis durch Induktion nach a. Nach Voraussetzung ist P [V X F[X]]
weder durch einen Schnitt noch durch einen kritischen oder ausgezeich-
neten Hauptschluf3 erschlossen.

1. PV X JF[X]] sei ein Axiom. Dann ist auch P[F[U"]] ein
Axiom, weil die /71-Formel P [V X F[X]] der Stufe ¢ nach Lemma
2.1 d) keinen mit der Formel VX F[X] gleichwertigen Negativteil
enthilt.

2. PV X F[X]] sci durch einen HauptschluB3 erschlossen. Ist dies
ein HauptschluB (S 2.1") mit dem Hauptteil V X F[X], so folgt die
Behauptung aus der Primisse nach dem StrukturschluBlemma. Andern-
falls folgt die Behauptung aus der I. V.

3. P[VX F[X]] sci durch cine w+-Regel erschlossen. Dann hat man
7t < a< ot,also w< o. In diesem Fall tritt die Formel V X F[X] der
Stufe o in keiner I71-Formel der Stufe wauf. Die Behauptung folgt daher
aus der L V.

Lemma 3.9. Ist G[U”] ecine /7i-Formel der Stufe o= 2, < 1T
mit U & PV (G [U*]), wobei U nicht in § auftritt, und gilt
SBy[2 G [U"] mit a < o¥, so folgt

a) SB(')|%'2'"+‘5 # G [eA], wenn eA [t] cine I-Formel vom Rang m
und IS (eA [t]) = dist,

b) SB")l%' 2n# e G [ed], wenneA [t] eine n-Formel vom Grad m mit
7 < Iist.
Beweis durch Induktion nach a. Nach Voraussetzung ist G [U*] weder

durch cinen Schnitt noch durch einen kritischen oder ausgezeichneten
HauptschluB erschlossen.

1. G [U*] sci ein Axiom des Systems SB’. Ist auch § [eA4] ein Axiom,
so gelten die Behauptungen. Andernfalls ist G [e4] ecine Formel
QO [eA [s], eA [t]] mit gleichwertigen Termen s und ¢. Dann folgen die
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Behauptungen aus dem Umsetzungslemma a) und dem 1. und 2. Tauto-
logiclemma.

2. G [U*] sei durch einen HauptschluB erschlossen. Dann folgen die
Behauptungen aus der L V.

3. G [U*] sci durch eine w+-Regel erschlossen. Dann hat man n+ < a
< ¢+, also w< 0. In diesem Fall tritt U* nach Lemma 2.1b) in keiner
I13-Formel der Stufe 7 aut. Die Behauptungen folgen daher aus der L V.

Lemma 3.10. (¢+-Lemma) Ist V X F[X] cine Formel der Stufe o < I,
so gilt

) SBy 7 7740V X FX] > Fled]
wenn A4 [¢] eine I-Formel vom Rang m und IS (eA [¢]) = dist,

b) SBy |1 27 "o X F[X] - Fled]
wenn e [¢] eine n-Formel vom Grad m mit < Iist.

Beweis. fsciim Fall a) die Herleitungsfunktion mit f (a) = I.2m + é 4k a
und im Fall b) die Herleitungsfunktion mit f(a)= #.2m 4k a fir
a < o+ Aufgrund von (Ax 3) hat man

(1) SB&I%“” VX F[X] V (VX F[X] — FleA])
Nach den Lemmata 3.8 und 3.9 und dem StrukturschluBlemma gilt im
Fall a)

(22) SBy |2 P[VX F[X] = SBo[f" P[(VX F[X] - FleA])]
und im Fall b)
(2b) SBo|e P [VX JF[X]] =SB, [£ P [(VX F[X] — FleA])]

fir alle a< ot aus T(I) und jede I7i-Formel P[VX F[X]] der
Stufe ¢. Die Behauptungen folgen durch die o+-Regel.

Im folgenden sei M ecine endliche Menge von Ordinalzahlen < I aus
T (I) mit 0 € M und X' M dic natiirliche Summe aller Ordinalzahlen
der Menge M.

Unter ciner M-Interpretation einer Formel F des Systems SB verstehen

wir eine Formel F’ des Systems SB’, die durch folgende Ersetzungen aus
der Formel F entsteht.
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1. Jede freie Zahlenvariable wird durch eine Ziffer ersetzt.

2.Jede freie Pridikatenvariable U wird durch U*™ ersetzt, wobei
a€Mund n < wist.

3. Jeder nicht ausgezeichnete Pridikatenquantor V X wird durch
V X! ersetzt.

Jede M-Interpretation einer Formel des Systems SB ist also eine I-For-
mel des Systems SB'.

Lemma 3.11. (Interpretationslemma) Gilt SB|“F fiir eine Formel F
des Systems SB, so gibt es natiirliche Zahlen k und m, so daB

SB, |1 @*m*+EME fiir jede M-Interpretation F’ von F gilt.

nt

Beweis durch Induktion nach #.

1. F sei ein Axiom des Systems SB. Ist dies eines der Axiome (Ax 1)
bis (Ax 4), so ist F’ cin Axiom des Systems SB'. Ist F ein Axiom (Ax 5),
so folgt die Behauptung aus dem Induktionslemma 3.6. Ist F ein Axiom
(Ax 6), so folgt dic Behauptung aus dem o+-Lemma 3.10 a).

2. F sei durch einen StrukturschluB erschlossen. Dann folgt diec Be-
hauptung aus der I. V. nach dem StrukturschluBlemma.

3. F sei durch einen HauptschluB (S 1), (S 2.0) oder (S 3.0) des Systems
SB oder durch einen Schnitt erschlossen. Dann folgt die Behauptung aus
der I V. durch einen entsprechenden Hauptschlu oder Schnitt des
Systems SB’.

4. F sei durch einen HauptschluB (S 2.1) erschlossen, dessen Haupt-
teil eine schwache Formel ist. Dann ist n > 0 und F’ eine Formel
P[VX F[X]], wobei VX F[X] ecine Stufe £2,< I hat. Nach Lemma
2.1 a) ist u € M. Man hat daher nach 1. V.

SB, |Lr @Hn-0+ZM P [ F[U*]]

wobei U nicht in F” auftritt und G die Formel VX F[X] ist. Mit einem
HauptschluB (S 2.1°) folgt die Behauptung.

5. F sei durch einen HauptschluB (S 2.1) erschlossen, dessen Haupt-
teil eine starke Formel ist. Dann ist # > 0 und F’ eine Formel P [VX
JF[X]] mit einer starken I-Formel V X J[X] oder eine Formel V X!
JFI[X]. In diesem Fall hat man nach L. V.
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SByfL @ F T EMEe P [ FUY]

fiir alle @ < T aus T (I), wobei U nicht in F” auftritt und G die Formel
VX F[X] oder VX! F[X] ist. Die Behauptung folgt durch einen
starken HauptschluB des Systems SB” vom Typ I beziiglich der Herlei-
tungsfunktion f mit f (o) = I.(w + n—1) + 2 M4k afira< L

6. F sei durch einen Hauptschluf} (S 3.1) erschlossen, dessen Hauptteil
mit einem nicht ausgezeichneten Pridikatenquantor beginnt. Dann ist
n >0 und F’ cine Formel N [V X! F[X]]. In diesem Fall hat man nach
LV.

Bl ©*# DI F[U] > N [V F(X]]
mit a = B+ i, € M. Dies gilt nimlich nach Voraussetzung, wenn U

in F’ auftritt. Andernfalls kann a= 0 gewihlt werden. Die Behauptung
folgt nun dutch einen HauptschluB (S 3.1).

7. F sei durch einen HauptschluB (S 3.1), der mit einem ausgezeich-
neten Pridikatenquantor beginnt, oder durch einen HauptschluB (S 3.2)
erschlossen. Dann ergibt sich die Behauptung aus der I. V. durch einen
ausgezeichneten HauptschluB3 des Systems SB'.

§ 4. Herleitungsreduktionen in SB’

Lemma 4.1. Ist C einc Formel vom I-Grad k + 2 und einem Grad
< m, die nicht die Gestalt (A — B) hat, und gilt

() SBi,lzPIC)
) SBi,|tC—F
so folgt
By, [2¥9 P [F]
Beweis durch Induktion nach 6.
1. C — F sei ein Axiom. Dann sind auch F und P [F] Axiome.

2. C — F sei durch einen nicht starken HauptschluB, dessen Hauptteil
in F liegt, oder durch einen Schnitt erschlossen. Dann folgt die Behaup-
tung aus der L V.

3. C — F sei beziiglich einer Herleitungsfunktion f durch einen star-
starken HauptschluB oder durch die o+-Regel erschlossen. Dann folgt die
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Behauptung aus der I. V. durch einen starken Hauptschlufl oder durch
diec o*-Regel beziiglich der Herleitungsfunktion y == f.

4. C — F sei durch einen HauptschluB mit dem Hauptteil C erschlos-
sen. Dies kann, da Gr (C) = 2 ist und C nicht die Gestalt (4 —B) hat,
nur cin HauptschluB (S 3.0) oder (S3.1") sein. Es kommen also nur
folgende zwei Fille in Betracht.

4.1. C ist eine Formel V x A [x], und man hat §;, < 6 mit
(3)  SByy [reAd[] > (C—F)
Aus (1) und (3) folgt nach I. V. und dem StrukturschluBlemma
4  SBiy,|L¥%ceAd[] > P[F]

Aus (1) folgt nach dem schwachen Inversionslemma b) und dem Struk-
turschluBlemma

(5)  SBi,lLed[]VP[F]

Aus (4) und (5) folgt die Behauptung durch einen Schnitt mit der
Schnittformel eA [¢], die den I-Grad k + 1 und einen Grad < m hat.

4.2. C ist eine Formel VX" F[X], und man hat a < %, , < 4 und
a < 6 mit

©)  SBiul2 FIUT > (C—F)
Aus (1) und (6) folgt nach der I V. und dem StrukturschluBlemma
() SBLLFe FIUT > P [F)

Aus (1) folgt nach dem starken Inversionslemma und dem Struktur-
schlufllemma

8  SBe, [2F F[U"] V P[F]

Aus (7) und (8) folgt die Behauptung durch einen Schnitt mit der Schnitt-
formel F[U?], die cinen I-Grad < k + 1 und cinen Grad < m hat.

Lemma 4.2. Aus SBL+2|% F folgt SB,'ﬁ_1 %y F.
Beweis durch Induktion nach y.

1. F sci ein Axiom. Dann ist die Behauptung trivial.
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2. F sei durch einen nicht starken HauptschluB8 oder durch einen
Schnitt von einem I-Grad < k + 1 erschlossen.

Aus y; < y folgt w"i < @’ nach [1] Lemma 9.14 b). Die Behauptung
folgt daher aus der I V.

3. F sei beziiglich einer Herleitungsfunktion f durch einen starken
HauptschluB oder durch die o*-Regel erschlossen. Dann folgt die Be-
hauptung aus der I. V. durch einen starken HauptschluB oder durch die
o+-Regel beziiglich der Herleitungsfunktion ' (gemil [1] §10).

4. F sei durch cinen Schnitt vom I-Grad k + 2 erschlossen. Dann hat
man a < y, f < y und cine Formel C vom I-Grad k + 2 und einem
Grad < m mit

SByipe CV Fund SB,, |2 C— F
Nach der I. V. folgt
SBy, [2" CV Fund B, |¢"C — F
4.1. C habe nicht die Gestalt (A — B). Dann folgt dic Behauptung
nach Lemma 4.1 und dem StrukturschluBlemma.
4.2 C sci cine Formel (A4 — B). Dann hat man
(1)  SB,|¢"(A—B)VF
@  SBy,l’(4—>B)—>F
Aus (1) folgt nach dem StrukturschluBlemma
(3)  SBpy|2"4—(BVF)
Aus (2) folgt nach dem schwachen Inversionslemma a) und dem Struk-
turschluBlemma
(4)  SB,|2"AV(BVEF)
() SBy,l2’B—>F
Aus (3) und (4) folgt durch einen Schnitt mit der Schnittformel A, die
cinen I-Grad < k + 1 und einen Grad < m hat,
(6)  SByy,[2"#*"BVF

Aus (5) und (6) folgt dic Behauptung durch einen Schnitt mit der
Schnittformel B, dic cbenfalls einen I-Grad < k 4+ 1 und einen Grad
< m hat.
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Lemma 4.3. Aus SB[ F folgt SB}|2¢" F.

Beweis. Man hat o, (y): = y und o,,,, (y) : = w®»?. Die Behauptung
folgt aus Lemma 4.2 durch Induktion nach k.

Definition. Eine Formel des Systems SB’ heille klein, wenn in ihr
kein Pridikatenquantor V X! positiv auftritt.

Lemma 4.4. (Negatives Quantoren-Reduktionslemma) Ist  eine Limes-
zahl < I'aus T(I) und geht eine kleine Formel F dadurch, daf8 gewisse
negativ in ihr auftretende Pridikatenquantoren V X' durch V X" er-
setzt werden, in eine Formel F’ iiber, so gilt:

SBy|L F,dy < =SB, |L¥#" F’
Beweis durch Induktion nach y.
1. F sei ein Axiom des Systems SB’. Dann ist auch F’ ein Axiom.

2. F sei durch einen schwachen oder kritischen Hauptschluf oder
durch einen ausgezeichneten HauptschluB, dessen Hauptteil nicht von
der Ersctzung betroffen ist, oder durch einen Schnitt erschlossen. Dann
sind auch die Primissen des betreffenden Schlusses kleine Formeln. Aus
v; < y folgt nach [1] Lemma 9.5 dy, < dy, also dy, < dy < #. Die Be-
hauptung folgt daher aus der 1. V. (Im Fall eines kritischen Haupt-
schlusses von Index a folgt a = da < dy < naus a < 9, so daBl die
Bedingung a < 7 fiir diesen SchluB erfiillt ist.)

3. F sei beziiglich einer Herleitungsfunktion f durch einen starken
HauptschluB oder durch die o+-Regel erschlossen. Dann hat man, da F
eine kleine Formel ist, 8 < I mit # € D (f) und f(8) < y. Nach den in
[1] §10 bewiesenen Eigenschaften der Herleitungsfunktion df folgt df
(a) < df (B) < dy fiir alle a < f. Die Behauptung folgt daher aus der
L V. durch einen starken HauptschluB oder durch die o+-Regel beziig-
lich der Herleitungsfunktion # < f.

4. F sei durch einen ausgezeichneten HauptschluB (S 3.2") erschlossen,
dessen Hauptteil von der Ersetzung betroffen ist. Dann ist F eine Formel
N[VX F[X]] und F’ eine Formel N’ [V X F'[X]], wobei VX F[X]
eine starke -Formel und VX F'[X] die entsprechende 7-Formel ist.
Man hat gr (F[U®]) < m, yo <y, I+ h (VX F[X]) < y und nach L V.
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(1) SBofe®" F'[U] > N[V X F'[X]]
Die Formel ¥ X F'[X] hat cine Stufe ¢ = £, < I. Nach Lemma 3.10

b) und dem StrukturschluBlemma hat man
@SByl FIUTVNIYX FX]]

Aus I+ h (VX F[X]) < y folgt nach Lemma 2.12) u < y==#. Dann
ist, da > I'ist, auch u + 1 < y == und nach [1] Lemma 9.11 auch
ot = 2,,, <y n. Dic Behauptung folgt daher aus (1) und (2)

durch einen Schnitt mit der Schnittformel F'[U?], die den I-Grad 0
und einen Grad < m hat.

5. F sei durch einen ausgezeichneten Hauptschluf3 (S 3.3') erschlossen,
dessen Hauptteil von der Ersetzung betroffen ist. Dann ist F eine Formel
N[VX F[X]] und F' eine Formel N" [V X F” [X]], wobei V X F[X]
cine starke I-Formel VX7l (e4 € X < B) und VX F’ [X] die ent-
sprechende #-Formel ist. Man hat gr (e4 < e4) < m, gr (e4 = B) < m,

Yo < s
I+ h(VX F[X])<yund nach L V.
(3)  SByp*(eA = B)VNI[VX F[X]]

Die Formel VX F’[X] hat eine Stufe 0= 2, < I Nach Lemma
3.10 b) hat man

SBo|Z #7 0V X F[X] > (A < oA S B)
Nach dem StrukturschluBlemma folgt
(@) SBo|I# e (e € o) > (A = B) - N [VX F[X]])
Aus Lemma 3.7 folgt
()  SBy|Z ¢ (A < oA)

Wie im 4. Fall ergibt sich o < y 9. Da y > Iist, folgt 7.0 < y& 7
und o* 4 9. < y 4 7. Die Behauptung folgt daher aus (3), (4) und
(5) durch Schnitte mit den Schnittformeln (e4” € e4’) und (4’ < B),
die den I-Grad 0 und Grade < m haben.

Bezeichnungen. Im folgenden bezeichnen wir mit J einc endliche
(eventuell leere) Menge von Limeszahlen < I aus T (I) und mit ] die
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natiitliche Summe aller Ordinalzahlen der Menge J. (Ist J leer, so sei
2J:=0)

Mit F/J bezeichnen wir eine Formel, die aus der Formel F dadurch ent-
steht, daB gewisse Pridikatenquantoren v X', die in F positiv auftreten,
durch V X" mit », € J ersetzt werden. (Ist J leer, so ist F[] dic Formel F.)

Lemma 4.5. (Positives Quantoren-Reduktionslentma)
Gilt SB, I.,’,'_'F und ist F/ J eine kleine Formel, so folgt

21#}'#:]1;/]

m

SB,
Beweis durch Induktion nach y.

1. F sei ein Axiom des Systems SB’. Dann ist auch F/[J ein Axiom.

2. F sei durch einen schwachen, kritischen oder ausgezeichneten
HauptschluB oder durch einen Schnitt vom J-Grad 0 erschlossen. Aus
y; <y folgt ' #ide X ] < ' #74k X J. Die Behauptung folgt daher
aus der L. V.,

3. F sci beziiglich einer Herleitungsfunktion f durch cinen starken
HauptschluB von einem Typ < I oder durch die ot-Regel erschlossen.
Dann folgt die Behauptung aus der 1. V. durch einen starken Haupt-
schluB oder durch die o*-Regel beziiglich der Herleitungsfunktion
S o',

4. F sei durch einen starken HauptschluB (S 2.2') erschlossen. Dann ist
F eine Formel P [V X F[X]] und F[J eine Formel P’ [V X F* [X]],
wobei V X [ X] eine starke I-Formel und VX J” [ X] die entsprechende
n~Formel fiir ein n € J ist. Die Formel VX F’'[X] hat eine Stufe
Q,< I Man hat ecine Herleitungsfunktion fmit I€D (f), f(I) € v,
(VX F[X])+ o < y undnach 1. V.

(1) SBofe O PG [F[U"]]

m

wobei U in F/J nicht auftritt und G die Formel V X F’ [ X] ist. Nach [1]

Corollar 10.8 a) ist f(u) < f(I)dF p < vk p, und aus h (VX F[X])
+ o < y folgt nach Lemma 2.12) yu < y # X' J. Hiermit und mit

S (1) < yergibt sich
wl#f(")=ﬁ=2]<wl#7=ﬁ=2]
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Die Behauptung folgt daher aus (1) und durch cinen HauptschluB
(S2.1).

5. F sci durch einen starken HauptschluB (S 2.3) vom Typ I erschlos-
sen. Dann ist F ecine Formel P [V X! F[X]] und F/J cine Formel
PV X F'[X]] mit einem 5 €. Man hat eine Herleitungsfunktion
fmit I €D(f),f(I) < yund nach L V.

2) SB, |%I#f(a)#” PLIF [UM] fir alle a < 9 aus T (I), wobei
Unicht in F/[J auftritt und G die Formel V X" F* [ X] ist. Fiir die Her-
leitungsfunktion g: = Z J 4k o' */ erhilt man n €D (g) und g ()
< o' *7 4= X' J. Die Behauptung folgt daher aus (2) durch einen starken
HauptschluB (S 2.3') vom Typ # beziiglich der Herleitungsfunktion g.

6. F sei durch einen Schnitt vom I-Grad 1 erschlossen. Dann hat man
a < y, f <y und eine starke FFormel V X F[X] mit

@) SBjRYXJFIX]VF

(4)  SBjEVX F[X]->F

wobei m > 0 ist. Aus (4) folgt fiir 6: = ! ## 4 ¥ ] nach L V.
() SBo|tVX F[X]—F[]

V X F’[X] sei die Formel, die aus der Formel V X F[X] dadurch ent-
steht, daB jeder darin auftretende Pridikatenquantor V X! durch v X945
ersetzt wird. Aus (5) folgt nach Lemma 4.4

(6)  SBo|e¥V X F'[X] > F|]

Aus (3) folgt nach der L. V.

(7)  SBy|ef#e+rr#dsV X F'[X]VEF|[]

Man hat § = dé < o' #7 4= X Jund

ol ¥Fede T d5 < o' *74 X J. Die Behauptung folgt daher aus (6)
und (7) durch ecinen Schnitt mit der Schnittformel V X F’ [X], die den
I-Grad 0 und den Grad 0 hat.

Corollar 4.5. Gilt SB; ,% Ffiir eine Formel F vom I-Grad 0, so folgt
SBy 2 *7 F,
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Beweis. ﬁies folgt aus Lemma 4.5 fiir die leere Menge J, da in diesem
Fall F eine kleine Formel ist.

Lemma 4.6. (1. Kollabierungslemma) Gilt SB, I% F fir eine Formel F
vom I-Grad 0, so folgt SB, i F.

Beweis durch Induktion nach y. Da F den I-Grad 0 hat, kann F nicht
durch einen ausgezeichneten HauptschluB erschlossen sein.

1. F sei ein Axiom. Dann ist die Behauptung trivial.

2. F sei durch einen schwachen oder kritischen HauptschluB oder
durch einen Schnitt erschlossen. Dann ist auch jede Primisse dieses
Schlusses eine Formel vom I-Grad 0. Die Behauptung folgt daher aus
der L. V.

3. F sei beziiglich einer Herleitungsfunktion f durch einen starken
Hauptschluf oder durch die o+-Regel erschlossen. Dann hat man, da F
den I-Grad 0 hat, ein f < I mit 8 € D (f) und f () < 7. In diesem Fall
ist nach [1] §10 df cine Herleitungsfunktion mit § € D (df) und df (f)
< dy. Die Behauptung folgt aus der I. V. durch einen starken Haupt-
schlul oder durch die o*-Regel beziiglich der Herleitungsfunktion df.

Lemma 4.7. Ist C einc Formel vom I-Grad 0 und Grad m, die nicht
die Gestalt (A — B) hat, und gilt

(1)  SByz P[C]

(@) SByltC—F

mit d < I, so folgt
SBylore PF]

Beweis durch Induktion nach 8. Da § < I'ist, kann C — F nicht durch
einen ausgezeichneten HauptschluB erschlossen sein.

1. C — F sei ein Axionm des Systems SB’. Dann kommen folgende
drei Fille in Betracht.

1.1. Fist cin Axiom. Dann ist auch P [F] ein Axiom.

1.2. Cist eine falsche konstante Primformel. Dann hat man P [C] |
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P [F]. Die Behauptung folgt daher aus (1) nach dem StrukturschluB-
lemma.
1.3. Fist eine Formel P([C,], wobei C und C, gleichwertige Formeln

sind. Dann hat man P [C,] |£ P [F]. Die Behauptung folgt daher aus
(1) nach dem Umsetzungslemma a) und dem StrukturschluBlemma.

2. C — F sei durch einen HauptschluB oder durch einen Schnitt oder
durch die o+-Regel erschlossen. Dann erfolgt der Beweis entsprechend
wie fiir Lemma 4.1.

Lemma 4.8. Gilt SB|Z  F mit y < I, so folgt SBy|2” F.

Beweis mit Lemma 4.7 entsprechend wie fiir Lemma 4.2.

Lemma 4.9. Gilt SBy|Z F mit y < I, so folgt SBy 2"’ F.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 4.8 durch Induktion nach m.

Lemma 4.10. (2. Kollabierungslemma) Gilt SB,, '% F mit y < Ifiir eine

IT}-Formel F einer Stufe < ¢ < 1, so folgt SB, loia}' F.

Beweis durch Induktion nach y. Nach Voraussetzung kann F weder
durch einen Schnitt noch durch einen kritischen oder ausgezeichneten
HauptschluB erschlossen sein.

1. F sei ein Axiom. Dann gilt die Behauptung.

2. F sei durch einen schwachen Hauptschlul erschlossen. Dann sind
auch die Primissen dieses Schlusses J71-Formeln von Stufen < ¢. Aus
v; <y < Ifolgt nach [1] Lemma 8.8 d,y, < d,y. Die Behauptung folgt
daher aus der 1. V.

3. F sei durch einen starken HauptschluB vom Typ # erschlossen.
Dannist < £, < 0. In diesem Fall hat man eine Herleitungsfunktion f
mit 7 € D (f) und f(5) < y und nach [1] §10 eine Herleitungsfunktion
d,f mit €D (d,f) und d, f () < d,y. Die Behauptung folgt aus der
L V. durch den starken HauptschluB mit der Herleitungsfunktion d, f.

4. F sei durch eine 7t+—chcl erschlossen. Dann hat man eine Herlei-

tungsfunktion fmit =" € D (f) und f(x") < ».
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4.1. Sei 7 < ¢. Dann hat man nach [1] §10 cine Herleitungsfunktion
d,f mit n* €D (d,f) und d,f(r*) < d, y. Die Behauptung folgt aus
der I. V. durch die w*-Regel beziiglich der Herleitungsfunktion d, f.

4.2. Sei ¢ < w. Nach der n*-Regel hat man eine Formel VX F[X]
der Stufe 7 mit

(1)  SB POV X F[X]VF

In diesem Fall ist V X F[X]VF cine I7i-Formel der Stufe w< I
und f(0) < I Aus (1) folgt daher nach der I V.

@  SBels™ VX FIX]VF

VX FIX]VF ist eine II3-Formel P [V X F[X]] der Stufe = mit
P[F] lﬁ F,undesistd f(0) < n*. Aus (2) folgt daher nach der w"-Regel
und dem StrukturschluBlemma

1 @)
()  SBofs E

Nach [1] Lemma 10.9 hat man f(d,, f(0)) < f (=*) < y. Die Behauptung
folgt daher aus (3) nach der I. V.

Definitionen.

1. Die Null-Interpretation einer schwachen Formel F des Systems SB
sei die Formel F® des Systems SB’, die aus F dadurch entstcht, daB jede
darin auftretende freie Zahlenvariable durch die Ziffer 0 und jede darin
auftretende freie Pridikatenvariable U durch U® ersetzt wird.

2. Die Stufe einer schwachen Formel des Systems SB sei die Stufe
ihrer Null-Interpretation.

Theorem. (Abgrenzungstheorem tiir SB) Fiir jede im formalen System
SB herleitbare schwache Formel F der Stufe 0 gibt es einc Ordinalzahl
a< p01, sodaB SB“%FO fir die Nullinterpretation F® von F gilt.

Beweis. Nach dem Interpretationslemma 3.11 gibt es natiirliche Zahlen
k, m, n mit

SB, L@+ po
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Wir konnen k > 0 annchmen. Fiir y: = ! #@ k-1 I (@+n)

folgt dann nach Lemma 4.3 und Corollar 4.5
SBy|Z O
Nach [1] § 5ist dy = ¥ (@”). Nach Lemma 4.6 folgt
SB,|% F°
Fiir : = ¥ (’). Da f8 cine e-Zahl ist, folgt nach Lemma 4.9
SBo 2 F°
Nach [1] § 5 bis § 8 ist dy = 0 f. Nach Lemma 4.10 folgt daher
SBo[e FO
fira:=p0f<yp0L

Anmerkung. Mit dem vorstehenden Theorem erweist sich 0 (¥e;..,)
als eine obere Schranke fiir die beweistheoretische Ordinalzahl von SB,
wobei &, die kleinste e-Zahl > I ist. Diese Ordinalzahl ¢, , ist die
kleinste Ordinalzahl, die groBer als jede Ordinalzahl aus T (1) ist. Die
Ordinalzahl ¥ ¢, . , ist zwar nicht in unserem Bezeichnungssystem T (I)
vertreten, aber y 0 (¥ ¢;.,) ist gleich der Ordiralzahl y 0 I € T ().
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