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Das stärkste Teilsystem der klassischen Analysis, das bisher beweistheo- 
retisch erfaßt werden konnte, ist das Teilsystem, das außer der rekursiven 
Zablentheorie die Axiomenschemata der d^-Komprehension und der 
Bar-Induktion enthält. Für dieses Teilsystem der Analysis sowie für 
ein entsprechendes Teilsystem der Mengenlehre wurde von G.Jäger und 
W. Pohlers [2] die beweistheoretische Ordinalzahl ermittelt. Die hierbei 
von diesen Autoren verwendete Methode beruht im wesentlichen auf 
der lokalen Prädikativität der betreffenden imprädikativen Systeme. Die 
vorliegende Arbeit liefert einen anderen Beweis für die Abgrenzung des 
betreffenden Teilsystems der Analysis, der im wesentlichen auf einer Ver- 
allgemeinerung der Q-Regel von W. Buchholz beruht. Mit dieser Regel 
wird außer der Bar-Induktion auch die 77J-Separation erfaßt, aus der die 
d J-Komprehension folgt. Hiermit ergibt sich wiederum die von G.Jäger 
und W. Pohlers aufgewiesene Ordinalzahl ip 0 (l//e/+1) als obere Ab- 
grenzung des formalen Systems. In dieser Arbeit wird die Kenntnis der 

Haupteigenschaftendes in [1] entwickeltenOrdinalzahlen-Bezeichnungs- 
systems T (I) vorausgesetzt. 

§ 1. Das formale System SB 

Als Grundzeichen verwenden wir: 

1. Je abzählbar unendlich viele freie und gebundene Zahlenvariablen 
und einstellige Prädikaten variablen. 

2. Zeichen für n-stellige rekursive Funktionen und n-stellige rekur- 
sive Prädikate (n > 1). 

3. Die Symbole 0, ', 1, -> und V. 

4. Runde Klammern und Komma. 
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Induktive Definition der Tenne. 

1. Das Symbol 0 ist ein Term. 

2. Jede freie Zahlenvariable ist ein Term. 

3. Ist t ein Term, so ist auch t' ein Term, (f' bezeichnet den Nachfolger 
von t.) 

4. Bezeichnet/eine n-stellige rekursive Funktion und sind t1,. . . , tn 

Terme, so ist auchf(tlt..., tn) ein Term. 

Terme, die keine anderen Grundzeichen als 0 und ' enthalten, heißen 
Ziffern. Sie repräsentieren die natürlichen Zahlen. Ein Term heißt nume- 
risch, wenn er keine Variable enthält. Jeder numerische Term hat einen 
berechenbaren Wert, der eine natürliche Zahl ist. 

Primformeln sind : 

1. Das Symbol 1 (falsum). 

2. p (tlt..., tn), wenn p ein n-stelliges rekursives Prädikat bezeichnet 
und t1,...,tn Terme sind. 

3. U (f), wenn U eine freie Prädikatenvariable und t ein Term ist. 

Eine Primformel heißt konstant, wenn sie keine Variable enthält. 
Jede konstante Primformel ist in entscheidbarerWeise entweder wahr 
oder falsch. (Die Primformel 1 ist falsch.) Unter einer n-stelligen Nenn- 
form verstehen wir eine Zeichenreihe, die außer Grundzeichen unseres 
formalen Systems höchstens die Nennzeichen ,..., enthält. Ist C 
eine n-stellige Nennform und sind rx>..., r„ Zeichen oder nichtleere 
Zeichenreihen, so bezeichnet C [rx,..., rB] den Ausdruck, der aus C 
dadurch entsteht, daß alle darin auf tretenden Nennzeichen *1(..., *n 

durch r1,...,rn ersetzt werden. Große Skriptbuchstaben bezeichnen 
im folgenden immer Nennformen. Eckige Klammem werden nur im 

Zusammenhang mit Nennformen in der angegebenen Bedeutung ver- 
wendet. 

Induktive Definition der Formeln des Systems SB und der Menge 

PV (F) von freien Prädikatenvariablen, die in einer Formel F im Be- 
reich eines Prädikatenquantors auf treten. 

1. Jede Primformel F ist eine Formel mit leerer Menge PV (F). Sie ist 
sowohl eine Z7J-Formel als auch eine ZJ-Formel. 
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2. Sind A und B Formeln, so ist {A —> B) eine Formel mit PV {{A -> 
B)):= PV (A) u PV (B). Die Formel (A-+B) ist genau dann eine 
77^-Formel (27|-Formel), wenn A eine XJ-Formel (77^-Formel) und B 
eine 77^-Formel (2^-Formel) ist. 

3. Ist <sA [0] eine Formel und x eine gebundene Zahlenvariable, die 
in cA nicht auftritt, so ist Vx oA [x] eine Formel mit PV (Vx eA[x]) : 
= PV (cA [0]). Die Formel Vx oA [x] ist genau dann eine 77|-Formel 
(Xj-Formel), wenn oA [0] eine //^-Formel (271-Formcl) ist. 

4. Ist U eine freie Prädikatenvariable und J^[U] eine Formel, wobei U 
nicht in J> auftritt, und X eine gebundene Prädikatenvariable, die in J< 
nicht auftritt, so ist VXJ^fX] eine Formel und PV (VX J^X]) die 
Menge der in JF auftretenden freien Prädikatenvariablen. Die Formel 
VX J*\X\ ist genau dann eine //^-Formel, wenn JF[D] eine 77)-Formcl 
ist. Sie ist genau dann eineZj-Formel, wenn JF[U] sowohl eine 77^-For- 
mel als auch eine Xj-Formcl und U PV (J*[U]) ist. 

Eine Formel heiße schwach, wenn sie sowohl eine IJ\- Formel als auch 
eine Formel ist. Andernfalls heiße sie stark. 

Anmerkung. Die hier definierten 77^-Formeln und Xj-Formeln sind 

unwesentliche Verallgemeinerungen der üblichen 771-Formcln und 
X^-Formeln. Die schwachen Formeln sind unwesentliche Verallgemei- 
nerungen der üblichen 77j-Formeln und XJ-Formeln. 

Als Mitteilungszeichen verwenden wir: 

a, b, c für freie Zahlenvariablen, 

x, y, z für gebundene Zahlenvariablen, 

U, V für freie Prädikatenvariablen, 

X, Y, Z für gebundene Prädikatenvariablen, 

s, t für Terme, 

i, k, m, n für Ziffern und natürliche Zahlen, 

A, B, C, F, G für Formeln, 

oA, “B für Nennformen derart, daß cA [f], 71 [f] Formeln sind, 

J*, Ç für Nennformen derart, daß 7] Formeln sind, 

Diese Mitteilungszeichen werden auch mit Indizes verwendet. 
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In üblicherweise definieren wir: 

~\A: = (ii-»±) 

(A WB) : = (-|4->B) 

{AAB):=~[(A->1B) 

{A-B):=({A + B)A(B^A)) 

3 x ciA [x] : = ~I V x ~] oA [x] 

3Xf[X]:= nvxi^fx] 

Wir lassen im folgenden die zu einer Formel gehörenden runden 
Klammern teilweise fort, sofern dies nicht mißverständlich ist. Mit 

J*[zA\ bezeichnen wir diejenige Formel, die aus der Formel da- 
durch entsteht, daß jeder darin auftretende Bestandteil U (.) dutch 
cA [. ] ersetzt wird, wobei U eine freie Prädikatenvariable ist, die in J< 
nicht auftritt. Hierbei setzen wir immer voraus, daß die Formeln fi[U\ 
und QA [f] keine gebundenen Variable gemeinsam enthalten, was durch 
geeignete Umbenennungen der gebundenen Variablen immer zu errei- 
chen ist. 

Zwei Formeln heißen gleichwertig, wenn sie entweder miteinander 
übereinstimmen oder durch Ersetzungen von numerischen Termen 
durch numerische Terme gleicher Werte aus einander hervorgehen. 

Positivteile und Negativteile von Formeln, P-Formen, N-Formen und 
NP-Formen seien entsprechend wie in [3] definiert. Als Mitteilungszei- 
chen (auch mit Indizes) verwenden wir P für P-Formen, N für N-For- 

men und Q für NP-Formen. 

F |— G (aus F folgt strukturell G) bedeute, daß jeder minimale Posi- 
tivteil von F, der keine falsche konstante Primformel ist, auch als Posi- 
tivteil von G auftritt und jeder minimale Negativteil von F, der keine 
wahre konstante Primformel ist, auch als Negativteil von G auftritt. 

Induktive Definition der in einer Formel auftretenden ausgezeich- 
neten Prädikatenquantoren. 

1. In einer Primformel tritt kein Prädikatenquantor auf. 

2. Ein in einer Formel (A —B) auftretender Prädikatenquantor ist 
genau dann ausgezeichnet, wenn der entsprechende Prädikatenquantor 
in A oder B ausgezeichnet ist. 
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3. Ein in einer Formel V x oA [x] auftretender Prädikatenquantor ist 
genau dann ausgezeichnet, wenn der entsprechende Prädikatenquantor 

in cX [0] ausgezeichnet ist. 

4. In einer Formel V X J^\X] tritt der Prädikatenquantor V X genau 
dann ausgezeichnet auf, wenn eine /7J-Formel und U PV 
(JT[[y]) ist, wobei U eine freie Prädikatenvariable ist, die in J< nicht 

auftritt. Jeder andere Prädikatenquantor tritt in der Formel V X J*JX] 
genau dann ausgezeichnet auf, wenn der entsprechende Prädikaten- 
quantor in ausgezeichnet ist. 

Lemma 1.1 

a) Jeder in einer schwachen Formel auftretende Prädikatenquantor 
ist ausgezeichnet. 

b) In einer starken Formel tritt mindestens ein nicht ausgezeichneter 
Prädikatenquantor auf. 

Beweis durch Induktion nach der Länge der Formel F. Hat die For- 
mel F nicht die Gestalt VX J*\X\, so folgen die Behauptungen aus der 
I.V. Sei nun F eine Formel VX J'JX]. Ist dies eine schwache Formel, so 
ist VX ein ausgezeichneter Prädikatenquantor und J'JUJ eine schwache 
Formel, womit sich die Behauptung a) aus der I.V. ergibt. Ist VX J^[X] 
eine starke Formel, so ist V X nicht ausgezeichnet oder eine starke 
Formel, womit sich die Behauptung b) aus der I.V. ergibt. 

Zur Abkürzung setzen wir 

M S U £ 'S) : = (V y (cA [y] -* U (y)) /\ Vy (U (y)% [y])) 

Mit SPp [Â] bezeichnen wir die Formel, die aus der Formel T [Ä] 
dadurch entsteht, daß jeder darin auftretende Positivteil F durch 1 er- 
setzt wird. 

Axiome des Systems SB. 

(Ax 1) SP [A], wenn A eine wahre konstante Primformel ist. 

(Ax 2) N [A], wenn A eine falsche konstante Primformel ist. 

(Ax 3) O [A, B], wenn A und B gleichwertige Primformeln sind. 
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(Ax 4) C [alt..., a„], wenn a1,... ,an paarweise verschiedene freie 
Zahlenvariablen sind, die in C nicht auftreten, und 

Ç [m1,..., mn] für je n Ziffern mlt..., mn eines der Axiome 
(Ax 1), (Ax 2) oder (Ax 3) ist. 

(Ax 5) V x (eA [X] —> eA [X']) —> (eA [0] —> V x eA [x]) 

(Ax 6) V X J*[X\ -> J*\zA], wenn VX^[X] eine schwache Formel 
und cA [f] eine beliebige Formel ist. 

Strukturschlüsse des Systems SB. 

F |— G, wenn F |i- G gilt. 

Hauptschlüsse des Systems SB. 

(SI) Jf [n A], N [B] H N [{A B)] 

wenn B nicht die Formel X ist. 

(52.0) T [eA [a] ] I— T [Vx cA [x]] 

wenn a in der Konklusion nicht auftritt. 

(52.1) TFLHU]] hT[VX/[X]] 

wenn U in der Konklusion nicht auftritt und F die Formel VX J< 
[X] ist. 

(53.0) eA [f] -> J\f [Vx cA [x]] i— N \y x eA [x]] 

(53.1) JF[l/]^.X[VX/[X]] HJV[VX/[X]] 

wenn V X J*”[X] eine starke Formel ist. 

(S 3.2) (cAQ^M N [VX ~| [eA çXç CB)] \-JV [VX 1 (eA c X £ 
CB)] wenn (eA c 'S) eine starke Xj-Formel ist. 

Der bezeichnete Positivteil oder Negativteil der Konklusion eines 
Hauptschlusses heißt der Hauptteil des betreffenden Hauptschlusses. 

Schnitte des Systems SB. 

AM F, A ^ F F 

Die mit A bezeichnete Formel in den Prämissen eines Schnittes heißt 

die Schnittformel des betreffenden Schnittes. 

Grundschlüsse des Systems SB sind die Strukturschlüsse, Hauptschlüsse 

und Schnitte des Systems SB. 
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Induktive Definition von SB [2- F. 

1. Ist F ein Axiom des Systems SB, so gelte SB |— F für jede natürliche 

Zahl n. 

2. Gilt SB — F( für jede Prämisse F; eines Grundschlusses des Systems 
SB, so gelte SB |2i+! F für die zugehörige Konklusion F. 

Nach dieser Definition gilt: 

SBp-F, m< n => SB |— F 

Eine Formel F heißt herleitbar im formalen System SB, wenn es eine 
natürliche Zahl n gibt, so daß SB [ü- F gilt. 

Lemma 1.2 Für jede NP-Form Q und jede Formel F ist die Formel 

Q [F, F] in SB herleitbar. 

Beweis durch Induktion nach der Anzahl der in F auftretenden logi- 
schen Zeichen —>■ und V. 

Lemma 1.3. Die Axiomenschemata der Bar-Induktion, 7/j-Separa- 

tion und dj-Komprchension sind in SB herleitbar. 

Beweis. Die Bar-Induktion ist durch (Ax 6) gegeben. Für die 77j-Se- 
paration hat man das Axiomenschema 

(771-SA) (<zA £ ‘B) -> 3 X(cA £ X £ ‘B) 

wobei ciA [t] eine 7/j-Formel und S3 [t] eineXj-Formel, also (cA £ B) 

eine Xj-Formel ist. 

Nach Lemma 1.2 hat man 

(zA £ SB) v {(QA £ B) -> 3 X {QA £ X £ SB)) 

Ist (cA £ CB) eine starke Formel, so folgt (77j-SA) durch einen Haupt- 
schluß (S 3.2). Andernfalls hat man nach (Ax 6) 

VX “I (QA £ X £ SB) —>- I (QA £ cA £ SB) 

Durch einen Strukturschluß folgt 

(1) (e^ £ QA £ SB) —> 3 X (c^d £ X £ 'S) 
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Offenbar ist auch die Formel 

(2) (cA ç rB) (QA e QA Q TS) 

in SB herleitbar. (77J-SA) folgt dann aus (1) und (2) durch Struktur- 
schlüsse und einen Schnitt. 

Für die zU-Komprehension hat man das Axiomenschema 

(A\-CA) (Vy (cA [y] « B [y]) -> 3 X Vy (X (y) « zA [y]) 

Offenbar folgt (A\-CÀ) in SB aus (11\-SA). 

§ 2. Das geschichtete halbformale System SB' 

Wir benutzen im folgenden das in [1] entwickelte Ordinalzahlen- 
system T(I). 

Formeln des Systems SB' seien diejenigen Ausdrücke, die durch fol- 

gende Ersetzungen aus Formeln des Systems SB entstehen. 

1. Jede freie Zahlenvariable wird durch eine Ziffer ersetzt. Tritt eine 
freie Zahlenvariable in einer Formel an mehreren Stellen auf, so wird sie 
überall durch dieselbe Ziffer ersetzt. Verschiedene freie Zahlenvariablen 
dürfen durch dieselbe Ziffer oder durch verschiedene Ziffern ersetzt 
werden. 

2. Jede freie Prädikatenvariable U wird durch Ua ersetzt, wobei a 
eine Ordinalzahl < I aus T(7) ist. Tritt eine freie Prädikatenvariable in 
einer Formel an mehreren Stellen auf, so erhält sie überall denselben 
oberen Index. Verschiedene freie Prädikaten variablen dürfen denselben 
oberen Index oder verschiedene obere Indizes erhalten. 

3. Jeder nicht ausgezeichnete Prädikatenquantor V X wird durch 
VX’ ersetzt, wobei rj eine Limeszahl < I aus T(7) ist. Nicht ausgezeich- 
nete Prädikatenquantoren, die im Bereich eines und desselben ausge- 
zeichneten Prädikatenquantors auftreten, erhalten denselben oberen 
Index. Im übrigen dürfen verschiedene nicht ausgezeichnete Prädikaten- 
quantoren denselben oberen Index oder verschiedene obere Indizes er- 
halten. (Die ausgezeichneten Prädikatenquantoren bleiben unverändert.) 
Nach dieser Definition hat man zu jeder Formel F' des Systems SB' 
eine entsprechende Formel des Systems SB, die aus F' durch Streichung 
der oberen Indizes von Prädikatenvariablen hervorgeht. Eine Formel 



Beweistheoretische Abgrenzung des Teilsystems der Analysis 19 

des Systems SB' heiße eine Primformel, eine schwache oder starke Formel, 
eine 17f Formel oder Zf Formel, wenn die entsprechende Formel des 
Systems SB eine derartige Formel ist. Für eine Formel F' des Systems 

SB' sei PV (F') : = PV (F), wobei F die entsprechende Formel des 
Systems SB ist. 

Wir verwenden in SB' die entsprechenden Mitteilungszeichen wie in 

SB. 

Jeder in einer Formel des Systems SB' auftretende Term ist numerisch, 
hat also einen berechenbaren Wert. Die in einer Formel des Systems 
SB' auftretenden Prädikatenquantoren V Xn heißen geschichtete Prädi- 
katenquantoren. Eine Formel des Systems SB' heiße eine rj-Formel, wenn 

r\ eine Limeszahl < I aus T (I) ist und jeder in dieser Formel auf tretende 
geschichtete Prädikatenquantor den oberen Index r] hat. 

Induktive Definition des positiven und negativen Auftretens von ge- 
schichteten Prädikatenquantoren in einer Formel des Systems SB'. 

1. In einer Primformel tritt kein geschichteter Prädikatenquantor auf. 

2. In einer Formel (A -> B) tritt ein geschichteter Prädikatenquantor 
genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in A negativ (positiv) oder in 
B positiv (negativ) auftritt. 

3. In einer Formel \f x oA\x\ tritt ein geschichteter Prädikatenquan- 
tor genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in oA [0] positiv (negativ) 
auftritt. 

4. Jeder in einer Formel V X J7\X] auftretende geschichtete Prädika- 
tenquantor tritt in dieser Formel positiv auf. 

5. In einer Formel V2D J7[X] tritt der geschichtete Prädikatenquantor 
V X0 positiv auf. Jeder andere geschichtete Prädikatenquantor tritt in 
der Formel VT1 J'JX] genau dann positiv (negativ) auf, wenn er in 

HU°] positiv (negativ) auftritt. 

Induktive Definition des I-Gradcs Gr (F) einer Formel F des Systems 
SB'. 

1. Enthält eine Formel F keinen geschichteten Prädikatenquantor 
V Y1, so sei Gr (F) : = 0. 
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2. Enthält eine Formel (A —> B) mindestens einen geschichteten Prä- 
dikatenquantor V Y1, so sei 

Gr (A-> B) := max {Gr(X), Gr (B)} + 1. 

3. Enthält eine Formel Vxed[x] mindestens einen geschichteten 
Prädikatcnquantor V Yl, so sei Gr (Vx cA [x]) : = Gr (QA [0]) + l. 

4. Enthält eine Formel V X J*”[X] mindestens einen geschichteten 
Prädikatenquantor V Y7, so sei Gr (VX Ji[X]) : = 1. 

5. Enthält eine Formel VX" J^X] mindestens einen geschichteten 
Prädikatenquantor V Y1, so sei 

Gr (V X" J[X]) : = max {1, Gr (^[U0])} + 1. 

Nach dieser Definition hat eine Formel genau dann den i-Grad 0, 
wenn sie keinen geschichteten Prädikatenquantor V Y1 enthält. Sie hat 
genau dann den I-Grad 1, wenn sie eine Formel VX JF[X] ist, die min- 
destens einen geschichteten Prädikatenquantor V Y1 enthält. ' 

Induktive Definition des Grades gr (F) einer Formel F des Systems 

SB'. 

1. Ist F eine Primformel oder eine Formel VX J^[X], so sei gr (F) : =0 

2. gr {A -> B) : = max {gr {A), gr (KB)} +1. 

3. gr (V x QA [X]) : = gr (oA [0]) + l. 

4. gr (VX" HX]): = gr {f[U°]) +1. 

Induktive Definition der Stufe st (F) einer //{-Formel F des Systems 
SB'. 

1. Für jede konstante Primformel F sei st (F) = st (—| F) : = 0. 

2. st(Ga(t)) = st(nG"(0):=ßa. 

3. Ist A eine XJ-Formel und B eine //{-Formel, so sei st {A —> B) 
= st (“I (B —■> ^4)) : = max {st (~|| A), st (B)}. 

4. Ist V x [x] eine //{-Formel, so sei 

st (V x QA [X]) : = st (QA [0])). Ist V x oA [x] eine X{-Formcl, so sei 

st (“1 V x QA [X]) : = st (~| QA [0]). 
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5. st (V X J^[X]) : = st (^[U0]). Ist VX J^fX] eine schwache For- 
mel der Stufe er, so sei st (“1 VX J^[X]) : = cr+. 

6. Ist V Xn JF[X] eine F/j-Foimcl, so sei 

st (VX« /[X]) : = max {ß„, st (/[I/0])}. 

Nach dieser Definition hat jede 77j-Formel des Systems SB' eine 

Stufe ß;, < I. 

Lemma 2.1. (Stufenlemma) 

a) Jede /7j-Formel F, die eine ij-Formel ist, hat die Stufe 0 oder 
oder ßa+„ mit n < a>, wobei a der größte obere Index der in F auftre- 
tenden freien Prädikatenvariablen ist. 

b) In einer /7j-Formel F der Stufe Qß tritt keine freie Prädikatenvaria- 
ble mit einem oberen Index > /z auf. 

c) Für IIj-Formeln ‘T? [A] und dV [Ä\ gilt : 

st (T [X]) = max {st (X), st (SP [1])}, 

st (jV [A]) = max {st (~| A), st (JV [1])}. 

d) In einer //j-Formel der Stufe tritt keine Formel VX jP[X] der 
Stufe _Q;i als Negativteil auf. 

e) Ist st (VX J<\X\) = I, so ist auch st (J'JU7']) = 

Beweis durch Induktion nach den Längen der betreffenden Formeln, 
wobei d) aus c) und der Definition von st (~1 V X JS[X]) folgt. 

Definition der Höhe h (F) einer Formel F des Systems SB'. Tritt in F 
keine freie Prädikatenvariable auf, so sei h (F) : = 0. Andernfalls sei 
h (F) die größte Ordinalzahl, die in F als oberer Index einer freien 
Prädikatenvariablen auftritt. 

Axiome des Systems SB'. 

(Ax 1) und (Ax 2) entsprechend wie für SB. 
(Ax 3') Q [A, J3], wenn A und B gleichwertige Formeln vom Grad 0 

und I-Grad 0 sind. 

Schwache Hauptschlüsse des Systems SB'. 

(S 1) und (S 3.0) entsprechend wie für SB. 
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(S 2.0') SP [QA [»]] für jede Ziffer n (- SP [V x cA [x]] 

(S 2.1') PF [f[U>‘]] hT[VXf[X]] 
wenn st (VX J^X]) = Qti< I ist, 1/ in der Konklusion nicht auf- 
tritt und F die Formel V X [X] ist. 

Kritische Hauptschlüsse des Systems SB'. 

(S 3.1') f[Ua] JV [VX" /[X]] hN[VX’/[X]] 

wenn a < rj ist. 

Dieser Hauptschluß hat den Index a. 

Ausgezeichnete Hauptschlüsse des Systems SB'. 

(S 3.2') J?[Ua] JV[VX5[X]] hJV[VXJi[X]] 
wenn st (VX J^[X]) = I ist. 

Dieser Hauptschluß hat den Grad gr und dic Höhe 1+ h 
(vxjqx]). 

(S 3.3') (c^ Ç <B) V jv [V x~l M Ç x Ç 3)] H- JV [V XI (aA £ 
X £ 'S)] wenn —I (cA £ “B) eine 77j-Formel der Stufe I ist. 

Dieser Hauptschluß hat den Grad max {gr (gr (cA £ QA), 

gr [QA £ fB)} und die Höhe I + h (QA £ 'S). 

Starke Hauptschlüsse des Systems SB'. 

(S 2.2') Tf[F[Ua] für alle a < I aus T (I) f-T[VX JF[X]] 
wenn st (VXJ<”[X])= I ist, U in der Konklusion nicht auftritt 

und F die Formel VX J*”[X] ist. 

Dieser Hauptschluß hat den Typ Iund die Höhe h (VX J^[X]) + co. 

(S 2.3') TFIHU“]] für alle a < r? aus T (/) h- P [V X" J^[X]] 
wenn U in der Konklusion nicht auftritt und F die Formel VX’ 

/[X] ist. 

Dieser Hauptschluß hat den Typ rj und die Höhe 0. 

Die Prämisse eines starken Hauptschlusses heißt die 
a-te Prämisse des betreffenden Hauptschlusses. 

Der Hauptteil eines Hauptschlusses ist der bezeichnete Positivteil oder 

Negativteil seiner Konklusion. 
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Schnitte des Systems SB'. 

AV F, A-+F )-F 

Der I-Grad eines Schnittes ist der 7-Grad Gr (A) seiner Schnittformel 

A. Der Grad eines Schnittes ist der Grad gr [A) seiner Schnittformel A. 

Induktive Definition von SB(JAF für y € F(7). 

1. Ist F ein Axiom des Systems SB', so gelte SB(jAF für jede Ordinal- 

zahl y€T(7) und alle natürlichen Zahlen k und m. 

2. Gilt SB(j2F; mit y. <§ y für jede Prämisse F eines schwachen 

Hauptschlusses oder eines Schnittes von einem 7-Grad < k und einem 

Grad < m, so gelte SB^jGF für die zugehörige Konklusion F. 

3. Gilt SB(jFF0 mit y0< y und a <ä y für die Prämisse F0 eines 

kritischen Hauptschlusses vom Index a, so gelte SB(j2-F für die zuge- 

hörige Konklusion F. 

4. Gilt SB(J^F0 mit y0< y und ô < y für die Prämisse F0 eines aus- 

gezeichneten Hauptschlusses von einem Grad < m und der Höhe d, so 

gelte SB^IpF für die zugehörige Konklusion F. 

5. Ist f eine Herleitungsfunktion (gemäß [1] § 10) mit r](zD(f), 

f(v) 7 und à < y und gilt SB[,|2Ia) Fa für jede a-te Prämisse Fa eines 
starken Hauptschlusses vom Typ rj und der Höhe <5, so gelte SB(Jl-F 

für die zugehörige Konklusion F. 

6. (cA-Regel) SB(,|AF gelte unter folgenden Voraussetzungen: 

a) V X J<”[X] sei eine Formel der Stufe a < I. 

b) /sei eine Herleitungsfunktion (gemäß [1] § 10) mit a+€D (/) und 
f(a+) < y. 

C) SB;| WVXJT[X]]Ï/F 

d) SB;|2LT [VX JF[X]] => SB^’T [F] 

gelte für alle a < cr+ aus T (7) und jede //j-Formel T [V X JF[X]] 
der Stufe er. 
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Lemma 2.2. SBILLF y < ô, i < k, m < n =► SBll—F 
»Im » — Kl n 

Beweis durch Induktion nach y. 

§ 3. Deduktive Eigenschaften des Systems SB' 

Lemma 3.1. (Umsetzungslemma) 

a) Aus SB^ilf folgt SB^LG, wenn F und G gleichwertige Formeln 

sind. 

b) Aus SB^-LJ^L/''] folgt SB^-LJ^H“], wenn U nicht in J< auftritt. 

Beweis durch Induktion nach y. 

Lemma 3.2. (Schwaches Inversionslemma) 

a) Aus SB^JV^-B)] folgt SB^LdV [~l A] und SB;|LJV[B]. 

b) Aus SB'|LT [V x zA [x]] folgt SB'|LT[c^ [f]]. 

Beweis durch Induktion nach y, für b) unter Benutzung von Lemma 

3.1 a) Das schwache Inversionslemma a) gilt auch, wennB die Formel 1 

ist, weil in diesem Fall SB^L- jV [—] A] nach Voraussetzung gilt und 

JV [B] ein Axiom (Ax 2) ist. 

Lemma 3.3. (Strukturschlusslemma) Aus SB^-L. F und F |— G folgt 

SBllLG. «Im 

Beweis durch Induktion nach y unter Benutzung von Lemma 3.2. 

Lemma 3.4. (Starkes Inversionslemma) Aus SB^JL. T [V Xn J<"[X]] 

folgt SB^LÏ? <P [J^[Ua]] für a < rj. 

Beweis durch Induktion nach y. 

1. SPfVX? J^[X]] sei ein Axiom des Systems SB'. Dann ist auch 
CP [J^[Da]] ein Axiom. 

2. <P [V Xn JF[V]] sei durch einen schwachen, kritischen oder ausge- 
zeichneten Hauptschluß oder durch einen Schnitt erschlossen. Aus yt < y 
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folgt yi =jj= a -4 y + a nach [1] Lemma 9.14 a). Die Behauptung folgt 
daher aus der I. V. 

3. T [VXn J/[X]] sei bezüglich einer Herleitungsfunktion/ durch 
einen starken Hauptschluß, dessen Hauptteil nicht die Formel V Xn J/[X] 

ist, oder durch die cr+-Regel erschlossen. Dann folgt die Behauptung aus 
der I. V. durch einen starken Hauptschluß oder durch die <r+-Regel be- 
züglich der Herleitungsfunktion a=%=f (gemäß [1] § 10). 

4. T[V Xv /[X]] sei durch einen starken Hauptschluß mit dem 
Hauptteil V X1 J^[X] erschlossen. Dann hat man eine Herleitungs- 
funktion f mit v € D{ f), f(ri) -4 y und nach dem Strukturschlußlemma 

SB^WTL 

Man hat / (a) <f (rj) =0= a nach [1] Corollar 10.8 a), also auch f (a) < y 
d(= a, womit sich die Behauptung ergibt. 

Induktive Definition des Ranges r (F) einer Formel F. des Systems 

SB'. 

1. Ist F eine Primformel oder eine schwache Formel V X J^[X], so 
sei r (F) := 0. 

2. r (A —B) := max {r (H), r (B)}+1. 

3. r (V x QA [X]) := r (oA [0]) 4- 1. 

4. Ist F eine starke Formel V X FT-Xl oder V Xv f\X\, so sei 

r(F):=r(F])+l. 

Nach dieser Definition ist gr (F) < r (F). 

Definition der Indexsumme IS (F) einer Formel F. 

Enthält F keine freie Prädikatenvariable, so sei IS (F) := 0. Andern- 
falls sei IS (F) die natürliche Summe aller Ordinalzahlen, die in F als 
obere Indizes von freien Prädikatenvariablen auftreten. 

Lemma 3.5. (1. Tautologielemma) Für jede NP-Form Q und jede 

/-Formel F von einem Rang < m gilt SBj|k' 2m+IST) Q [F,F]. 

Beweis durch Induktion nach r (F). 
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1 .F sei eine Primformel oder eine schwache Formel V X jF[.X]. 

Dann ist O [F,F] ein Axiom (Ax 3'). 

2. F sei eine /-Formel [A —> B). Dann hat man m > 0 und nach I. V. 

SB;LL-(2»-2)+/S(F) Q |--| A F^ und 
(2m-2)+/S(F) Q [ß /T] 

Die Behauptung folgt durch einen Hauptschluß (Sl). 

3. F sei eine /-Formel V x oA[x], Dann hat man m > 0 und nach I. V. 

SB;^--(2"-2)+/S(F) CIA [»] -> O [F, <iA [n]] 

für jede Ziffer n. Durch Hauptschlüsse (S 3.0) und (S 2.0') folgt die Be- 
hauptung. 

4. F sei eine starke /-Formel V X ^[X] oder V X1 J<\X]. Dann hat 
man tn > 0 und nach I. V. 

SB'|-A-(2",-2)+JS(F)#a/[Ua] ->O0 [F,jF[//'']] 

für jede Ordinalzahl a < I aus T(/), wobei U nicht in J2[F,F] auf- 
tritt und Q0 [F,J*”[I/a]] aus Q. [F,J*"[Ua]] dadurch entsteht, daß jeder 
darin auf tretende Positivteil F durch 1 ersetzt wird. Hierbei ist gr ( Ua] ) 
< tn. Durch Hauptschlüsse (S 3.1') oder (S 3.2') folgt 

sB;^-(2m“i)+js(F)#aj2o [F,nua]] 
Die Behauptung folgt durch einen starken Hauptschluß bezüglich der 
Hcrleitungsfunktion / mit/(a) = / . (2m—1) + IS (F) =d= a für a< I. 

Lemma 3.6. (Induktionslemma) Für jede /-Formel QA [f] vom Rang 

tn und der Indexsumme <5 gilt 

SBp|f-'"+', V x (cA [x] —■> QA [X']) —>■ (QA [0] —> V x cA [x]) 

Beweis. TI [n] sei die Formel 

V x (ciA [x] -> QA [X']) -*■ (QA [0] —> cA [n]) 

Wir beweisen durch Induktion nach n 

(1) SB(,|/-'2m+<,+2n ‘B [«] 

für jede Ziffer n. Für n = 0 gilt (1) nach dem 1. Tautologielemma. Wir 
beweisen nun (1) für n — n + 1 unter der Voraussetzung, daß (1) für n 
gilt. Aus dieser Voraussetzung folgt nach dem Strukturschlußlemma 
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(2) SB;|-i.-2m+ä+2'- oA [H] -> 'S [n] 

Nach dem 1. Tautologielemma hat man 

(3) SB;| -L-^zA Wavin'] 

Aus (2) und (3) folgt durch einen Hauptschluß (S 1) 

(4) SB'0\±.-2m+s+2n+1 (cA [n] -> cA [«']) <B [»'] 

Aus (4) folgt die Behauptung für n durch einen Hauptschluß (S 3.0). 

Aus (1) folgt nun die Behauptung von Lemma 3.6 durch einen Haupt- 
schluß (S 2.0'). 

Lemma 3.7. (2. Tautologielemma) Ist rj eine Limeszahl < I, so gilt 

SBQ|-2-’
2

'" O [F, F] für jede NP-Form_£7 und jede ^-Formel F von einem 

Grad < m. 

Beweis durch Induktion nach gr (F). 

1. F sei eine Primformel oder eine ^-Formel V X JF[X], Dann ist 
Q [F,F] ein Axiom (Ax 3'). 

2. F sei eine ^-Formel (A —>B). Dann folgt die Behauptung aus der 
I. V. durch einen Hauptschluß (S 1). 

3. F sei eine ^-Formel V x eA [x]. Dann folgt die Behauptung aus der 
I. V. durch Hauptschlüsse (S 3.0) und (S 2.0'). 

4. F sei eine ^-Formel VT1 ^[X]. Dann hat man m > 0 und nach 
I. V. 

(1) SB;|X- <2'"-2> f[U*} ^Q0 [FJ7[U“]] 

für jede Ordinalzahl a < r], wobei U nicht in O [F, F] auftritt und 

J2O J'Tfd“]] aus j2 [-F. dadurch entsteht, daß jeder darin 
auftretende Positivteil F durch L ersetzt wird. Aus (1) folgt durch einen 
Hauptschluß (S 3.1'). 

(2) SB ' |2-'<2m“i>#a J20 [Tf[Ua]] 

Aus (2) folgt die Behauptung durch einen starken Hauptschluß bezüg- 
lich der Herleitungsfunktion f mit f(a) = r].(2m—1) =fj= a für a < r\. 
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Lemma 3.8. Sind V X J<”[X] und <P [V X J^[X]] /7^-Formeln der 

Stufe a = < I und ist a < a+, so gilt : 

SB'|iL <? [V X /[X]] => SB'Jfr T [nU"]\ 

Beweis durch Induktion nach a. Nach Voraussetzung ist SP [V X J/[X]] 
weder durch einen Schnitt noch durch einen kritischen oder ausgezeich- 
neten Hauptschluß erschlossen. 

1. T [VX Ji[X]] sei ein Axiom. Dann ist auch T [J-’f/P1]] ein 
Axiom, weil die 77]-Formel SP [V X J*”[X]] der Stufe er nach Lemma 
2.1 d) keinen mit der Formel V X J<*[X] gleichwertigen Negativteil 
enthält. 

2. SP [V X /[X]] sei durch einen Hauptschluß erschlossen. Ist dies 
ein Hauptschluß (S 2.1') mit dem Hauptteil VX Ji[X], so folgt die 
Behauptung aus der Prämisse nach dem Strukturschlußlemma. Andern- 

falls folgt die Behauptung aus der I. V. 

3. SP [V X J^[X]] sei durch eine TC
+
-Regel erschlossen. Dann hat man 

Ti+ < a < a+, also n < er. In diesem Fall tritt die Formel V X J/[X] der 
Stufe a in keiner /7]-Formel der Stufe n auf. Die Behauptung folgt daher 
aus der I. V. 

Lemma 3.9. Ist (/[LP4] eine 77^-Formel der Stufe er = < I 
mit U (J PV (Ç [LP']), wobei U nicht in Q auftritt, und gilt 

SBQ|— Ç [LP1] mit a < a+, so folgt 

a) SB(]|d;-
2m + <î#a Ç [cA], wenn oA [r] eine /-Formel vom Rang m 

und IS (cA [t]) = ô ist, 

b) SBQ|X
2 *'"#a Ç [zA], wenn oA [f] eine ^-Formel vom Grad m mit 

rj < I ist. 

Beweis durch Induktion nach a. Nach Voraussetzung ist Ç [LP4] weder 
durch einen Schnitt noch durch einen kritischen oder ausgezeichneten 
Hauptschluß erschlossen. 

1. Ç [LP4] sei ein Axiom des Systems SB'. Ist auch Ç [cA] ein Axiom, 
so gelten die Behauptungen. Andernfalls ist Ç [eX] eine Formel 

Q \QA [S], QA [f]] mit gleichwertigen Termen s und t. Dann folgen die 
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Behauptungen aus dem Umsetzungslemma a) und dem 1. und 2. Tauto- 
logielemma. 

2. (j [IT*] sei durch einen Hauptschluß erschlossen. Dann folgen die 
Behauptungen aus der I. V. 

3. Q[Uß] sei durch eine 7r+-Regel erschlossen. Dann hat man7c+< a 
< er', also re < a. In diesem Fall tritt Uß nach Lemma 2.1 b) in keiner 
77^-Formel der Stufe n aut. Die Behauptungen folgen daher aus der I. V. 

Lemma 3.10. (a^-Lemma) Ist V X JF[X] eine Formel der Stufe a < I, 

so gilt 

a) SB; |I'2ra + ^V X JT[X] fteA] 

wenn oA [t] eine I-Formel vom Rang m und IS (cA [t]) = <5 ist, 

b) SB ' Li'2m + » #1°+ V X f[X\ -> f[zA] 

wenn cA [t] eine ^-Formel vom Grad m mit rj < I ist. 

Beweis. /sei im Fall a) die Herleitungsfunktion mit /(a) = I.2m+ ô =jj= a 
und im Fall b) die Herleitungsfunktion mit f (a) = rj.2m =}{= a für 
a < G+. Aufgrund von (Ax 3') hat man 

(1) SB;|X<O) V x f[X] V (V X /[X] JF[<A]) 

Nach den Lemmata 3.8 und 3.9 und dem Strukturschlußlemma gilt im 
Fall a) 

(2a) SB; [VX /[X] => SB; [I(°> <? [(VX /[X] f[zA])] 

und im Fall b) 

(2b) SB; |A SP [VX nx]} =* SB; |f> T [(VX f[X] -> /M])] 

für alle a < cr+ aus T (I) und jede 77^-Formel SP [VX ^[X]] der 
Stufe tr. Die Behauptungen folgen durch die cr+-Regel. 

Im folgenden sei M eine endliche Menge von Ordinalzahlen < I aus 
T (J) mit 0 € M und X M die natürliche Summe aller Ordinalzahlen 
der Menge M. 

Unter einer M-Interpretation einer Formel F des Systems SB verstehen 
wir eine Formel F' des Systems SB', die durch folgende Ersetzungen aus 
der Formel F entsteht. 
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1. Jede freie Zahlen variable wird durch eine Ziffer ersetzt. 

2. Jede freie Prädikatenvariable U wird durch Ua+n ersetzt, wobei 
a € M und n < co ist. 

3. Jeder nicht ausgezeichnete Prädikatenquantor V X wird durch 
V X1 ersetzt. 

Jede M-Interpretation einer Formel des Systems SB ist also eine /-For- 
mel des Systems SB'. 

Lemma 3.11. (Interpretationslemma) Gilt SB pF für eine Formel F 

des Systems SB, so gibt es natürliche Zahlen k und m, so daß 

SBfe|-^ (" + ")+rMp' für jede M-Interpretation F' von F gilt. 

Beweis durch Induktion nach n. 

1. F sei ein Axiom des Systems SB. Ist dies eines der Axiome (Ax 1) 
bis (Ax 4), so ist F' ein Axiom des Systems SB'. Ist F ein Axiom (Ax 5), 

so folgt die Behauptung aus dem Induktionslemma 3.6. Ist F ein Axiom 
(Ax 6), so folgt die Behauptung aus dem (h-Lemma 3.10 a). 

2. F sei durch einen Strukturschluß erschlossen. Dann folgt die Be- 
hauptung aus der I. V. nach dem Strukturschlußlemma. 

3. F sei durch einen Hauptschluß (S 1), (S 2.0) oder (S 3.0) des Systems 
SB oder durch einen Schnitt erschlossen. Dann folgt die Behauptung aus 
der I. V. durch einen entsprechenden Hauptschluß oder Schnitt des 
Systems SB'. 

4. F sei durch einen Hauptschluß (S 2.1) erschlossen, dessen Haupt- 

teil eine schwache Formel ist. Dann ist n > 0 und F' eine Formel 
T [VX J'JX]], wobei VX J-JX] eine Stufe I hat. Nach Lemma 
2.1 a) ist [x € M. Man hat daher nach I. V. 

SB'1I’ <" + —1 >+™ Tc [/[CF1]] 

wobei U nicht in F' auftritt und G die Formel VX JF[X] ist. Mit einem 
Hauptschluß (S 2.1') folgt die Behauptung. 

5. F sei durch einen Hauptschluß (S 2.1) erschlossen, dessen Haupt- 
teil eine starke Formel ist. Dann ist n > 0 und F' eine Formel <rP [V X 
f[X]] mit einer starken/-Formel V X J/[X] oder eine Formel VX1 

f[X]. In diesem Fall hat man nach I. V. 
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SB'f (“ + "-i)+ZM#a TG [f[Ua]] 

für alle a < I aus T (/), wobei U nicht in F' auftritt und G die Formel 
VX JP[X] oder VX1 J7[X] ist. Die Behauptung folgt durch einen 
starken Hauptschluß des Systems SB' vom Typ I bezüglich der Herlei- 
tungsfunktion/ mit f (a) = I. (œ + n—1) + XM=jj= a für a < I. 

6. F sei durch einen Hauptschluß (S 3.1) erschlossen, dessen Hauptteil 
mit einem nicht ausgezeichneten Prädikatenquantor beginnt. Dann ist 
n > 0 und F' eine Formel N [VXZ J7[X]]. In diesem Fall hat man nach 
I. V. 

SB'kfci(ü+n-l)+*MF[Ua]^JV[VXI nx]} 

mit a = ß + i, ß G M. Dies gilt nämlich nach Voraussetzung, wenn U 
in F' auftritt. Andernfalls kann a= 0 gewählt werden. Die Behauptung 

folgt nun durch einen Hauptschluß (S 3.1'). 

7. F sei durch einen Hauptschluß (S 3.1), der mit einem ausgezeich- 
neten Prädikatenquantor beginnt, oder durch einen Hauptschluß (S 3.2) 
erschlossen. Dann ergibt sich die Behauptung aus der I. V. durch einen 
ausgezeichneten Hauptschluß des Systems SB'. 

§ 4. Herleitungsreduktionen in SB' 

Lemma 4.1. Ist C eine Formel vom 7-Grad k + 2 und einem Grad 

< m, die nicht die Gestalt (X -> B) hat, und gilt 

(1) SB;+1|XT[C] 

(2) SB;+1|AC^F 

so folgt 

Beweis durch Induktion nach <5. 

1. C -> F sei ein Axiom. Dann sind auch F und SP [P] Axiome. 

2. C —> F sei durch einen nicht starken Hauptschluß, dessen Hauptteil 
in F liegt, oder durch einen Schnitt erschlossen. Dann folgt die Behaup- 
tung aus der I. V. 

3. C -> F sei bezüglich einer Herleitungsfunktion f durch einen star- 
starken Hauptschluß oder durch die <r+-Regel erschlossen. Dann folgt die 
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Behauptung aus der I. V. durch einen starken Hauptschluß oder durch 

die cr+-Regel bezüglich der Hcrleitungsfunktion y=jj= f 

4. C F sei durch einen Hauptschluß mit dem Hauptteil C erschlos- 
sen. Dies kann, da Gr (C) ^ 2 ist und C nicht die Gestalt (A —>B) hat, 
nur ein Hauptschluß (S 3.0) oder (S 3.1') sein. Es kommen also nur 
folgende zwei Fälle in Betracht. 

4.1. C ist eine Formel V x cA [x], und man hat ö0 < Ô mit 

(3) SB^j oA [f] -*■ (C -> F) 

Aus (1) und (3) folgt nach I. V. und dem Strukturschlußlemma 

(4) SB;+1| L#*°zA[t]->T[F] 

Aus (1) folgt nach dem schwachen Inversionslemma b) und dem Struk- 
turschlußlemma 

(5) SB;+1^o4[t]VT[F] 

Aus (4) und (5) folgt die Behauptung durch einen Schnitt mit der 
Schnittformel oA [f], die den J-Grad k -F 1 und einen Grad < m hat. 

4.2. C ist eine Formel VX’JifX], und man hat a < rj, ô0 < ô und 
a d mit 

(6) SB;+1|f5[L7“]^(C^F) 

Aus (1) und (6) folgt nach der I. V. und dem Strukturschlußlemma 

(7) SB 'k+l^nua]^T[F] 

Aus (1) folgt nach dem starken Inversionslemma und dem Struktur- 
schlußlemma 

(8) SB;+1^*aJF[Ha] VT[F] 

Aus (7) und (8) folgt die Behauptung durch einen Schnitt mit der Schnitt- 

formel die einen Z-Grad < k + 1 und einen Grad < m hat. 

Lemma 4.2. Aus SB*+2 |£ F folgt SB;+J F. 

Beweis durch Induktion nach y. 

1. F sei ein Axiom. Dann ist die Behauptung trivial. 
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2. F sei durch einen nicht starken Hauptschluß oder durch einen 
Schnitt von einem /-Grad < k + 1 erschlossen. 

Ausy; < y folgt coy‘ < wy nach [1] Lemma 9.14 b). Die Behauptung 
folgt daher aus der I. V. 

3. F sei bezüglich einer Herleitungsfunktion j durch einen starken 
Hauptschluß oder durch die cr+-Regel erschlossen. Dann folgt die Be- 
hauptung aus der I. V. durch einen starken Hauptschluß oder durch die 
cG-Regel bezüglich der Hcrleitungsfunktion «/ (gemäß [1] §10). 

4. F sei durch einen Schnitt vom /-Grad k + 2 erschlossen. Dann hat 
man a < y, ß < y und eine Formel C vom /-Grad k + 2 und einem 
Grad < m mit 

SB;+2£ CVF und SB;+2|AC^F 

Nach der I. V. folgt 

SB' h“CVF und SB' |»* C -> F 
Im Im 

4.1. C habe nicht die Gestalt (A —>B). Dann folgt die Behauptung 
nach Lemma 4.1 und dem Strukturschlußlemma. 

4.2 C sei eine Formel (A ->B). Dann hat man 

(!) SB'k+1tf(A^B)\/F 

(2) SB 'k+l\^ß(A^B)->F 

Aus (1) folgt nach dem Strukturschlußlemma 

(3) SB 'k+1feaA-+(Bv F) 

Aus (2) folgt nach dem schwachen Inversionslemma a) und dem Struk- 

turschlußlemma 

(4) SBU|^^V(BVA) 

(5) SB 'kn\ZßB-»F 
Aus (3) und (4) folgt durch einen Schnitt mit der Schnittformel A, die 
einen /-Grad < k + 1 und einen Grad < m hat, 

(6) SB;+1| ^BVF 

Aus (5) und (6) folgt die Behauptung durch einen Schnitt mit der 

Schnittformel B, die ebenfalls einen /-Grad < k + 1 und einen Grad 
< m hat. 
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Lemma 4.3. Aus SB(+1|X F folgt F. 

Beweis. Man hat <x>0 (y) : = y und con+1 (y) : = cow”(y). Die Behauptung 

folgt aus Lemma 4.2 durch Induktion nach k. 

Definition. Eine Formel des Systems SB' heiße klein, wenn in ihr 
kein Prädikatenquantor V X1 positiv auftritt. 

Lemma 4.4. (Negatives Quantoren-Reduktionslemma) Ist tj eine Limes- 
zahl < I aus T(I) und geht eine kleine Formel F dadurch, daß gewisse 
negativ in ihr auftretende Prädikatenquantoren V X1 durch V X* er- 

setzt werden, in eine Formel F' über, so gilt: 

SB^F,dy<V^SB^Ff 

Beweis durch Induktion nach y. 

1. F sei ein Axiom des Systems SB'. Dann ist auch F' ein Axiom. 

2. F sei durch einen schwachen oder kritischen Hauptschluß oder 

durch einen ausgezeichneten Hauptschluß, dessen Hauptteil nicht von 
der Ersetzung betroffen ist, oder durch einen Schnitt erschlossen. Dann 

sind auch die Prämissen des betreffenden Schlusses kleine Formeln. Aus 
yi < y folgt nach [1] Lemma 9.5 dy. < dy, also dy; < dy < rj. Die Be- 
hauptung folgt daher aus der I. V. (Im Fall eines kritischen Haupt- 
schlusses von Index a folgt a = da < dy < rj aus a < y, so daß die 
Bedingung a < rj für diesen Schluß erfüllt ist.) 

3. F sei bezüglich einer Herleitungsfunktion / durch einen starken 
Hauptschluß oder durch die cr^-Regel erschlossen. Dann hat man, da F 
eine kleine Formel ist, ß < I mit ß € D (f) und / (ß) < y. Nach den in 
[1] § 10 bewiesenen Eigenschaften der Herleitungsfunktion df folgt df 
(et) < df(ß)< dy für alle a < ß. Die Behauptung folgt daher aus der 
I. V. durch einen starken Hauptschluß oder durch die ff+-Regel bezüg- 
lich der Herleitungsfunktion rj =§=_/! 

4. F sei durch einen ausgezeichneten Hauptschluß (S 3.2') erschlossen, 
dessen Hauptteil von der Ersetzung betroffen ist. Dann ist F eine Formel 
jV[VA J^[X]] und F' eine Formel JV' [VX J<' [X]], wobei 
eine starke I-Formel und VX JF'[X] die entsprechende ^-Formel ist. 
Man hat gr (^[L/“]) < tn, y0 <? y, I + li(VX J^[X]) <1 y und nach I. V. 
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(1) SB,;||#''jP[Da]->ZV'[VX/'[X]] 

Die Formel V X J^'[X] hat eine Stufe cr= < I. Nach Lemma 3.10 

b) und dem Strukturschlußlemma hat man 

(2) VZV'[VX/'[X]] 

Aus I + h (VX f[X]) <4 y folgt nach Lemma 2.1 a) fx < y =$= rj. Dann 

ist, da y> I ist, auch fx + 1 < y =H= r\ und nach [1] Lemma 9.11 auch 
cr+ = < y =lj= rj. Die Behauptung folgt daher aus (1) und (2) 
durch einen Schnitt mit der Schnittformel JF\_Ua~\, die den J-Grad 0 
und einen Grad < m hat. 

5. F sei durch einen ausgezeichneten Hauptschluß (S 3.3') erschlossen, 
dessen Hauptteil von der Ersetzung betroffen ist. Dann ist F eine Formel 
N [VXJi[X]] und F' eine Formel ZV' [V X JF [X]], wobei V X J<\X\ 
eine starke /-Formel V X “1 (cA £ X £ fB) und V X jp [X] die ent- 
sprechende ^-Formel ist. Man hat gr (oA £ cA) < m, gr (oA £ 'S) < nt, 

y0 < y< 

I 4- h (V X J^fX]) < y und nach I. V. 

(3) SB;M' s S') v ZV' [VXr [X]] 

Die Formel V X JF [X] hat eine Stufe a = Qß < I. Nach Lemma 
3.10 b) hat man 

SB^+#-!^vXJff'[X] £ QA' £ 3’) 

Nach dem Strukturschlußlemma folgt 

(4) SB; 1/ “ (ciA' £ ciA') -> ((ciA' £ 3') -> ZV' [V X [X]]) 

Aus Lemma 3.7 folgt 

(5) SB'lf“^' £ cA’) 

Wie im 4. Fall ergibt sich a+ y=fc r). Da y > I ist, folgt rj.co < y=§= r\ 
und tf+m= r\.(ü <4 ydh rj. Die Behauptung folgt daher aus (3), (4) und 
(5) durch Schnitte mit den Schnittformeln (oA’ £ oA') und (oA' £ 3'), 
die den Z-Grad 0 und Grade < m haben. 

Bezeichnungen. Im folgenden bezeichnen wir mit J eine endliche 
(eventuell leere) Menge von Limeszahlen < I aus T (I) und mit XJ die 
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natürliche Summe aller Ordinalzahlen der Menge J. (Ist J leer, so sei 
ZJ:=0.) 
Mit F/J bezeichnen wir eine Formel, die aus der Formel F dadurch ent- 
steht, daß gewisse Prädikatenquantoren V X1, die in F positiv auf treten, 
durch V X'1' mit t]i € J ersetzt werden. (Ist J leer, so ist FjJ die Formel F.) 

Lemma 4.5. (Positives Quantoren-Reduktionslemma) 
Gilt SB( IL F und ist F/ J eine kleine Formel, so folgt 

I #.17 
FIJ 

Beweis durch Induktion nach y. 

1. F sei ein Axiom des Systems SB'. Dann ist auch F/J ein Axiom. 

2. F sei durch einen schwachen, kritischen oder ausgezeichneten 
Hauptschluß oder durch einen Schnitt vom /-Grad 0 erschlossen. Aus 
y; < y folgt cEJ a>I#y =§= EJ. Die Behauptung folgt daher 

aus der I. V. 

3. F sei bezüglich einer Herleitungsfunktion / durch einen starken 
Hauptschluß von einem Typ < / oder durch die <r*-Regel erschlossen. 
Dann folgt die Behauptung aus der I. V. durch einen starken Haupt- 
schluß oder durch die cr+-Regel bezüglich der Herleitungsfunktion 
EJ^ co1#'. 

4. F sei durch einen starken Hauptschluß (S 2.2') erschlossen. Dann ist 
F eine Formel SP [V X J^[X]] und F/J eine Formel SP' [V X JF [X]], 

wobei VXJ^[X] eine starke/-Formel und VXJT [X] die entsprechende 
^-Formel für ein rj € J ist. Die Formel V X /' [X] hat eine Stufe 
Qfl < L Man hat eine Herleitungsfunktion f mit /€D (/),/(/)_< y, 
h (V X/[X]) + a> <g y und nach I. V. 

(1) SB 

wobei U in F/J nicht auftritt und G die Formel V X JF [X] ist. Nach [1] 
Corollar 10.8 a) ist f (F) < f {!)=¥ F ?!Ly^r F> und aus ^ (V X /[X]) 
+ oj < y folgt nach Lemma 2.1 a) [i. < y # E J. Hiermit und mit 

m< y ergibt sich 

(o^fW^EJ^ œI#y#EJ 
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Die Behauptung folgt daher aus (1) und durch einen Hauptschluß 
(S 2.1'). 

5. F sei durch einen starken Hauptschluß (S 2.3') vom Typ / erschlos- 
sen. Dann ist F eine Formel T [V X1 JF[X]] und FjJ eine Formel 
T'[VX® JF [X]] mit einem r] €J. Man hat eine Herleitungsfunktion 

/mit / £ D (/), f (/) <_ y und nach I. V. 

(2) SB'0\z!#fla)#EJrPc[F' [Da]] für alle a< tj aus T (/), wobei 

Unicht in F/J auftritt und G die Formel V X1 JF [X] ist. Für die Her- 
leitungsfunktion g: = X, J =)t= coI#f erhält man rj €D (g) und g (tj) 
< a>l*y XJ. Die Behauptung folgt daher aus (2) durch einen starken 

Hauptschluß (S 2.3') vom Typ t) bezüglich der Herleitungsfunktion g. 

6. F sei durch einen Schnitt vom I-Grad 1 erschlossen. Dann hat man 
a < y, ß < y und eine starke /-Formel V X J^[X] mit 

(3) SB;|^VXJF[X] VF 

(4) SB ' |VX J^[X] -> F 

wobei m > 0 ist. Aus (4) folgt für <5: = coI#ß=§= XJ nach I. V. 

(5) SB;|AVXJF[X]-^F/J 

VXjP"[X] sei die Formel, die aus der Formel VXJF[X] dadurch ent- 
steht, daß jeder darin auftretende Prädikatenquantor V X1 durch V Xdö 

ersetzt wird. Aus (5) folgt nach Lemma 4.4 

(6) SB;| £*--VXjr'[x]-F/7 

Aus (3) folgt nach der I. V. 

(7) SBQ \?-I#a+zj#dô\/ X JF [X] V F/J 

Man hat <5 =§= dö < a»1 * y =)(= X J und 

XJ=§= dö < (oI + y=fc XJ. Die Behauptung folgt daher aus (6) 

und (7) durch einen Schnitt mit der Schnittformel V X JF [X], die den 
/-Grad 0 und den Grad 0 hat. 

Corollar 4.5. Gilt SB^ |2L F für eine Formel F vom I-Grad 0, so folgt 

SB ' u in 
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Beweis. ]3ies folgt aus Lemma 4.5 für die leere Menge J, da in diesem 
Fall F eine kleine Formel ist. 

Lemma 4.6. (1. Kollabierungslemma) Gilt SBj |A F für eine Formel F 

vom /-Grad 0, so folgt SB j |d? F. 

Beweis durch Induktion nach y. Da F den /-Grad 0 hat, kann F nicht 
durch einen ausgezeichneten Hauptschluß erschlossen sein. 

1. F sei ein Axiom. Dann ist die Behauptung trivial. 

2. F sei durch einen schwachen oder kritischen Hauptschluß oder 
durch einen Schnitt erschlossen. Dann ist auch jede Prämisse dieses 
Schlusses eine Formel vom /-Grad 0. Die Behauptung folgt daher aus 
der I. V. 

3. F sei bezüglich einer Herleitungsfunktion / durch einen starken 
Hauptschluß oder durch die o^-Regel erschlossen. Dann hat man, da F 
den /-Grad 0 hat, ein ß < I mit ß € D (f) und/ (ß) < y. In diesem Fall 
ist nach [1] §10 df eine Herleitungsfunktion mit ß (zD (df) und df(ß) 
< dy. Die Behauptung folgt aus der I. V. durch einen starken Haupt- 
schluß oder durch die a+-Regel bezüglich der Herleitungsfunktion df. 

Lemma 4.7. Ist C eine Formel vom /-Grad 0 und Grad m, die nicht 

die Gestalt (A -> B) hat, und gilt 

(1) [C] 

(2) SBp |A C -> F 

mit ô < /, so folgt 

SB'| fT[F] 

Beweis durch Induktion nach Ô. Da ô < I ist, kann C -»■ F nicht durch 
einen ausgezeichneten Hauptschluß erschlossen sein. 

1. C —F sei ein Axionm des Systems SB'. Dann kommen folgende 
drei Fälle in Betracht. 

1.1. F ist ein Axiom. Dann ist auch SP [F] ein Axiom. 

1.2. C ist eine falsche konstante Primformel. Dann hat man T [C] |A 
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T [F]. Die Behauptung folgt daher aus (1) nach dem Strukturschluß- 
lemma. 

1.3. F ist eine Formel ^[CJ, wobei C und C0 gleichwertige Formeln 

sind. Dann hat man T [C0] T [F]. Die Behauptung folgt daher aus 
(1) nach dem Umsetzungslemma a) und dem Strukturschlußlemma. 

2. C —> F sei durch einen Hauptschluß oder durch einen Schnitt oder 
durch die cr+-Regel erschlossen. Dann erfolgt der Beweis entsprechend 
wie für Lemma 4.1. 

Lemma 4.8. Gilt SBg|L+^ F mit y < I, so folgt SBgJdfß’F. 

Beweis mit Lemma 4.7 entsprechend wie für Lemma 4.2. 

Lemma 4.9. Gilt SBg|2-F mit y < I, so folgt SBg|^m&)F. 

Beweis. Dies folgt aus Lemma 4.8 durch Induktion nach m. 

Lemma 4.10. (2. Kollabierungslemma) Gilt SBg |A F mit y < I für eine 

77|-Formel F einer Stufe < a < I, so folgt SBQI^.
0
^ F. 

Beweis durch Induktion nach y. Nach Voraussetzung kann F weder 
durch einen Schnitt noch durch einen kritischen oder ausgezeichneten 
Hauptschluß erschlossen sein. 

1. F sei ein Axiom. Dann gilt die Behauptung. 

2. F sei durch einen schwachen Hauptschluß erschlossen. Dann sind 
auch die Prämissen dieses Schlusses 77^-Formeln von Stufen < er. Aus 
y{< y < I folgt nach [1] Lemma 8.8 dayt < d0y. Die Behauptung folgt 
daher aus der I. V. 

3. F sei durch einen starken Hauptschluß vom Typ rj erschlossen. 
Dann ist r\ < Qn < er. In diesem Fall hat man eine Herleitungsfunktion/ 
mit rj € D (f) und f (if) ^y und nach [1] § 10 eine Herleitungsfunktion 

daf mit r] € D (daf) und daf (rj) ^ da y. Die Behauptung folgt aus der 
I. V. durch den starken Hauptschluß mit der Herleitungsfunktion daf 

4. F sei durch eine A'-Regel erschlossen. Dann hat man eine Herlei- 

tungsfunktion /mit 7r+ € D (/) und/(TC
+

) < y. 
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4.1. Sei 7t < a. Dann hat man nach [1] § 10 eine Herleitungsfunktion 
daf mit 7t+ € D (daf ) und daf {jt+) da y. Die Behauptung folgt aus 
der I. V. durch die rc+-Regel bezüglich der Herleitungsfunktion daf. 

4.2. Sei er < 7t. Nach der Tt+-Regel hat man eine Formel V X jA[X] 
der Stufe 7t mit 

(1) SB ;ifVX^[X]VF 

In diesem Fall ist V XJ^fX] V JF eine 77^-Formel der Stufe 7t < I 
und /(0) < I. Aus (1) folgt daher nach der I. V. 

(2) SBQ 
J,/<0)

 V X V F 

VXJ^[X] VA ist eine /7|-Formel TfVXJ^fX]] der Stufe n mit 

SP [F] |A F, und es ist dnJ (0) < 7t+. Aus (2) folgt daher nach der 7t+-Regel 
und dem Strukturschlußlemma 

(3) sß;|4(<i-/(0))f 

Nach [1] Lemma 10.9 hat man f(d„f(0)) f(n+)^y. Die Behauptung 
folgt daher aus (3) nach der I. V. 

Definitionen. 

1. Die Null-Interpretation einer schwachen Formel F des Systems SB 
sei die Formel F° des Systems SB', die aus F dadurch entsteht, daß jede 
darin auftretende freie Zahlenvariable durch die Ziffer 0 und jede darin 
auftretende freie Prädikatenvariable U durch U° ersetzt wird. 

2. Die Stufe einer schwachen Formel des Systems SB sei die Stufe 
ihrer Null-Interpretation. 

Theorem. (Abgrenzungstheorem für SB) Für jede im formalen System 

SB herleitbare schwache Formel F der Stufe 0 gibt es eine Ordinalzahl 
a < rpO I, so daß SBQ|2.F° für die Nullinterpretation F° von F gilt. 

Beweis. Nach dem Interpretationslemma 3.11 gibt es natürliche Zahlen 
k, m, n mit 

SBjll'(6J + ") F° 
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Wir können k > 0 annehmen. Für y : = (7'(“ + n)) 

folgt dann nach Lemma 4.3 und Corollar 4.5 

SBll-LF0 
u
 Im 

Nach [1] § 5 ist dy = W {(oy). Nach Lemma 4.6 folgt 

SBlld-F0 
u
 Im 

Für ß : = W (o/). Da ß eine e-Zahl ist, folgt nach Lemma 4.9 

SB;|£FO 

Nach [1] § 5 bis § 8 ist d0 ß — yj 0 ß. Nach Lemma 4.10 folgt daher 

SBA|— F° 01 o 

für a:= xp 0 ß < y>0 I. 

Anmerkung. Mit dem vorstehenden Theorem erweist sich yO {xFe]+ß 
als eine obere Schranke für die beweistheoretische Ordinalzahl von SB, 
wobei £J + 1 die kleinste e-Zahl > I ist. Diese Ordinalzahl eI+1 ist die 
kleinste Ordinalzahl, die größer als jede Ordinalzahl aus T (/) ist. Die 
Ordinalzahl FeI + l ist zwar nicht in unserem Bezeichnungssystem T (/) 
vertreten, aber xp 0 (F sI + ß ist gleich der Ordinalzahl xp 0 I € T (/). 
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