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Ein Ordinalzahlensystem fur die beweis- 

theoretische Abgrenzung der TTî-Separation und 

Bar-Induktion 

Von Wilfried Buchholz und Kurt Schütte in München 

In der vorliegenden Arbeit wird ein Bczeichnungssystem für Ordi- 
nalzahlen entwickelt, das in einer späteren Arbeit für die beweistheo- 
retische Abgrenzung eines Teilsystems der klassischen Analysis mit 
ED-Scparation und Bar-Induktion gebraucht wird. Anstelle der 
0-Funktionen, auf denen das in (1) behandelte Ordinalzahl-Bczeich- 
nungssystem beruht, wurden in [2] t/t-Funktioncn eingeführt, mit 
denen sich in einfacherer Weise ebenso starke Ordinalzahlsysteme 
wie mit den 0-Funktioncn definieren lassen. Die vorliegende Arbeit 
liefert eine Erweiterung und Verschärfung des in [2] behandelten 
Bezeichnungssystems und der dort definierten Kollabierungsfunk- 
tionen. 

Wir gehen aus von der klassischen Ordinalzahlentheorie, wie sic 
etwa im Axiomensystem ZF-C von Zermelo und Fraenkcl mit Aus- 
wahlaxiom fixiert ist, wobei wir zusätzlich die Existenz einer klein- 
sten schwach unerreichbaren Ordinalzahl / voraussetzen. Tatsächlich 
kann / allerdings auch als die kleinste konstruktiv unerreichbare Or- 
dinalzahl aufgefaßt werden, deren Existenz in ZF-C beweisbar ist. 

Im Rahmen der klassischen Ordinalzahlentheorie, deren hier ge- 
brauchte Grundbegriffe in § 1 angegeben sind, werden in den §§ 2 
und 3 die ^Funktionen definiert und ihre Grundeigenschaften be- 
wiesen. Auf der Grundlage dieser t/t-Funktionen wird in § 4 ein kon- 
struktives Ordinalzahl-Bezeichnungssystem T(I) definiert. Die §§ 5 
und 6 liefern konstruktive Bcrcchnungsverfahren für die Ordinalzah- 
len des System T(I). Die für beweistheoretische Untersuchungen 
benötigten Kollabierungsfunktionen und die hierauf beruhenden 
Ordnungsrelationen <§r werden in den §§ 7 bis 9 entwickelt. Die 
ebenfalls in der Beweistheorie gebrauchten Hcrlcitungsfunktionen 
werden in § 10 bereitgestellt. 
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§ 1. Grundbegriffe 

Die kleinen griechischen Buchstaben a, ß, y, b, ?/, § (auch mit 
Indizes) bezeichnen im folgenden immer Ordinalzahlen, Die Addi- 
tion von Ordinalzahlen sei in üblicher Weise definiert. 

P sei die Klasse der additiven Hauptzahlen, d. h. es sei u e P genau 
dann, wenn a 4= 0 ist und ?/ + a = a für alle ?/ < a gilt. 

a+-* co“ sei die Ordnungsfunktion von P. Dann gilt: 

Lemma 1.1. 

a) (oa€ P 
b) Zu ß e P gibt es eindeutig a mit co“ = ß. 
c) a< ßr$> coa< co11 

d) a < co“ 
c) co“ = 1, co' = co. 
f) Ist a eine Limeszahl, so ist co“= sup {co'1 : r\< a). 

Eine Ordinalzahl a heißt eine e-Zahl, wenn co“= a ist. E sei die 
Klasse der £-Zahlcn, a->-> ea die Ordnungsfunktion vom E. 

Y=NfCo"+ß (y hat die Normalform co“+ß) bedeute, daß 
y = co" + ß mit Ci < y und ß < y ist. Dann gilt: 

Lemma 1.2. 

a) Gilt y= NFco“+ ß, so sind a und ß eindeutig durch y bestimmt. 
b) Zu y gibt es a und ß mit y=NFft/'+ß genau dann, wenn 
0 < y $ E ist. 

Induktive Definition des Endgliedes c(y) von y. 

1. Für ye {0} u P sei e(y) := y. 
2. Für y = NFco“+ ß mit ß =t= 0 sei c (y) : = e (ß). 

Folgerungen: 

Zu y gibt es y0 mit y = y„+ e(y). 
Ist y 4= 0, so ist e (y) e P. 

Lemma 1.3. 

a) a<y, ß<e{y) => a + ß<y 
b) a < ß + y, y < e (a) =>«</! 
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Beweis, a) Man hat y> 0, also y = yb + e(y) mit e(y) e P. Ist 

a < y0, so folgt a + ß < y0 + ß < yf, + e(y) = y. Andernfalls hat man 

a= y0 + a<) mit a()< e(y). Da auch ß< e(y) und e(y) e P ist, folgt 

CH) + ß < «, + e(y) = c(y), also a + ß = y0 + «o + ß < y„ + e(y) = y. 
b) Wäre ß < a, so würde mit y < e(a) nach a) ß + y< a folgen im 

Widerspruch zur Voraussetzung. 

R sei die Klasse der regulären Ordinalzahlen > ca. R sei der Abschluß 

von R bezüglich Limesbildung. 

Folgerung: R C R C E C P 

Definitionen. 

a~: = sup {?7 e R: rj < a) 
Sa : = sup [r] e R : rj< a} 
a+ : = min {rj e R: a < r)} 
1 : = min {rj e R : r]~ = 7]} 
Dann gilt folgendes: 

Lemma 1.4. 

a) a~, Sa e {0} u R 
b) Sa < o < a+ = (Sa)+ e R 
c) Sa = a O a e {0} u R 
d) a e {0} uli^ (a+)~ = a 
e) I > a e R^> (a~)+ = a 
f) I > a e {0} u R ==> (a e R <=} a~< a) 

Induktive Definition von qy und ry. 

1. Für y < / sei qy : = 0 und ry : = y. 

2. Für / < y = NF
w<<+ ß s(h 17'- = ft)a+ qß und ry : = rß. 

3. Für / < y e E sei q y : = y und ry : = 0. 

Folgerungen: 

y=qy+ ry mit ry< I. 
1st y> /, so ist e {q y) > /. 

Lemma 1.5. a < y, ß < /, ry=0^a+ß<y 

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt ß<l< e{y). Nach Lem- 

ma 1.3 a) folgt die Behauptung. 
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Eine Ordinalzahl a heiße eine Anfangszahl, wenn a = 0 oder a 6 R 
ist. a +-» fl„ sei die Ordnungsfunktion der Klasse {0} u R der An- 

tangszahlen. Dann gilt: 

Lemma 1.6. 

a) ß„ e {0} u R, also S(fl„) = ß„. 

b) Zu ß e {0} u R gibt es eindeutig a mit fl„ = ß. 
c) a< ß^> ß„ < Qß 

d) a < A(( 

e) fl, = 0, fl, = /. 

f) a < l <=> fl„ < / 

g) Für a < / ist fl„ e R genau dann, wenn es a(l mit a = a0 + 1 gibt. 

h) 1st a eine Limeszahl, so ist fl„ = sup {A,( : lj < a}. 

§ 2. Die Ordinalzahlen Wa 

Induktive Definition der Ordinalzahlcnmcngen C"(a) (n < (O) und 

C(d) und der Ordinalzahl lRu (durch Hauptinduktion nach a und 

Nebeninduktion nach n). 
(CI) 0 ,IeC"(a) 
(C2) y = NFftr + rj; £, ?/ e C"(a) ye C"+](a) 
(C 3) Sy < y < I; Sy e C"(a) => y e C"+'(a) 
(C4) ß <a- ß e C'(a) ^ Vße C"+](a) 
(C5) C(a) : = u (C"(a) : u < tu} 

(C6) lRu = min {r] : ?] $C (a)} 

Folgerung: in < n < ft) C"{u) Ç C"(a) 

Lemma 2.1. a < ß^> C(cc) Ç C(ß), Wa < Wß 

Dies folgt unmittelbar aus den Dcfinitionsregcln. 

Lemma 2.2. 0 < Wa < I 

Beweis. Aus (Cl), (C5) und (C6) folgt 0 < lIJa. Durch Induktion 

nach il ergibt sich, daß C"(a) eine Mächtigkeit < / hat. Dann hat 

aufgrund der Regularität von / auch Cot) eine Mächtigkeit < /. Nach 

(C6) folgt Wa< I. 
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Lemma 2.3. 'Fa 6 R 

Beweis. Wäre lPa $ R, so hätte man nach Lemma 2.2 
S(lRa) < Wa < I. Dann wäre nach (C6) S(lIJa) e Ca) und nach 
(C3) 'Fa e Ca) im Widerspruch zu (C6). 

Lemma 2.4. y e C"(a), y< / E> y< 'Fa 

Beweis durch Induktion nach n. 

1. y e C"(a) gelte nach (C 1 ). Daun ist y = 0 < 'Fa. 
2. y e C"(a) gelte nach (C2) oder (C3). Dann folgt die Behaup- 

tung aus der I.V. (Induktions-Voraussetzung), da nach Lemma 2.3 
'Fa e R e E ist. 

3. y e C"(a) gelte nach (C4). Dann hat man y= 'F/3 mit ß<a. 
Nach Lemma 2.1 folgt y < 'Fa. Da 'Fa $ C(d) ist, folgt y< 'Fa. 

Corollar 2.4. Die Menge derjenigen Elemente von C(a), die < / 
sind, ist gleich dem Abschnitt aller Ordinalzahlen < lRa. 

Beweis. Dies folgt aus (C6) und Lemma 2.4. 

Lemma 2.5. 

a) ß< y < /, y e C(a) =^> /3 e C(a) 

b) y = Nt w?+ >1 e C(a) => £, // e C(a) 

Beweis, a) folgt aus Corollar 2.4. 
b) folgt im Fall y</ aus a). Andernfalls kann y=NFaj? + 

i] e C(a) nur nach (C2) gelten, also nur mit §, r] e C(a). 

Lemma 2.6. 

a) a < ß, a e C(ß) => 'Fa < Wß 
b) a,ß e C(a) u C(j8), 'Fa = Wß ^ a = ß 

Beweis, a) Aus a< ß und a 6 C(ß) folgt nach (C4) *Fae C(/3). 
Nach den Lemmata 2.2 und 2.4 folgt 'Fa< 'F/l 

b) Wäre a< ß, so würde aus a e C(a) u C(/3) nach Lemma 2.1 
ae C(ß) und nach a) 'Fa< *F/i folgen. Ebenso fuhrt die Annahme 
ß< a zum Widerspruch zur Voraussetzung 'Fa = 'F/L 

Lemma 2.7. Ist a < ß und gibt es kein ôe C(a) mit a< ö< ß, so 
gilt: y e C"(ß) => y e C(a). 

Beweis durch Induktion nach ». 
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1. y e C"(ß) gelte nach (CI). Dann gilt auch ye C(a). 
2. y e C"(ß) gelte nach (C2) oder (C3). Dann folgt die Behauptung 

aus der I.V. 

3. y e C"(ß) gelte nach (C4). Dann hat man y= Wö mit Ô < ß und 

nach l.V. ô e Ca). Daher kann nach Voraussetzung nicht a < ö < ß 
sein. Da ö< ß ist, folgt ö < a. Nach (C4) folgt y = Wô e C(a). 

Lemma 2.8. 1st ß = min {77: a< 77 6 C(a)}, so ist C(a) = C(ß), 

also Wa = Wß und ß € C(ß). 

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt nach Lemma 2.1 

C(a) ç C(ß) und nach Lemma 2.7 C(ß) ç C(a). 

Lemma 2.9. Ist y e C"(a), so gibt es ö = min {77 : y< 77 e C(ß)) 
mit ô e C"(a). 

Beweis durch Induktion nach n. 
1. Es sei y < /. Ist yeC(ß), so gilt die Behauptung für ô = y. 

Andernfalls gilt sie aufgrund von Corollar 2.4 für ô = I. 
2. Es sei / < y. Dann kann ye C"(a) nur nach (C 2) gelten. 

Man hat also »>0 und y= NFw
7' + y2 mit yi,y>e C"-I(a). Für 

i = 1,2 gibt es nach I.V. ô, = min {77 : y, < 77 e C(ß)) mit 

<5, e C"_l(a). 1st yt e C(ß), so gilt die Behauptung für 

ô = NFCT*
7' + d2. Andernfalls gilt sie für d = co"'. 

Lemma 2.10. Gilt ye C(a) nach (C4), so gibt es genau ein ß<a 
mit y = Wß und ß e C(ß). 

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung hat man y= Wß^ mit 

ß, ,<a und ß{,eC(a). Dann gibt es nach Lemma 2.9 

ß = min {77 : ß„< 7/ e C(ß,,)}. Nach Lemma 2.8 folgt C(ßn) = C(^), 

y= Vß und ße C(ß). Nach Lemma 2.6 b) ist ß eindeutig durch y 

bestimmt. Ist ß0 = ß, so hat man ß < a. Andernfalls ist ßt) $ C(ß^), 
also ßi,$ C(ß). Da ß0e C(a) ist, folgt auch in diesem Fall ß < a. 

Lemma 2.11. ß e C(ß), y< lF(ß + I) =^> ß + y e C(ß + y) 

Beweis. Aus y< W(ß + I) folgt / > ye C(ß+ I). Angenommen, 

cs sei y $ C(ß + y). Dann ist C(ß + y) 4= C(ß + /). Folglich gibt es 

nach Lemma 2.7 öeC(ß+y) mit ß+y<ö<ß+I. Es folgt 

ö = ß + <3,, mit y< <5(>< / und ö„eCß+y) Nach Lemma 2.5 a) 

folgt y e C(ß + y). Mit ß e C{ß) ç C(ß + y) folgt ß + y e C(ß + y). 
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Lemma 2.12. a e C(a), ß< ya qa + ß e C(qa + ß) 

Beweis. Aus aeC(a) folgt qaeC(a). Angenommen, es sei 
qa$ C(qa). Dann ist C(qa) 4= C(a). Folglich gibt es nach Lemma 
2.7 ö e C(qd) mit qa< ô < a. Es folgt qö e C(qa) und qa = qö. 
Man hat also 
(1) qaeC(qa) 
Aus aeC(a) folgt auch ra e Ca). Nach Lemma 2.4 folgt 
y a < Va. Da ß < y a und a< qa+ I ist, folgt 
(2) ß< V(qa + /). 
Aus (1) und (2) folgt die Behauptung qa + ßeC(qa+ß) nach 
Lemma 2.11. 

Lemma 2.13. a < VI => a e C(ß), 1 + a < Va = Q\+a 

Beweis. Aus a< VI folgt nach Lemma 2.11 (für ß=0 und 
y = a) aeC(a). Durch Induktion nach a folgt Va=Qt + a. Aus 
I>aeC(a) folgt nach Lemma 2.4 a< Va. Dann ist auch 
1 + a < Va. 

Lemma 2.14. VI S ß£ C(a) =$> I < a. Va = £2y,(qa )+ra 

Beweis. Wäre a < I, so würde aus a e C(a) nach den Lemmata 2.4 
und 2.1 a < Va< VI folgen. Im vorliegenden Fall ist also I < a. 
Dann ist qa eine Limeszahl. Da V(qa) 6 R ist, gibt es ?/ mit 
V(qa) = Q,r Angenommen, es sei i)<Qrl. Dann hat man 
ST)< V(qa), folglich Srje C(qa). Dies kann nur nach (CI) oder 
(C4) gelten. Man hat also entweder Sr) = 0 oder nach Lemma 2.10 
Sr] = Vô mit ö<qa und öeC(ö). Im ersten Fall sei ß = 0, im 
zweiten Fall ß = Ô + 1. Dann ist in jedem Fall T) < iy = Vß mit 
ß e C(ß). Da qa eine Limeszahl ist, ist auch ß< qa. Für alle y< Vß 
hat man y<V(ß+I) und nach Lemma 2.11 ß+yeC(ß+y). 
Durch Induktion nach y folgt ß„ < V(ß + y) für alle y< Vß, also 
insbesondere Qvß < V(ß + Vß). Aus ß< qa, Vß < I und y{qa) = 0 
folgt nach Lemma 1.5/3+ Vß < qa. Hiermit ergibt sich 

Qvß<V(ß+ Vß) < V(q a) = Qtl 

im Widerspruch zu 1] < Vß. Somit ist 7] = ü,r Es folgt 

(1) V(qa) = Qv{qa) 

Aus a e C(a) folgt nach Lemma 2.12 
(2) qa + ß e C(qa + ß) für alle ß < i a. 
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Aus (1) und (2) folgt durch Induktion nach ß 
lIJ{q a + ß) = Qv{qa)+ß für alle ß < ra, 

also insbesondere Wa = W(qa + ra) = Qy,^+ra. 

Lemma 2.15. Ist I<ßeC(ß) mit r/3=0 und a= lEß+y< 
V{ß + /), so ist Qa = V(ß + y). 

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt nach Lemma 2.11 

ß + y e C(ß+ y). Man hat q(ß + y) = ß > / und r(ß + y) = y. 

Nach Lemma 2.14 folgt lE(ß + y) = Q^ß+y = £2,,. 

§ 3. Die Ordinalzahlen xpoa 

Im folgenden bezeichnen JT, a, r immer Antangszahlen < /. 

Induktive Definition der Ordinalzahlenmenngen C”(a) (n < üi) 
und C„(a) und der Ordinalzahl xpoa (durch Hauptinduktion nach a 
und Nebeninduktion nach //). 

(C„l) Ist y< coder y = /, so sei ye C'à(a). 
(C„2) y = NFwf + >?; ^rje C"(a)^ye C"+1 (a) 

(Ca3) ßeC"(a)^WßeC'-+'(a) 
(C„4) ß < a; n+,ß e C“(a xpizß e C"+1 (a) 

(C„5) C0(a) := u {Q'(a) : K< tu} 

(C„6) xpoa : = min {r? : rj $ C„(a)} 

Folgerung: in < n < (0 Cß(d) Ç C))(a) 

Lemma 3.1. 0< JZ, a < ß =^> C„(ct) Ç Cn(ß), xpoa < Xpjzß 

Dies folgt unmittelbar aus den Dcfmitionsrcgeln. 

Lemma 3.2. cr< xpou< a+, also S(xpoa) = O. 

Beweis. Aus (C„l), (C„5) und (C„6) folgt c< tpoa. Durch Induk- 

tion nach H ergibt sich, daß C))(a) eine Mächtigkeit < <7+ hat. Dann 

hat aufgrund der Rcgularität von cr+ auch C„(a) eine Mächtigkeit 

< a+. Nach (Ca6) folgt xpoa< o+. 

Lemma 3.3. 1poa G E 

Beweis. Nach Lemma 3.2 ist xpoa=¥ 0. Wäre xpaa $ E, so hätte 

man daher xpoa = NF <M*4- rj, folglich nach (C„6) r) 6 C„(a) und 

nach (C„2) xpoa e C„(a) im Widerspruch zu (C„6). 



Ein Ordinalzahlensystem 107 

Lemma 3.4. y G C£(a). y< o+ ü> y< xpoa. 

Beweis durch Induktion nach n. 
1. y e Cjj(a) gelte nach (Ca 1). Dann ist y < er < xpoa. 
2. y e Cjj(a) gelte nach (C„2). Dann folgt die Behauptung aus der 

I.V., da nach Lemma 3.3 xpoa e E ist. 

3. y e C'o(a) gelte nach (C„ 3). Dann ist nach Lemma 2.3 ye R. 
Aus y< cr+ folgt daher y< o< xjxoa. 

4. y e C,"(a) gelte nach (C„4). Dann hat man y= t/t.T/3 mit ß< a. 
Aus y < cr+ folgt nach Lemma 3.2 rr< er. Nach Lemma 3.1 folgt 

y< t/rera. Da xpoa $ C„(a) ist, folgt y< xpoa. 

Corollar 3.4. Die Menge derjenigen Elemente von C„(a), die < cT 
sind, ist gleich dem Abschnitt aller Ordinalzahlen < xpoa. 

Beweis. Dies folgt aus (C„6) und Lemma 3.4. 

Lemma 3.5. 

a) /3 < y < cr+, y e C0(ct) ß e Ca(a) 
b) y = NF«

?
+ V e C,,(a) e C„(a) 

Beweis, a) folgt aus Corollar 3.4. 

b) folgt im Fall y< o+ aus a). Andernfalls kann 

y = NFft>?+ X] eCa(a) nur nach (C„2) gelten, also nur mit 

tije C„(a). 

Lemma 3.6. 

a) CT
+
, a e C„(ß), a < ß => M’au < V7cr/^ 

b) o+, u. ß e C„(a) u C„(ß), xj’oa = xjxoß =^> a = ß 

Beweis, a) Aus CT
+
, a eC„(ß) und a < ß folgt nach (C„4) xpoa e 

Ca(ß). Nach den Lemmata 3.2 und 3.4 folgt xpoa < xjioß. 
b) Wäre a < ß. so würde aus cr+, a e C„(a) u C„(ß) nach Lemma 

3.1 CT
+
, a e C0(ß) und nach a) xpoa< xjxoß folgen. Ebenso fuhrt die 

Annahme ß < a zum Widerspruch zur Voraussetzung tpoa = xpoß. 

Lemma 3.7. Ist y 6 C,"(a), so gibt es ö = min {xj : y< ?y 6 C(ß)} 
mit ö e Cg («). 

Beweis durch Induktion nach n entsprechend wie für Lemma 2.9. 
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Lemma 3.8.Gilt y e C^+I(a) nach (CCT3), so gibt cs genau ein ß e 
C",(a) mit y = Wß und ß e C(ß). 

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung hat man y= Wß,, mit ß, e 

Cli(a). Dann gibt cs nach Lemma 3.7 ß = min {rj : /30 < r] e C(/30)} 

mit ß e C("(a). Nach Lemma 2.8 folgt y = Wß und ß e C(ß). Nach 

Lemma 2.6 b) ist ß eindeutig durch y bestimmt. 

Lemma 3.9. y e C"(ß) => y 6 CVß(a) 

Beweis durch Induktion nach n. 
1. Es sei y < /. Dann folgt aus ye C(ß) nach Lemma 2.4 y< Wß. 

Nach (Cv,^ 1 ) folgt y 6 C#(a). 

2. Es sei y = /. Dann gilt y e Cvp(a). 
3. Es sei /< y. Dann kann ye C(/3) nur nach (C2) gelten. In 

diesem Fall folgt die Behauptung aus der I. V. 

Lemma 3.10. ß e C(ß), Wß e C„(a) => ß e C„(a). 

Beweis. Aus ßeC(ß) folgt nach Lemma 3.9 ßeC,t,p(a). Ist 

Wß < a, so folgt ß e C„(a). Es sei nun a < Wß. Dann kann Wß e C„(u) 
nur nach (Ca3) gelten. In diesem Fall hat man nach Lemma 2.8 

Wß = Wß,, mit ßne C(ß„) und ß,, e C„(a). Nach Lemma 2.6 b) folgt 

ß = ßh also ße C„(a). 

Lemma 3.11. Ist a < ß und gibt es kein Ô 6 Ca(a) mit a < ö < ß, so 

gilt y e C" {ß)^>ye C„(a) 

Beweis durch Induktion nach n entsprechend wie für Lemma 2.7. 

Lemma 3.12. Ist ß = min {r) : a < t) e C„(a)}, so ist C„(a) = 
C„(ß), also \^)oa = y>oß und ß e C„(ß). 

Beweis. Aus der Voraussetzung folgt nach Lemma 3.1 C„(a) ç 

C„(ß) und nach Lemma 3.11 Ca(ß) ç C„(a). 

Lemma 3.13. Ist yeC^(d), o<n und ß^a, so gibt es 

ô = min {ri : y< r| 6 QT(ß)} mit ö e Q'(a). 

Beweis durch Induktion nach //. 

1. ye C"(a) gelte nach (C„l). Da a < it ist, folgt ye Cn(ß). Die 

Behauptung gilt daher für ô = y. 
2. y e C," (a) gelte nach (C„2). Dann hat man n > 0 und 

y = NF tu7' + y2 mit yu y2 e C„'_l(a). Für /= 1,2 gibt cs nach I.V. 
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ô, = min {77 : y, < 77 e CT(/i)} mit ö, e C"“' (a). Ist 71 e CT(ß), so gilt 

die Behauptung für ô = NFo>71 + ö2. Andernfalls gilt sic für ô = cod'. 

3. ye C’à(a) gelte nach (Ca3). Dann hat man 11 > 0 und 7= Wy, 

mit 706 C”“‘(a). Nach I.V. gibt es <5„ = mm {77: 7,, < r] e C„{ß)} 

mit d(l e C,"~1 (a). Die Behauptung folgt für ô = Wô0. 

4. 7 e C'à (a) gelte nach (C„4). Dann hat man n > 0 und 7= ipy^ y2mit 

7^, 72 e C"'1 (a). Nach I.V. gibt cs <5, = min {rj : 7+ < rj e CM(ß)} 
und ö2 = min {rj \ y2< r) e CK(ß)} mit öu2e C'à~' (a). 

4.1. Es sei yt e Cn(ß) und b2 < ß, also auch b2 < a. Dann gilt die 

Behauptung für ô = ipy\ô2. 
4.2. Es sei 7* e QT(/3) und ß< 02. Dann gilt die Behauptung für 

<5 = yt- 
4.3. Es sei yt $ CK(ß). Dann gilt die Behauptung für ô = ôj. 

Lemma 3.14. Ist o< y und gilt ye Q,+ 1(a) nach (Ca4), so gibt es 

genau ein TtS a und genau ein ß < a mit 7= ipJtß, ß e CM(ß) und 

7Z+,ße c;;(a). 

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung hat man y=ipjtß,) mit 

ßi< a und Jt+, ß() e Cä(a). Aus o< y folgt nach Lemma 3.2, daß 

JI> o und JT eindeutig durch 7 bestimmt ist. Dann gibt es nach 

Lemma 3.13 ß = min {rj : ß{)< rj e CJt(ß„)} mit ßeC'ä{d). Nach 

Lemma 3.12 folgt CT(ß„) = CT(/3), 7= rpJiß und ße CT(/3). Nach 

Lemma 3.6 b) ist ß eindeutig durch 7 bestimmt. Ist ß= ß0, so hat 

man ß < a. Andernfalls ist ß„ $ CT(/3()), also ß,, $ C;r(ß). Da JT > trist, 

folgt /3,, $ C„(/3). Da ßt) e C„(a) ist, folgt auch in diesem Fall ß< a. 

§4. Die Ordinalzahlenmenge T(I) 

Induktive Definition der Ordinalzahlenmenge T(I) und des Grades 

gr(7) einer Ordinalzahl ye T(I). 
(TI) 0, / e T(I), gr(0) = gr(7) : = 0. 

(T2) 7 = NFm“+# a.ße T(I)^ye T(I), 
gr(7) : = max {gr(a), gr(/3)} + 1 

(T3) a e C(a); a e T(I) => Wa e T(I), gr(Wa) : = gr(a) + 1 

(T4) ae C„(a)\ 0, ae T(I) => 1paa e T(I), 
gr(t/Jod) : = max {gr(cr), gr(a)} + 1 
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Lemma 4.1. a e T(I) => a+ e C„(a) 

Beweis. Für oe T(I) kommen folgende zwei Fälle in Betracht. 
1. <7=0. Dann folgt nach (C„ 1) und (Ca3) a+ = WO e C„(ä). 
2. <7 = l/y/3 mit ße C(ß). Dann hat man nach (C„l) llJße C„(d) 

und nach Lemma 3.10 ßeC„(d). Es folgt ß + 1 e C„(a) und nach 
(Ca3) o+ = V(ß + 1) e Ca(a). 

Lemma 4.2. 
a) a e C(a), ß e C(ß), Va = Vß a = ß 
b) o e T(7), a e C„(a), ß e C„(ß), ijioa = ipcrß =^> a = ß 

Beweis, a) folgt aus Lemma 2.6 b). 
b) folgt aus den Lemmata 3.6 b) und 4.1. 

Anmerkung. Jede Ordinalzahl aus T(/) hat eine Normalform, die 
gemäß den Definitionsregein (7 1) bis (7'4) aus den Symbolen 0, /, 
CD, 4-, W und ip zusammengesetzt ist. Diese Normalformen nennen 
wir Ordinalteniie. Aus den Lemmata 2.2, 2.3, 3.2, 3.3 und 4.2 folgt, 
daß je zwei verschiedene Ordinalterme verschiedene Ordinalzahlen 
bezeichnen. Daher ist der Grad gr(y) einer jeden Ordinalzahl 
ye T(I) cindcitig bestimmt. 

Lemma 4.3. n e T(l) <=> JT+ e T(7) 

Beweis. 1. Es sei il e T(7). Ist JI = 0, so hat man JT
+ = lF0 e T(I). 

Andernfalls ist JX — Wß mit ßeC(ß) n T(7). Es folgt ß+\ e 
C(ß+ 1 n T(I) und n+ = V{ß+ 1) e T(I). 

2. Es sei JX
+
 e T(I). Ist ix+ = xj>i), so hat man JX= Oe 7(7). 

Andernfalls ist JX+ = ip(ß+ 1) mit ß + 1 £ C(ß + 1) n 7’(7). Es 
folgt ße C(ß+ 1). 1st C(/3) = C(ß+ 1), so hat man ße C(ß). 1st 
C(ß) 4= C(ß+ 1), so folgt ße C(ß) nach Lemma 2.7. Man hat also 
in jedem Fall ß e C(ß) n T(7) und ix = lIJß e T(I). 

Lemma 4.4. Für ix e T(7) gilt: 
JX e C„(a) <=> JX

+
 e C„(a) 

Beweis mit Hilfe der Lemmata 3.10 und 4.3. 

Lemma 4.5. y 6 T(I) => y < Ei+\ 

Beweis durch Induktion nach gr(y). 
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Lemma 4.6. y 6 '/’(/) => y e C„(£/+1) 

Beweis durch Induktion nach gr(y) mit Hilfe der Lemmata 4.3 bis 
4.5. 

Lemma 4.7. y e C"(a) => y e T(/) 

Beweis durch Induktion nach n mit Hilfe der Lemmata 3.8, 3.14 und 
4.3. 

Lemma 4.8. y ist genau dann eine Ordinalzahl < WO aus T(I), 
wenn y< tpOei+i ist. 

Beweis. Nach Corollar 3.4 ist y genau dann eine Ordinalzahl 
< 0+ = WO aus Ci)(£/+i), wenn y< t/tÜ£/+1 ist. Nach den Lemmata 
4.6 und 4.7 ist T(I) = Co(f/+ I). Hiermit ergibt sich die Behauptung. 

Anmerkung. Nach Lemma 4.8 bilden diejenigen Ordinalzahlen aus 
'/'(/), die < WO sind, einen Ordinalzahlenabschnitt. 

Lemma 4.9.y E T(I) => Sy 6 T(/) 

Beweis durch Induktion nach gr(y). 

Lemma 4.10. Für a< 1 gilt: a E I (/) 4^ Qu E 7 (/) 

Beweis. Für a< WI folgt die Behauptung aus Lemma 2.13. Im 
folgenden sei nun WI < a< I. 

1. Es sei a e T(7). Dann hat man nach Lemma 4.9 Sa = Wß e T(I) 
mit I<ße C{ß) n T(7). Es folgt I<qße T(I) und nach Lemma 
2.12 qß e C(qß). Man hat 

Wßiß) < Sa < a < a+ < Wqß + I) 
Daher gibt es y e T(I) mit a = W(qß) + y< W(qß+ /). Nach Lem- 
ma 2.15 folgt Qa = W(qß+ y) e /’(/). 

2. Es sei Qn E T(I). Dann hat man = WßE T(I) mit / 
— ß EC(ß) n T(/). Nach Lemma 2.14 folgt = ipß = Qvm+rß, 
also « = xj>(qß) + rß e T(I). 

Im folgenden bezeichnen die kleinen griechischen Buchstaben a. ß, 
y, Ô, r), § (auch mit Indizes) immer Ordinalzahlen aus T(7). Ji, a. r 
bezeichnen im folgenden immer Anfangszahlen < / aus T(I). 

Bezeichnet M eine Menge von Ordinalzahlen, so bedeute M < ß 
(oder M<ß), daß a<ß (oder a<ß) für alle aeM gilt. a<M 
bedeute, daß cs ß e M mit a < ß gibt. 
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§ 5. Die Koeffizientenmengen Gy und Ky 

Induktive Definition der Koeffizientenmenge Gy. 
1. GO und Gl seien leer. 
2. Für y = NF«A + 7) sei Gy: = G § u Gr], 
3. Für ßeC(ß) sei G(Vß) : = Gß" u {ß}. 
4. Für ß e Cfiß) sei G(xpJirß) : = Gn. 

Folgerungen: 

G y ist eine endliche Menge von Ordinalzahlen aus T(I). G ß ç 
G(a + ß) cGau Gß 

Lemma 5.1. y e C(a) öGy< ß 

Beweis durch Induktion nach gr(y) unter Benutzung der Lemmata 
2.5 b), 2.10 und 3.2. 

Corollar 5.1. Va ist genau dann ein Ordinalterm aus T(/), wenn a ein 
Ordinalterm aus T(I) ist und Ga < a gilt. 

Beweis. Dies folgt aus Lemma 5.1, weil ein Ordinaltcrm lIJa aus 
T(I) der Bedingung a e C(a) zu genügen hat. 

Definition. G(Gy) : = u {Ga : a e Gy} 

Lemma 5.2. G(Gy) C Gy) 

Beweis durch Induktion nach gr(y) 

Definitionen. 

ga : = max (Ga u {0}) 
ha : = ga+ wa 

Lemma 5.3. ha 6 C(ha) 

Beweis. Aus dem Lemma 5.2 folgt 
G(ha) = G((ja + coa) — Ga< ga + wa = ha 

Nach Lemma 5.1 folgt ha e C(lia). 

Induktive Definition der Koeffizientenmenge Ky. 
1. KO und KI seien leer. 
2. Für y = NF ar + rj sei Ky : = Klf u Kr], 
3. Für I > y e E sei Ky : = {y}. 
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Folgerungen: 

Ky ist eine unendliche Menge von Ordinalzahlen < / aus £ n T(I). 

Kß ç A(a + ß) c Ka u Kß 

Lemma 5.4. y £ C(a) O Ky C C(a) 

Beweis durch Induktion nach gr(y). 

Lemma 5.5. « £ C(a) A'a < lIJa 

Beweis. Aus ß£ C(a) folgt nach Lemma 5.4 Ka c C(a). Nach 

Lemma 2.4 folgt A'a < lPa, da Ala < 1 ist. 

Definition der Kollabiemngsfunktion d. 

_ f a, wenn a < I ist 
' a' I lP(ha), wenn / < a ist. 

(Nach Lemma 5.3 ist ha £ C(/ia).) 

Folgerung: da < / 

Lemma 5.6. 

a) a < I Ka < da 
b) / < a => A'a < da 

Beweis, a) gilt, weil in diesem Fall da = a ist. 

b) Für / < a hat man nach den Lemmata 5.3 und 5.5 

A'a ç K(ha) < lP(ha) = da 

Lemma 5.7. a < ß, Ka < (//?=> da < dß 

Beweis. Ist ß < /, so hat man da = a < ß = dß. 1st a < I < ß, so 

ist dß e E. Aus Ala < dß folgt dann da = a < dß. Es sei schließlich 

/< a. Aus Ka<dß= lP(hß) folgt dann Ka C C(hß) und nach 

Lemma 5.4 a e C(hß). Nach Lemma 5.1 folgt 

(1) ga<hß 
Aus a < ß folgt «/'< c(/;/3). Mit (1) folgt nach Lemma 1.3 a) 

(2) ha=ga+a)"<hß 
Aus (2) folgt nach den Lemmata 2.6 a) und 5.3 

da= W(lia) < iPliß) = dß 

8 München Ak. Sb. 1983 
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§ 6. Die Koeffizientenmengen G„y und K„y 

Induktive Definition der Koeffizientemnaige G„y. 
1. G„0 und G„I seien leer. 
2. Für y = NF or + r? sei G„y : = Ga§ u G„rj. 
3. Für ß e C{ß) sei GaVß : = G„ß. 
4. Für ß e Cn(ß) sei 

o _ ( 0, wenn jr < ex ist, 
atynl • I G„JTU Gaß u {ß}, wenn CT< JT ist. 

Folgerungen: 

G„y ist eine endliche Menge von Ordinalzahlen aus T(I). 
G„ß ç G„(u + ß) ç G„a u G„ß 

Lemma 6.1. y e C„(a) <=> G„y< a 

Beweis durch Induktion nach gr(y) unter Benutzung der Lemmata 
3.5 b), 3.10, 3.14 und 4.4. 

Corollar6.1. ipocc ist genau dann ein Ordinalterm aus ’/'(/), wenn er 
und a Ordinalterme aus T(I) sind und G„a < a gilt 

Beweis. Dies folgt aus Lemma 6.1, weil ein Ordinalterm \jiaa aus 
T(I) der Bedingung a e Ca(oi) zu genügen hat. 

Anmerkung. Mit Hilfe der Corollare 5.1 und 6.1 ergibt sich: 
1. Es ist entscheidbar, ob eine Zeichenreihe einen Ordinalterm des 

Systems T(I) bezeichnet. 
2. Für je zwei Ordinalterme a und ß aus T(I) ist entscheidbar, ob 

a < ß, a = ß oder ß < a gilt. 

Lemma 6.2. Ist y < CT oder y = o+, so ist G„y leer. 

Beweis. In diesen Fällen gilt nach (C01) und Lemma 4.1 y e C„(0). 
Nach Lemma 6.1 folgt G„y< 0. Dann ist G„y leer. 

Lemma 6.3. JT < CT=^> G„y Ç Gny 

Beweis durch Induktion nach gr(y). 

Induktive Definition der Ordinalzahlenmenge Uy. 
1. (JO und UI seien leer. 
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2. Für y = NFtos + V sei Uy: = U^ u Urj. 
3. Für ß e C{ß) sei U(Vß) : = Uß. 
4. Für ß e Cn(ß) sei U(ipnß) : = {n+} U Unu Uß. 

Folgerungen: 

Uy ist eine endliche Menge von Ordinalzahlen < / aus R n T(I). 

Uß ç U(a + ß) çUau Uß 

Lemma 6.4. Ist Uy< a, so ist G„y leer. 

Beweis durch Induktion nach gr(y). 

Lemma 6.5. Ist o< T und gibt es kein r) e Uy mit cr< ?/ < r, so ist 

G„y = Gry. 

Beweis durch Induktion nach gr(y). Die Behauptung gilt trivialcr- 

weisc oder Folgt unmittelbar aus der I. V., wenn y nicht die Gestalt 

ijfjrß hat. Es sei nun y = ipjtß mit ß e C1(ß). Dann ist Uy = {yT+} u 

Un u Uß, Folglich nach Voraussetzung entweder n+ < o oder 

T< n+. 
1. Es sei n+ < o. Dann ist n < o. In diesem Fall sind Gay und GTy 

leer. 

2. Es sei r< n+. Dann ist r< n. In diesem Fall ist G„y = Gan u 

Gaß u {ß} und Gry = GTn u GTß u {ß}. Nach I.V. ist G„n= CTn 
und G„ß = Grß. Es Folgt G„y — Gry. 

Lemma 6.6. Zu y gibt es r = min {n : G.Ty< y} e {0} u Uy. 

Beweis. Die Existenz der Ordinalzahl r = min {n : GTy< y} Folgt 

aus Lemma 6.4. Ist r 4= 0, so Folgt aus der Minimalität von r, daß 

Gay 4= Gry Für alle CJ< T gilt. Dann gibt es nach Lemma 6.5 zu jedem 

o< T ein 7} e Uy mit o< rj < T. Es Folgt r 6 L/y. 

Induktive Definition der Koeffizieutewiieiige K„y. 

1. Ka0 und A.'„I seien leer. 

2. Für y = NF f<r+ r] sei Kay : = KnÇ u K„rj. 

3. Für ß e C(ß) sei 

cm, 
K„ß, 

KßPß:= I 

8* 

wenn lPß < o ist, 

wenn er < lPß ist. 
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4. Für ß 6 C„(ß) sei 

wenn Jt < a ist, 

wenn a < ir ist. 

Folgerungen: 

K„y ist eine endliche Menge von Ordinalzahlen < o+ aus E n T(7). 

Kaß c K„(a + ß) c K„a u K„ß 

Lemma 6.7. ye C,T(of) 7s„y c C„(a) 

Beweis durch Induktion nach gr(y). 

Lemma 6.8. a e C„(a) => Kaa < t[>oa 

Beweis. Aus ae Ca(d) folgt nach Lemma 6.7 Kaac C„(a). Nach 

Lemma 3.4 folgt Kna < ipoa, da K„a < o+ ist. 

Lemma 6.9. 7t < O Kno = KrO+ 

Beweis. Man hat a= lPa und a+ = P(a 4- 1) mit 

Kno = K^a = K„(a+ 1) = 7CTü
+ 

Lemma 5.10. n; < Sy K1S y c K„y 

Beweis durch Induktion nach gr(y). 

Definitionen. Für eine Menge M von Ordinalzahlen aus ”7(7) sei 

GaM : = u {Gact : a e M}, KaM : = u {Kt,a : a e M) und UM : = 
u {Ua : a e M}. 

Lemma 6.11. 

a) n < a => G.TG„y ç G,Ty 

b) 7t < o =^> K^GCTy ç K-, y 
c) .T < cr => K^K„y = K7y 
d) U(Gay) g Gy 

e) U (U y) ç Uy 

Beweis durch Induktion nach gr(y). Für e) ist zu beachten, daß 

U(7t~) = Lbr ist. 

Lemma 6.12. <7+ = T G„y = Gry u G„Kay 

Beweis durch Induktion nach gr(y). 
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Lemma 6.13. o+ = r, G„y 4= Gry, JI < o^> K„o ç Kny 

Beweis. Aus G„y4= Gry lolgt nach Lemma 6.12, daß G(,Kay nicht 

leer ist. Es gibt also a e Kay, so daß Gaa nicht leer ist. Dann ist 

Sa = o. Nach den Lemmata 6.10 und 6.11 c) folgt für JT< o 

KTO ç Kna ç KTK„y = K7y 

§ 7. Hilfsfunktionen für die Kollabierung 

Definition. gay : = max (Gay U {0}) 

Induktive Definition von S„a und H„a tür a < I und n < OJ. 

1. S0a : = min {jre/?:Sa<jr} 

2. Für o= {Sl}a)~ sei Hna = gaa+ CD". 

3. S„+i a : = min {n : G,TH„G < H„a} 

4. Ist S„+iß = o+ = T, so sei H„+1a : = g„H„a + ipr(Hna). 
1st S„+ia $ R, so sei H„+]a= H„a. (Im ersten Fall ist GTH„a< H„a, 
also nach Lemma 6.1 H„a e Cr(H„a).) 

Nach dieser Definition ist 

Lemma 7.1. Ist a < I und S„+] a 4= 0, so hat man S„+Ia = a+ mit 

H„a< GaH,,a< H„+]a. 

Beweis. Ist S„+1a 4=0, so folgt aus der Definition von S„+1a nach 

Lemma 6.6, daß / > S„+]a e R ist. Man hat also S,1+1a = o+ = T. Es 

folgt nach der Definition von S„+|a 

H„a< G„H„a 
und nach der Definition von H„+1a 

GaH„a < gaH„a + xpr{H„a) = H„+,a 

Lemma 7.2. Ist a<I und S„a4=0, so hat man S„a=(J+ mit 

GaH„a < H„a und S„+] a < S„a. 

Beweis. 1. ii = 0. Man hat definitionsgemäß So a = o+ und 

Hna = g„a + CD". Nach Lemma 6.11 a) folgt 

GnHt)a= Gaa< gaa+ CD"= H0a 
2. H > 0. Dann hat man nach Lemma 7.1 S„a = a+ = rund 

H„~i a < G„H„_, a < H„a = g„Hn^a + t/tr(HM_| a) 

(Sa)+, wenn Sa $ R ist, 

Sa, wenn Sa e R ist. 
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Nach den Lemmata 6.2 und 6.11 a) folgt 

GaH„ a < g0H„_ I a < H„ a 
Man hat also in jedem Fall G„H„a< H„a. Nach der Definition von 

S„+1 a folgt S„+, a < o < S„ a. 

Lemma 7.3. Für a < I gilt: 

a) U(H„a) = Ua. 
b) Ist SM+| a 4= 0, so ist S„+i a e Ua und 

U{H„+\Ct)= Ua u {(S| a)+, .. ., (S„+1a) + }. 

Beweis von a). Man hat 5(la = o+ und H,,a = g„a + co". Nach 

Lemma 6.11 d) folgt U(Hna) = Ua. 

Beweis von b) durch Induktion nach n. M sei im Fall n = 0 leer und 

im Fall n > 0 die Menge {(S|Cr) + , . . . (S„a) +}. Dann ist nach a) und 

der I.V. U(H„a) = Uau M. Ist S„+ia=f=0, so folgt aus der Defini- 

tion von S„+iß nach Lemma 6.6 

S„+iöe U{H„a) = Uau M 
Da S„+]a kleiner als jedes Element von M ist, folgt S„+iß e Ua und 

nach Lemma 6.11 e) U(S„+ta) ç Ua. Man hat nun S„+]a = a+ und 

H,+i a = gaH„a + V'(S„+1 «) (H„a) 
Nach Lemma 6.11 a) folgt 

U(Ha+la) = {(S„+|a)+} u U(S„+ia) u U(H„a) 
Aufgrund von D(5„+|ß) ç Ua und U(H„u) = Ua u M folgt 

U(H„+td) = Ua vj {(S,a) + , ..., (S„+,a) + } 

Anmerkung. Nach Lemma 7.3 b) sind für jeden Ordinaltcrm a< I 
alle S„a und somit auch alle H„a berechenbar. 

Lemma 7.4. Für a < I gilt: 

a) e(H,,a) > Sa 
b) e(Hn+]a) > 5„+,a 

Beweis, a) Man hat e{Ht]a) = Sa. 
b) Ist S„+la = 0, so gilt die Behauptung. Andernfalls ist 

e(H„+]a) = y>(S„+1 a) (H„ a) > S„+]a. 

Lemma 7.5. a< /, JT+ < Sna K„H„a = Kna 

Beweis durch Induktion nach n. 
1. n = ü. Man hat S(la= a+, n< o und nach Lemma 6.11 b) 

K;rH,ta = Kn(g„a + <y") = Kna 
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2. H > 0. Aufgrund von ir+ < Sna hat man S„a = o+ = r, TT < o, 
GaH„-i a =¥ GrH„-\a und 

H„a = a + a) 
Nach den Lemmata 6.9 und 6.1 I b) folgt 

K„H„a= K„OVJ K„H„_|a 
Aus GaH,,-\a 4= GrH„_| a und n<o folgt nach Lemma 6.13 
KToç KjH,,-! a, und nach I.V. folgt KTH„-ta = KTa. Hiermit er- 

gibt sich KYH„a = Knu. 

Lemma 7.6. a< I, n< S„a =^> K^a ç K7H„a 

Beweis. 1. n = 0. Man hat S0a = o+ und H„a = gaa + œa, folg- 

lich K7a ç K7H,,a. 
2. H > 0. Aufgrund von n< S„a hat man S„a = o+ = x, n< rund 

H„a = x„H„_.lu+ ijn(H„-\d) 
Es folgt K7Hn^]a ç K7H„a. Nach Lemma 7.5 ist ta= Kna. 
Es folgt KTa c K7H„U. 

Definition von h„a für U < /. 

Hierdurch ist liaa nach Lemma 7.2 vollständig und eindeutig defi- 

niert. Nach Lemma 7.3 b) sind für jeden Ordinaltcrm a< I alle haa 
berechenbar. 

Lemma 7.7. Für a< I gilt: 

a) G„h„a < h„a 
b) Ji < o =$> haa < h^a 
c) Ist 0 < o R, so gibt es JT < o mit hj7a = h„a. 
d) o< Sa => e(haa) > a+ 

c) n < a K7haa = K„a 

f) K„a c Kahaa 

Beweis mit den Lemmata 7.1 bis 7.6. 

Lemma 7.8. 

a) a < r+, _t> ra < y => « < xpxy 

b) 0 C y < yTß => ij>TY< ß 
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Beweis, a) Aus a< r+ und < y folgt nach den Lemmata 6.1 
und 3.4 GTa < y, a e Cr(y), a < xpry. 

b) Aus 0<Y — grß folgt nach Lemma 6.1 und (CT6) y<Grß, 
ßtCT{y), xpry< ß. 

Lemma 7.9. Für a < r+ gilt: 
a) gra <gTß =^> a< ß 
b) gTa + (0“<gTß + «/=> a< ß 

Beweis, a) Aus a < T
+ und gTa <gTß folgt nach Lemma 7.8 a) und 

b) a < xpT(grß) < ß. 
b) Wäre ß^a, so hätte man nach a) gxß<gTa, folglich auch 

gTß + ojß<gra+ ft/'im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Lemma 7.10. Ist a< I, <J+ = x und li„fl4 hTa, so liegt einer der 
folgenden drei Fälle vor: 
a) a = Sa, h„a = g„a + w“, hTa = a, 
b) r= Sa, haa = g„a + w“, hTa = g7a + o)a, 
c) r< Sa, haa—gahTa+ il>T(hra), UTa< Gr,hTa. 

Beweis aufgrund der Definition von h„a. 

Corollar 7.10. Für alle drei Fälle von Lemma 7.10 ist h„a = 
gnhTa+ e(h„a). 

Beweis. Dies gilt unmittelbar für die Fälle a) und c) und folgt für 
den Fall b) aus Lemma 6.11 a). 

Lemma 7.11. 1st a<I, ß<I, <J+= r, hTa<hrß und 
K(,a< xpo(haß), so folgt: 
a) haa ^ hnß> 
b) haa < haß, wenn a < ß ist. 

Beweis. Ist haa= hTa, so folgt aus der Voraussetzung hTa<hTß 
und Lemma 7.7 b) 

hna = hTa < hTß < haß 
Dann gilt also die Behauptung haa<haß. Im folgenden sei nun 
haa 4= hTa. Dann hat man nach Corollar 7.10 
(1) h(Ja g„hTa ~F c{jiaa) 
Aus der Voraussetzung K„a < xl>o(h„ß) folgt nach Lemma 7.7 e) 
K„hTa< xpo(li(,ß). Es folgt K„liTac Ca(h„ß) und nach Lemma 6.1 
(2) GaKJiTa < h„ß 
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Aus Lemma 7.7 a) und b) und der Voraussetzung hra < hTß folgt 

(3) GThTa < hTa < hTß < h„ß 
Aus (2) und (3) folgt nach Lemma 6.12 

(4) g„hTa < haß 
Ist e(h„d) < e(hnß), so folgt aus (1) und (4) nach Lemma 1.3 a) 

h„a < h„ß. Man hat also 

(5) e(haa) < e(haß) haa < aß 
Für /i„a=t=/;Ta kommen nach Lemma 7.10 folgende drei Fälle in 

Betracht. 

1. a = Sa, h„a = g„a + coa, hTa = a. 
Aus hTa < hTß folgt dann CT< Sß. 

1.1 Es sei o = Sß. Dann ist h„ß = gaß + or und hTß = ß, also nach 

Voraussetzung a < ß. Es folgt e(h„a) = coa< Cü^= e(haß). Nach (5) 

folgt haa < h„ß. 
1.2. Es sei o<Sß. Dann hat man nach Lemma 7.7 d) 

c(h„ß) > o+ > oja= e(haa). Nach (5) folgt h(,a< haß. 

2. r = Sa, h„a = gaa + co“, hTa = gra + coa. 
Aus hTa < hTß folgt dann r < Sß. 

2.1. Es sei r = Sß. Dann ist h„ß = gaß + aß1 und hTß = grß + w/3. 

Aus hTa < hTß folgt in diesem Fall nach Lemma 7.9 b) a < ß. Es folgt 

e(haa) = o/'< oj= e(h„ß). Nach (5) folgt haa < haß. 
2.2. Es sei T< Sß und haß = hTß. Dann hat man nach Lemma 7.7 

d) e(haß) = e(hTß) > r+ > oja = e(h„a). Nach (5) folgt h„a < haß. 
2.3. Es sei r< Sß und haß + hTß. Dann ist hi;ß = gahTß + xpT(hrß). 

Aus gTa< hra< liTß folgt in diesem Fall nach Lemma 7.8 a) 

a< ij>T(hTß). Es folgt e(h„d) = ma< iln(hTß) = e(haß). Nach (5) 

folgt h„a < haß. 

3. r < Sa, hl7a = gahTa + yn(hTa), hTa<GJiTa. Aus hTa<hTß 
folgt dann T < Sß. 

3.1. Es sei r = Sß. Dann ist h„ß = gaß + a>^ und hTß = gTß + co/J. 

In diesem Fall ist ß < a, so daß nur h„a< h„ß zu beweisen ist. Nach 

Lemma 7.7 d) hat man e(hra) > r+ > üJ
i] = e(hTß). Aus hra< hTß 

folgt daher nach Lemma 1.3 b) hTa<gTß. Nach Lemma 7.8 b) folgt 

t/>T(/ira) < ß. Ist xl>r(hTa) < ß. so hat man e(haa) = ijn(hTa) < coll = 
e(h„ß). Nach (5) folgt dann h„a< h„ß. Es sei nun ijiT(hTa) = ß. Dann 

ist or = ß und nach Lemma 6.2 G„ß = C„/iTau {^ra}- Da hTa< 
G„htJa ist, folgt gaß = gahTa. Hiermit ergibt sich h„a = haß. 
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3.2. Es sei r< Sß und li„ß = hTß. Dann hat man nach Lemma 7.7 d) 

e(hnß) = e(hrß) > r+ > yn(hTa) = e(lina). Nach (5) folgt /;„a < li„ß. 
3.3. Es sei r< Sß und h„ß 4= hTß. Dann ist h„ß = g„hTß + \jn(hTß). 

Aus hra< hTß folgt c(h0a) = %pr(hTd) < xjn{hTß) = e(h„ß). Nach (5) 

folgt h„a < h„ß. 

Lemma 7.12. Ist a<I, ß<I, o+ = r und hTa = hTß, so folgt 

h„a = haß. 

Beweis. Es kommen folgende drei Fälle in Betracht. 

1. Sa< o. Dann hat man a = hTa = hTß > ß. Es folgt Sß < o und 

hrß = ß, also a = ß und somit auch h„a = /i„/3. 

2. Sa=r. Dann ist hTa = f>za + coa, also e(hTß) = e(hTa) = 
ioa< T

+. Nach Lemma 7.7 d) folgt Sß < T. Hieraus und aus a < hTa = 

hTß folgt Sß = r. Dann ist hTß = (>Tß + Aus hTa = hTß folgt nun 

a = ß, also auch h„a = li(,ß. 
3. r< 5a. Dann hat man nach Lemma 7.7 d) e(hTß) = e(hTa) > T

+
. 

Hieraus folgt r< 5/3. 

3.1. Es sei GahTa< hTa. Dann ist auch G„hrß< hTß. In diesem Fall 

ist haa = hTa = hTß = h„ß. 
3.2. Es sei hTa < GahTa. Dann ist auch hTß < G„hTß. In diesem Fall ist 

haa = gahTa + yn(hTa) und h„ß = gahTß + xjn{hTß). Aus hTa = hrß 
folgt auch in diesem Fall h„a = h„ß. 

§ 8. Die Kollabierungsfunktion d„ 

d„a : = 

Definition von d„a fur a < I. 
a, wenn 5a < a ist 

y>o(h0a), wenn a< 5a ist. 

(Man hat nach Lemma 7.7 a) G(,h„a< htJa, folglich nach Lemma 6.1 

h0a 6 C„ (had).) 

Folgerung, a < / =^> d„a < (7+ 

Lemma 8.1. Für a< I gilt: 

a) Sa< o^> K„a< d„a 
b) o< Sa =^> fC„a < d„a 
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Beweis, a) gilt, weil in diesem Fall d„a = a ist. 

b) Für o< Sa hat man nach Lemmata 7.7 und 6.8 
K„a ç KJi„a < ipo(h„a) = d„a 

Definition, a <^Tß mit ß < 1 bedeute, daß a < ß und K„a < d„ß für 

alle o> T gilt. 

Lemma 8.2. a < ß < / a $bß 

Beweis. Für o > Sß hat man K„a < a < ß = d„ß. 

Lemma 8.3. Aus a <$Tßimtß < I folgt Kita< i/tct(/;„/3) für alle <7 > r. 

Beweis. Man hat 

KaßcKah„ß< xpo(haß) 
1st Sß S a, so folgt ß < xf>o(h„ß). Aus a < ß folgt dann 

K„a < a< ß< xpo(h„ß) 
1st CT< Sß, so gilt die Behauptung aufgrund der Definition von 

a <Tß, weil dann d„ß = ipo(haß) ist. 

Lemma 8.4. Aus a <^Tß mit ß < I folgt haa < h„ß für alle CT> r. 

Beweis. Für Sß<crhat man h„a< ß = haß. Es gibt daher eine 

kleinste Zahl JTS r, so daß h„a < haß für alle o > jrgilt. Angenommen, 

cs sei 7i > x. Dann hat man nach Lemma 7.7 c) 7t = o+ mit h^a < h^ß 
und CT> T, folglich nach Lemma 8.3 K„a< ipo(liaß). Nach Lemma 

7.11 b) folgt li„a < h„ßim Widerspruch zur Minimalität von 7t. Somit 

ist 7i= T. womit die Behauptung bewiesen ist. 

Lemma 8.5. Aus a <êTß mit ß < l folgt d„a < d„ß für alle CT> T. 

Beweis. Ist Sß < CT, SO hat man dna = a < ß = d„ß. Ist Sa < o< Sß 
und r<CT, so hat man Köa < d„ß = y>o(li„ß), woraus d„a = a< daß 
folgt. Ist schließlich r< CT< Sa, so hat man 

d„a = xpo(haa) < ipo(h„ß) = d„ß, 
weil hierfür nach Lemma 8.4 liüa < haß ist. 

Lemma 8.6. Aus a<£Tß mit ß < I und T< K <Tß folgt dTa <§r/3. 

Beweis. Ist Sa < 7t, so gilt die Behauptung trivialcrweise, weil dann 
dna = a ist. Es sei nun T<TT< Sa. Dann ist dTa= xpTtßx^a). Aus 

a< ß folgt 
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(1) dna < a < ß 
Aus a <T ß und Jt<Tß folgt 

(2) r < o < JT => Kad„a = K„Jr u KJr^a = K„JT u K<;a < d„ß 
Aus a <§T/J folgt nach Lemma 8.5 

(3) JT < a => Kad„a = {dTa} < <4/3 < d„ß 
Aus (1) bis (3) folgt die Behauptung d„a<^Tß. 

Lemma 8.7. Für JT < Sß < I und y = d^ß = ij)jz(h^ß) gilt: 

a) h„ß < h„y 
b) o < JT => Kaß < ipo(hay) 
c) o<n^>haß<h„Y 

Beweis, a) Aus Lemma 6.2 folgt 

G„Y=G„h„ß u {/t,/3} 

Nach Lemma 7.7 a) ist G^li^ß < h^ß. Es folgtg„y = hnß. Man hat Sy = 

JT, folglich hj-iY = gxY + <wy- Hiermit ergibt sich h!rß< h„y. 
b) Für a< JT hat man 

K„ß = KaKß ^K,Y £ Kah,,Y< Vo(haÿ) 
c) Aus a) folgt, daß cs eine kleinste Zahl T< JT gibt, so daß h„ß < h„y 

für alle a mit x< o< TT gilt. Angenommen, es sei r > 0. Dann hat man 

nach Lemma 7.7 c) x = o+ mit hTß< hTy und a< JT, folglich nach b) 

Kaß < xpo(hay). 1st hTß < hTy, so folgt nach Lemma 7.11 a) h„ß < h„y. 
Ist hTß = hTy, so folgt nach Lemma 7.12 /;„/3 = h„y. In jedem Fall ergibt 

sich ein Widerspruch zur Minimalität von r. Somit ist x = 0, womit die 

Behauptung c) bewiesen ist. 

Lemma 8.8. Aus a<^Tß mit ß < I folgt dna <?r dKß für alle Jt > T. 

Beweis. Ist Sß < JT, so gilt die Behauptung nach Voraussetzung, weil 

dann dJta = a und d„ß = ß ist. Es sei nun JT < Sß und y= d„ß = 
tpjT(h^ß). Da JT> X ist, hat man nach Lemma 8.5 

(1) d„a<d„ß=y 
Es sei x< o< JT. Ist Sa< JT, so ist dna = a. Andernfalls ist dna = 

ipjt(h„a) und 

K„d^a = K„JT U KJina = K„JT U K„a 
Man hat also in jedem Fall 

(2) K„dKa ç K„JT U Kaa 
Aufgrund von a <§r/3 hat man 

K,a < daß = 1po{haß) 
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Nach Lemma 8.7 c) folgt 
(3) Kaa < il>o{haŸ) = d„y 

Außerdem hat man 
(4) K„JT ç Kay zK'Xy < H’o{hay) = d„y 
Aus (2) bis (4) folgt 
(5) r < a < n =^> K„dna < d„y 
Aus a <7/3 folgt auch nach Lemma 8.5 
(6) jr < a 7> Kadna <dna< dnß = y = day 
Aus (1), (5) und (6) folgt die Behauptung d^a <Ty= d^ß. 

§ 9. Die allgemeine <§r-Relation 

Definition. Für beliebige Ordinalzahlen a und ß aus 7 (7) bedeute 

a <7/3, daß folgendes gilt: 
(r. 1) a< ß 
(T. 2) Ku<dß 
(T. 3) 7vaa < dndß für alle o> r. 

Im Fall ß< 7 ist die Bedingung (r. 2) überflüssig, weil sic dann aus 
(r. 1) folgt. Die Definition stimmt daher für ß<I mit der vorher 
angegebenen Definition von a <7/3 überein. 

Wir beweisen zunächst, daß da <7^/3 aus a <7/3 folgt. 
Definitionen für Ordinalzahlenmengen M und N. M < N bedeute, 

daß cs zu jedem a e M ein ß e N mit a < ß gibt. M ~ N bedeute, daß 
A7 < N und TV < M gilt. 

Lemma 9.1. K„y< Ky 

Beweis durch Induktion nach gr(y). 

Lemma 9.2. 

z) ßeC(ß)^Kaß<KaWß 

b) ß e C„{ß) => Kaii < Kaxpnß 

Beweis, a) Ist lIJß<o, so ist nach den Lemmata 9.1 und 5.5 
K„ß < Kß < {<773 = K,ßVß. Andernfalls ist K„ß = KaWß. 

b) Ist n<a, so ist n< {t/;jr/3} = K^ijurß. Andernfalls ist 
KoX Q K„iru Kaß = Ka\\mß. 
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Lemma 9.3. K(JGy < K„y 

Beweis durch Induktion nach gr(y). 

1. Für y=0 und für y=I gilt die Behauptung. 

2. Für y = NF + )] folgt sie aus der I. V. 

3. Für 7= Wß mit ßeC(ß) ist K„Gy = K„Gß u K„ß, folglich 

nach I.V. K„Gy< K„ß. Nach Lemma 9.2 a) folgt K„Gy< K„y. 
4. Für 7= ij'jrß mit ße C^(ß) ist K„Gy= K„GJT, folglich nach 

I.V. K„Gy< K„ir. Nach Lemma 9.2 b) folgt KaGy< Kay. 

Lemma 9.4. K(Jlia ~ Kaa 

Beweis. Man hat ha = ga + a>“, folglich 

K„a ç K„ha ç K„Ga u K„a 
Nach Lemma 9.3. folgt Kaha~ K„a. 

Lemma 9.5. Aus a <èTß folgt da <^Tdß. 

Beweis. Man hat a < ß und Ka < dß. Nach Lemma 5.7 folgt 

(1) da < dß 
Wir haben noch zu beweisen: 

(2) T < o => K„da < d„dß 
Als Voraussetzung (r. 3) haben wir 

(3) r < o => K„a < dadß 
Ist a< I, so ist da = a, so daß (2) aufgrund von (3) gilt. Es sei nun 

/ < a. Dann ist da = Wßia) und dß = Vßiß). 
1. Ist dß< o, so hat man nach (1) 

K„da = {da} < dß = d„dß 
2. Ist da< a< dß, so hat man 

K„da= {da} < o< xpo(h„dß) = d„dß 
3. Ist er < da, so ist Knda = KJia, so daß (2) nach Lemma 9.4 aus 

(3) folgt. 

Hiermit ist (2) allgemein bewiesen. Mit (1) folgt die Behauptung 

da <Tdß. 

Lemma 9.6. Aus a<Tß folgt da<dß und d„da< d„dß für alle 

a> T. 

Beweis. Dies folgt aus den Lemmata 9.5 und 8.5. 

Lemma 9.7. Aus a <^Tß und ß <ST y folgt a <STy. 

Beweis. Dies folgt aus Lemma 9.6. 
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Lemma 9.8. / < a =^> Kaa < dada 

Beweis. Man hat da = W{ha) mit K„a ç K„ha. Für o<da folgt 

K„a c Kaha = K„da ç Kah„da < \l>a(h„da) = d„du 
Für da < a hat man 

FC„a ç K„lta < K(ha) < W(ha) = da = d„da 

Definition, a <è ß (a ist wesentlich kleiner als /3) bedeute, daß a <^uß 
gilt. 

Lemma 9.9. er <31 (7+ 

Beweis. Man hat 

a< a+ 

n< cr=> KÄa= KKO
+
 ç Kjino

+ < xl>Ji(h:ro
+) = rfTa

+ 

Kno — a< y>o(h„o+) = dgO+ 

a< jv => K„rj< er< a+ = (VTcr+ 

Fliermit ergibt sich er <§ cr+. 

Lemma 9.10. Ist /<i), Ji<dr) und K„ji<d„drj für alle a<n, so 

folgt TT <S T], 

Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen hat man 

JT < 7] 

KJT = {n} <dt] 
Ti < CT< dr] Kan< o< xpo(hadr]) = 

drj< (T K„JT = {TT} < dr) = dgdt] 
Hiermit und mit den Voraussetzungen ergibt sich TT rj. 

Lemma 9.11. a<I<r\, a<r-\r^> Qa<èn 

Beweis. 1. a = 0. Dann hat man Q(l = 0 ?/. 

2. 0 < a < WI. Dann hat man a = 1 + Ô und nach Lemma 2.13 

(1) Qa=VÖ 
Aus ô < I < hrj folgt 

(2) WÔ < W(hrj) = drj 
Aus r] folgt 

(3) o < Wö => K„ Wö = Kgi5 = K(,cr < dad 7] 
Aus (1) bis (3) folgt £2f, <§ nach Lemma 9.10. 

3. llJI<a<I. Dann hat man Sa= lI;ß mit I <ßeC(ß) und 

nach Lemma 2.15 

(4) Qa = IK(qß + y) mit a = V(,qß) + y 



128 Wilfried Buchholz/Kurt Schütte 

Aus a <t 7/ folgt 

W(qß) < Ka < di) = lP(ht)) 
Es folgt qß< hr). Da y< /< e(lrr]) ist, folgt nach Lemma 1.3 a) 

qß + y< hl). Hieraus folgt 

(5) W[qß + y) < W(hrf) = dr) 
Aus a<r) folgt nach Lemma 6.10 

(6) a< Wß => K„qß ç K„ß = K„Sa ç K„a < dadr) 
Aus ße C(ß) folgt nach Lemma 3.9 ße CVß(0). Für Wß < a folgt 

ß e CCT(0), A',,/3 c 0,(0) und < t/;o0. I liermit ergibt sich 

(7) Vß<o<di)^> K„qß ç Kaß < yoü < ipoßiar)) = d„dr) 
Aus a <§ r) folgt auch 

(8) K„y ç K„a < d„di) 
Aus (6) bis (8) folgt 

(9) o < W(qß + y) => K„ V(qß + y) = K„qß u A„y < </„</ r) 

Aus (4), (5) und (9) folgt ß„ <S 7/ nach Lemma 9.10. 

Induktive Definition der natürlichen Summe a # ß. 
1. a # 0 : = a. 
2. Für a > ß > 0 sei 

„ _ f ctL+ (i) # ß), wenn a = NF œ*+ r) ist, 

° NF \ co"+ ß, wenn u 6 E ist. 

3. Für a < ß sei a # ß : = ß # u 

Folgerungen: 

a # ß = ß # a. (a # ß) # y = a # (ß # y), 

K(a# ß) = Kau Kß, K„(a # ß) = K„u u K„ß 

Definition, a^ ß bedeute, daß a <§ ß oder a = ß gilt. 

Lemma 9.12. 

a) u<a#ß 
b) üi (oa 

Beweis mit Hilfe der Lemmata 5.6, 8.1 und 9.8 

Lemma 9.13. 

a) u <0 y, ß <g, y, a # ß < y => a # ß <g, y 

b) a<STy, (o"< y=> ojr‘<§Ty 
Beweis trivial. 
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Lemma 9.14. 

a) a <èT ß =^> a # y <?T ß # y 

b) a<^Tß^> CD“ <^T CD11 

Beweis mit Hilfe der Lemmata 9.12 und 9.13. 

§ 10. Herleitungsfunktionen 

Induktive Definition der Herleitungsfunktionen und des Defuii- 

tionsbereiches D(Jj einer Herleitungsfunktion /. 

1. Die identische Funktion id ist eine Herleitungsfunktion mit 

D(id) : = T(l) und id(a) : = a für alle a e T(I). 

2. Ist / eine Herleitungsfunktion und 0<ye T(f), so ist y#/ 

eine Herleitungsfunktion mit D(y#/) : = D(f) und (y#/)(a) : = 

y#/(a) für alle a e D(f). 

3. 1st / eine Herleitungsfunktion, so ist of eine Herleitungsfunktion 

mit D(co') : = D(f) und ((JO
1
) (a) : = o/(a) für alle a e D(f). 

4. Ist/eine Hcrleitungsfunktion, so ist df eine Herleitungsfunktion 

mit D(df) := {ueD(f) : a<I} und (df)(a) := d(f(a)) für alle 

a e D (d/). 

5. Ist/eine Herleitungsfunktion, so ist d„f eine Herleitungsfunktion 

mit D(d„f) := {ae D(f) : Sa< oJ(a) < 1} und (d„f) (a) : = daf(a) 

für alle a e D(d„j). 

Folgerung. Für jede Hcrleitungsfunktion f gilt: 

ae D(j)^> a,f(a) e T(I) 

Definition, a tß bedeute nur, daß U < ß ist. 

Lemma 10.1. Für jede Hcrleitungsfunktion f gilt 

a,ß e D(f), a< ß ^f(a) « Sflf(ß) 

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von f Ist 

/= id, so gilt die Behauptung im Fall ß < I nach Lemma 8.2, andern- 

falls trivialcrwcisc. Ist / = y oder / = cox, so folgt die Behauptung 

nach Lemma 9.14 aus der I. V. Ist / = dg, so folgt aus ß e D(f). daß 

ß < / ist. Dann folgt die Behauptung nach Lemma 9.5 aus der I.V. Ist 

/ = dag, so folgt aus ß 6 D(f), daß Sß < a und g(ß) < I ist. Dann 
folgt die Behauptung nach Lemma 8.8 aus der I.V. 

München Ak. Sh. 1983 
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Lemma 10.2. Für jede Herleitungsfunktion / gilt: 
a< ße D(f) => a e D(J) 

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von f unter 
Benutzung von Lemma 10.1. 

Lemma 10.3. Für jede Herleitungsfunktion / mit I e D(f) gilt: 
a < /, ß < I ^>f(a) # ß < f(I) 

Beweis. Durch Induktion nach y ergibt sich: 
a< I, y< /=>/(a) + y<f{a + y) <f(I) 

Hieraus folgt die Behauptung, da f(a) # ß<f(a) + (t/+l ist. 

Lemma 10.4. Für jede Fierleitungsfunktion / gilt: 
a e D(f) =/ a< f\a) 

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von/. Für 
/ = id gilt die Behauptung. Für /'= y # (j und für f = 0)': folgt sie mit 
Lemma 9.12 aus der I.V. Ist / = dg, so folgt aus a e D(f), daß a< I 
ist. Dann folgt a = da ^d(g(a)) = /(or) nach Lemma 9.5 aus der I.V. 
Ist/= d„g, so folgt aus a e D(f), daß Sa< a und g(a) < I ist. Dann 
folgt a = d„a ^ dag(a) = f(d) nach Lemma 8.8 aus der I.V. 

Mit Ï bezeichnen wir im folgenden eine endliche (eventuell leere) 
Menge von Anfangszahlcn < I aus T(/). Ist f leer, so sei dfa : = a. 
Ist f = {Ti, . . ., T„} mit T, < . . . < T,„ so sei dfa : = dT ... dT a. 

Lemma 10.5. 
a) dfd (a # ß) < y => dfdß <| y 
b) drd (CD

1
*) y => dfdß y 

Beweis. Man hat ß<a^ß. Ls folgt dfdß< dfd (a # ß). Hiermit 
erhält man a). Entsprechend ergibt sich b). 

Lemma 10.6. 
a) dTd(a # ß) M y, f]< ß, dfd?] y => dfd(a #tj) <1 y 
b) dfd(oj/J) My, T] < ß, djdrj <1 y / dfd(ojn) y 

Beweis, gr] sei t/fr/(a# rj) oder dTd(oJri). Aus den Voraussetzungen 
folgt Kagr] < dady fur ails a. Hiermit ergeben sich die Behauptungen. 

Lemma 10.7. Ist/eine Herleitungsfunktion mit a< ß e ß < I 
und Sß < T, für alle T, 6 r, so gilt: 
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a «É y, dfd(f(ß)) < y dfd(J(a)) <? y 

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von f. 
1. Es sei/ = id. Dann hat man dfd(f(a)) = dTda = a <§ y. 
2. / sei oder (we. Dann folgt aus dfd(f(ß)) ^_y nach Lemma 

10.5 dfd(g(ß)^ y. Nach I. V. folgt dfd{g{a)) y. Da^(a) <g(ß) ist, 
folgt nach Lemma 10.6 dTd(f(a)) <$ y. 

3. /sei dg oder dag. Dann folgt die Behauptung aus der I. V. 

Lemma 10.8. Für jede Herleitungsfunktion/mit a < ß e D(f) gilt: 

« ^ Y’.f(ß) M y =>/(a) « y 

Beweis durch Induktion nach der induktiven Definition von/. Im 
Fall/= id gilt die Behauptung trivialerwcise. Ist f(ß) < I, so ist auch 
ß < I. Dann folgt die Behauptung aus Lemma 10.7. Es sei schließlich 
f^id und /</(/?). Dann ist entweder f = <5 #g oder f=ojs. In 
beiden Fällen folgt die Behauptung aus der I. V. 

Corollar 10.8. Für jede Herleitungsfunktion / mit a< ß E D(f) gilt: 
a) /(a) < J\ß) # a 
b) a < J\ß) =>f(a) <=/(/?) 

Beweis, a) folgt aus Lemma 10.8 aufgrund von a <S f(ß) # a und 

/(ß) M/(/3) # a. 
b) gilt nach Lemma 10.8 für y= f(ß). 

Lemma 10.9. Ist / eine Herleitungsfunktion mit o+ E D(f) und 
f(a+) < /, so gilt/(4/(0)) <t/(a+). 

Beweis. Man hat nach Corollar 10.8 a) 
(1) /(0)«=/(CT

+) 

und nach den Lemmata 9.9 und 10.4 
(2) a f(o+) 
Aus (1) und (2) folgt nach Lemma 8.6 

4/(0) « f{o+
) 

Da 4/(0) < o+ ist, folgt nach Corollar 10.8 b) 

/(4/(0)) <J\o+). 
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