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Zusammenfassung

Die Erde befindet sich in einem kontinuierlichen Wandel, der aus verschiedenen vari-
ierenden dynamischen Prozessen und einwirkenden Kräften resultiert. Die globale
Erderwärmung, der Anstieg des Meeresspiegels oder tektonische Verschiebungen sind
einige der globalen Phänomene, die diesen Veränderungsprozess sichtbar machen.
Um diese Veränderungen besser zu verstehen, deren Ursachen zu analysieren und um
geeignete Präventivmaßnahmen abzuleiten, ist ein eindeutiger Raumbezug zwingend
notwendig. Der International Terrestrial Reference Frame (ITRF) als globales erdfes-
tes kartesisches Koordinatensystem bildet hierbei die fundamentale Basis für einen
eindeutigen Raumbezug, zur Bestimmung von präzisen Satellitenorbits oder zum
Detektieren von Verformungen der Erdkruste. Die 2015 verabschiedete Resolution
„A global geodetic reference frame for sustainable development“ (A/RES/69/266) der
Vereinten Nationen (UN) verdeutlicht den hohen Stellenwert und die Notwendigkeit
eines solchen globalen geodätischen Bezugssystems.

Das Global Geodetic Observing System (GGOS) wurde 2003 durch die Interna-
tional Association of Geodesy (IAG) gegründet. „Advancing our understanding of
the dynamic Earth system by quantifying our planet’s changes in space and time“
lautet die 2011 formulierte Zielsetzung, auf die alle Arbeiten von GGOS ausgerichtet
sind, um die metrologische Plattform für sämtliche Erdbeobachtungen zu realisieren.
Die Bestimmung eines globalen geodätischen Bezugsrahmens, der weltweit eine Po-
sitionsgenauigkeit von 1 mm ermöglicht, ist eine der großen Herausforderungen von
GGOS. Das Erreichen dieses Ziels setzt neben der technischen Weiterentwicklung
und dem infrastrukturellen Ausbau geodätischer Raumverfahren das Identifizieren
und Quantifizieren von systematischen Abweichungen sowohl im lokalen als auch im
globalen Kontext voraus.

Die Bestimmung eines globalen geodätischen Bezugsrahmens erfolgt durch ei-
ne kombinierte Auswertung aller geodätischen Raumverfahren. Da diese unterein-
ander nur eine geringe physische Verknüpfung aufweisen, stellen lokal bestimmte
Verbindungsvektoren, die auch als Local-Ties bezeichnet werden, eine der wesent-
lichen Schlüsselkomponenten bei der Kombination dar. Ungenaue, fehlerbehaftete
und inaktuelle Local-Ties limitieren die Zuverlässigkeit des globalen geodätischen
Bezugssystems.

In der vorliegenden Arbeit werden ein Modell sowie verschiedene Lösungsverfah-
ren entwickelt, die eine Verknüpfung der geometrischen Referenzpunkte von Radio-

III



teleskopen bzw. Laserteleskopen mit anderen geodätischen Raumverfahren durch
prozessbegleitende lokale terrestrische Messungen erlauben. Während Radioteleskope
zur Interferometrie auf langen Basislinien (VLBI) verwendet werden, ermöglichen
Laserteleskope Entfernungsmessungen zu Erdsatelliten (SLR) oder zum Mond (LLR).
Die Bestimmung des geometrischen Referenzpunktes von Laser- und Radioteleskopen
ist messtechnisch herausfordernd und erfordert eine indirekte Bestimmungsmethode.
Bestehende geometrische Methoden sind entweder auf eine bestimmte Teleskopkon-
struktion beschränkt oder erfordern ein spezielles Messkonzept, welches ein gezieltes
Verfahren des Teleskops voraussetzt. Die in dieser Arbeit hergeleitete Methode weist
keine konstruktionsbedingten Restriktionen auf und erfüllt zusätzlich alle Kriterien
der durch das GGOS angeregten prozessintegrierten in-situ Referenzpunktbestim-
mung. Hierdurch wird es möglich, den Referenzpunkt kontinuierlich und automatisiert
zu bestimmen bzw. zu überwachen.

Um die Zuverlässigkeit von VLBI-Daten zu erhöhen und um die Zielsetzung
von 1 mm Positionsgenauigkeit im globalen Kontext zu erreichen, wird das beste-
hende VLBI-Netz gegenwärtig durch zusätzliche Radioteleskope unter dem Namen
VLBI2010 Global Observing System (VGOS) erweitert. Die hierbei entstehenden
VGOS-Radioteleskope zeichnen sich u. a. durch eine sehr kompakte Bauweise und
hohe Rotationsgeschwindigkeiten aus. Weitgehend ununtersucht ist das Eigenverfor-
mungsverhalten dieser Teleskope. Während für konventionelle Radioteleskope bspw.
Signalwegänderungen von z. T. mehreren Zentimetern dokumentiert sind, existieren
nur wenige vergleichbare Studien für VGOS-Radioteleskope. Hauptgründe sind zum
einen die erhöhten Genauigkeitsanforderungen und zum anderen fehlende Modelle zur
Beschreibung der Reflektorgeometrien, wodurch eine direkte Übertragung bisheriger
Mess- und Analyseverfahren erschwert wird.

In dieser Arbeit werden für VGOS-spezifizierte Radioteleskope Modelle erarbeitet,
die eine geometrische Beschreibung der Form des Haupt- und Subreflektors ermögli-
chen. Basierend auf diesen Modellen lassen sich u. a. Änderungen der Brennweite oder
Variationen der Strahllänge infolge von lastfallabhängigen Deformationen geometrisch
modellieren. Hierdurch ist es möglich, wesentliche Einflussfaktoren zu quantifizieren,
die eine Variation des Signalweges hervorrufen und unkompensiert vor allem zu ei-
ner systematischen Verfälschung der vertikalen Komponente der Stationskoordinate
führen.

Die Wahl eines geeigneten Schätzverfahrens, um unbekannte Modellparameter
aus überschüssigen Beobachtungen abzuleiten, wird häufig als trivial und gelöst an-
gesehen. Im Rahmen dieser Arbeit wird gezeigt, dass neben messprozessbedingten
systematischen Abweichungen auch systematische Abweichungen durch das gewählte
Schätzverfahren entstehen können. So resultieren aus der Anwendung eines Schätz-
verfahrens, welches ausschließlich in linearen Modellen Gültigkeit besitzt, i. A. keine
erwartungstreuen Schätzwerte bei nichtlinearen Problemstellungen. Insbesondere in
der Formanalyse des Hauptreflektors eines VLBI-Radioteleskops zeigt sich, dass die
resultierenden Schätzwerte verzerrt sind, und diese Verzerrungen Größenordnungen
erreichen, die als kritisch zu bewerten sind.
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Abstract

Several varying forces and dynamic processes continuously affect the shape and
the figure of the planet Earth. The process of global change of the Earth becomes
visible by, e. g., the global climate change and global warming, the sea-level rise,
or the tectonic plate movement. In order to gain a better understanding of these
global changes, to analyse their causes, and to derive suitable preventive measures,
a reliable global spatial reference system is mandatory. The International Terrestrial
Reference Frame (ITRF) is the most accurate global Earth-fixed Cartesian reference
frame. It provides the global spatial information for suitable positioning on Earth,
for precise satellite orbits, or for in-depth analysis of deformations of the Earth’s
crust or tectonic changes. In 2015, the UnitedNations (UN) adopted the resolution
on „A global geodetic reference frame for sustainable development“ (A/RES/69/266)
and emphasized the importance of a global terrestrial reference frame.

The Global Geodetic Observing System (GGOS) was established by the Interna-
tional Association of Geodesy (IAG) in 2003. Since 2011, the vision of GGOS has
been „Advancing our understanding of the dynamic Earth system by quantifying our
planet’s changes in space and time“. GGOS is perceived as the metrological basis
of Earth observations. One of the challenging tasks is to provide a global geodetic
frame of reference having a position accuracy of 1 mm on the global scale for the
ITRF. To achieve the accuracy aim, on the one hand, technical improvements of
the space geodetic infrastructure are necessary, but on the other hand, systematic
errors caused by the measurement and analysis procedures must be identified and
quantified on the local as well as on the global scale.

A global geodetic reference frame is derived by combining several space geodetic
techniques. To overcome the weak physical connection between the space geodetic
techniques during the frame derivation, the reference points and their geometrical rela-
tions are needed for inter-technique combination. In this contribution, a mathematical
model and several solving procedures are derived to determine the conventional refe-
rence point of radio telescopes, used for Very Long Baseline Interferometry (VLBI),
and laser telescopes, used for Satellite Laser Ranging (SLR) as well as Lunar Laser
Ranging (LLR), by local terrestrial surveying methods. The geometrical relations
defined between two reference points are realized by a spatial vector also known as
local-tie. Since local-ties are crucial components within the inter-technique combina-
tion, these vectors must be known within the highest level of accuracy. Inaccurate,
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outdated, or erroneous local-ties bias the global frame. The determination of the
reference point of radio telescopes or laser telescopes is a challenging task and requi-
res indirect methods. Existing methods are based on modelling simple geometrical
shapes. These geometrical methods are restricted to a specific type of telescope con-
struction or require a special observation procedure including predefined rotations of
the telescope. The mathematical model derived in this thesis overcomes the construc-
tional restrictions. Moreover, it allows for in-process reference point determination
as envisaged by GGOS. Therefore, for the first time an automated and continues
in-situ reference point monitoring becomes possible.

The legacy VLBI network is insufficient to reach the 1 mm goal envisaged by
GGOS. For that reason, new radio telescopes, which are of a more compact and
stiffer design and are able to move faster, are designed and enlarge the existing
VLBI network. These new radio telescopes will form the backbone of the next
generation geodetic VLBI system, often referred to as VLBI2010 Global Observing
System (VGOS) radio telescopes. On the one hand, several investigations focusing
on systematic errors of large legacy VLBI radio telescopes exist, e. g., the signal path
variation caused by deformation of the reflectors. On the other hand, equivalent
studies that evaluate the deformation behaviour of new VGOS radio telescopes are
rare. Main reasons are the higher-level accuracy requirements but also the lack
of mathematical models that rigorously describe the shape of the reflectors. Thus,
existing observation and analysis procedures derived and proved for legacy radio
telescopes cannot be applied directly to the new VGOS class.

In this investigation, new mathematical models are developed to parametrize the
three dimensional shape of main reflectors as well as the shape of sub-reflectors of
VGOS-specified radio telescopes. Based on these models, variations of, e. g., the focal
length or the ray path caused by the reflector’s dead load and different structural
loads can be modelled and used to derive the geometrical component of the resulting
signal path variation.

The estimation of unknown parameters is often regarded as trivial. However, it
will be demonstrated that the estimated results are biased, if the statistical properties
of a linear substitute-problem are transferred to its underlying nonlinear model. In
particular, the order of magnitude of the bias becomes critical in analysing the shape
of the main reflector.
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1. Einleitung

Die Erde befindet sich in einem kontinuierlichen Wandel, der aus verschiedenen
variierenden dynamischen Prozessen und einwirkenden Kräften resultiert. Sichtbar
werden diese permanenten Veränderungen des dynamischen Systems Erde bspw. in
der Erderwärmung, im Anstieg des Meeresspiegels, durch tektonische Verschiebungen,
Erdbeben, Tsunamis und andere globale Phänomene. Der Bevölkerungszuwachs auf
der Erde führt dazu, dass Gebiete urbanisiert werden, die einer erhöhten potenziellen
Gefährdung unterliegen und daher eine höhere Wachsamkeit erfordern, um humani-
täre Katastrophen zu vermindern oder ganz zu verhindern. Neben den humanitären
Gefahren beeinflussen Naturkatastrophen durch das Wegbrechen von infrastruktu-
rellen Einrichtungen nicht nur die nationale, sondern auch die globale Ökonomie.
Um die dynamischen Prozesse und deren Wechselwirkungen besser zu verstehen,
Prädiktionen abzuleiten und um ggf. geeignete Präventivmaßnahmen zu ergreifen,
ist ein einheitlicher Raumbezug zwingend erforderlich. Die Grundvoraussetzung für
diesen Raumbezug bildet ein präzises globales geodätisches Bezugssystem.

Die Frage nach dem „Wo bin ich?“ kann nur durch einen einheitlichen Raumbezug
beantwortet werden. Es ist die inhärente Frage von Technologien, die wie selbstver-
ständlich im Alltag und in Wertschöpfungsketten eingesetzt werden. Navigation,
Logistik oder autonomes Fahren sind nur einige Beispiele, die einen globalen geodäti-
schen Bezugsrahmen erfordern. Frühwarnsysteme für Erdbeben bzw. Tsunamis sind
ohne einen globalen geodätischen Bezugsrahmen undenkbar. Eine detaillierte Über-
sicht über weitere Applikationen findet sich in der Zusammenstellung des National
Research Council (2010).

Der Anstieg des Meeresspiegels, primär hervorgerufen durch die thermische Aus-
dehnung des Wassers und das Abschmelzen des Eises an den Polen, ist unstrittig
eine direkte Folge der Erderwärmung bzw. des Klimawandels. Wöppelmann und
Marcos (2016) zeigen, dass gegenwärtige terrestrische Referenzrahmen einen der
limitierenden Faktoren darstellen, um diese Veränderungen am Meeresspiegel und
die resultierenden vertikalen Landbewegungen zuverlässig zu erfassen.

Um ein besseres Verständnis für diese globalen Phänomene zu bekommen, ist ein
stabiler und hochpräziser globaler geodätischer Bezugsrahmen zwingend erforderlich.
Dieser sollte eine globale Genauigkeit für die Position und den Netzmaßstab von min-
destens 1 mm bzw. 0,1 ppb bieten1 und eine zeitliche Stabilität für die Position und

11 ppb, parts per billion, entspricht ≈ 6 mm auf der Erdoberfläche.
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1. Einleitung

den Netzmaßstab von mindestens 0,1 mm a−1 bzw. 0,01 ppb a−1 aufweisen (Blewitt
u. a. 2010; Glaser u. a. 2020).

1.1 Globales geodätisches Bezugssystem

Die International Association of Geodesy (IAG) initiierte 2003 das Global Geodetic
Observing System (GGOS) mit dem Ziel, eine metrologische Plattform für sämtliche
Erdbeobachtungen zu etablieren und hochwertige Beobachtungen und abgeleitete
Produkte für wissenschaftliche und nichtwissenschaftliche Bereiche zur Verfügung zu
stellen. „Advancing our understanding of the dynamic Earth system by quantifying
our planet’s changes in space and time“ lautet die 2011 formulierte Zielsetzung,
weshalb das GGOS häufig auch als geodätische Komponente des Global Earth Obser-
ving System of Systems (GEOSS) betitelt wird (Rothacher 2013). Im Wesentlichen
werden hierunter Daten bzw. Produkte zur Beschreibung der Erdfigur und ihrer
raumzeitlichen Veränderung (Geokinematik), zum Gravitationsfeld der Erde, sowie
Erdrotationsparameter verstanden, die auch als die drei Eckpfeiler der Geodäsie
bezeichnet werden (Plag u. a. 2009b, S. 7). Die hierfür notwendige Datengrundlage
setzt eine internationale und interdisziplinäre Vernetzung voraus und wird durch
die Dienste der IAG, d. h. International DORIS Service (IDS), International GNSS
Service (IGS), International Laser Ranging Service (ILRS) und International VLBI
Service for Geodesy and Astrometry (IVS), bereitgestellt. Die starke Verzahnung der
drei GGOS-Eckpfeiler wird in der Ableitung eines konsistenten globalen geodätischen
Bezugsrahmens deutlich.

Ein Koordinatensystem, dessen Lagerung und Orientierung durch den Massen-
mittelpunkt der Erde und die Erdrotationsachse definiert wird, stellt nach Heck
(2003, S. 30) ein ideales Terrestrial Reference System (TRS) dar. Zur eindeutigen
Festlegung eines kartesischen Koordinatensystems ist zusätzlich über den Maßstab
der drei Koordinatensystemachsen zu verfügen. Die Realisierung eines so definierten
TRS wird als Terrestrial Reference Frame (TRF) bezeichnet (Heck 2003, S. 29ff;
Torge und Müller 2012, S. 39ff) und ergibt sich aus konkreten physischen Punkten
auf der Erdoberfläche, den Referenzpunkten der geodätischen Raumverfahren (Seitz
u. a. 2017). Für ein definiertes TRS können mehrere Realisierungen existieren, die
sich u. a. in der Auswahl der Referenzpunkte, der Anzahl der Beobachtungen bzw.
der berücksichtigten Zeitspanne sowie in der Art der Prozessierung unterscheiden.

Das International Terrestrial Reference System (ITRS) ist durch global verteilte
Punkte auf der Erdoberfläche und unter Berücksichtigung linearer und nichtlinearer
Variationen dieser Punkte (Geschwindigkeiten) realisiert und wird als International
Terrestrial Reference Frame (ITRF) bezeichnet (z. B. Petit und Luzum 2010, S. 31ff;
Métivier u. a. 2020). Der ITRF als globales erdfestes kartesisches Koordinatensystem
ist die fundamentale Basis zur eindeutigen Georeferenzierung, zur Bestimmung von
Satellitenorbits oder zum Detektieren von Verformungen der Erdkruste bzw. tekto-
nischen Veränderungen. Der hohe Stellenwert und die Notwendigkeit eines solchen
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1.1. Globales geodätisches Bezugssystem

globalen geodätischen Bezugssystems zur Beschreibung aller erdbezogenen Phäno-
mene wird nicht zuletzt auch durch die 2015 verabschiedete Resolution „A global
geodetic reference frame for sustainable development“ (A/RES/69/266) der Vereinten
Nationen (UN) deutlich (United Nations 2015).

Die Ableitung eines erdfesten globalen geodätischen Bezugssystems wie den
ITRF basiert auf der Kombination verschiedener vorprozessierter raumgeodätischer
Beobachtungsverfahren. Hierunter zählen insbesondere die vier Raumverfahren

• Doppler Orbitography and Radiopositioning Integrated by Satellite (DORIS),
• Global Navigation Satellite System (GNSS),
• Satellite Laser Ranging (SLR) bzw. Lunar Laser Ranging (LLR) und
• Very Long Baseline Interferometry (VLBI).

Jede dieser Techniken ist prinzipiell geeignet, einen technikspezifischen terrestrischen
Referenzrahmen zu realisieren (Altamimi u. a. 2007). Der VLBI Terrestrial Reference
Frame (VTRF) stellt bspw. einen Referenzrahmen dar, der ausschließlich auf der Ba-
sis von VLBI-Daten erzeugt wird (Bachmann u. a. 2016). Als Standardverfahren zur
Realisierung des TRS hat sich eine Kombination aller vier Raumverfahren etabliert
(Altamimi u. a. 2007). Neben der offiziellen Lösung, dem International Terrestrial
Reference Frame (Altamimi u. a. 2016), stellt der International Earth Rotation and
Reference Systems Service (IERS) zusätzlich zwei unabhängig ermittelte Referenzrah-
men zur Verfügung. Dies ist neben dem sogenannten DTRF, welches vom Deutschen
Geodätischen Forschungsinstitut (DGFI) der Technischen Universität München be-
reitgestellt wird (Seitz u. a. 2012, 2016), der mittels Kalman-Filterung abgeleitete
Referenzrahmen des Jet Propulsion Laboratory (JPL), welcher als JTRF bezeichnet
wird (Abbondanza u. a. 2017).

Alle drei Realisierungen werden einheitlich durch Kombination der vier Raum-
verfahren bestimmt. Neben der Steigerung der Zuverlässigkeit können insbesondere
durch die Kombination der Raumverfahren mögliche Schwächen der einzelnen Tech-
niken abgefangen werden (Seitz u. a. 2017). Der sehr langen Zeitreihe und der hohen
Sensitivität von bspw. VLBI-Beobachtungen für Erdrotationsparameter und den
Netzmaßstab steht ein global schlecht verteiltes Stationsnetz gegenüber (Schuh und
Behrend 2012). Abbildung 1.1 zeigt die globale Netzabdeckung des IGS2, IDS3, ILRS4
bzw. IVS5 im ITRF2014. Während IGS- und IDS-Stationen weltweit eine gleichmäßig
gute Verteilung aufweisen, konzentrieren sich die kosten- und wartungsintensiven
Stationen des ILRS und des IVS vornehmlich auf der nördlichen Hemisphäre.

Die Kombination der vier Raumverfahren allein auf der Basis gemeinsamer Erd-
rotationsparameter, häufig als Global-Ties bezeichnet, ist nach Glaser u. a. (2017)
nicht sinnvoll möglich. Zusatzinformationen, die eine geometrische Verknüpfung der

2http://itrf.ensg.ign.fr/ITRF_solutions/2014/doc/ITRF2014_GNSS.SSC.txt
3http://itrf.ensg.ign.fr/ITRF_solutions/2014/doc/ITRF2014_DORIS.SSC.txt
4http://itrf.ensg.ign.fr/ITRF_solutions/2014/doc/ITRF2014_SLR.SSC.txt
5http://itrf.ensg.ign.fr/ITRF_solutions/2014/doc/ITRF2014_VLBI.SSC.txt
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1. Einleitung

(a) IGS-Stationen (b) IDS-Stationen

(c) ILRS-Stationen (d) IVS-Stationen

Abbildung 1.1: Globale Verteilung der berücksichtigten Stationen der vier geodätischen Raumverfahren
im ITRF2014. Während das Stationsnetz des IGS (a) und des IDS (b) weltweit eine hohe Abdeckung und
gleichmäßige Verteilung aufweist, befinden sich Stationen des ILRS (c) bzw. des IVS (d) vorrangig auf
der nördlichen Hemisphäre.

vier Raumverfahren miteinander erlauben, sind daher zwingend erforderlich für die
Inter-Technik-Kombination (Seitz u. a. 2012; Altamimi u. a. 2016; Abbondanza u. a.
2017).

Die Verknüpfung der unterschiedlichen Raumverfahren wird durch sogenann-
te Local-Ties realisiert. Hierbei handelt es sich um dreidimensionale geometrische
Verbindungsvektoren, die zwischen den geometrischen Bezugspunkten von Raumver-
fahren definiert sind (Bergstrand u. a. 2014). Die Bestimmung der Local-Ties erfolgt
hierbei durch lokale terrestrische Vermessung an Stationen, die mindestens zwei
unterschiedliche Raumverfahren betreiben. Diese Stationen werden als Co-Location-
Stationen oder auch Multi-Technik-Stationen bezeichnet (Altamimi 2005). Sie bieten
weiterhin die Möglichkeit, die betriebenen Raumverfahren über gemeinsame Para-
meter der Erdatmosphäre, d. h. Atmospheric-Ties (Glaser u. a. 2020), sowie über
ein einheitliches Zeitsystem, d. h. Clock-Ties (Kodet u. a. 2018), miteinander zu
verbinden.

Während Local-Ties die dreidimensionale Verknüpfung zwischen den geometri-
schen Referenzpunkten der Raumverfahren auf der Erde abbilden, kann die Co-
Location für bestimmte Techniken auch im All realisiert werden (Thaller u. a. 2011;
Plank 2013). Bruni (2016) untersucht die Eignung dieser sogenannten Space-Ties
zur Verknüpfung von SLR und GNSS für die Ableitung eines gemeinsamen ter-
restrischen Referenzrahmens und resümiert, dass die ausschließliche Verknüpfung
durch Space-Ties gegenwärtig keine tragfähige Lösung bietet. Analog zu den Local-
Ties spielen u. a. die Verfügbarkeit und die räumliche Verteilung eine wesentliche
Rolle. Während die Ableitung der Local-Ties auf der Erde die Verfügbarkeit von
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1.2. Referenzpunkte und Local-Ties

Co-Location-Stationen erfordert, setzt das Ableiten von Space-Ties zwischen bspw.
SLR und GNSS Satelliten voraus, die für beide Techniken nutzbar sind. Auch wenn
davon auszugehen ist, dass durch Projekte, wie z. B. Geodetic Reference Antenna
in Space (GRASP) (Bar-Sever u. a. 2009), die Inter-Technik-Fähigkeit zukünftiger
Satellitengenerationen steigen wird, werden Space-Ties gegenwärtig bei der Bestim-
mung des ITRF nicht berücksichtigt (Schuh u. a. 2015). Local-Ties werden auch
zukünftig eine zentrale Schlüsselrolle in der Inter-Technik-Kombination besitzen,
da ihre Bestimmung, Kontrolle und Überwachung an Co-Location-Stationen auf
der Erde jederzeit durchführbar sind. Für multitechnikfähige Satelliten lassen sich
hingegen etwaige Änderungen an den Bezugspunkten im Betrieb messtechnisch nicht
mehr erfassen. Space-Ties stellen somit vielmehr eine Ergänzung zu den übrigen
Ties, d. h. Atmospheric-Ties, Clock-Ties, Global-Ties und Local-Ties, dar und erlau-
ben eine unabhängige Validierung dieser (Thaller u. a. 2011; Bruni 2016). Da viele
Co-Location-Stationen GNSS als zweites Raumverfahren betreiben, erfolgt die Inter-
Technik-Kombination der übrigen Raumverfahren weitgehend (implizit) über das
IGS-Stationsnetz (Altamimi und Collilieux 2009). Space-Ties werden dazu beitragen,
diese hohe GNSS-Abhängigkeit zu reduzieren, aber auch ungenaue oder fehlerbe-
haftete Local-Ties zu detektieren. Schuh u. a. (2017) identifizieren Local-Ties als
Schlüsselkomponente bei der Inter-Technik-Kombination, da diese die verschiede-
nen Raumverfahren an Co-Location-Stationen zu einem gemeinsamen integrierten
Erdsystemsensor verknüpfen. Eine genaue Bestimmung wird somit auch zukünftig
unabdingbar sein.

1.2 Referenzpunkte und Local-Ties

Die lokalen Verbindungsvektoren zwischen den geometrischen Referenzpunkten spie-
len eine wesentliche Rolle bei der Verknüpfung der vier Raumverfahren und der
Ableitung eines einheitlichen Referenzrahmens (Altamimi 2005; Altamimi u. a. 2011,
2016). Entscheidend ist hierbei neben der Aktualität auch die Genauigkeit der ver-
fügbaren Local-Ties. So lagen für die Bestimmung des ITRF2005 nur für 45 % der
verwendeten Local-Ties vollständige Varianz-Kovarianz-Informationen vor (Altami-
mi u. a. 2007). Diese Anzahl konnte auf 63 % gesteigert werden für den ITRF2008
(Altamimi u. a. 2011). Für den ITRF2014 wiesen 80 % der verwendeten Local-Ties
vollständige Varianz-Kovarianz-Informationen auf (Altamimi u. a. 2016). Hierbei
handelt es sich zunächst jedoch nur um einen quantitativen Anstieg. Um die Qualität
der Local-Ties zu bewerten, analysieren Altamimi u. a. (2012, 2017) die Diskrepan-
zen zwischen der lokalen Lösung und den globalen Ergebnissen. Für den ITRF2014
zeigt sich hierbei, dass lediglich für 42 %, 29 % bzw. 23 % der Local-Ties, die zwi-
schen GNSS und VLBI, SLR bzw. DORIS vorliegen, die Diskrepanzen <5 mm sind.
Local-Ties stellen somit eine kritische Komponente im Kombinationsprozess dar, da
sich Abweichungen in den lokal bestimmten Vektoren in den globalen Resultaten
fortpflanzen.
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1. Einleitung

Mittels Simulationen untersuchen Glaser u. a. (2019) den Einfluss von Local-Ties
auf das resultierende TRF-Datum. Die Autoren zeigen, dass ungenaue und fehlerbe-
haftete Local-Ties die Lage und Orientierung des Referenzrahmens verzerren können.
Insbesondere durch die in Abbildung 1.1 dargestellte ungleichmäßige Verteilung von
ILRS- und IVS-Stationen auf der Erde können bereits wenige ungenaue bzw. fehler-
behaftete Local-Ties einen Hebeleffekt hervorrufen und das TRF-Datum verzerren.
Die Autoren empfehlen eine Genauigkeit für die Local-Ties von mindestens 1 mm.

Das Erreichen der durch das GGOS angestrebten globalen Genauigkeiten hängt
maßgeblich von der räumlichen Verteilung der einzelnen Stationen innerhalb des
Stationsnetzes ab. Kosten- und wartungsintensivere Raumverfahren wie VLBI oder
SLR/LLR sind vorrangig auf der nördlichen Hemisphäre zu finden, wohingegen
wartungsärmere IGS-Stationen über den gesamten Erdball verteilt sind, siehe Ab-
bildung 1.1. IGS-Stationen besitzen daher einen dominanten Anteil am ITRF. An
den meisten Co-Location-Stationen ist GNSS als weiteres Raumverfahren vorhan-
den, sodass GNSS auch zur Verknüpfung der unterschiedlichen Raumverfahren eine
zentrale Rolle besitzt (Altamimi u. a. 2016). Mögliche systematische Abweichungen
im IGS-Stationsnetz können aufgrund fehlender direkter Verknüpfungen der übrigen
Raumverfahren die resultierenden Datumsparameter des TRF verzerren, insbeson-
dere den Ursprung und den Netzmaßstab, welche durch SLR- und VLBI-Messungen
realisiert werden (Altamimi und Collilieux 2009).

Durch Netzsimulationen identifizieren Schuh u. a. (2015) und Glaser u. a. (2017)
geeignete Standorte für zusätzliche Co-Location-Stationen, welche diese einseitige Ab-
hängigkeit reduzieren würde. Weiterhin weisen Glaser u. a. (2020) auf die besondere
Bedeutung von Stationen in infrastrukturschwachen Regionen wie bspw. Südame-
rika hin, die einen signifikanten Einfluss auf die Zuverlässigkeit der geschätzten
Erdrotationsparameter besitzen.

Das GGOS regt eine permanente und weitgehend automatisierte Bestimmung
von Local-Ties mit einer Genauigkeit von mindestens 1 mm an (Rothacher u. a.
2009). Identische Anforderungen finden sich auch in den Zielsetzungen der Agenda
VLBI2010, die den VLBI-Netzausbau im Hinblick auf die Anforderungen des GGOS
definiert (Niell u. a. 2006). Die Realisierung von VLBI2010 wird auch als VLBI2010
Global Observing System (VGOS) bezeichnet (Hase u. a. 2012). Die Ableitung
eines Local-Ties erfordert die Bestimmung der geometrischen Referenzpunkte von
zwei Raumverfahren durch lokale terrestrische Vermessung an einer Co-Location-
Station. Während für DORIS- und GNSS-Antennen der geometrische Bezugspunkt
vergleichsweise einfach bestimmt werden kann (Lösler 2009a; Poyard 2017; Mähler
u. a. 2018), ist die Ableitung des geometrischen Referenzpunktes von SLR/LLR-
und VLBI-Teleskopen herausfordernd. Beide Teleskope besitzen zwei rotierende
Achsen: eine primäre und eine sekundäre Drehachse. Der geometrische Referenzpunkt
ist hierbei als Schnittpunkt beider Achsen definiert. Schneiden sich beide Achsen
konstruktionsbedingt nicht, so ist der Referenzpunkt der Punkt der Primärachse, der
den kürzesten Abstand zur sekundären Achse besitzt (Dawson u. a. 2006). Der so
definierte Referenzpunkt ist ortsinvariant bzgl. Drehungen des Teleskops und wird
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1.2. Referenzpunkte und Local-Ties

häufig auch als invarianter Referenzpunkt (IRP) bezeichnet.

Abbildung 1.2 zeigt schematisch den Aufbau und das Messprinzip eines SLR-
Teleskops. Das SLR-Teleskop sendet Laserimpulse zu einem mit Retroreflektoren
bestückten Satelliten. Das vom Satelliten reflektierte Signal wird wiederum vom
Laserteleskop empfangen und die Laufzeit ∆t registriert. Der zurückgelegte Weg
eines Laserimpulses entspricht hierbei der doppelten Entfernung zwischen dem be-
obachteten Satelliten und dem SLR-Teleskop, sodass sich die Distanz entsprechend
dem Impulsmessverfahren aus

d = ∆t
2 c0

ergibt, wobei c0 die Lichtgeschwindigkeit darstellt. Für eine präzise Distanzmessung
sind zusätzliche Korrekturterme zur Kompensation von bspw. atmosphärischen Lauf-
zeitverzögerungen oder möglichen Exzentrizitäten, wie bspw. ein Achsenoffset, zu
berücksichtigen (Seitz 2009, S. 34ff).

Abbildung 1.2: Schematischer Aufbau und Messprinzip eines SLR-Teleskops. Das um zwei Achsen
drehbar gelagerte Laserteleskop leitet die Distanz d zu einem Satelliten mit Retroreflektoren aus einer
Laufzeitmessung ∆t mittels der Lichtgeschwindigkeit ab. ∆t ist hierbei die Zeit, die ein ausgesandter
Laserimpuls für die doppelte Entfernung zwischen Teleskop und Satellit benötigt.

Die VLBI setzt eine simultane Beobachtung von mindestens zwei Radioteleskopen
zu einer weit entfernten punktförmigen Radioquelle, einem sogenannten Quasar6,
voraus. Aufgrund der großen Entfernung zwischen der beobachteten Radioquelle
und der Erde können die eintreffenden Wellenfronten als parallel angenommen wer-
den, wie Abbildung 1.3 schematisch zeigt. Bedingt durch die räumliche Position der
VLBI-Radioteleskope, dargestellt durch den Basislinienvektor b, und der Ausbrei-
tungsrichtung −k der Radiowellen empfangen die VLBI-Radioteleskope diese nicht
zeitgleich, wodurch ein Laufzeitunterschied

τ = bTk
c0

resultiert. Die beobachtete Größe in der VLBI entspricht somit τ , welche multipli-
ziert mit der Lichtgeschwindigkeit c0 eine metrische Größe ergibt. Für eine präzise

6Engl. Quasi-Stellar Radio Source.
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Bestimmung von τ sind zusätzliche Korrekturterme zur Kompensation von bspw.
Uhrfehlern an den Stationen, atmosphärischen Laufzeitverzögerungen oder möglichen
Exzentrizitäten, wie bspw. ein Achsenoffset, zu berücksichtigen (Seitz 2009, S. 22ff).

Abbildung 1.3: Schematische Darstellung des Messprinzips von VLBI-Radioteleskopen. Zwei Radiote-
leskope empfangen das emittierte Radiosignal (grün) eines Quasars, welches aufgrund der Entfernung
zwischen Radioquelle und Erde parallel auf der Erde eintrifft. Registriert wird der Laufzeitunterschied τ
(blau), welcher durch die räumliche Position der Radioteleskope, d. h. den Basislinienvektor b (rot), und
der Ausbreitungsrichtung −k hervorgerufen wird.

Für VLBI-Radioteleskope sind drei Montierungsarten gebräuchlich, die in Ab-
bildung 1.4 schematisch dargestellt sind. Diese können sinngemäß auch auf die
Laserteleskope übertragen werden, sodass eine separate Betrachtung entfallen kann.
Am verbreitetsten sind Radioteleskope mit Azimut-Elevation-Montierung. Diese
bestehen aus einer ortsinvarianten Primärachse, der Azimutachse, und einer mitdre-
henden Sekundärachse, der Elevationsachse. Ist die Primärachse hingegen parallel
zur Erdrotationsachse, so handelt es sich um eine Polar- bzw. Äquatorialmontie-
rung. Die Primärachse entspricht der Polarachse, und die Sekundärachse ist die
Deklinationsachse. Die ortsinvariante X-Achse der XY-Montierung liegt in der loka-
len Horizontalebene und ist in Nord-Süd- bzw. Ost-West-Richtung orientiert. Die
mitdrehende Sekundärachse ist die Y-Achse.

Die Azimut-Elevation-Montierung ist weit verbreitet und die bevorzugte Montie-
rung für die neue Generation von VGOS-Radioteleskopen (Petrachenko u. a. 2009,
S. 24). Ein wesentlicher Vorteil dieser Montierung ist, dass die Primärachse verti-
kal steht und hierdurch weitgehend unempfindlich gegenüber gravitativen Kräften
ist und somit strukturelle Deformationen nicht zu erwarten sind. Aufgrund der
Ähnlichkeit zwischen allen Montierungen werden in dieser Arbeit stellvertretend
die Azimut-Elevation-Teleskope fokussiert. Eine sinngemäße Übertragung auf eine
andere Montierung ist jedoch problemlos möglich.
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(a) Azimut-Elevation-Montierung (b) Polar- bzw. Äquatorialmontierung

(c) XY-Montierung

Abbildung 1.4: Schematische Darstellung von Montierungsarten für Radioteleskope. Jede Montierung
besteht aus einer primären und einer sekundären Achse, deren Schnittpunkt der geometrische Referenz-
punkt ist. Schneiden sich beide Achsen konstruktionsbedingt nicht, so existiert ein Achsenoffset, und
der geometrische Referenzpunkt resultiert aus der orthogonalen Projektion der Sekundärachse auf die
Primärachse. Die Primär- und Sekundärachse der Azimut-Elevation-Montierung (a) entsprechen der
Azimut- bzw. Elevationsachse. Die Primär- und Sekundärachse der Polar- bzw. Äquatorialmontierung
(b) entsprechen der Polar- bzw. Deklinationsachse. Die Primär- und Sekundärachse der XY-Montierung
(c) entsprechen der X bzw. Y-Achse. Darstellung in Anlehnung an Nothnagel u. a. (1995) und Haas u. a.
(1999).
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1. Einleitung

1.3 Deformationen von VLBI-Radioteleskopen

Neben der Verfügbarkeit qualitativ hochwertiger Local-Ties zur geometrischen Ver-
knüpfung der Raumverfahren hängt die Zuverlässigkeit der Inter-Technik-Kombination
von der Datenqualität der einzelnen Raumverfahren ab. Insbesondere VLBI-Radio-
teleskope sind große technische Anlagen, die unterschiedlichen genauigkeitslimitie-
renden Einflüssen wie Temperatur, Wind oder lastfallabhängigen Deformationen
unterliegen (Kaercher u. a. 2010). Abweichungen von der idealen Teleskopgeometrie
können abgeleitete Resultate wie Stationskoordinaten und Erdrotationsparameter
systematisch verzerren. So rufen bspw. Temperaturschwankungen thermoelastische
Veränderungen in der Teleskopstruktur hervor (Nothnagel u. a. 1995; Haas u. a. 1999).
Eindimensionale Messeinrichtungen, die die Höhenvariationen von Radioteleskopen
direkt erfassen, sind nur an wenigen Stationen vorhanden, bspw. am Onsala 20 m
Radioteleskop (Johannson u. a. 1996) oder am 20 m Radioteleskop Wettzell (Zernecke
1999). Die jährlichen Variationen der Außentemperatur betragen für die Station in
Wettzell −20 °C bis 30 °C. Ähnliche Außentemperaturen werden auch für die Station
in Onsala erreicht. Das 20 m Radioteleskop wird hier jedoch durch ein beheizbares
Radom geschützt, sodass der effektive Temperaturbereich kleiner ist (Wresnik u. a.
2006). Automatische Messungen der Höhenänderungen mittels Invardraht bzw. -stab
weisen Variationen von mehreren Millimetern auf, die auf Temperaturänderungen
im Monument zurückzuführen sind (Wresnik u. a. 2006; Bergstrand u. a. 2018).

Die Installation von Messsensoren zur vollständigen Erfassung der Höhenvaria-
tionen ist in Abhängigkeit der Teleskopkonstruktion schwierig, da sich die Sekun-
därachse bzw. der geometrische Referenzpunkt mitunter in einem mitdrehenden
Konstruktionselement des Teleskops befindet. Hierdurch ist eine direkte Erfassung
der vollständigen Ausdehnung nicht möglich. Alternativ zur direkten Erfassung
der Höhenänderung bieten sich im Monument integrierte Temperatursensoren an
(Johannson u. a. 1996; Zernecke 1999). Unter Berücksichtigung des materialspezifi-
schen Ausdehnungskoeffizienten können diese Temperaturdaten in korrespondierende
Längenänderungen umgerechnet und bei der Auswertung berücksichtigt werden
(Mähler u. a. 2018).

In der Analyse von VLBI-Daten werden temperaturbedingte Höhenvariationen
entsprechend den IVS-Konventionen berücksichtigt, wobei für Radioteleskope, die
keine integrierten Sensoren zur direkten Erfassung der Längenausdehnung besitzen,
die lokal erfasste Außentemperatur unter Berücksichtigung einer materialabhängigen
Latenzzeit auf das Monument übertragen wird (Haas u. a. 1999; Nothnagel 2008).
Die Prädiktion der Außentemperatur auf die Monumenttemperatur ist aufgrund von
beheizbaren bzw. klimatisierten Teleskoptürmen oder Radomen mit Unsicherheiten
behaftet. Sie stellt daher lediglich eine Näherung dar und kann eine direkte Erfas-
sung nicht gleichwertig ersetzen (Wresnik u. a. 2006; Nothnagel 2008). Des Weiteren
berücksichtigen die IVS-Konventionen gegenwärtig nur Variationen in der vertikalen
Koordinatenkomponente. Tageszeitliche und saisonale Variationen sind jedoch auch
für die beiden horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes zu erwar-
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ten. Die hierfür nötige räumliche Überwachung der Referenzpunktposition ist jedoch
aufwendiger und erfordert andere Messsensoren.

Tageszeitliche Positionsvariationen des Teleskopturms sind hauptsächlich auf eine
inhomogene Erwärmung durch die Sonne zurückzuführen und können durch Perma-
nentmessungen mit Totalstationen detektiert werden (Haas und Bergstrand 2010;
Lösler u. a. 2010). Für das 20 m Radioteleskop Wettzell konnten über einen Zeit-
raum von drei Monaten horizontale Positionsänderungen von bis zu 0,2 mm für den
Teleskopturm festgestellt werden (Lösler u. a. 2010). Dreidimensionale saisonale Ver-
änderungen der Referenzpunktposition wurden erstmals für das Twin-Radioteleskop-
Projekt in Wettzell dokumentiert (Mähler u. a. 2018). In einem Zeitraum von über
drei Jahren wurden ca. 30 automatisierte Referenzpunktbestimmungen mit dem in
Kapitel 4 vorgeschlagenen mathematischen Modell unter Verwendung einer Totalsta-
tion durchgeführt. Während die Amplitude der vertikalen Koordinatenkomponente
von ca. 0,8 mm eindeutig auf Temperaturschwankungen zurückzuführen ist, bleibt
die Ursache für die detektierte Amplitude der horizontalen Komponenten von et-
wa 0,2 mm weitgehend ungeklärt (Mähler u. a. 2018). Rekapituliert man das durch
GGOS angeregte Genauigkeitsziel von unter 1 mm für die geometrische Referenz-
punktposition, so können saisonale und tageszeitliche Variationen zukünftig nicht
unberücksichtigt bleiben.

Neben Variationen in der Teleskopstruktur, die die Position des Referenzpunk-
tes direkt beeinflussen, sind mögliche Änderungen an der Sensorik der Instrumen-
te bei der Datenanalyse zu berücksichtigen. Insbesondere der Hauptreflektor von
VLBI-Radioteleskopen, der die Empfangseigenschaften des Teleskops maßgeblich
definiert, unterliegt variierenden Krafteinwirkungen. Neben Temperatur, Wind- oder
Schneelast deformiert das Eigengewicht den Hauptreflektor in Abhängigkeit des
Sekundärwinkels durch Lastfalländerungen. Untersuchungen an konventionellen Ra-
dioteleskopen mittels Laserscannern dokumentieren für Azimut-Elevation-Teleskope
elevationsabhängige Brennweitenänderungen von mehreren Millimetern bis in den
Zentimeterbereich. Sarti u. a. (2009a) weisen für das 32 m Radioteleskop in Medicina
(Italien) Variationen in der Brennweite von mehr als 35 mm nach. Für das 100 m Ra-
dioteleskop in Effelsberg (Deutschland) detektieren Holst u. a. (2012) Deformationen
von bis zu 13 mm. Bergstrand u. a. (2018) ermitteln für das 20 m Radioteleskop in
Onsala (Schweden) Variationen in der Brennweite von bis zu 20 mm.

Weiterhin zeigen die bisherigen Untersuchungen, dass jedes Radioteleskop ein
spezifisches Deformationsverhalten aufweist. Eine Übertragung auf andere Radiotele-
skope ist daher nicht möglich, sodass für jedes Radioteleskop oder zumindest für jeden
Typ das spezifische Deformationsverhalten zu ermitteln ist (Gipson 2019). Zusätzlich
werden diese Variationen in der Brennweite von Verschiebungen des Subreflektors bzw.
Empfängers sowie des Scheitelpunktes überlagert. Aus den akkumulierten Deforma-
tionen resultieren in systematischen Abweichungen in der Signallauflänge (Clark und
Thomsen 1988) und führen unberücksichtigt zu einer systematischen Verfälschung in
der Basislinie bzw. in den korrespondierenden Stationskoordinaten, wie Abbildung 1.5
schematisch zeigt. Systematische Abweichungen in den abgeleiteten Stationskoordina-

11



1. Einleitung

ten – insbesondere in den vertikalen Koordinatenkomponenten – verzerren u.U. den
aus VLBI-Beobachtungen resultierenden Netzmaßstab des TRF (Sarti u. a. 2010).
Eine Berücksichtigung dieser Signalwegvariationen von VLBI-Radioteleskopen bei
der Realisierung eines TRS erfolgte aufgrund fehlender Korrekturmodelle bisher nicht
und ist erstmals für den ITRF2020 vorgesehen (Altamimi u. a. 2018).

Abbildung 1.5: Schematische Darstellung der resultierenden Signallauflängenänderung ∆τ infolge von
Deformationen am Reflektor eines VLBI-Radioteleskops. Der undeformierte Reflektor ist grau gestrichelt
dargestellt. Der registrierte Laufzeitunterschied τ ist als hellblaue Strichpunktlinie dargestellt und wird
aufgrund der Deformation des Reflektors (grüner Pfeil) um ∆τ (blau) verfälscht. Die resultierende
Signallauflängenänderung führt unkompensiert zu einer systematischen Abweichung ∆b (rot) in der
Basislinie b, die als hellrote Strichpunktlinie dargestellt ist.

Konventionelle Radioteleskope besitzen üblicherweise einen Hauptreflektor, dessen
ideale geometrische Form durch ein gewöhnliches rotationssymmetrisches Paraboloid
beschrieben wird. Bedingt durch Konstruktionselemente in der Nähe des Brennpunk-
tes wird jedoch ein Teil des Hauptreflektors verschattet, sodass nicht das vollständige
Signal den Empfänger erreicht. Je kompakter der Hauptreflektor ist, desto größer sind
die resultierenden Intensitätsverluste (Cutler 1947). VGOS-spezifizierte Radiotele-
skope zeichnen sich durch hohe Drehgeschwindigkeiten und eine kompakte Bauweise
mit einem Hauptreflektordurchmesser von ca. 12 m aus (Petrachenko u. a. 2009).
Um unerwünschte Verschattungen des Hauptreflektors zu minimieren, besitzen die
meisten VGOS-spezifizierten Radioteleskope kein gewöhnliches Rotationsparaboloid,
sondern nutzen ein sogenanntes Ring-Fokus-Paraboloid (Neidhardt u. a. 2011; Haas
2013; Gómez-González u. a. 2014). Hierbei handelt es sich um eine Kombination
zweier Flächen 2. Ordnung, bei welcher die Symmetrieachse des Paraboloids durch
einen Zylinder ersetzt wird. Konstruktionselemente, die sich innerhalb des Zylinders
befinden, beeinträchtigen den Signalweg nicht (Lösler u. a. 2017, 2018b).
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1.4 Motivation und Zielsetzung

Das GGOS strebt weltweit für die Stationskoordinaten eine Positionsgenauigkeit von
1 mm im globalen geodätischen Referenzrahmen an. Die zeitliche Stabilität dieser Po-
sitionen sollte 0,1 mm a−1 aufweisen. Der Netzmaßstab und dessen zeitliche Variation
sollten 0,1 ppb bzw. 0,01 ppb a−1 nicht überschreiten (Plag u. a. 2009a; Gross u. a.
2009). Um diese Zielsetzung zu erreichen, müssen neben technischen Neuerungen und
dem Ausbau bestehender geodätischer Infrastrukturen vor allem auch systematische
Abweichungen im Mess- und Analyseprozess identifiziert und quantifiziert werden.
Geeignete Konfigurationen oder Korrekturmodelle sind zu entwickeln, mit denen
diese systematischen Abweichungen sowohl auf lokaler als auch auf globaler Ebene
erfolgreich in der Datenanalyse reduziert bzw. korrigiert werden können. Hierbei
ergeben sich durch die gesteigerten Genauigkeitsanforderungen des GGOS neue mess-
technische, aber auch analytische Herausforderungen in der Ingenieurgeodäsie und
Messtechnik. Die Bestimmung eines globalen geodätischen Referenzrahmens wie des
ITRF erfolgt durch die Kombination der geodätischen Raumverfahren und erfordert
repräsentative Local-Ties. Weiterhin werden bei der Realisierung des ITRF2020 erst-
mals gravitative Deformationen von Radioteleskopen berücksichtigt (Altamimi u. a.
2018). Die messtechnische Herausforderung für Co-Location-Stationen besteht darin,
fehlende Local-Ties zu bestimmen und die Gültigkeit bestehender Local-Ties zu
validieren. Weiterhin ist für möglichst viele Radioteleskope das lastfallabhängige De-
formationsverhalten des Haupt- und ggf. Subreflektors zu studieren, um resultierende
Signalwegänderungen zu modellieren.

Ziel dieser Arbeit ist es, funktionale Modelle bereitzustellen, die es Betreibern von
Co-Location-Stationen ermöglicht, den geometrischen Referenzpunkt von SLR/LLR-
bzw. VLBI-Teleskopen selbstständig und prozessbegleitend zu ermitteln bzw. zu
validieren. Weiterhin werden geometrische Modelle zur Beschreibung des Haupt- und
Subreflektors hergeleitet, die für viele konventionelle, aber auch für die meisten VGOS-
spezifizierten Radioteleskope geeignet sind, um lastfallabhängige Deformationen zu
modellieren, sodass teleskopspezifische Modelle zur Korrektur der resultierenden
Signalwegänderungen entwickelt werden können.

Die Parameterschätzung ist hierbei wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit und
ermöglicht die Bestimmung des geometrischen Referenzpunktes sowie das Ableiten der
formbeschreibenden Parameter des Hauptreflektors aus erhobenen Beobachtungen.
Unter Beobachtungen sind hierbei vorrangig kartesische Koordinaten zu verstehen, die
mit einem geeigneten Messverfahren zu erheben sind oder aus einer Vorprozessierung
gewonnen werden. Die hierbei auftretenden funktionalen Zusammenhänge sind i. A.
nichtlinear. Werden diese nichtlinearen Zusammenhänge mit einem direkten oder
iterativen Verfahren gelöst, aber die statistischen Eigenschaften aus einem linearen
Ersatzproblem abgeleitet, so können diese Eigenschaften i. A. nicht auf das zugrunde
liegende nichtlineare Problem übertragen werden (Neitzel 2004a, S. 20). Die lineare
Lösung ist gegenüber der nichtlinearen Lösung verzerrt. So besitzt bspw. die lineare
Eigenschaft des Erwartungswertes E {f (l)} = f (E {l}) im nichtlinearen Modell
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i. d. R. keine Gültigkeit (Carlton und Devore 2017, S. 87).

In Kapitel 2 werden zunächst für nichtredundante Modelle bzw. Minimalkonfigura-
tionen drei Methoden vorgestellt, die eine geringere Verzerrung (Bias) der Schätzung
gegenüber dem linearen Ersatzproblem, der Taylorreihe mit Gliedern 1.Ordnung
(TS1), aufweisen. Dies sind, neben der in Abschnitt 2.2 vorgestellten Monte-Carlo-
Methode (MCM), die in Abschnitt 2.3 beschriebene Unscented Transformation (UT)
sowie die Darstellung der nichtlinearen Funktion durch ihre Taylorreihe mit Gliedern
2.Ordnung (TS2) in Abschnitt 2.1.

Das Lösen von überbestimmten bzw. redundanten Gleichungssystemen erfolgt
allgemein iterativ. Eines der wichtigsten Verfahren in der numerischen Optimierung
ist hierbei die Sequentielle Quadratische Programmierung (SQP), die in Abschnitt 3.1
eingeführt wird. Eine Übertragung auf die in der Geodäsie üblicherweise angewandten
Modelle, d. h. die bedingte Ausgleichung, das Gauß-Helmert-Modell (GHM) sowie
das Gauß-Markov-Modell (GMM), findet in Abschnitt 3.2 statt. Die statistischen
Eigenschaften der Schätzung werden, unabhängig vom angewendeten Optimierungs-
verfahren, wiederum aus einem linearen Ersatzproblem abgeleitet. Eine Übertragung
der in Kapitel 2 vorgestellten Verfahren für nichtredundante Modelle auf den über-
bestimmten Fall erfolgt in Abschnitt 3.3.

Kapitel 4 widmet sich geeigneten Modellen zur Bestimmung des geometrischen
Referenzpunktes. Zunächst werden in Abschnitt 4.1.1 bestehende geometrische Me-
thoden zur Bestimmung des Referenzpunktes vorgestellt. Hierbei zeigt sich, dass diese
bestehenden geometrischen Methoden entweder auf eine bestimmte Teleskopkonstruk-
tion beschränkt sind oder ein spezielles Messkonzept erfordern, welches ein gezieltes
Verfahren des Teleskops voraussetzt. Um diese Einschränkungen zu umgehen, wird
in Abschnitt 4.1.2 eine neue Methode entwickelt und den bisherigen Ansätzen ge-
genübergestellt. Zur Schätzung der Modellparameter werden für diese entwickelte
Methode zwei Lösungsverfahren vorgeschlagen. Das in Abschnitt 4.1.2 hergeleitete
Modell erlaubt eine prozessintegrierte kontinuierliche Referenzpunktbestimmung von
SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen, wie es das GGOS anregt. Hierdurch wird es mög-
lich, den Referenzpunkt dieser Teleskope zu überwachen und deren Aktualität und
Zuverlässigkeit zu steigern. Weiterhin reduziert diese in-situ Referenzpunktbestim-
mung die Ausfallzeiten der Teleskope, da keine Zeitfenster für die lokalen Messungen
bereitzustellen sind.

Kapitel 5 widmet sich der geometrischen Beschreibung des Haupt- und Subreflek-
tors an VLBI-Radioteleskopen. Hierzu wird zunächst in Abschnitt 5.1 das Modell
eines allgemeinen elliptischen Paraboloids als Fläche 2. Ordnung beschrieben. In Ab-
schnitt 5.2 wird anschließend ein implizites funktionales Modell zur Parametrierung
eines doppelelliptischen Ring-Fokus-Paraboloids hergeleitet. Es zeigt sich, dass dieses
Modell eine Verallgemeinerung der idealisierten rotationssymmetrischen Hauptreflek-
torgeometrie darstellt, welche von den meisten VLBI-Radioteleskopen verwendet wird.
Es ist somit sowohl auf viele konventionelle Radioteleskope als auch auf die meisten
VGOS-spezifizierten Radioteleskope anwendbar. Um den vollständigen Signalweg
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von Sekundär-Fokus-Radioteleskopen zu beschreiben, ist neben der Form des Haupt-
reflektors auch die geometrische Beschreibung des Subreflektors erforderlich. Hierfür
werden in Abschnitt 5.3 zugehörige Gleichungen angegeben, sodass die geometrischen
Variationen des Signalweges modellierbar werden. Analog zum hergeleiteten geometri-
schen Modell des Hauptreflektors zeigt sich, dass auch die Modelle zur Beschreibung
der Subreflektorgeometrie eines VGOS-spezifizierten Radioteleskops durch geeignete
Vereinfachungen auf die meisten konventionellen VLBI-Radioteleskope anwendbar
sind. Im Ergebnis dieser Arbeit liegen somit universelle Modelle zur Beschreibung des
Haupt- und Subreflektors vor, die eine Modellierung des geometrischen Signalweges
der meisten Radioteleskope erlauben.

Sowohl das in Kapitel 4 hergeleitete funktionale Modell zur Bestimmung des
geometrischen Referenzpunktes an Teleskopen als auch das in Kapitel 5 erstellte
Modell zur geometrischen Parametrierung eines Ring-Fokus-Paraboloids ist nichtline-
ar. Werden diese Modelle mittels TS1 gelöst, so sind die resultierenden Schätzwerte
nicht erwartungstreu. Die Größe des Bias hängt sowohl vom stochastischen Modell
als auch von der Mess- und Aufnahmekonfiguration ab. Mittels der Methoden aus
Kapitel 2 bzw. Abschnitt 3.3 erfolgt eine Abschätzung der möglichen Verzerrung
der resultierenden Referenzpunktposition in Abschnitt 4.2 bzw. der Formparameter
des Ring-Fokus-Paraboloids in Abschnitt 5.4. Kapitel 6 fasst die Ergebnisse dieser
Arbeit zusammen und diskutiert mögliche Fortführungen.

In dieser Arbeit wird stets davon ausgegangen, dass geeignete Messverfahren
zur Datenerhebung existieren, problembezogen ausgewählt und sachgerecht einge-
setzt werden. In der einschlägigen Fachliteratur dokumentierte Messmittel zur Re-
ferenzpunktbestimmung und zum Erfassen der Signalwegänderungen von VLBI-
Radioteleskopen werden genannt. Eine Untersuchung von potenziellen Messmitteln
erfolgt jedoch nicht, sodass keine Empfehlung gegeben wird. Genauigkeitsanforderun-
gen und Messvolumen, aber auch der benötigte Messmodus (statisch bzw. dynamisch)
und das Messverfahren (Einzelpunkt- bzw. Mehrpunktverfahren) sind hierbei i. A. zu
berücksichtigen. Da der sachgerechte Einsatz von Messmitteln eine realistische Ab-
schätzung auftretender Messunsicherheiten impliziert, wird das stochastische Modell
stets als bekannt und zutreffend vorausgesetzt. Die benutzte Terminologie ist daher
an den GUM, den Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit beim Messen (JCGM100
2008), angelehnt.
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2. Erwartungswert und Dispersi-
on nichtlinearer Funktionen

Das Abschätzen von Messunsicherheiten und deren Transformation auf die gewünsch-
ten Zielgrößen spielt eine zentrale Rolle in den messenden Disziplinen und erlaubt
die sachgerechte Analyse und Qualitätsbeurteilung der ermittelten Ergebnisse. Die
repräsentative Abschätzung der einzelnen Unsicherheiten und ggf. deren Abhängigkei-
ten untereinander sind ebenso herausfordernd wie das Formulieren eines geeigneten
funktionalen Zusammenhangs. Ein vollumfängliches stochastisches Modell führt u.U.
zu einem speichertechnischen Problem, sodass i. d. R. ein Kompromiss zwischen dem
tatsächlichen Nutzen und den verfügbaren Ressourcen geschlossen werden muss. In
der Formanalyse wird häufig von unabhängigen und gleichgenauen Beobachtungs-
reihen ausgegangen, aber auch in der geodätischen Netzausgleichung werden i. A.
Abhängigkeiten zwischen den Beobachtungen vernachlässigt.

Die im stochastischen Modell zu spezifizierende Messunsicherheit einer Zufallsva-
riable setzt sich i. A. aus einer Vielzahl von Komponenten zusammen, die unterschied-
lich auf den Messprozess wirken. Eine Definition der Messunsicherheit findet sich
im Internationalen Wörterbuch der Messtechnik (JCGM200 2012, S. 25; Brinkmann
2012, S. 39):

„Die Messunsicherheit ist ein nicht negativer Parameter, der die Streu-
ung der Werte kennzeichnet, die der Messgröße auf der Grundlage der
benutzten Informationen beigeordnet ist.“

Hierbei schließt die Messunsicherheit sowohl systematische als auch zufällig wirkende
Effekte ein. Auch wenn der Einfluss systematischer Messabweichungen durch eine
geeignete Messanordnung, durch Kalibrierung der eingesetzten Messmittel oder durch
das Erweitern des funktionalen Modells um zusätzliche Korrekturterme minimiert
wird, verbleiben die Unsicherheiten der unbekannten Restsystematiken.

Durch Anwendung statistischer Methoden, z. B. durch das wiederholte Ziehen
einer Stichprobe, lässt sich ein Teil der Messunsicherheit in Form einer Standard-
abweichung bzw. Standardunsicherheit quantifizieren. Weiterhin können Messun-
sicherheiten durch zusätzliche Standardunsicherheiten, die auf der Grundlage von
Erfahrungen oder Zusatzinformationen basieren, ergänzt werden. Hierzu zählen bspw.
Herstellerangaben, Kalibrierscheine oder Zertifikate. Üblicherweise werden die statis-
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

tischen Methoden als Ermittlungsmethode A und die nichtstatistischen als Methode
B bezeichnet. Beide Anteile werden mittels Varianz-Kovarianz-Fortpflanzung zur
kombinierten Standardunsicherheit zusammengefasst (JCGM100 2008, S. 18ff).

In den meisten Fällen kann eine gesuchte Größe u nicht direkt beobachtet werden,
sondern muss unter Verwendung eines geeigneten (funktionalen) Modells indirekt
aus den erhobenen Beobachtungen bestimmt werden. Die erhobenen Beobachtungen
selbst können wiederum aus einem Untermodell abgeleitete Größen darstellen. Sollen
bspw. aus den Beobachtungen l vom Typ Strecke und Azimutwinkel die ebenen
kartesischen Koordinaten eines Punktes und dessen Unsicherheiten abgeleitet wer-
den, so ist eine nichtlineare Transformation u = f (l) durchzuführen, wobei f eine
vektorielle Funktion darstellt. Sowohl der Azimutwinkel als auch die Strecke sind
jedoch wiederum abgeleitete Ergebnisse von (Unter-)Modellen, die verschiedenen
Einflüssen unterliegen, wie bspw. Nullpunktabweichungen oder Exzentrizitäten. Hin-
zu kommen Faktoren, die nicht unmittelbar dem (physikalischen) Messverfahren
zuzuschreiben sind, z. B. Signalisierungsabweichungen oder temperaturbedingte Va-
riationen während des Messprozesses sowie der sachgerechte Einsatz der Messmittel
und die Erfahrungen des Anwenders. Die realisierten und um systematische Effekte
korrigierten Beobachtungen l setzen sich somit aus einem deterministischen Anteil,
dem wahren Wert l̃, und einem stochastischen Anteil zusammen, sodass l = l̃ + ẽ
gilt. Der Vektor der Beobachtungsabweichungen bzw. -fehler ẽ ergibt sich hierbei
aus (Caspary 1983; Pelzer 1985)

ẽ =
n→∞∑
i=1

K∆i
∆ei, (2.1)

wobei ∆ei infinitesimale Störgrößen sind und die Matrizen K∆i
den Einfluss die-

ser Störgrößen auf ẽ beschreiben. Diese Störgrößen werden auch als Primär- bzw.
Elementarfehler bezeichnet. Für diese gilt nach Helmert (1872, S. 6):

1. Positive und negative Störgrößen gleichen Betrags sind gleich wahrscheinlich.

2. Betragsmäßig kleinere Störgrößen sind wahrscheinlicher und treten häufiger
auf als betragsmäßig größere.

3. Für die Störgrößen ∆ei → 0 wird die Häufigkeit maximal.

Hieraus ergibt sich für den Vektor der Beobachtungsabweichungen der Erwartungs-
wert E {ẽ} = 0, und es begründet sich die Annahme der normalverteilten Beobach-
tungsabweichungen ẽ ∼ N (0,Σe) (Wolf 1968, S. 489ff; Großmann 1969, S. 56ff).
Der Erwartungswert der Dispersion der Beobachtungsabweichungen ẽ ergibt sich für
Gl. 2.1 zu (Caspary 1983)

E
{
ẽẽT

}
=

n→∞∑
i=1

K∆i
E
{
∆ei∆T

ei

}
KT

∆i
=

n→∞∑
i=1

Σ∆i
= Σe, (2.2)

wobei Σ∆i
symmetrische Elementarmatrizen sind. Diese Elementarmatrizen sind wei-

terhin positiv semidefinit. Da jede Realisierung eines Zufallsexperimentes mindestens
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eine exklusive (unabhängige) Störgröße aufweist, existiert mindestens eine Elemen-
tarmatrix Σ∆i

, die ausschließlich positive Elemente σ2
j > 0 auf der Hauptdiagonale

besitzt, und deren Nebendiagonalelemente null sind. Diese diagonale Elementarmatrix
ist somit positiv definit, sodass Σe ebenfalls positiv definit ist (Caspary 1983).

Hallert (1964) bezeichnet die Theorie der Elementarfehler als Vorläufer des zentra-
len Grenzwertsatzes, der die Annahme der Normalverteilung für die Beobachtungsab-
weichungen heute motiviert. Dieser besagt, dass die Summe aus unabhängigen nicht
notwendigerweise normalverteilten Zufallsgrößen asymptotisch gegen eine Normal-
verteilung strebt, sofern keine nichtnormalverteilte Eingangsgröße einen dominanten
Anteil aufweist, siehe auch (Carlton und Devore 2017, S. 293ff). Insbesondere sind ge-
mäß dem Satz von Cramér alle unabhängigen Zufallsgrößen normalverteilt, wenn ihre
Summe normalverteilt ist (Cramér 1936). Da sich gemäß Gl. 2.1 die aus Messungen
gewonnen Beobachtungen aus einer unendlich großen Summe von Zufallsvariablen
zusammensetzen, können diese üblicherweise als normalverteilt angesehen werden
(Pelzer 1985; Koch 2007, S. 45; Lehmann 2012).

Abbildung 2.1 zeigt exemplarisch die aus der Konvolution von mc = 5 unab-
hängigen gleichverteilten Zufallsgrößen Xi ∼ U (0, 1) resultierende Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion mit Zwischenergebnissen. Aus der Summe von X1 ∼ U (0, 1)
und X2 ∼ U (0, 1) ergibt sich die Simpsonverteilung. Gemäß des zentralen Grenz-
wertsatzes nähert sich die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion mit größer
werdender Anzahl mc der Dichtefunktion der Normalverteilung an. Für mc > 2 ist
diese Approximation bereits gut zu erkennen.

Abbildung 2.1: Konvolution von mc unabhängigen gleichverteilten Zufallsgrößen Xi ∼ U (0, 1). Für die
Summe aus mc = 2 unabhängigen gleichverteilten Zufallsgrößen entspricht die gemeinsame Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion der Dichtefunktion der Simpsonverteilung. Mit steigender Anzahl mc strebt die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion gemäß des zentralen Grenzwertsatzes gegen die Dichtefunktion der
Normalverteilung.

Die Schätzwerte, die mittels f abgeleitet werden, sollten möglichst unverzerrt
sein. Dies bedeutet, dass die Differenz zwischen dem wahren Wert ũ und dem aus der
Stichprobe resultierenden Wert û möglichst klein ist. Ist der Erwartungswert E {û}
identisch mit dem wahren Wert ũ, so ist der Schätzer erwartungstreu bzw. liefert
unverzerrte Schätzwerte. Da die Beobachtungsfehler der symmetrischen Normalver-
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teilung folgen, ergeben sich für lineare Funktionen f erwartungstreue Schätzwerte
(Jäger u. a. 2005, S. 213), d. h.,

E {û} = E {f (l)} = f (E {l}) . (2.3)

Diese sich aus dem Gauß-Markov Theorem ableitende Eigenschaft des Schätzers lässt
sich jedoch nicht auf nichtlineare Problemstellungen übertragen (Silvey 1975, S. 51ff).
Hier lassen sich nur in Ausnahmefällen strenge Formeln für den Erwartungswert bzw.
die Dispersion angeben (Caspary und Wichmann 2007, S. 31). Werden demnach
statistische Eigenschaften eines nichtlinearen Problems aus einem linearen Ersatzpro-
blem abgeleitet, so sind die Schätzwerte i. d. R. verzerrt (Carlton und Devore 2017,
S. 87). Der Erwartungswert der nichtlinearen Funktion entspricht allgemein nicht
dem transformierten Erwartungswert, d. h.,

E {f (l)} 6= f (E {l}) . (2.4)

Ist f eine schwach bzw. moderat nichtlineare Funktion, so wird der Einfluss der
Nichtlinearität auf die Schätzung in den meisten Anwendungen vernachlässigt, und
die statistischen Eigenschaften des linearen Ersatzproblems werden direkt auf das
zugrunde liegende nichtlineare Problem übertragen. Hierbei ist jedoch zu beachten,
dass die Verzerrung bzw. das Bias der Schätzwerte durch die Nichtlinearität im
funktionalen Modell hervorgerufen wird, die Größe der Verzerrung jedoch durch die
Dispersion Σe beeinflusst wird (Lehmann und Lösler 2018; Lösler u. a. 2020).

Da für nichtlineare Modelle nur in Ausnahmefällen strenge Formeln für den
Erwartungswert bzw. die Dispersion existieren, werden im Folgenden Methoden
vorgestellt, die für nichtlineare Modelle eine geringere Verzerrung in den Schätzwer-
ten hervorrufen. Nach Julier u. a. (2000) lassen sich die Methoden in zwei Klassen
unterteilen. Während die erste Klasse die Wahrscheinlichkeitsverteilung approxi-
miert, erfolgt in der zweiten Klasse eine Approximation der nichtlinearen Funktion
bzw. Transformation. Zur ersten Klasse zählen die Monte-Carlo-Methode und die
Unscented Transformation. Die Taylorreihenentwicklung hingegen approximiert die
ursprüngliche nichtlineare Funktion und ist der zweiten Klasse zuzuordnen, wobei die
Differenzierbarkeit von f vorausgesetzt sei. Alle drei Methoden werden nachfolgend
zunächst ausschließlich für nichtredundante Problemstellungen bzw. Minimalkonfigu-
rationen betrachtet. Eine Übertragung auf den überbestimmten Allgemeinfall erfolgt
in Kapitel 3.

2.1 Taylorreihenentwicklung

Die Funktion f sei eine skalare nichtlineare, differenzierbare Funktion, die den Über-
gang zwischen einer Eingangsgröße l und einer Ausgangsgröße u beschreibt, d. h.,
u = f (l). Ist ferner die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufallsgröße l gege-
ben, so lassen sich bekanntermaßen der Erwartungswert E {f (l)}, die Dispersion
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Var {f (l)} oder allgemein die statistischen Momente durch die Taylorreihe von f

approximieren. Mit den Funktionswerten von f und ihren Ableitungen an der Ent-
wicklungsstelle l̃ lautet die Reihe (Teunissen 2003, S. 142; Caspary und Wichmann
2007, S. 18)

f (l) = û = ũ+ ẽu = f + f
′
ẽ+ 1

2f
′′
ẽ2 + 1

6f
′′′
ẽ3 +O. (2.5)

wobei ẽ = l − l̃ die wahre Abweichung bzw. den wahren Fehler der Realisierung l
darstellt und O die Terme höherer Ordnung beschreibt. Ist die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion bezüglich ẽ symmetrisch, so sind die zentralen Momente (2k + 1)-ter
Ordnung null. Werden die Terme höherer Ordnung in Gl. 2.5 vernachlässigt und
die Erwartungswerte für jedes Reihenglied gebildet, so ergibt sich mit dem zweiten
zentralen Moment E {ẽ2} = σ2

e die Näherung für den Erwartungswert zu

E {f (l)} ≈ f + 1
2f

′′
σ2
e , (2.6)

welche erst Glieder ab der 4. Ordnung vernachlässigt. Das zweite zentrale Moment
von f ergibt sich unter Anwendung des Verschiebungssatzes von Steiner aus

Var {f (l)} = σ2
u = E

{
(f (l)− E {f (l)})2

}
(2.7)

= E
{
f (l)2

}
− (E {f (l)})2

= E
{
ẽ2
u

}
,

wobei ẽu = û−ũ die Abweichung des Schätzwertes bzgl. des wahren Wertes beschreibt
(Krystek 2012, S. 167).

Ist ẽ nicht nur symmetrisch, sondern normalverteilt, so können alle zentralen
Momente als Funktion der Varianz σ2

e dargestellt werden, siehe Tabelle A.1. Insbe-
sondere beträgt das vierte zentrale Moment E {ẽ4} = 3σ4

e . Unter Berücksichtigung
dieser statistischen Eigenschaft liefert Gl. 2.7 die Varianz der Funktion f

Var {f (l)} = σ2
u = f

′2
σ2
e +

(1
2f

′′2 + f
′
f

′′′
)
σ4
e +O. (2.8)

Mit Beschränkung auf die quadratische Annäherung ergibt sich die Approximation
2. Ordnung für die Varianz zu

Var {f (l)} = σ2
u ≈ f

′2
σ2
e + 1

2f
′′2
σ4
e . (2.9)

Eine Herleitung von Gl. 2.9 findet sich in Anhang A.1.

Sind l und u Zufallsvektoren und beschreibt f eine nichtlineare vektorielle Funk-
tion, so lautet die Taylorreihe (Mana und Pennecchi 2007)

û = ũ + ẽu = f + Jẽ + 1
2


ẽTH1ẽ
ẽTHiẽ

...
ẽTHnẽ

+O. (2.10)
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Hierbei beschreibt J die Jacobimatrix mit den ersten partiellen Ableitungen der
Funktion f an der Stelle l̃ und Hi die Hessematrix mit den zweiten partiellen
Ableitungen des i-ten funktionalen Zusammenhangs fi aus f an der Stelle l̃.

Ausgehend von ẽ ∼ N (0,Σe) und unter Berücksichtigung der Erwartungswerte
für den linearen Term (Jäger u. a. 2005, S. 67),

E {Jẽ} = J E {ẽ} = 0, (2.11a)

E
{
JẽẽTJT

}
= J E

{
ẽẽT

}
JT = JΣeJT, (2.11b)

und der Erwartungswerte für den quadratischen Term (Mathai und Provost 1992,
S. 53, 76),

E
{
ẽTHiẽ

}
= E

{
tr
(
HiẽẽT

)}
= tr

(
Hi E

{
ẽẽT

})
= tr (HiΣe) , (2.12a)

E
{
ẽTHiẽẽTHj ẽ

}
− E

{
ẽTHiẽ

}
E
{
ẽTHj ẽ

}
= 2 tr (HiΣeHjΣe) , (2.12b)

in Gl. 2.10 ergeben sich die Gl. 2.6, 2.9 in vektorieller Form zu (Mana und Pennecchi
2007; Lösler u. a. 2016a)

E {û} ≈ f + 1
2 [tr (HiΣe)]i , (2.13a)

Var{û} = E
{
ẽuẽT

u

}
≈ JΣeJT + 1

2 [tr (HiΣeHjΣe)]ij . (2.13b)

Für lineare funktionale Zusammenhänge entfallen die zweiten Summanden jeweils
in den Gl. 2.6, 2.9 bzw. in den Gl. 2.13 und führen mit den Gl. 2.11 unmittelbar
zu den Gleichungen für eine lineare Parametertransformation bzw. zum Varianz-
Kovarianz-Fortpflanzungsgesetz 1. Ordnung (TS1). Im nichtlinearen Fall stellen die
Gl. 2.6, 2.9 bzw. die Gl. 2.13 Approximationen 2. Ordnung (TS2) dar und liefern
Schätzwerte mit geringerer Verzerrung. Diesen Gleichungen ist auch zu entnehmen,
dass der Einfluss der Nichtlinearität auf die geschätzten Parameter bzw. die ge-
schätzte Dispersion maßgeblich von der Dispersion der Eingangsgrößen abhängt. Bei
identischen funktionalen Zusammenhängen liefert somit das Verfahren die geringeren
Verzerrungen, welches die kleineren Messunsicherheiten aufweist.

Die Koeffizienten in J bzw. H werden auch als Empfindlichkeits- oder Sensitivi-
tätskoeffizienten der Transformation 1. bzw. 2. Ordnung bezeichnet und beschreiben,
in welcher Größenordnung sich u infolge einer Änderung in l verändert (JCGM100
2008, S. 20). Werden alle Sensitivitätskoeffizienten in J an der Entwicklungsstelle zu
null, oder können die Abweichungen zwischen der Approximation 1. und 2. Ordnung
nicht als vernachlässigbar angesehen werden, so ist die quadratische Approximation
stets vorzuziehen (JCGM100 2008, S. 19). Die Herleitung von den Gl. 2.6, 2.9 bzw.
den Gl. 2.13 erfolgte anhand der wahren Werte, die i. A. jedoch unbekannt sind. Für
die praktische Anwendung sind diese durch geeignete Schätzwerte zu ersetzen.
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2.1. Taylorreihenentwicklung

Ein illustratives Beispiel, welches das Versagen der linearen Approximation und
des linearen Varianz-Kovarianz-Fortpflanzungsgesetzes demonstriert, findet sich in
(Neumann 2012). Dieses Beispiel ist sinngemäß auch in (Wolf 1961; Krystek 2012,
S. 72ff; Schwarz und Hennes 2017) wiedergegeben.
Beispiel 2.1.1 (Querabweichung bei der Prüfstreckenbestimmung)
Im Kontext der Prüfstreckenbestimmung auf Kalibrierbasen werden die gemessenen
Teilstrecken zur Gesamtlänge der Prüfstrecke aufsummiert. Die korrekte Gesamtlänge
ergibt sich dabei jedoch nur unter der Voraussetzung, dass keine Querabweichungen
q vorliegen. Ist q 6= 0, wird die beobachtete Strecke s stets zu lang gemessen. Die
Querabweichung, die beim Neueinrichten des Experimentes sowohl in ihrer Größe als
auch im Vorzeichen variiert und somit eine zufällige um null streuende Abweichung
darstellt, gibt Neumann (2012) mit q ∼ N

(
0, σ2

q

)
an. Für die beobachtete Strecke gilt

s ∼ N (s̃, σ2
s). Die gemessene Strecke s und die Querabweichung q stellen weiterhin

unabhängige Zufallsgrößen dar. Der nichtlineare funktionale Zusammenhang für eine
Teilstrecke7 ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras

d̂ = f (s, q) =
√
s2 − q2.

Die für die Gl. 2.13 notwendigen Matrizen mit den ersten und zweiten partiellen
Ableitungen lauten

J =
( s

(s2 − q2)
1
2
− q

(s2 − q2)
1
2

)
,

H =


− q2

(s2 − q2)
3
2

s q

(s2 − q2)
3
2

s q

(s2 − q2)
3
2
− s2

(s2 − q2)
3
2

 .

Mit E {q} = 0 wird in J der zweite Sensitivitätskoeffizient ∂f
∂q

= 0. Wird die Taylor-
reihe bereits nach dem linearen Glied abgebrochen, so wird der Einfluss von σq voll-
ständig eliminiert. Mit den Gl. 2.11 folgen unmittelbar d̂ = s und σ̂d = σs. In der
Hessematrix wird die zweite partielle Ableitung mit ∂2f

∂q2 = −1
s
ungleich null, sodass

σq bei Verwendung der quadratischen Approximation sowohl d̂ als auch σ̂d beeinflusst,
d. h.,

d̂ = s− 1
2

s2σ2
q

(s2 − q2)
3
2

= s−
σ2
q

2s ,

σ̂2
d = σ2

s + 1
2

s4σ4
q

(s2 − q2)3 = σ2
s +

σ4
q

2s2 .

7Auch wenn die Teilstrecke d aus einer Minimalkonfiguration resultiert, wird d hier als Schätzwert
interpretiert und die Notation d̂ verwendet. Hierdurch wird die Konsistenz zur Ergebnisdarstellung
auf S. 34 sichergestellt.
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Abbildung 2.2 zeigt schematisch den Messaufbau zur Bestimmung der Teilstrecke
d aus der Beobachtung s unter Berücksichtigung einer um null streuenden normal-
verteilten Querabweichung q. Da s die Hypotenuse ist, muss d̂ ≤ s gelten. Der
Erwartungswert E

{
d̂
}

der Teilstrecke ist demnach immer kleiner als der Erwar-
tungswert E {s} der beobachteten Strecke, wenn eine Unsicherheit σq > 0 in der
Querabweichung vorliegt. Die Differenz zwischen der linearen und der quadratischen
Approximation wird durch den zusätzlichen Term −σ2

q

2s bzw. σ4
q

2s2 quantifiziert. Je
kleiner σq bzw. je größer s, desto geringer ist die Verzerrung der Schätzwerte.

Abbildung 2.2: Bestimmung der Teilstrecke d (rot) einer Prüfstrecke aus der beobachteten Strecke s
(dunkelrot) unter Berücksichtigung einer Querabweichung q (dunkelgrau). Für s ∼ N

(
s̃, σ2

s

)
und q ∼

N
(
0, σ2

q

)
sind die zugehörigen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen in hellrot bzw. hellgrau dargestellt. Die

Ellipse stellt die Kombination dieser beiden Marginalverteilungen dar. Die Darstellung ist unmaßstäblich.

2.2 Monte-Carlo-Methode

Neben der Taylorreihenentwicklung, die eine differenzierbare Modellgleichung voraus-
setzt, existieren auch numerische Methoden, um Erwartungswert, Dispersion oder
höhere Momente zu bestimmen. Zu den bekanntesten Methoden zählt die Monte-
Carlo-Methode (MCM), bei der unter Verwendung von Pseudozufallszahlen eine
approximative Lösung für diese Momente bestimmt wird (Koch 2017). Durch eine
sehr große Anzahl mMCM von gleichartigen Zufallsexperimenten lassen sich komplexe
Aufgabenstellung lösen, für die keine analytische Lösung existiert oder deren analy-
tische Lösung nur mit unverhältnismäßigem Aufwand bestimmt werden kann. Die
MCM basiert auf dem Gesetz der großen Zahlen (Krystek 2012, S. 87) und benötigt
somit einen hinreichend großen Stichprobenumfang mMCM, um gesicherte Ergebnisse
zu erzielen (JCGM101 2008, S. 28; JCGM102 2011, S. 25).

In der Geodäsie und in der Messtechnik wird die MCM vorrangig zum Abschät-
zen von Messunsicherheiten (Lösler u. a. 2016a; Schwarz und Hennes 2017), zur
Simulation von komplexen Mess- und Auswerteprozessen (Lehmann und Lösler 2018;
Luhmann 2018, S. 621f) oder in der Erstellung und Optimierung von Aufnahme- und
Netzkonfigurationen (Schmitt 1977) verwendet. Pany u. a. (2011) analysieren z. B.
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2.2. Monte-Carlo-Methode

mittels MCM den Einfluss von Troposphäreneffekten, Uhrparametern und Messab-
weichungen auf die aus VLBI-Daten abgeleiteten Stationskoordinaten. Koch (2010)
wendet die MCM an, um systematische Effekte in Messungen eines terrestrischen
Laserscanners aufzudecken. Lehmann und Scheffler (2011) nutzen die MCM zur
Bestimmung von Irrtumswahrscheinlichkeiten für den Global- bzw. Individualtest im
Kontext der Ausreißerdetektierung in geodätischen Netzen. Um zu prüfen, ob mittels
Varianzaufweitung (z. B. Cook u. a. 1982) Modellstörungen zuverlässiger aufgedeckt
werden als mit dem (geodätischen) Standardverfahren, der Mittelwertsverschiebung
(z. B. Baarda 1968), setzten Lehmann u. a. (2020) die MCM ein, um die Wahrschein-
lichkeiten für den Fehler 1. Art bzw. Fehler 2. Art zu bestimmen. Lösler u. a. (2019c)
weisen mit Methoden der Nahbereichsphotogrammetrie lastfallabhängige Verformun-
gen an einem Hauptreflektor eines VGOS-Radioteleskops nach und schätzen mittels
MCM sowohl die Parameter als auch die zugehörigen Messunsicherheiten ab. Eine
detaillierte Darstellung der Monte-Carlo-Methode sowie weitere Anwendungsbereiche
finden sich in (Rubinstein und Kroese 2017).

Die MCM ahmt hierbei ein sich wiederholendes gleichartiges Zufallsexperiment wie
bspw. einen Messprozess nach und leitet den Erwartungswert und die Dispersion von
f aus mMCM unabhängigen synthetischen Zufallsexperimenten ab. Für mMCM →∞
strebt die Lösung der MCM asymptotisch gegen den wahren Wert (Rubinstein und
Kroese 2017, S. 108). Erwartungswert und Dispersion lauten

E {û} = 1
mMCM

mMCM∑
i=1

f (li) , (2.16a)

Var {û} = 1
mMCM − 1

mMCM∑
i=1

(f (li)− E {û}) (f (li)− E {û})T , (2.16b)

wobei li = l̃ + ẽi der synthetisch erzeugte Beobachtungsvektor der i-ten Stichproben-
wiederholung ist und ẽi einen unter Berücksichtigung der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung abgeleiteten Zufallsvektor der wahren Störgrößen darstellt. Die Gl. 2.16 stellen
eine numerische Integration dar und entsprechen der Definition des Erwartungswer-
tes bzw. der Dispersion für eine diskrete Zufallsvariable (Carlton und Devore 2017,
S. 67ff). An die Stelle der zufälligen Störgrößen treten hier jedoch die synthetisch
generierten pseudozufälligen Störgrößen.

Die MCM ist eine intuitive, transparente und leicht in bestehende Auswerte-
und Analyseprozesse implementierbare Methode, da zum Erzeugen der syntheti-
schen Stichproben lediglich ein geeigneter Zufallszahlengenerator benötigt wird. Für
gleichverteilte Zufallszahlen bieten die meisten Programmiersprachen geeignete Algo-
rithmen zur Berechnung an, wie z. B. den Mersenne-Twister-Algorithmus (Matsumoto
und Nishimura 1998). Diese Zufallszahlengeneratoren können auch zur Generierung
anderer Wahrscheinlichkeitsverteilungen, wie bspw. der Simpsonverteilung (Stein
und Keblis 2009) oder der Normalverteilung (Box und Muller 1958), verwendet
werden. Das Erzeugen von Zufallszahlen anderer Wahrscheinlichkeitsverteilungen
aus gleichverteilten Zufallszahlen wird allgemein als Inversionsmethode bezeichnet
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

(Carlton und Devore 2017, S. 221). Aufgrund der Abhängigkeit der Ergebnisse von
den verwendeten Zufallszahlen empfiehlt es sich, den implementierten Algorithmus
bezüglich einer Vorhersagbarkeit der generierten Zufallszahlen zu prüfen (JCGM101
2008, S. 60f) und ggf. auf Multi-Start-Algorithmen zurückzugreifen.

Weiterhin ermöglicht die MCM eine numerische Konvolution von Zufallsgrößen
mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen. Abbildung 2.3 zeigt exem-
plarisch die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, die aus der numerischen
Konvolution von mc = 5 unabhängigen gleichverteilten Zufallsgrößen Xi ∼ U (0, 1)
resultiert, sowie die einzelnen Zwischenergebnisse. Für mc = 2 ist die Dichtefunktion
der Simpsonverteilung gut erkennbar. Gemäß des zentralen Grenzwertsatzes strebt
die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion mit zunehmenden mc gegen die
Dichtefunktion der Normalverteilung, siehe hierzu auch Abbildung 2.1.

Abbildung 2.3: Numerische Konvolution von mc unabhängigen gleichverteilten Zufallsgrößen
Xi ∼ U (0, 1). Für mc = 2 ergibt sich (genähert) die Dichtefunktion der Simpsonverteilung. Aufgrund
des zentralen Grenzwertsatzes strebt die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion gegen die Dichte-
funktion der Normalverteilung für mc →∞, siehe auch Abbildung 2.1. Der Stichprobenumfang beträgt
mMCS = 106.

Da es sich bei der Lösung der MCM um eine asymptotische Schätzung handelt,
die nur für mMCM → ∞ gegen den wahren Wert strebt, muss bei der praktischen
Anwendung ein Kompromiss zwischen Wirtschaftlichkeit und numerischer Präzision
gefunden werden. Schmitt (1977) nutzt ein sogenanntes Las-Vegas-Diagramm, um die
Empfindlichkeit der Ergebnisse bzgl. der Simulationsanzahl mMCM zu quantifizieren.
Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Beobachtungen möglichst vollständig zu
beschreiben, d. h.,

Σe ≈
1

mMCM

mMCM∑
i=1

ẽiẽT
i , (2.17)

ist mMCM zwingend größer als die Beobachtungsanzahl n zu wählen (Dykstra 1970).

Allgemein hängt die Wahl von mMCM von verschiedenen Faktoren ab, wie bspw.
der Form der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Parameter u, der erforderlichen
numerischen Präzision oder der angestrebten Überdeckungswahrscheinlichkeit. Da
für keine a-priori gewählte Simulationsanzahl mMCM garantiert werden kann, dass
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2.2. Monte-Carlo-Methode

die Ergebnisse der MCM zuverlässig sind, empfiehlt der GUM eine adaptive Vorge-
hensweise (JCGM101 2008, S. 28). Entsprechende Prozeduren und Hinweise für eine
mögliche Implementierung finden sich u. a. in (JCGM101 2008, S. 32f; JCGM102
2011, S. 33f; Wübbeler u. a. 2010), sodass auf eine Wiedergabe hier verzichtet wird.

Die große Akzeptanz der MCM beruht nicht zuletzt auf dem hohen Anschauungs-
grad, wodurch sie in vielen Fachdisziplinen verbreitet ist. Durch Visualisierung der
einzelnen synthetischen Versuche lassen sich Ergebnisse häufig besser erfassen und
nachvollziehen als durch eine äquivalente analytische Lösung. Die Berechnung der
kartesischen Koordinaten aus polaren Messelementen ist hierbei ein anschauliches
Beispiel, um insbesondere die Gültigkeit von Gl. 2.4 zu demonstrieren.
Beispiel 2.2.1 (Konvertierung von polaren Beobachtungen in kartesische
Koordinaten)
Die Konvertierung von polaren Messelementen in kartesische Koordinaten zählt zu
den geodätischen Grundaufgaben und findet breite Anwendung in der Koordinaten-
messtechnik, z. B. mittels Lasertracker oder Laserscanner. Das funktionale Modell
der nichtlinearen Transformation für ebene Koordinaten lautet

u = f (s, φ) =
(
x

y

)
= s

(
cosφ
sinφ

)
,

wobei s die Strecke, φ der Azimutwinkel und x bzw. y die gesuchten kartesischen
Koordinatenkomponenten sind. O.B. d.A. sei s = s̃ eine fehlerfreie Strecke und
lediglich der Azimutwinkel eine normalverteilte Zufallsgröße, d. h., φ ∼ N

(
φ̃, σ2

φ

)
.

Die kartesischen Koordinaten hängen ausschließlich vom Azimutwinkel ab und
ergeben sich aus u = f (φ). Werden die korrespondierenden kartesischen Koordinaten
ui berechnet, die sich aus Wiederholungsmessungen des Azimutwinkels φi ergeben,
so formen diese einen Kreisbogen mit dem Radius s̃, wie Abbildung 2.4 zeigt. Die
Bogenlänge hängt hierbei offensichtlich von der Dispersion σ2

φ ab. Werden die ein-
zelnen ui entsprechend Gl. 2.16a gemittelt, ergibt sich eine weitgehend unverzerrte
Schätzung für die kartesischen Koordinaten ûT =

(
x̂ ŷ

)
, sofern die Anzahl der

unabhängigen Wiederholungen gegen unendlich strebt.

In Abbildung 2.4 sind die einzelnen Realisierungen der kartesischen Koordinaten
ui = f (φi) durch graue Punkte symbolisiert. Da diese auf einem Kreisbogen liegen,
muss der Erwartungswert E {û} innerhalb dieses Kreises liegen, d. h., ûTû < s̃2. Im
Hinblick auf Gl. 2.4 ist leicht abzulesen, dass der Erwartungswert der nichtlinea-
ren Transformation E {f (φ)} nicht dem transformierten Erwartungswert f (E {φ})
im nichtlinearen Modell entspricht. Analog gilt dies auch für die Dispersion. Bei
Verwendung der linearisierten Transformation ergibt sich aufgrund der fehlerfreien
Strecke eine Konfidenzellipse, deren kleine Halbachse null ist. In Abbildung 2.4 ist
diese als Gerade dargestellt. Im Vergleich zu dem aus der Gl. 2.16b resultieren-
den Konfidenzbereich der MCM ist der Konfidenzbereich der TS1 deutlich kleiner.
Die Dispersion wird demnach zu optimistisch abgeschätzt, wenn eine Taylorreihe
mit Gliedern 1.Ordnung verwendet wird. Insbesondere ist der Erwartungswert der
nichtlinearen Funktion E {f (φ)} für jedes σ2

φ > 0 unabhängig von der gewählten
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Überdeckungswahrscheinlichkeit hierbei in keinem der resultierenden Konfidenzberei-
che der TS1 enthalten. Die Verwendung der linearen Ersatzfunktion anstelle der
ursprünglichen nichtlinearen Funktion stellt demnach in diesem Beispiel eine zu
starke Vereinfachung dar.

Abbildung 2.4: Nichtlineare Konvertierung von polaren Beobachtungen in kartesische Koordinaten,
wobei die Strecke s̃ als fehlerfrei angenommen wurde und lediglich der Azimutwinkel φ eine normalverteilte
Zufallsgröße darstellt. Die aus der nichtlinearen Transformation ui = f (φi) resultierenden kartesischen
Koordinaten sind durch kleine graue Punkte symbolisiert und bilden einen Kreisbogen. Während der rote
Punkt den transformierten Erwartungswert ûTS1 = f (E {φ}) symbolisiert, stellt das schwarze Dreieck
den Erwartungswert ûMCM = E {f (φ)} der nichtlinearen Funktion dar. Während ûTS1 ein Punkt auf der
Kreislinie ist, liegt ûMCM innerhalb des Kreises, d. h. E {f (φ)} 6= f (E {φ}). Ellipsen um die Schätzwerte
stellen die Dispersion dar, die sich aus der Taylorreihe mit Gliedern 1.Ordnung bzw. der Monte-Carlo-
Methode ergeben. Da die Strecke s̃ als fehlerfrei angenommen wurde, ist für die TS1-Lösung die kleine
Ellipsenhalbachse null, sodass sich die Darstellung auf die rot abgebildete Gerade reduziert.

Der hohe Anschauungsgrad und der geringe Implementierungsaufwand dürfen
jedoch nicht darüber hinwegtäuschen, dass nur eine korrekte Anwendung der MCM zu
belastbaren Ergebnissen führt. Basierend auf dem Vorschlag von Niemeier und Ten-
gen (2017, 2020) setzt Schwarz (2020) die MCM im Kontext der Parameterschätzung
eines geodätischen Lagenetzes ein, welches einen nichtlinearen funktionalen Zusam-
menhang aufweist (Jäger u. a. 2005, S. 213f). Die Lagekoordinaten und die zugehörige
Dispersion eines Neupunktes werden mittels TS1 geschätzt und den Ergebnissen der
MCM gegenübergestellt. Schwarz (2020) hebt hervor, dass die geschätzten Koordina-
ten beider Methoden identisch sind, die Dispersion der TS1 gegenüber der Dispersion
der MCM jedoch deutlich überschätzt wird und die abgeleiteten Standardunsicher-
heiten um 50 % kleiner sind. Da das funktionale Modell einer Lagenetzausgleichung
jedoch nichtlinear ist, steht die erste Aussage in einem Widerspruch zu Gl. 2.4.

28



2.3. Unscented Transformation

Eine Analyse des verwendeten Algorithmus zeigt, dass Schwarz (2020) die MCM
nicht auf das originäre nichtlineare funktionale Modell, sondern auf dessen linearisierte
Form anwendet. Für dieses lineare Ersatzproblem gilt Gl. 2.3, wonach die Parameter
der TS1 als auch die Parameter der MCM erwartungstreu geschätzt werden (Jäger
u. a. 2005, S. 213). Da lediglich ein lineares Ersatzproblem betrachtet wird, können
die auffällig großen Differenzen zwischen den Dispersionen beider Methoden demnach
nicht auf das nichtlineare funktionale Modell zurückgeführt werden.

Es lässt sich leicht zeigen, dass diese großen Differenzen in den Standardunsicher-
heiten maßgeblich durch die Verwendung unterschiedlicher stochastischer Modelle
hervorgerufen werden. Während bei der TS1-Lösung ein zusätzlicher Skalierungs-
faktor berücksichtigt wird, fehlt dieser bei der MCM. Wird die Berechnung mittels
TS1 ohne diese zusätzliche Skalierung im stochastischen Modell durchgeführt, so
resultieren daraus Standardunsicherheiten, die mit den Standardunsicherheiten der
MCM vergleichbar sind. Die verbleibenden Differenzen sind <1 % und resultieren für
das Beispiel in (Schwarz 2020) aus der Kombination unterschiedlicher Verteilungs-
funktionen bei der Ableitung des stochastischen Modells.

Die unsachgemäße Anwendung der Monte-Carlo-Methode kann zu nichtbelast-
baren Ergebnissen und Fehlinterpretationen führen. Dies soll nachfolgend am Bei-
spiel 2.2.1 verdeutlicht werden, indem die MCM sowohl auf das nichtlineare Problem
als auch auf das lineare Ersatzproblem angewendet wird.

Beispiel 2.2.1 (Fortsetzung von S. 27)
Abbildung 2.5 zeigt die unsachgemäße Anwendung der MCM am Beispiel der nichtli-
nearen Konvertierung von polaren Beobachtungen in kartesische Koordinaten. Die
Strecke sei wiederum fehlerfrei, und der Azimutwinkel stelle eine normalverteilte
Zufallsgröße dar. Graue Punkte stellen die einzelnen Realisierungen der kartesischen
Koordinaten dar, die sich bei Verwendung des nichtlinearen funktionalen Modells
ergeben. Bedingt durch die fehlerfreie Strecke liegen diese Punkte auf einem Kreis-
bogen. Der Erwartungswert der nichtlinearen Funktion ergibt sich mittels Gl. 2.16a
und ist als schwarzes Dreieck dargestellt. Dieser liegt innerhalb des Kreises, siehe
auch Abbildung 2.4.

Wird anstelle des nichtlinearen Modells dessen linearisierte Form bei der MCM
verwendet, so ergeben sich die hellrot dargestellten Punkte. Bedingt durch die fehler-
freie Strecke liegen diese Punkte auf einer Geraden, die tangential zum Kreisbogen
verläuft. Der aus Gl. 2.16a resultierende Erwartungswert des linearen Ersatzproblems
ist durch einen roten Kreis dargestellt. Dieser befindet sich auf dem Kreisbogen und
entspricht der Lösung mittels TS1, wie Abbildung 2.4 zeigt.

Es ist leicht zu erkennen, dass der Erwartungswert der nichtlinearen Transfor-
mation E {f (φ)} nicht dem transformierten Erwartungswert f (E {φ}) entspricht.
Anhand der Streuung der grau bzw. hellrot dargestellten Punkte lässt sich weiterhin
der Unterschied zwischen den abgeleiteten Konfidenzbereichen in Abbildung 2.4 direkt
nachvollziehen.
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Abbildung 2.5: Unsachgemäße Anwendung der Monte-Carlo-Methode auf die nichtlineare Konvertierung
von polaren Beobachtungen in kartesische Koordinaten. Die Strecke s̃ wurde als fehlerfrei angenommen,
lediglich der Azimutwinkel φ stellt eine normalverteilte Zufallsgröße dar. Die aus der nichtlinearen Transfor-
mation ui = f (φi) resultierenden kartesischen Koordinaten sind durch kleine graue Punkte symbolisiert
und bilden einen Kreisbogen. Der zugehörige Erwartungswert ûMCM = E {f (φ)} ist durch ein schwarzes
Dreieck dargestellt. Die aus dem linearen Ersatzproblem ui = f

(
φ̃
)

+ Jẽφi
resultierenden kartesischen

Koordinaten bilden hingegen eine Gerade und verlaufen tangential zum Kreisbogen. Diese sind durch
kleine hellrote Punkte symbolisiert. Der Erwartungswert des linearen Ersatzproblems ûTS1 = f (E {φ})
ist durch einen roten Kreis dargestellt. Für beide Simulationen wurden identische Zufallszahlen verwendet.

2.3 Unscented Transformation

Ein weiteres numerisches Verfahren zur Approximation von Momenten ist die von
Julier u. a. (1995) vorgeschlagene Unscented Transformation (UT). Im Unterschied
zur linearen bzw. quadratischen Approximation von f durch eine Taylorreihe mit
Gliedern 1. bzw. 2. Ordnung werden bei der UT keine partiellen Ableitungen benötigt.
Die Standard Unscented Transformation (SUT) beschränkt sich auf eine Annäherung
der Gl. 2.13 und stellt eine Approximation 2. Ordnung von f dar (Julier u. a. 1995;
Julier und Uhlmann 1997; Julier u. a. 2000; Julier 2002). Eine Erweiterung der SUT,
die auch höhere Momente berücksichtigt, findet sich u. a. in (Tenne und Singh 2003).

Der Erwartungswert und die Dispersion der Funktion f werden durch die UT aus
mUT = 2n+ 1 sogenannten Σ-Punkten Xi geschätzt, denen ein spezifisches Gewicht
wi, mit ∑wi = 1, zugeordnet ist. Die Σ-Punkte werden hierbei so gewählt, dass diese
mindestens das erste und zweite Moment der Beobachtungen beschreiben (Julier u. a.
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2.3. Unscented Transformation

1995). Diese Σ-Punkte sowie die korrespondierenden Gewichte ergeben sich aus

X0 = l̃, w0 = κ

n+ κ
, (2.18a)

Xi = l̃ +
(√

(n+ κ) Σe
)
i
, wi = 1

2 (n+ κ) , (2.18b)

Xi+n = l̃−
(√

(n+ κ) Σe
)
i
, wi+n = 1

2 (n+ κ) , (2.18c)

wobei n die Anzahl der Elemente in l̃ ist und
(√

Σe
)
i
die i-te Spalte der Quadratwurzel

der Dispersionsmatrix darstellt (Julier und Uhlmann 1997). Die Quadratwurzel der
Dispersionsmatrix resultiert aus einer Eigenwertzerlegung (Kanzow 2005, S. 14),
sodass

Σe =
(√

Σe
) (√

Σe
)T

(2.19)

gilt. Die Spalten in
(√

Σe
)
entsprechen hierbei den Hauptachsen des Hyperellipso-

ids für normalverteilte Eingangsgrößen, sodass die Σ-Punkte neuralgische Punkte
der Verteilung darstellen. Die zusätzliche Skalierung

√
n+ κ definiert den Abstand

zwischen l̃ und den korrespondierenden Σ-Punkten. Anstelle der Eigenwertzerle-
gung können auch andere Faktorisierungsverfahren zum Einsatz kommen, bspw. die
Cholesky-Zerlegung (Julier u. a. 2000). Eine Gegenüberstellung möglicher Verfahren
findet sich in (Straka u. a. 2013).

Durch eine gewichtete Mittelwertbildung der transformierten Σ-Punkte f (Xi)
ergibt sich Erwartungswert und Dispersion aus

E {û} =
2n∑
i=0

wif (Xi) , (2.20a)

Var {û} =
2n∑
i=0

wi (f (Xi)− E {û}) (f (Xi)− E {û})T . (2.20b)

Simon (2006, S. 441ff) zeigt, dass der Skalierungsparameter κ in den Gl. 2.18 für
eine Approximation 2. Ordnung einen beliebigen Wert annehmen darf, sofern die
Bedingung (n+ κ) 6= 0 nicht verletzt wird. Für normalverteilte Eingangsgrößen kann
mit (n+ κ) = 3 eine verbesserte Approximation an Momente vierter und höherer
Ordnung jedoch erreicht werden (Julier u. a. 2000; Julier 2003). Da κ in der SUT
sowohl negative als auch positive Werte annehmen kann, ist die Dispersionsmatrix
Σû nicht zwingend positiv semidefinit. Julier u. a. (2000) schlagen daher vor, zur
Bestimmung der Dispersionsmatrix anstelle von E {û} auf f (X0) zurückzugreifen,
sodass aus der Transformation stets eine positiv semidefinite Dispersionsmatrix
resultiert. Äquivalente Ergebnisse für diese modifizierte Unscented Transformation
(MUT) werden erhalten, wenn in Gl. 2.20b der zusätzliche Term(

1− α2
)

(f (X0)− E {û}) (f (X0)− E {û})T (2.21)
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

addiert wird (Julier u. a. 2000). Für α = 1 entfällt der zusätzliche Term, woraus die
Lösung der SUT resultiert. Für 0 < α < 1 ergibt sich hingegen die MUT, die eine
positiv semidefinite Dispersionsmatrix garantiert (Julier u. a. 2000; Julier 2002).

In praktischen Anwendungen wird die MUT häufig mit κ = α2 (n+ λ) − n

initialisiert. Der Koeffizient λ ist hierbei eine empirische Tuningkonstante, deren Wahl
wiederum vierte und höhere Momente beeinflusst. Typische Werte sind λ = 3− n
bzw. λ = 0 (Wan und Merwe 2000, 2001). Für den Skalierungsparameter α gilt
0 < α ≤ 1, wobei üblicherweise α = 10−3 verwendet wird (Julier 2002). Weiterhin
wird eine bessere Anpassung der Dispersion durch Σû + ∆Σû erreicht, worin der
Zuschlag durch

∆Σû =
(
1− α2 + β

)
(f (X0)− E {û}) (f (X0)− E {û})T (2.22)

gegeben ist, welcher gemäß Gl. 2.21 eine positiv semidefinite Dispersionsmatrix
garantiert. Für den wichtigen Fall normalverteilter Eingangsgrößen empfiehlt Julier
(2002) die Verwendung von β = 2, siehe auch Anhang A.2. Für α = 1, β = 0 und
λ = 3− n geht die MUT in die SUT über. Eine detaillierte Untersuchung, wie die
Wahl von α, β bzw. λ die Ergebnisse der UT beeinflusst – insbesondere für den Fall
nichtnormalverteilter Eingangsgrößen – findet sich in (Wang und Ding 2020).

In Analogie zu den Gl. 2.16 der MCM leiten sich die Gl. 2.20 direkt aus der
Definition des Erwartungswertes bzw. der Dispersion für eine diskrete Zufallsvariable
her (Carlton und Devore 2017, S. 67ff). Für Gl. 2.17 findet sich entsprechend

Σe =
2n∑
i=0

wi (Xi −X0) (Xi −X0)T . (2.23)

An die Stelle der zufälligen Störgrößen treten hier die neuralgischen Störgrößen.
Aufgrund der geringen Anzahl von mUT = 2n+ 1 Σ-Punkten ist dieses Verfahren
deutlich performanter als die Monte-Carlo-Methode, jedoch ist es auf eine quadrati-
sche Approximation beschränkt, wie Anhang A.2 zeigt.

Für lineare funktionale Zusammenhänge u = f (l) = Jl liefert die SUT identi-
sche Resultate zur analytischen Lösung mittels Taylorreihenentwicklung 1. Ordnung
entsprechend den Gl. 2.11. Aufgrund von Gl. 2.3 folgt für i = 0 unmittelbar

f (X0)− E {û} = 0, (2.24a)

sowie für i > 0

f (Xi)− E {û} = − J
(√

(n+ κ) Σe

)
i
, (2.24b)

f (Xi+n)− E {û} = + J
(√

(n+ κ) Σe

)
i+n

. (2.24c)

Eingesetzt in Gl. 2.20b und unter Berücksichtigung der Symmetrie der transformierten
Σ-Punkte, siehe die Gl. 2.24b, 2.24c, resultiert daraus das lineare Varianz-Kovarianz-
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Fortpflanzungsgesetz (Förstner und Wrobel 2016, S. 47f)

Var {û} =
n∑
i=1

1
2 (n+ κ)

(
2 (n+ κ) J

(√
Σe
)
i

(√
Σe
)T

i
JT
)

(2.25)

= JΣeJT.

Der zusätzliche Term der MUT in den Gl. 2.21, 2.22 entfällt ebenfalls für lineare
funktionale Zusammenhänge, d. h. ∆Σû = 0, da aus den Gl. 2.18a, 2.24a unmittelbar
f (X0) = E {û} folgt.

Neben der SUT und der MUT existieren noch weitere Strategien, um Σ-Punkte
für eine UT abzuleiten. Eine umfangreiche Übersicht über existierende UT findet
sich in (Menegaz u. a. 2015). Erwähnenswert erscheint hier die Spherical Simplex
Unscented Transformation (SSUT), die lediglich mUT = n+2 Σ-Punkte benötigt und
sich insbesondere für zeitkritische Anwendungen empfiehlt (Julier und Uhlmann 2002;
Julier 2003; Lozano u. a. 2008). Durch Vorgabe des Gewichts w0, mit 0 ≤ w0 < 1,
ergeben sich die übrigen n+ 1 Gewichte zu

wi = 1− w0

n+ 1 . (2.26)

Aus der modifizierten Gl. 2.18 resultieren die zugehörigen n+ 2 Σ-Punkte, d. h,

Xi = l̃ +
√

Σeκi. (2.27)

Hierbei sind mit den Initialisierungswerten des i-ten Vektors κi

κ(1)
0 = [0] , (2.28a)

κ(1)
1 =

[
−1√
2w1

]
, (2.28b)

κ(1)
2 =

[
1√
2w1

]
, (2.28c)

die übrigen j = 2, . . . , n Elemente rekursiv zu bestimmen (Julier 2003), d. h.,

κ(j)
i =



 κ(j−1)
0

0

 i = 0 κ(j−1)
i

−1√
j(j+1)wi

 i = 1, . . . , j
 0j−1

j√
j(j+1)wi

 i = j + 1.

(2.29)

Für w0 = 0 reduziert sich die Anzahl an notwendigen Σ-Punkten auf das absolute
Minimum von n+ 1 (Julier und Uhlmann 2002, 2004).
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Die UT liefert für nichtlineare Problemstellungen Schätzwerte mit geringerer
Verzerrung im Vergleich zur TS1-Lösung. Zur Abschätzung von Messunsicherheiten
sind häufig nichtlineare Transformation zu berücksichtigen, für die sich der Einsatz
der UT empfiehlt. So greifen bspw. Lösler u. a. (2015) zur Bildung des stochastischen
Modells eines mobilen Lasertrackers in der Netzausgleichung auf die UT zurück,
um die Verzerrung der Schätzwerte zu reduzieren. Wang und Zhao (2017) setzen
die UT zur Parameterbestimmung einer ebenen Koordinatentransformation ein und
demonstrieren, dass die Verwendung der TS1 zu verzerrten Schätzwerten führt.
Aufgrund des geringeren numerischen Aufwands der UT gegenüber der MCM eignet
sich dieses Verfahren vor allem für echtzeitfähige Anwendungen. Das erweiterte
Kalman-Filter (EKF), welches häufig für diese Problemstellungen verwendet wird,
setzt eine Linearisierung der nichtlinearen Modellgleichungen voraus. Wird hierbei
die Annahme der lokalen Linearität verletzt, kann das EKF in einen instabilen Filter
münden (Zhao u. a. 2008). Weiterhin sind die Schätzwerte des EKF verzerrt (Xu
1999). Die Integration der UT in das Kalman-Filter wird als Unscented Kalman
Filter (UKF) bezeichnet. Vergleiche zwischen EKF und UKF zeigen, dass das UKF
dem EKF überlegen ist und eine höhere Anpassungsgüte aufweist (Wan und Merwe
2000; Zhao u. a. 2008; Gustafsson und Hendeby 2012).
Beispiel 2.1.1 (Fortsetzung von S. 23)
Die Anwendung der Gl. 2.20 der SUT ergibt für die Teilstrecke und deren Dispersion

d̂ = 1
3
(
2s+

√
s2 − 3σ2

q

)

σ̂2
d = σ2

s + 2
9
(
2s2 − 2s

√
s2 − 3σ2

q − 3σ2
q

)
.

Aufgrund des Wurzelterms und in Übereinstimmung mit den Ergebnissen der Tay-
lorreihenentwicklung 2. Ordnung ist d̂ < s für σq > 0. Weiterhin vergrößert sich die
Dispersion σ̂2

d aufgrund von σq und wird nicht, wie bei der Anwendung der Taylorreihe
1. Ordnung, eliminiert.

Abbildung 2.6 zeigt schematisch die Verteilung der fünf Σ-Punkte Xi der SUT
durch rote Diamanten. Das stochastische Modell Σe lässt sich im Beobachtungsraum
durch eine Ellipse darstellen. Bei der Überführung in den Parameterraum krümmt
bzw. deformiert sich diese Ellipse. Die Halbachsen der (deformierten) Ellipse wurden
mit
√
n+ κ skaliert. Hierdurch wird deutlich, dass Xi neuralgische Punkte der (defor-

mierten) Ellipse sind und somit die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eingangsdaten
approximieren. Der Σ-Punkt X0, welcher sich in der Mitte der (deformierten) Ellipse
befindet, korrespondiert mit der TS1-Lösung. Die Lösung der SUT ist als dunkelrotes
Dreieck dargestellt. Während drei Σ-Punkte keine Querabweichung aufweisen und
sich im Mittel zu s̃ ergeben, weisen zwei Σ-Punkte ein qi 6= 0 auf, sodass daraus
Teilstrecken di =

√
s2
i − q2

i < si resultieren. Zum Vergleich sind zusätzlich die vier
Σ-Punkte Xi der SSUT durch hellrote Quadrate dargestellt, die für w0 = 1/3 ebenfalls
auf der (deformierten) Ellipse liegen. Ein dunkelgraues Dreieck stellt die Lösung der
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2.3. Unscented Transformation

SSUT dar. Ein Unterschied zwischen beiden UT-Lösungen ist aufgrund der geringen
Differenz nicht erkennbar.

Abbildung 2.6: Unmaßstäbliche Darstellung der Messkonfiguration zur Bestimmung der Teilstrecke
einer Prüfstrecke unter Berücksichtigung einer möglichen Querabweichung. Das stochastische Modell
der Eingangsdaten entspricht im Beobachtungsraum einer Ellipse und wird beim Überführen in den
Parameterraum deformiert. Die Halbachsen wurden mit

√
n+ κ skaliert. Die fünf Σ-Punkte der SUT

befinden sich im Zentrum bzw. auf dem Rand dieser (deformierten) Ellipse und sind durch rote Diamanten
symbolisiert. Der Σ-Punkte X0, welcher sich in der Mitte der (deformierten) Ellipse befindet, korrespondiert
mit der TS1-Lösung. Das Ergebnis der SUT ist in Form eines dunkelroten Dreiecks dargestellt und liegt im
Vergleich zur TS1-Löung dichter am Standpunkt, der durch einen roten Kreis symbolisiert ist, sodass d̂ < s.
Zusätzlich sind durch hellrote Quadrate die vier Σ-Punkte der SSUT mit dargestellt, die für w0 = 1/3

ebenfalls auf dieser (deformierten) Ellipse liegen. Das dunkelgraue Dreieck symbolisiert das Ergebnis der
SSUT, welches praktisch identisch mit der SUT-Lösung ist.

Zur besseren Einordnung und Bewertung der vorgestellten Verfahren sei die
gemessene Strecke s = 1 m mit einer Standardabweichung von σs = 1 cm gegeben.
Die Unsicherheit in der Querabweichung wird mit σq = 10σs angenommen und
stellt eine Extremkonfiguration dar. In Tabelle 2.1 sind die numerischen Ergebnisse
gegenübergestellt. Hierbei sind TS1 und TS2 Taylorreihen der Funktion f , die f
durch eine lineare bzw. quadratische Ersatzfunktion approximieren. Die Monte-Carlo-
Methode wurde mit einer Stichprobengröße von mMCM = 106 durchgeführt. Da die
MCM asymptotisch gegen den wahren Wert d̃ strebt, kann diese als Referenzlösung
betrachtet werden.

Tabelle 2.1: Gegenüberstellung der numerischen Ergebnisse einer mit σs = 1 cm gemessenen Teilstrecke
s = 1 m einer Prüfstrecke und einer angenommenen Unsicherheit in der Querabweichung von σq = 10σs für
die Taylorreihe mit Gliedern 1. und 2. Ordnung sowie die Monte-Carlo-Methode, die Standard Unscented
Transformation und die Spherical Simplex Unscented Transformation. Für die SSUT wurde ein mittleres
Gewicht von w0 = 0,5 gewählt.

Methode d̂ in m σ̂d in cm
TS1 1,000 1,00
TS2 0,995 1,22
SUT 0,995 1,23
SSUT 0,995 1,23
MCM 0,995 1,23
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Die Ergebnisse von SUT, SSUT und TS2 weisen im relevanten Stellenbereich
keine Differenzen zur MCM auf. Die größten Abweichungen sind bei Verwendung
der linearen Transformation zu erkennen, da hier der Einfluss von σq vollständig
unberücksichtigt bleibt. Die Abweichung der Strecke zwischen TS1 und MCM beträgt
5 mm. Die Differenz der Standardabweichung ist 2 mm.

Im Rahmen der Prüfstreckenbestimmung sind zum einen die gemessenen Strecken
deutlich länger und zum anderen die Unsicherheiten in der Querabweichung um ein
Vielfaches geringer. Bereits für σq = σs = 1 cm können keine Differenzen mehr
zwischen den Verfahren im relevanten Stellenbereich ermittelt werden.

2.4 Zusammenfassung

Eine Vielzahl von funktionalen Zusammenhängen, die in der Praxis vorkommen,
ist nichtlinear. Die statistischen Methoden, die üblicherweise zur Lösung dieser
nichtlinearen Problemstellungen herangezogen werden, sind jedoch meist nur für
lineare Modelle gültig. Eine Übertragung der statistischen Eigenschaften von linearen
Modellen auf nichtlineare Modelle ist i. A. nicht möglich und führt zu verzerrten
Ergebnissen und ggf. falschen Schlussfolgerungen. Auch wenn die Funktion nur
moderat nichtlinear ist, darf ohne Berücksichtigung des stochastischen Modells nicht
gemutmaßt werden, dass die Verzerrungen in den Schätzwerten vernachlässigbar
sind, da das stochastische Modell den Einfluss der Nichtlinearität auf die Schätzwerte
steuert, siehe Abbildung 2.4.

Ist die Dispersion der Eingangsdaten klein, verringert sich auch die Verzerrung
der Schätzwerte, wie leicht aus den Gl. 2.6, 2.9 abgelesen werden kann. Stehen
demnach für einen Messprozess Instrumente unterschiedlicher Genauigkeitsklassen
zur Verfügung, so ist im Hinblick auf die zu erwartende Verzerrung der Schätzwerte
das präzisere Messinstrument vorzuziehen. Sind Präzisionsmessungen, z. B. aufgrund
von wirtschaftlichen Überlegungen, nicht sinnvoll möglich, so lässt sich das Bias
u. a. durch die vorgestellten Methoden im Analyseprozess verringern. Diese Me-
thoden lassen sich nach Julier u. a. (2000) in zwei Klassen unterteilen. Die erste
Klasse approximiert die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ein- und Ausgangsdaten.
Hierzu zählen die in Abschnitt 2.2 vorgestellte Monte-Carlo-Methode sowie die in
Abschnitt 2.3 beschriebene Unscented Transformation. Die zweite Klasse approxi-
miert hingegen die nichtlineare Funktion durch eine Ersatzfunktion und leitet aus
dieser die statistischen Eigenschaften für das zugrunde liegende Problem analytisch
ab. Die Ersatzfunktion entspricht üblicherweise der Taylorreihe der nichtlinearen
Funktion, siehe Abschnitt 2.1.

Alle vorgestellten Methoden haben Vor- und Nachteile und sind problembezogen
zu wählen. Hierbei spielen Faktoren wie die Komplexität des Problems, die Flexibilität
des Verfahrens bzgl. möglicher Modellerweiterungen, wie bspw. das Hinzufügen
neuer Modellparameter (Skalierbarkeit), die Akzeptanz der Ergebnisse – z. B. bei
interdisziplinären Projekten –, die Größe des Bias der Schätzung und insbesondere
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auch der Aufwand zur Integration und Weiterentwicklung bestehender Algorithmen
eine wesentliche Rolle.

Die analytische Lösung mittels Taylorreihenentwicklung zählt zu den gebräuch-
lichsten Methoden in der Geodäsie, um Parameter und Dispersion abzuschätzen.
Aufgrund der Empfehlung im GUM (JCGM100 2008; JCGM102 2011) ist die Akzep-
tanz der Methode mindestens für messende Disziplinen gegeben. Der Anschauungs-
grad der analytischen Lösung ist jedoch meist begrenzt. Ein einmal implementiertes
Modell liefert eindeutige und reproduzierbare Ergebnisse. Diese stehen meist schnell
zur Verfügung, sodass sich das Verfahren z. B. für zeitkritische Problemstellungen
eignet. Der Implementierungsaufwand für komplexe Problemstellungen ist hoch und
geht häufig mit Vereinfachungen wie bspw. dem Vernachlässigen von Termen hö-
herer Ordnung einher. Das Ändern der Parametrierung oder das Hinzufügen von
Erweiterungen erfordert häufig eine Reimplementierung, sodass die Skalierbarkeit
stark eingeschränkt ist. Aufwand und Bias der Ergebnisse hängen von der gewählten
Ordnung der Taylorreihe ab. Aufgrund der hohen Präzision geodätischer Messmit-
tel kann die Reihenentwicklung jedoch ohne nennenswerte Einschränkungen meist
frühzeitig abgebrochen werden. Wie Beispiel 2.1.1 zeigt, ist eine Entwicklung über
die 2. Ordnung hinaus meist unnötig, siehe auch die Ergebnisse in Tabelle 2.1. Ab
wann die Taylorreihe ohne praktische Einschränkungen abgebrochen werden kann,
ist jedoch in jedem Fall zu prüfen. Insbesondere ist zu validieren, ob ein Abbruch
schon nach dem linearen Glied erfolgen darf. Die Ordnung der Taylorreihe kann
mittels Monte-Carlo-Methode abgeschätzt werden, da diese für eine große Anzahl
von Zufallsexperimenten gegen den wahren Wert strebt.

Die Monte-Carlo-Methode bietet die größte Flexibilität und erlaubt die Bearbei-
tung beliebig komplexer Probleme. Änderungen und Erweiterungen lassen sich meist
schnell integrieren, sodass diese Methode eine hohe Skalierbarkeit aufweist und nicht
auf einen bestimmten Gültigkeitsbereich beschränkt bleibt. Eine Integration in beste-
hende Algorithmen ist daher meist unproblematisch. Die Monte-Carlo-Methode ist
transparent und anschaulich, sodass sie auch für Nichtmathematiker verständlich ist
und akzeptiert wird, siehe auch die Abbildungen 2.4, 2.5. Insbesondere wird diese Me-
thode vom GUM zur Approximation von Erwartungswert und Dispersion empfohlen
(JCGM101 2008; JCGM102 2011). Die Monte-Carlo-Methode strebt asymptotisch
gegen den wahren Wert. Die Größe der Abweichung zwischen wahrem Wert und
Schätzwert ist somit durch die Anzahl der Zufallsexperimente steuerbar. Die Anzahl
der benötigten Zufallsexperimente ist jedoch auch gleichzeitig ein großer Nachteil
dieser Methode. Rechenzeit und Ressourcenverbrauch steigen mit der Komplexität
der Simulation und stehen der gewünschten numerischen Präzision bzw. der Richtig-
keit der Ergebnisse konträr gegenüber. Aufgrund der Verwendung von Zufallszahlen
lassen sich Ergebnisse nicht vollständig numerisch reproduzieren.

Die Unscented Transformation ist eine numerische Methode, welche die Ergeb-
nisse der Taylorreihe 2. Ordnung approximiert. Diese Methode wird im GUM nicht
explizit erwähnt. Konform zum Leitfaden ist sie dennoch, da grundsätzlich alle
statistischen Methoden zulässig sind. Insbesondere wird die Taylorreihe höherer
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Ordnung explizit empfohlen (JCGM100 2008, S. 19), wodurch auch der Einsatz
der Unscented Transformation gerechtfertigt erscheint. Durch die Verwendung der
neuralgischen Σ-Punkte anstelle von Zufallszahlen sind die Ergebnisse eindeutig
numerisch reproduzierbar. Weiterhin kann hierdurch der numerische Aufwand ge-
genüber der Monte-Carlo-Methode deutlich reduziert werden. Die Ergebnisse der
SSUT, SUT bzw. MUT beschränken sich auf eine Approximation 2. Ordnung. Für die
meisten praktischen Anwendungen ist dies jedoch ausreichend und das verbleibende
Bias vernachlässigbar, wie exemplarisch am Beispiel 2.1.1 einer Prüfstreckenbestim-
mung gezeigt wurde. Ähnlich wie die Monte-Carlo-Methode lässt sich die Unscented
Transformation leicht in bestehende Applikationen integrieren. Zusätzliche Modellpa-
rameter lassen sich meist problemlos berücksichtigen. Im Vergleich zur analytischen
Lösung weist die Unscented Transformation einen deutlich höheren Anschauungsgrad
auf, wie bspw. Abbildung 2.6 zeigt. Aufgrund der begrenzten Anzahl an Σ-Punkten
ist die Anschaulichkeit jedoch geringer als bei der Monte-Carlo-Methode.
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Gleichungssysteme, in denen mehr funktionale Zusammenhänge gebildet werden
können als zur eindeutigen Parameterbestimmung nötig wären, werden als über-
bestimmt bezeichnet. Diese überbestimmten Gleichungssysteme besitzen nur dann
eine eindeutige Lösung, wenn sie konsistent sind. Aufgrund der Unvollkommenheit
in der Modellbildung, die ein beobachtetes Phänomen durch einen handhabbaren
funktionalen Zusammenhang approximiert, aber auch durch die Imperfektion bei
der Datenerfassung entstehen i. A. inkonsistente Gleichungssysteme, welche keine
eindeutige Lösung für die zu schätzenden Parameter besitzen. Sowohl Gauß als
auch Legendre entdeckten Anfang des 19. Jahrhunderts die sogenannte Methode der
kleinsten Fehlerquadrate, die überbestimmte inkonsistente Gleichungssysteme unter
der zusätzlichen Forderung nach einer minimalen Fehlerquadratsumme auflöst. Die
Methode der kleinsten Fehlerquadratsumme zählt heute zu den Standardverfahren
in der Parameterschätzung und wird in der Geodäsie durch die DIN 18709-4 (2010)
geregelt.

Allgemein kann das Lösen von überbestimmten inkonsistenten Gleichungssyste-
men den Optimierungsaufgaben zugeordnet werden, welche i. d. R. mittels Newtonver-
fahren iterativ gelöst werden. Optimierungsprobleme sind Extremwertbetrachtungen.
Da das Maximum einer Funktion Ω für u gleichzeitig das Minimum von −Ω für u
darstellt, beschränken sich die folgenden Ausführungen auf ein Minimierungsproblem.

Ein Standardverfahren in der numerischen Optimierung stellt die Sequentielle
Quadratische Programmierung (SQP) dar, welches unter Verwendung der Lagrange-
Funktion zur Berücksichtigung von Nebenbedingungen die Zielparameter mittels
Newtonverfahren bestimmt. Die SQP wird insbesondere bei restringierten Optimie-
rungsaufgaben mit nichtlinearen Nebenbedingungen empfohlen (Geiger und Kanzow
2002, S. 234; Faigle u. a. 2002, S. 303ff; Nocedal und Wright 2006, S. 529f). Das
Verfahren ist geeignet, Optimierungsprobleme mit Gleichungen und Ungleichungen
in den Nebenbedingungen effizient zu lösen. Da für diese Arbeit keine Optimierungs-
probleme mit Ungleichungen in den Nebenbedingungen auftreten, beschränken sich
die nachfolgenden Ausführungen auf restringierte Optimierungsaufgaben mit Glei-
chungsnebenbedingungen. Insbesondere lässt sich zeigen, dass Optimierungsaufgaben
mit Ungleichungen in den Nebenbedingungen durch das Einführen von Schlupfvaria-
blen in korrespondierende Optimierungsprobleme mit Gleichungsnebenbedingungen
überführt und gelöst werden können (Nocedal und Wright 2006, S. 534).
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In der Geodäsie werden quadratische Programme u. a. zum Lösen von Optimie-
rungsaufgaben mit Ungleichungen in den Nebenbedingungen eingesetzt. Anschau-
liche Beispiele sind hierbei die Schätzung von zwingend positiven Vorfaktoren in der
Varianz-Komponenten-Schätzung (Amiri-Simkooei 2016) oder das Ableiten von posi-
tiven Beobachtungsgewichten in der geodätischen Netzoptimierung (Roese-Koerner
und Schuh 2014). Lösler u. a. (2019c) nutzen die SQP in der Formanalyse, um die
Parameter des Hauptreflektors eines VLBI-Radioteleskops zu schätzen. Fang (2015)
greift zur Entwicklung eines Algorithmus zur Bestimmung von Transformationspa-
rametern auf die SQP zurück. Zur Bestimmung der Formparameter eines Zylinders
mit elliptischer Grundfläche schlägt Lösler (2020a) die SQP vor. Lösler (2020b)
untersucht mittels SQP, ob die geschätzten Modellparameter von der gewählten
Koordinatendarstellung der Beobachtungen abhängig sind und unter welcher Voraus-
setzung identische Resultate erwartet werden dürfen. Lösler und Eschelbach (2020b)
weisen mittels SQP nach, dass die zugesprochenen Eigenschaften einer sogenannten
orthogonalen Regression nicht exklusiv sind, sondern Eigenschaften eines allgemeinen
Optimierungsproblems darstellen.

Die in der Geodäsie gebräuchlichen Modelle, die bedingte Ausgleichung, das Gauß-
Helmert-Modell (GHM) und das Gauß-Markov-Modell (GMM), sind quadratische
Programme und können als Spezialfälle der SQP aufgefasst werden. Im Folgenden
soll daher zunächst die SQP eingeführt werden. Anschließend wird in Abschnitt 3.2
eine mögliche Übertragung auf die in der Geodäsie gebräuchlichen Modelle aufgezeigt.
Weiterhin werden die in Kapitel 2 angestellten Überlegungen übertragen, und es
wird eine Abschätzung für die Verzerrung der Schätzung in Abschnitt 3.3 angegeben.

3.1 Sequentielle Quadratische Programmierung

Ausgehend von den zweimal stetig differenzierbaren Funktionen Ω und f lautet das
zugehörige restringierte Optimierungsproblem

min Ω(u) (3.1a)

unter der Nebenbedingung

f (u) = 0. (3.1b)

Mithilfe der Lagrange-Funktion lässt sich unter Einführung der Lagrange-Multi-
plikatoren λ die Ziel- bzw. Verlustfunktion mit der Nebenbedingung kombinieren,
d. h.,

L = 1
2Ω− λTf . (3.2)

Die sogenannten Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (KKT) stellen in der nichtli-
nearen Optimierung die notwendigen und hinreichenden Optimalbedingungen zum
Lösen von Gl. 3.2 bereit. Erfüllt ein Vektor

[
ûT λ̂

T ]
die KKT-Bedingungen, so
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3.1. Sequentielle Quadratische Programmierung

wird dieser auch als KKT-Punkt des Optimierungsproblems bezeichnet. Für die hier
ausschließlich betrachtete Optimierungsaufgabe mit Gleichungsnebenbedingungen
gilt für den Gradienten der Lagrange-Funktion die notwendige Bedingung (Geiger
und Kanzow 2002, S. 46f)

∇uL
(
û, λ̂

)
= 0,

∇λL
(
û, λ̂

)
= 0.

Ist die Hessematrix der Lagrange-Funktion weiterhin positiv semidefinit auf ker J,
d. h.,

yT∇2
uuL

(
û, λ̂

)
y ≥ 0, ∀y {y | JTy = 0; y 6= 0},

so ist auch die hinreichende Bedingung für ein (lokales) Minimum erfüllt (Geiger und
Kanzow 2002, S. 245; Nocedal und Wright 2006, S. 332). Hierbei bezeichnet ker J
den Kern bzw. Nullraum der Matrix J (Burg u. a. 2012, S. 159).

Die Anwendung der KKT-Optimalbedingung auf die durch Gl. 3.2 gegebene
Lagrange-Funktion liefert

Φ =
[
∇uL
f

]
= 0, (3.3)

wobei ∇uL = 1
2∇Ω− JTλ und ∇λL = f sind.

Die Anwendung des Newtonverfahrens liefert mittels Gl. A.23 den notwendi-
gen Iterationsalgorithmus zur Bestimmung von û und λ̂, siehe Anhang A.3. Die
Newtongleichung lautet

Φ′

k

[
∆u
∆λ

]
= −Φk, (3.4)

wobei ∆u = û− uk und ∆λ = λ̂− λk die Zuschläge zu den Näherungswerten für
die unbekannten Parameter uk bzw. der Lagrange-Multiplikatoren λk darstellen.

Die Jacobimatrix der KKT-Gleichung, siehe Gl. 3.3, die die ersten partiellen
Ableitungen an der aktuellen Entwicklungsstelle uk und λk enthält, lautet

Φ′ =
[
∇2

uuL −JT

J 0

]
, (3.5)

wobei

∇2
uuL = 1

2∇
2Ω−

∑
i=1

λ(i)H(i). (3.6)

Hierbei sind ∇2Ω und H(i) die Hessematrizen der Zielfunktion bzw. der i-ten Neben-
bedingung, die wiederum an der Entwicklungsstelle uk, λk zu bilden sind. Durch
Einsetzen der Gl. 3.3, 3.5 in Gl. 3.4 ergibt sich das zu lösende Normalgleichungssystem[

∇2
uuL −JT

J 0

] [
∆u
∆λ

]
= −

[
∇uL
f

]
. (3.7)
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3. Parameterschätzung

Durch Akkumulieren der jeweiligen Zuschläge ∆u und ∆λ ergeben sich die neuen
Iterierten.

Wird in Gl. 3.7 von beiden Seiten der ersten Gleichung JTλk abgezogen, so
gelangt man zu der gebräuchlichen Darstellung

[
∇2

uuL −JT

J 0

] [
∆u
λ̂

]
= −

[ 1
2∇Ω
f

]
, (3.8)

die eine direkte Schätzung der Lagrange-Multiplikatoren ermöglicht. Aus Gl. 3.8 wird
weiterhin ersichtlich, dass in jedem Iterationsschritt das quadratische Teilproblem

min
(1

2∇ΩT∆u + 1
2∆uT∇2

uuL∆u
)

(3.9a)

unter der Nebenbedingung

J∆u + f = 0 (3.9b)

minimiert wird, wodurch der Name Sequentielle Quadratische Programmierung mo-
tiviert wird (Geiger und Kanzow 2002, S. 244).

Im Folgenden soll am Beispiel der Schätzung des Parameters einer Parabel, deren
Scheitelpunkt im Koordinatenursprung liegt, die Anwendung der SQP demonstriert
werden. Dieses Beispiel ist (Lenzmann und Lenzmann 2004) entnommen. Ein sinn-
gemäßes Beispiel findet sich u. a. auch in (Bähr 1985).

Beispiel 3.1.1 (Bestimmung einer Regressionsparabel)
Basierend auf den in Tabelle 3.1 gegebenen zwei Punkten ist der Modellparameter
a einer Parabel zu schätzen, deren Scheitelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Der
Parameter a wirkt wie eine Skalierung und steuert die Öffnung der Parabel. Die
Koordinatenkomponenten der beiden Punkte xi bzw. yi sind unabhängige und iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen und stellen somit keine fehlerfreien deterministischen
Größen dar (Lenzmann und Lenzmann 2004).

Tabelle 3.1: In (Lenzmann und Lenzmann 2004) gegebene kartesische Koordinaten zur Schätzung des Pa-
rameters einer Parabel, deren Scheitelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Die Koordinatenkomponenten
xi bzw. yi sind unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen.

P1 P2

x 2,5 4,0
y 4,8 5,0

Das funktionale Modell einer Parabel, deren Scheitelpunkt im Koordinatenur-
sprung liegt, lautet

ax2
i − yi = 0.
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3.1. Sequentielle Quadratische Programmierung

Nach Einführung der Beobachtungsfehler exi bzw. eyi für jede Koordinatenkomponente
xi bzw. yi ergibt sich die in Gl. 3.1b zu berücksichtigende Nebenbedingung zu

f (u) = a

(
(x1 − ex1)2

(x2 − ex2)2

)
−
(
y1 − ey1

y2 − ey2

)
= 0,

wobei die zu schätzenden unbekannten Parameter der Parabelparameter sowie die
Beobachtungsabweichungen sind, d. h., u =

(
a ex1 ey1 ex2 ey2

)T
. Mit der For-

derung nach minimaler Fehlerquadratsumme ergibt sich die zu minimierende Ziel-
funktion in Gl. 3.1a zu

Ω = ûTWû,

wobei

W =



0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


eine Diagonalmatrix ist, die an der Stelle des Modellparameters a eine Null und
ansonsten eine Eins auf der Hauptdiagonalen aufweist. Zur Bestimmung der fünf
unbekannten Parameter u stehen demnach sechs Gleichungen, vier Fehler- und zwei
Bedingungsgleichungen, zur Verfügung, sodass mit einer Gesamtredundanz der Para-
meterschätzung von fDOF = 6−5 = 1 ein (einfach) überbestimmtes Gleichungssystem
vorliegt.

Um den Gradienten der Lagrange-Funktion ∇uL an der Stelle uk in Gl. 3.3 zu
bilden, ist zum einen der Gradient der Zielfunktion ∇Ω = 2Wuk und zum anderen
die Jacobimatrix der Parabelgleichung, d. h.,

J =


(
x1 − ekx1

)2
−2ak

(
x1 − ekx1

)
1 0 0(

x2 − ekx2

)2
0 0 −2ak

(
x2 − ekx2

)
1

 ,
die als Nebenbedingung f nach Gl. 3.1 zu berücksichtigen ist, bereitzustellen. Zum Bil-
den der Jacobimatrix Φ′ der KKT-Gleichung in Gl. 3.5 ist weiterhin die Hessematrix
∇2

uuL an der Stelle uk zu bilden. Diese ergibt sich zum einen aus der Hessematrix
der Zielfunktion,

∇2Ω = 2W,

und zum anderen aus den beiden Hessematrizen,

H(1) =



0 −2
(
x1 − ekx1

)
0 0 0

−2
(
x1 − ekx1

)
2ak 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


,
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H(2) =



0 0 0 −2
(
x2 − ekx2

)
0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

−2
(
x2 − ekx2

)
0 0 2ak 0

0 0 0 0 0


,

der beiden auftretenden Nebenbedingungen in f . Mittels Gl. 3.6 ergibt sich die Hes-
sematrix der Lagrange-Funktion zu

∇2
uuL =



0 2λ(1)
(
x1 − ekx1

)
0 2λ(2)

(
x2 − ekx2

)
0

2λ(1)
(
x1 − ekx1

)
1− 2λ(1)ak 0 0 0

0 0 1 0 0
2λ(2)

(
x2 − ekx2

)
0 0 1− 2λ(2)ak 0

0 0 0 0 1


,

und das zu lösende Normalgleichungssystem lautet gemäß Gl. 3.8[
∇2

uuL −JT

J 0

] [
∆u
λ̂

]
= −

[
Wu
f

]
.

In Tabelle 3.2 sind die Ergebnisse der einzelnen Iterationsschritte zusammenge-
fasst, wobei als Näherungswerte uk=0 =

(
1 0 0 0 0

)T
für die fünf Parameter

und λk=0 =
(

0 0
)T

für die beiden Lagrange-Multiplikatoren für die 1. Iterati-
on gewählt wurden. Insgesamt sind sieben Iterationen notwendig, um die gewählte
Abbruchbedingung ‖∆u‖∞ ≤ 10−11 zu erfüllen. Die von Lenzmann und Lenzmann
(2004) angegebene Lösung ist in der letzten Tabellenzeile zum Vergleich angegeben
und wird aufgrund der verminderten Stellenausgabe bereits nach vier Iterationsschrit-
ten erreicht. Die geringe Differenz in êy1 ist auf eine unterschiedliche Rundung der
Ergebnisse zurückzuführen, siehe auch (Lösler 2020b).

Tabelle 3.2: Mittels SQP geschätzte Parameter ûk der unbekannten Parameter der Regressionsparabel
für jeden Iterationsschritt k. In der mit einer Raute (#) gekennzeichneten letzten Tabellenzeile ist zum
Vergleich die von Lenzmann und Lenzmann (2004) publizierte Lösung angegeben.

k â êx1 êy1 êx2 êy2

1 0,4382786958 −0,3962996445 0,0792599289 0,2476872778 −0,0309609097
2 0,4441916427 −0,7125652690 0,2709488863 0,5751333140 −0,1771435687
3 0,4549157393 −0,6682951988 0,2313540233 0,6193286762 −0,2015619653
4 0,4562132544 −0,6649090634 0,2302491794 0,6231591212 −0,2022514319
5 0,4562186348 −0,6648991825 0,2302464286 0,6231699011 −0,2022526602
6 0,4562186348 −0,6648991825 0,2302464286 0,6231699012 −0,2022526602
7 0,4562186348 −0,6648991825 0,2302464286 0,6231699012 −0,2022526602
# 0,4562 −0,6649 0,2303 0,6232 −0,2023
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Abbildung 3.1: Visualisierung der geschätzten Regressionsparabel, die sich nach sieben Iterationen
mittels SQP ergibt, durch eine dunkelgraue Strichpunktlinie. Die Punktbeobachtungen P1 bzw. P2 aus
Tabelle 3.1 sind als hellrote Dreiecke dargestellt, und die um (êx1 êy1 êx2 êy2 )T korrigierten Koordinaten
der beiden Punkte P̂1 bzw. P̂2 sind durch rote Quadrate symbolisiert.

Abbildung 3.1 zeigt die nach sieben Iterationen erhaltene Regressionsparabel, de-
ren Scheitelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Die in Tabelle 3.1 gegebenen Punkte
sind durch hellrote Dreiecke symbolisiert. Rote Quadrate stellen die um die Beobach-
tungsabweichungen

(
êx1 êy1 êx2 êy2

)T
korrigierten Punkte dar. Aufgrund von W

stehen diese punktweisen Beobachtungsabweichungen senkrecht auf der Regressions-
parabel (Lösler 2020a; Lösler und Eschelbach 2020b), weshalb diese spezielle Lösung
des Optimierungsproblems auch als orthogonale Regression bzw. Orthogonal-Distance-
Fit bezeichnet wird (Späth 1996).

3.2 SQP im Kontext der geodätischen Ausglei-
chungsrechnung

In Abschnitt 3.1 wurde für die Parameterschätzung die SQP eingeführt. Im Folgenden
soll gezeigt werden, dass die in der Geodäsie eingesetzten Verfahren quadratische
Programme sind und sich als Spezialfälle der SQP darstellen lassen. Aus der Forderung
nach minimaler (gewichteter) Fehlerquadratsumme resultiert die zu minimierende
quadratische Zielfunktion (Koch 2007, S. 65)

Ω = ûTWû (3.10)

mit der symmetrischen Gewichtsmatrix W und dem Vektor u, der die unbekannten
Parameter enthält. Durch Aufsplittung des Parametervektors uT =

[
eT xT

]
in den
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Anteil der Modellparameter x und in den Vektor der Beobachtungsabweichungen e
ergibt sich Gl. 3.10 zu

Ω = ûTWû =
[

ê x̂
] [ We 0

0 Wx

] [
ê
x̂

]
, (3.11)

wobei We und Wx die zu e und x gehörenden Gewichtungen darstellen. Auch
wenn W eine vollbesetzte Matrix sein kann, wird i. A. keine Abhängigkeit bei der
Gewichtung zwischen den Parametervektoren e und x angenommen, wodurch sich
die Nebendiagonalmatrizen Wex = WT

xe = 0 in Gl. 3.11 begründen.

Die Matrix W ist das a-priori vorzugebende stochastische Modell der Ausglei-
chungsrechnung und positiv semidefinit. Sie resultiert i. A. aus der Dispersion der
Eingangsdaten (Jäger u. a. 2005, S. 148ff). Aus Erfahrungen mit dem verwendeten
Instrumentarium, Herstellerspezifikationen, Kalibrierungen und Vergleichsmessungen,
aber auch aus Kenntnissen zum Messprozess erfolgt üblicherweise die Abschätzung
von We = Σ−1

e , siehe hierzu (JCGM100 2008; JCGM101 2008; JCGM102 2011). Un-
ter Berücksichtigung der Theorie der Elementarfehler nach Gl. 2.2 bzw. des zentralen
Grenzwertsatzes (Carlton und Devore 2017, S. 293ff) kann

ẽ ∼ N (0,Σe) (3.12)

unterstellt werden, siehe Kapitel 2.

Die Gewichtsmatrix Wx muss nur in wenigen Anwendungsfällen a-priori vor-
liegen. Hierzu zählen die rekursive Parameterschätzung (Koch 1999, S. 177f), das
Kalman-Filter (Kalman 1960) oder die Partikelfiltermethode (Simon 2006, S. 466ff).
Hierbei ergibt sich Wx aus einer vorangegangenen Ausgleichung bzw. dem letzten
Filterschritt. Üblicherweise wird das Minimum für die Zielfunktion Ω ausschließlich
für die Beobachtungsabweichungen e gefordert, sodass Wx = 0 gilt. Berücksich-
tigt man weiterhin, dass in Gl. 3.8 die Lagrange-Multiplikatoren stets mit λk = 0
initialisiert werden können, so entfällt der Summationsterm in Gl. 3.6, und das
Normalgleichungssystem unter Berücksichtigung der Parameteraufteilung lautet

We 0 −JT
e

0 0 JT
x

Je Jx 0




∆e
∆x
λ̂

 = −


Week

0
f

 , (3.13)

wobei die zweite Zeile aus Konventionsgründen mit −1 multipliziert wurde. Die
erste und die dritte Zeile von Gl. 3.13 lassen sich mit der Beziehung ∆e = ê − ek

umschreiben zu

Weê− JT
e λ̂ = 0, (3.14a)

Jeê + Jx∆x + f − Jeek = 0. (3.14b)

Hierdurch entfällt der Term Week auf der rechten Seite, woraus das Normalglei-
chungssystem 

We 0 −JT
e

0 0 JT
x

Je Jx 0




ê
∆x
λ̂

 = −


0
0
w

 (3.15)
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resultiert. Hierbei ist w = f − Jeek der sogenannte Widerspruchsvektor.

Mittels der in Anhang A.4 beschriebenen Blockzerlegung lassen sich die Beob-
achtungsabweichungen und die Lagrange-Multiplikatoren schrittweise eliminieren,
sodass ein kompaktes Normalgleichungssystem entsteht. Mit Σe = W−1

e lautet das
um die Beobachtungsabweichungen reduzierte Normalgleichungssystem([

0 JT
x

Jx 0

]
−
[

0
Je

]
Σe

[
0 −JT

e

]) [ ∆x
λ̂

]
= −

[
0
w

]

bzw. nach weiterer Zusammenfassung[
0 JT

x
Jx JeΣeJT

e

] [
∆x
λ̂

]
= −

[
0
w

]
. (3.16)

Die Beobachtungsabweichungen sind nun nur noch indirekt parametriert, lassen sich
mittels Gl. 3.14a bei Bedarf jedoch explizit bestimmen. Die erneute Anwendung
von Gl. A.29 auf das bereits um die Beobachtungsabweichungen reduzierte Modell
eliminiert zusätzlich die Lagrange-Multiplikatoren, sodass der Parametervektor nur
noch die Modellparameter x enthält. Das zusätzlich um λ reduzierte Normalglei-
chungssystem lautet (

JT
xWwJx

)
∆x = −JT

xWww, (3.17)

wobei Ww =
(
JeΣeJT

e

)−1
die Gewichtsmatrix der Widersprüche ist. Durch Einsetzen

von Gl. 3.17 in die zweite Zeile von Gl. 3.16 ergeben sich die Lagrange-Multiplikatoren
zu

λ̂ =
(
WwJx

(
JT

xWwJx
)−

JT
xWw −Ww

)
w, (3.18)

sodass die Anwendung von Gl. 3.14a die zuvor eliminierten Beobachtungsabweichun-
gen

ê = W−1
e JT

e λ̂ (3.19)

liefert.

Gl. 3.16 entspricht der verbreiteten Darstellung für das (strenge) Gauß-Helmert-
Modell (GHM) (Böck 1961; Bähr 1985; Lenzmann und Lenzmann 2004; Neitzel 2010).
Durch Reduktion des GHM um die Lagrange-Multiplikatoren ergibt sich mit Gl. 3.17
die Darstellung im Gauß-Markov-Modell (GMM) (Reinking 2008). Gl. 3.17 wird
häufig auch als überführtes bzw. transformiertes GMM bezeichnet (Drixler 1993, S. 20;
Jäger u. a. 2005, S. 171). Seltener findet sich auch der Begriff der quasivermittelnden
Beobachtungen (Wolf 1997, S. 63; Kampmann und Renner 2004). Das Modell der
bedingten Ausgleichung enthält keine zusätzlichen Modellparameter (Höpcke 1980,
S. 142ff; Jäger u. a. 2005, S. 161ff) und kann aus Gl. 3.15 unmittelbar abgelesen
werden, d. h., [

We −JT
e

Je 0

] [
ê
λ̂

]
= −

[
0
w

]
. (3.20)
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Die Gl. 3.16, 3.17, 3.20 beschreiben quadratische Programme und können als
Spezialfälle eines allgemeinen Optimierungsproblems angesehen werden, die auf das
explizite Bilden der zweiten partiellen Ableitungen für die Nebenbedingungen verzich-
ten. Es ist daher wenig überraschend, dass diese Gleichungen Ergebnisse liefern, die
identisch mit der SQP-Lösung nach Gl. 3.7 sind. Die Berücksichtigung der zweiten
Ableitung wird zwar u. a. für das Gauß-Markov-Modell empfohlen, um das Konver-
genzverhalten mindestens in der Nähe des Minimums zu erhöhen (Schek und Maier
1976; Lenzmann und Lenzmann 2007), findet aber in der Geodäsie gegenwärtig kaum
Anwendung. Entsprechende Überlegungen für das Gauß-Helmert-Modell finden sich
u. a. in (Bopp und Krauss 1978; Bähr 1985). Sind die Näherungswerte hingegen
nicht in der Nähe des gesuchten Optimums, kann durch die Hinzunahme der zweiten
Ableitung die Konvergenzgeschwindigkeit sinken oder das Gleichungssystem diver-
gieren, wie Schek und Maier (1976) in Untersuchungen zur Auswertung geodätischer
Netze zeigen. Neben dem erhöhten Aufwand zum Bereitstellen der Hessematrizen
dürfte dies einer der Hauptgründe für das Weglassen der zweiten Ableitung in der
geodätischen Ausgleichungsrechnung sein.

Nachfolgend wird das Beispiel 3.1.1, welches (Lenzmann und Lenzmann 2004) ent-
nommen ist, erneut aufgegriffen. Der Parameter der Parabel, deren Scheitelpunkt im
Koordinatenursprung liegt, und die Beobachtungsabweichungen der Punkte werden
mittels GHM nach den Gl. 3.16, 3.19 bestimmt.

Beispiel 3.1.1 (Fortsetzung von S. 42)
Erfolgt die Schätzung der unbekannten Parameter der Regressionsparabel gemäß dem
Vorschlag von Lenzmann und Lenzmann (2004) mittels Gl. 3.16 im GHM, so ergeben
sich die in Tabelle 3.3 zusammengefassten Ergebnisse für die einzelnen Iterations-
schritte k. Die Beobachtungsabweichungen wurden für jeden Iterationsschritt mittels
Gl. 3.19 bestimmt. Die von Lenzmann und Lenzmann (2004) publizierten Resultate
sind in der letzten Tabellenzeile zum Vergleich angegeben und werden aufgrund der
verminderten Stellenausgabe bereits nach sechs Iterationsschritten erreicht. Die Dif-
ferenz in êy1 ist auf eine unterschiedliche Rundung der Ergebnisse zurückzuführen,
siehe auch (Lösler 2020b). Als Näherungswerte wurden wiederum xk=0 = 1 bzw.
ek=0 = 0 gewählt.

Das Gauß-Helmert-Modell verzichtet auf die zweiten partiellen Ableitungen in
der Modellbildung, indem in jedem Iterationsschritt die Lösung für die Lagrange-
Multiplikatoren der letzten Iteration verworfen und der Vektor zu λk = 0 gesetzt wird.
Insgesamt benötigt das GHM zwölf Iterationen, um die gewählte Abbruchbedingung
‖∆u‖∞ ≤ 10−11 zu erfüllen. Im Vergleich zur SQP mit Berücksichtigung der zweiten
partiellen Ableitungen sind demnach fünf Iterationsschritte mehr notwendig, um die
Lösung zu reproduzieren, vgl. Tabelle 3.2.

Der Vorteil, den die Sequentielle Quadratische Programmierung im Konvergenz-
verhalten in diesem Beispiel aufweist, gilt jedoch nur für Startwerte uk=0, die bereits
in der Nähe des gesuchten Optimums liegen, und darf nicht verallgemeinert werden,
wie u. a. Untersuchungen von Schek und Maier (1976) zeigen. Für den bspw. ungüns-
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Tabelle 3.3: Mittels Gauß-Helmert-Modell geschätzte Parameter ûk der unbekannten Parameter der
Regressionsparabel für jeden Iterationsschritt k. In der mit einer Raute (#) gekennzeichneten letzten
Tabellenzeile ist zum Vergleich die von Lenzmann und Lenzmann (2004) publizierte Lösung angegeben.

k â êx1 êy1 êx2 êy2

1 0,4382786958 −0,3962996445 0,0792599289 0,2476872778 −0,0309609097
2 0,4395689646 −0,7224720820 0,2845753131 0,5576549155 −0,1695454552
3 0,4556137982 −0,6640088432 0,2343838492 0,6215965880 −0,2053984678
4 0,4561351746 −0,6650443079 0,2306672979 0,6228403819 −0,2023198021
5 0,4562128178 −0,6649074193 0,2302808507 0,6231453886 −0,2022619725
6 0,4562181144 −0,6649000717 0,2302490731 0,6231678328 −0,2022530996
7 0,4562185976 −0,6648992365 0,2302466453 0,6231697452 −0,2022527164
8 0,4562186316 −0,6648991879 0,2302464454 0,6231698882 −0,2022526631
9 0,4562186346 −0,6648991828 0,2302464300 0,6231699002 −0,2022526605
10 0,4562186348 −0,6648991825 0,2302464287 0,6231699011 −0,2022526602
11 0,4562186348 −0,6648991825 0,2302464286 0,6231699012 −0,2022526602
12 0,4562186348 −0,6648991825 0,2302464286 0,6231699012 −0,2022526602
# 0,4562 −0,6649 0,2303 0,6232 −0,2023

tigeren Startwert xk=0 = 10−4 benötigt die SQP bereits 30 Iterationen, während die
Anwendung von Gl. 3.16 auch hier nach zwölf Schritten konvergiert und die gewählte
Abbruchbedingung erfüllt.

Liegt mit W ein geeignetes stochastisches Modell für die Eingangsgrößen vor,
so liefert die Ausgleichungsrechnung neben den Schätzwerten û und λ̂ auch eine
Schätzung der zugehörigen Dispersionsmatrix (Jäger u. a. 2005, S. 213ff). Aus der
inversen Jacobimatrix der KKT-Gleichung in Gl. 3.5,[

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]
=

[
∇2

uuL −JT

J 0

]−1

, (3.21)

können

Σû = Σ11, (3.22a)

Σλ̂ = −Σ22, (3.22b)

direkt abgelesen werden (Förstner und Wrobel 2016, S. 106). Liegt bereits ein re-
duziertes Normalgleichungssystem vor, so lassen sich die einzelnen Blockmatrizen
in Gl. 3.21 mittels Varianz-Kovarianz-Fortpflanzungsgesetz 1. Ordnung approximie-
ren. Die quadratische Gewichtsmatrix der Widersprüche Ww ist positiv definit und
somit regulär. Ist Jx weiterhin spaltenregulär, so existiert die Inverse der Normal-
gleichungsmatrix in Gl. 3.17 (Zurmühl und Falk 1984, S. 87). Ist Jx hingegen nicht
spaltenregulär, so ist zum Auflösen des Normalgleichungssystems in Gl. 3.17 eine
verallgemeinerte Inverse nötig (Zurmühl und Falk 1984, S. 112ff). In Gl. 3.54 wird
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3. Parameterschätzung

zur Bildung einer solchen verallgemeinerten Inverse die Verwendung zusätzlicher
Restriktionen vorgeschlagen. Aus den Gl. 3.17, 3.18 folgen

Σx̂ =
(
JT

xWwJx
)−
, (3.23a)

Σλ̂ = Ww −WwJxΣx̂JT
xWw, (3.23b)

sodass die Konfigurationsmatrix der linearen Transformation (Höpcke 1980, S. 162)

F =


I−ΣeJT

e Σλ̂Je

Σx̂JT
xWwJe

−Σλ̂Je

 (3.24)

lautet. Aus der Anwendung des Varianz-Kovarianz-Fortpflanzungsgesetzes resultiert
die Dispersion 1. Ordnung

Σ = FΣeFT, (3.25)

welche für λk = 0 identisch mit Gl. 3.21 ist.

Die Variation der Eingangsgrößen lässt weiterhin eine Schätzung für den (globalen)
a-posteriori Varianzfaktor der Gewichtseinheit

σ̂2
0 = ûTWû

fDOF
(3.26)

zu, wenn die Gesamtredundanz der Parameterschätzung fDOF > 0 ist. Dieser Varianz-
faktor kann zur Skalierung der Dispersionsmatrix verwendet werden. Die Skalierung
wird mitunter kritisch gesehen (Xu 2013; Schwarz und Hennes 2017), da die Schät-
zung von σ̂2

0 voraussetzt, dass die Stichprobe genügend groß ist, d. h., fDOF � 0,
und die Variationen von û repräsentativ im Sinne des spezifizierten stochastischen
Modells W sind. Insbesondere bei direkten Wiederholungsmessungen ist die resul-
tierende Streuung der Parameter aufgrund der ähnlichen Messbedingungen häufig
geringer, sodass lediglich die Messpräzision durch σ̂2

0 modelliert wird und nicht die
Messunsicherheit (Brinkmann 2012, S. 38). Der Varianzfaktor kann dennoch zur
Modellbewertung herangezogen werden. Insbesondere wenn der geschätzte Varianz-
faktor σ̂2

0 deutlich größer als dessen Erwartungswert E {σ̂2
0} = σ2

0 ist (Jäger u. a. 2005,
S. 182; Lehmann und Lösler 2016), sollte die Konformität des funktionalen Modells
kritisch überprüft werden.

3.3 Bias-korrigierte Parameterschätzung

In Kapitel 2 konnte gezeigt werden, dass die Verwendung einer linearen Ersatzfunk-
tion anstelle des nichtlinearen Problems zu einer Verzerrung in den Schätzwerten
führt, da sich die statistischen Eigenschaften des linearen Ersatzmodells i. A. nicht
auf den originären nichtlinearen Fall übertragen lassen. Wie stark die Schätzwerte
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hierbei durch die Nichtlinearität des funktionalen Modells verzerrt werden, wird
durch die Dispersion der Eingangsgrößen gesteuert, wie Gl. 2.8 zeigt. Während in
Kapitel 2 das Bias für nichtredundante Modelle bzw. Minimalkonfigurationen her-
geleitet wurde, soll im Folgenden der überbestimmte Fall betrachtet werden. Das
Miteinbeziehen der Hessematrix, wie es das in Anhang A.3 beschriebene Newtonver-
fahren motiviert, beeinflusst in Abhängigkeit der gewählten Näherungswerte zwar
das Konvergenzverhalten, führt aber nicht zu anderen geschätzten Parametern, wie
Beispiel 3.1.1 exemplarisch zeigt; siehe hierzu auch die Untersuchungen von Schek
und Maier (1976). Die in Abschnitt 3.1 vorgestellte Parameterschätzung mittels SQP
löst zwar nach Gl. 3.9 in jedem Iterationsschritt ein quadratisches Teilproblem, die
auftretende Nebenbedingung f wird jedoch nur in linearisierter Form berücksichtigt
(Geiger und Kanzow 2002, S. 244).

Die geschätzten Parameter resultieren somit wiederum aus dem linearen Er-
satzproblem, dessen statistische Eigenschaften i. A. nicht auf das zugrunde liegende
nichtlineare Problem übertragen werden können (Neitzel 2004a, S. 20). Diese Ein-
schränkung existiert auch für Problemstellungen, für die ein direktes Lösungsverfahren
existiert. Beispiel 2.2.1 ist hierbei eine anschauliche Problemstellung, bei der der
Erwartungswert der nichtlinearen Transformation E {f (û)} nicht dem transformier-
ten Erwartungswert f (E {û}) entspricht. Sowohl die Schätzwerte der bedingten
Ausgleichung als auch die Schätzwerte des GHM bzw. des GMM sind somit nur
im linearen Modell erwartungstreu. Für nichtlineare Modelle ergeben sich folglich
verzerrte Schätzwerte.

Box (1971) leitet anschaulich das Bias für Modelle her, die einen expliziten
funktionalen Zusammenhang l− ê = f (x̂) aufweisen. Hierzu entwickelt der Autor
den nichtlinearen funktionalen Zusammenhang in einer Taylorreihe mit Gliedern
2.Ordnung. Äquivalente Darstellungen finden sich auch in der geodätischen Literatur,
siehe hierzu (Teunissen und Knickmeyer 1988; Teunissen 1989; Xu und Grafarend
1996; Lösler u. a. 2020). Die Entwicklung von f in einer Taylorreihe mit Gliedern
3.Ordnung (TS3) wird von Jeudy (1988) diskutiert. Auch wenn hierdurch eine bessere
Anpassung im Sinne eines geringeren Bias zu erwarten ist, steigt der Berechnungs-
aufwand deutlich. Der mögliche Genauigkeitsgewinn durch die Berücksichtigung
von Termen höherer Ordnung muss im Hinblick auf den simultan ansteigenden Be-
rechnungsaufwand sinnvoll abgestimmt werden. Entsprechend den Ausführungen in
Kapitel 2 beschränkt sich die folgende Darstellung auf eine Taylorreihe mit Gliedern
2.Ordnung als Ersatzfunktion. Hierzu werden zunächst die wesentlichen Gleichun-
gen zur Abschätzung des Bias mit expliziten funktionalen Modellen wiedergegeben.
Anschließend erfolgt eine Übertragung auf den verallgemeinerten Fall mit implizitem
funktionalem Modell.

Ausgehend von dem nichtlinearen Problem in expliziter Darstellung

l− ẽ = f (x̃) , (3.27)

wobei x̃ und ẽ die wahren Modellparameter und Beobachtungsabweichungen dar-
stellen, sind die Modellparameter x̂ = x̃ + ẽx im Sinne der Methode der kleinsten
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(gewichteten) Fehlerquadratsumme zu bestimmen, d. h., Wx = 0. Die Zielfunktion
lautet (Koch 2007, S. 65)

Ω = (l− f (x̂))T We (l− f (x̂)) = min, (3.28)

wobei We die positiv definite Gewichtsmatrix der normalverteilten Beobachtungsab-
weichungen ẽ ∼ N (0,W−1

e ) beschreibt. Die Entwicklung von f in einer Taylorreihe
mit Gliedern 2.Ordnung liefert in Übereinstimmung mit Gl. 2.10

f (x̂) = f (x̃) + Jxẽx + 1
2
[
ẽT

xHx,iẽx
]
i
, (3.29)

wobei Jx und Hx die an der Entwicklungsstelle x̃ gebildete Jacobi- bzw. Hessema-
trix von f darstellt. Aus der Substitution von Gl. 3.29 in Gl. 3.27 resultieren die
geschätzten Beobachtungsabweichungen

ê = l− f (x̂) = ẽ− Jxẽx −
1
2
[
ẽT

xHx,iẽx
]
i
, (3.30)

die sich in Abhängigkeit von den Parameterabweichungen ẽx ergeben. Umgekehrt
existiert eine inverse Funktion, die für jede wahre Beobachtungsabweichung ẽ eine
korrespondierende Parameterabweichung ẽx erzeugt. Entwickelt in einer Taylorreihe,
die Terme ab der 2. Ordnung wiederum vernachlässigt, ergibt sich diese zu

ẽx = Jεẽ + 1
2
[
ẽTHε,iẽ

]
i
, (3.31)

wobei Jε bzw. Hε die an der Stelle der wahren Beobachtungsabweichungen ẽ gebildete
Jacobi- bzw. Hessematrix ist. Ein Term 0. Ordnung existiert hierbei nicht, da aus
ẽ = 0 unmittelbar x̂ = x̃ folgt.

Der Erwartungswert für den linearen Term in Gl. 3.31 lautet gemäß Gl. 2.11a

E {Jεẽ} = Jε E {ẽ} = 0, (3.32)

wodurch sich mit Berücksichtigung von Gl. 2.3 für lineare Funktionen eine erwar-
tungstreue Schätzung der Parameter ergibt, d. h., E {ẽx} = 0. Die Anwendung von
Gl. 2.13a liefert den Erwartungswert für den quadratischen Term in Gl. 3.31, d. h.,

E
{[

ẽTHε,iẽ
]}

= tr
(
Hε,iW−1

e

)
, (3.33)

sodass sich in Übereinstimmung mit den Gl. 2.13 Erwartungswert und Dispersion
zu (Box 1971; Wang und Zhao 2019; Lösler u. a. 2020)

E {ẽx} = 1
2
[
tr
(
Hε,iW−1

e

)]
i
, (3.34a)

Var {ẽx} = JεW−1
e JT

ε + 1
2
[
tr
(
Hε,iW−1

e Hε,jW−1
e

)]
ij

(3.34b)

ergeben. Nicht näher spezifiziert sind bisher die Matrizen Jε und Hε, für die im
Folgenden geeignete Darstellungen angegeben werden.
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Die Forderung nach minimaler Fehlerquadratsumme in Gl. 3.28 bedeutet, dass
die notwendige Bedingung (Koch 1999, S. 160)

ĴT
xWe (l− f (x̂)) = 0 (3.35)

an der Stelle x̂ erfüllt ist. Hierbei stellt Ĵx die Jacobimatrix an der Stelle x̂ dar, die
sich mit Berücksichtigung von Gl. 3.29 zu

Ĵx = Jx +
[
ẽT

xHx,i
]
i
. (3.36)

ergibt (Box 1971; Wang und Zhao 2019).

Substituiert man die Gl. 3.30, 3.36 in Gl. 3.35 und betrachtet zunächst nur den
linearen Anteil der Beobachtungsabweichungen, so ergibt sich mittels

JT
xWe (ẽ− JxJεẽ) = 0,

die in Gl. 3.31 gesuchte Matrix

Jε =
(
JT

xWeJx
)−1

JT
xWe (3.37)

der linearen Transformation x̂ = x̃ + Jεẽ.

Die Betrachtung des quadratischen Anteils der Beobachtungsabweichungen in
Gl. 3.35 führt mit Berücksichtigung des Erwartungswertes und einigen algebraischen
Umformungen, siehe Anhang A.5, zu (Box 1971)

JT
xWe

(
−1

2Jx E
{[

ẽTHε,iẽ
]
i

}
− 1

2 E
{[

ẽTJT
ε Hx,iJεẽ

]
i

})
= 0.

Nach weiterer Umstellung und unter Verwendung von Gl. 3.37 ergibt sich zunächst

E
{[

ẽTHεiẽ
]
i

}
= −Jε E

{[
ẽTJεTHxiJεẽ

]
i

}
(3.38)

und mit den Gl. 2.12 für den quadratischen Term schließlich[
tr
(
HεiW−1

e

)]
i

= −Jε
[
tr
(
JεW−1

e JT
ε Hxi

)]
i
, (3.39a)

sowie[
tr
(
HεiW−1

e HεjW−1
e

)]
i,j

= Jε
[
tr
(
JεW−1

e JT
ε HxiJεW−1

e JT
ε Hxj

)]
i,j

JT
ε . (3.39b)

Durch Einsetzen der Gl. 3.37, 3.39 in Gl. 3.34 ergeben sich Erwartungswert und
Dispersion zu (Box 1971; Teunissen und Knickmeyer 1988; Wang und Zhao 2019)

E {ẽx} = −1
2Jε [tr (Σx̂Hx,i)]i , (3.40a)

Var {ẽx} = Σx̂ + 1
2Jε [tr (Σx̂Hx,iΣx̂Hx,j)]ij JT

ε , (3.40b)
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wobei Σx̂ = JεW−1
e JT

ε =
(
JT

xWeJx
)−1

die Dispersionsmatrix 1. Ordnung ist. Die
Hessematrix Hε muss somit nicht in expliziter Form vorliegen, sondern wird durch
Jε und Hx approximiert. Wang und Zhao (2019) zeigen, dass Hε in Gl. 3.39 mittels

Jε
[
tr
(
JεW−1

e JT
ε Hxi

)]
i

=
tr

∑
j

[
(Jε)ijJT

ε HxjJε
]W−1

e


i

zu

Hεi =
∑
j

[
(Jε)ijJT

ε HxjJε
]

(3.41)

entwickelt werden kann, wobei (Jε)ij das (i, j)-te Element der Matrix Jε ist.

Analog zu den Ausführungen in Abschnitt 2.1 sind bei der praktischen Anwendung
die wahren Werte unbekannt und durch geeignete Schätzwerte zu ersetzen. Weiterhin
setzen die Gl. 3.40 voraus, dass sich die Beobachtungen explizit als eigenständige
Funktionen der unbekannten Modellparameter darstellen lassen. Die Koordinaten-
transformation mit variablem Start- und Zielsystem (Lenzmann und Lenzmann 2001;
Koch 2002; Neitzel 2010) oder die Schätzung von geometrischen Kurven bzw. Flächen
in der Formanalyse (Shakarji 1998; Lösler und Nitschke 2010; Malissiovas u. a. 2016)
sind jedoch Beispiele, die diese Voraussetzung nicht unmittelbar erfüllen und mit

f c (ũ) = f c (x̃, ẽ) = 0 (3.42)

ein implizites funktionales Modell aufweisen. Derartige Optimierungsaufgaben wer-
den i. A. durch eine Ausgleichung mit Nebenbedingung zwischen den Parametern
uT =

[
xT eT

]
gelöst (Jäger u. a. 2005, S. 165ff), siehe auch die Ausführungen in

Abschnitt 3.1.

Mittels des linearen funktionalen Zusammenhangs

fe (ẽ) = l− l̃ (3.43)

ist hierzu das Minimum der Zielfunktion Ω unter zusätzlicher Berücksichtigung der
nichtlinearen Nebenbedingung f c gemäß Gl. 3.1 zu bestimmen. Die Modellparameter
x treten hierbei ausschließlich als zusätzliche Unbekannte in den Nebenbedingungen
auf. Die Berücksichtigung von Nebenbedingungen zur Bestimmung des Bias ist jedoch
in den Gl. 3.40 nicht vorgesehen. Um dennoch das Bias mit den Gl. 3.40 abzuschätzen,
kann das Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen in ein äquivalentes Modell
ohne Nebenbedingungen überführt werden. Hierzu sind die Nebenbedingungen als
zusätzliche Pseudobeobachtungen mit der korrespondierenden Gewichtsmatrix Wc

zu betrachten (Jäger u. a. 2005, S. 167f). Diese Modellbildung findet u. a. in der dy-
namischen Netzausgleichung breite Anwendung, bei der die Anschlusspunkte sowohl
als (direkte) Beobachtungen als auch als unbekannte Modellparameter auftreten.
Durch die Wahl der Gewichte in Wc lässt sich steuern, welchen Einfluss die so
umformulierten Bedingungen auf die unbekannten Parameter im Modell besitzen
sollen. Niemeier (2008, S. 197) spricht in diesem Zusammenhang auch von einer
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3.3. Bias-korrigierte Parameterschätzung

„flexiblen Gewichtung“ der fiktiven Pseudobeobachtungen. Für Wc →∞ werden die
mittels Pseudobeobachtungen ausgedrückten zusätzlichen Bedingungsgleichungen
wie strenge Bedingungen im Modell berücksichtigt. Ein Beweis findet sich in (Jäger
u. a. 2005, S. 167f).

Zur Schätzung des Bias in den Gl. 3.34 sind die Jacobi- und Hessematrix Jε
und Hε bereitzustellen, wobei Hε gemäß Gl. 3.39 wiederum durch Jε ausgedrückt
werden kann. Benötigt wird demnach die zu Gl. 3.37 äquivalente Jacobimatrix Jε
im erweiterten Modell fT =

[
fT

e fT
c

]
. Diese ergibt sich aus

Jε =
(
JT

uWfJu
)−1

JT
uWf , (3.44)

wobei

Ju =
[

0 I
Jx Je

]
(3.45)

die Jacobimatrix des erweiterten funktionalen Modells an der Stelle ũ ist und

Wf =
[

We 0
0 Wc

]
(3.46)

die korrespondierende Gewichtsmatrix im erweiterten Modell repräsentiert. In Ana-
logie zu Gl. 3.31 ergibt sich mittels Gl. 3.44 die lineare Transformation

ẽu = Jε
[

ẽ
f c

]
, (3.47)

welche die Beobachtungsabweichungen unter Berücksichtigung der Nebenbedingung
in den Parameterraum überführen. Für den quadratischen Anteil in Gl. 3.31, der
zu einer Verbesserung 2. Ordnung für die unbekannten Parameter führt, ist die
Hessematrix Hu des erweiterten funktionalen Modells f an der Stelle ũ zu bestimmen.
Aus Gl. 3.39 resultiert die quadratische Transformation

ẽu = Jε
[

ẽ
fc

]
− 1

2Jε [tr (ΣûHu,i)]i , (3.48)

wobei unter Berücksichtigung von W−1
c → 0 die Dispersionsmatrix 1. Ordnung

Σû = Jε
[

W−1
e 0

0 0

]
JT
ε (3.49)

der unbekannten Parameter u gegeben ist.

Das funktionale Modell in Gl. 3.43 ist für fe linear, sodass die resultierenden Hes-
sematrizen ausschließlich Nullmatrizen sind. Für f c existieren jedoch die partiellen
Ableitungen 2. Ordnung. Da weiterhin die Jacobimatrix Jε i. A. eine vollbesetzte Ma-
trix ist, sind die Modellparameter x und die Beobachtungsabweichungen e verzerrt,
wenn diese aus einem linearen Ersatzmodell abgeleitet werden. Durch Einsetzen von
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Σû, Hu und Jε in Gl. 3.40 ergibt sich das Bias für die Parameter und die Dispersion
entsprechend der Herleitung von Box (1971).

Die Überführung des impliziten funktionalen Modells in eine äquivalente explizite
Form nutzen Teunissen und Knickmeyer (1988), um die Verzerrung der Transfor-
mationsparameter einer ebenen Koordinatentransformation mit variablem Start-
und Zielsystem abzuschätzen. Hierzu betrachten die Autoren die Koordinaten des
Startsystems als zusätzliche Pseudobeobachtungen. Xu u. a. (2012) und Wang und
Zhao (2019) überführen mittels Pseudobeobachtungen das implizite funktionale Mo-
dell eines Polynoms in eine explizite Darstellung, um im Kontext des sogenannten
Total-Least-Squares das Bias der Parameter zu bestimmen.

Auch wenn das Überführen von impliziten funktionalen Modellen durch das
Einführen von Pseudobeobachtungen in eine explizite Darstellung möglich ist, werden
Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen in der Geodäsie üblicherweise direkt
mittels Gl. 3.16 abgebildet und gelöst. Ausgehend von einem GHM nach Gl. 3.16 soll
im Folgenden das Bias der Schätzwerte für implizite funktionale Modelle abgeleitet
werden, sodass eine Überführung in eine explizite Darstellung unnötig wird. Gemäß
Gl. 3.3 ist die notwendige KKT-Optimalbedingung gegeben durch

Weê− JT
e λ̂

−JT
x λ̂

f c (x̃, ẽ) + Jxẽx + Je (ê− ẽ)

 = 0,

wobei für f c Terme zweiter und höherer Ordnung vernachlässigt sind. Durch An-
wendung von Gl. A.30 zur Blockmatrixreduktion lassen sich x̂, ê und λ̂ als lineare
Transformation von ẽ darstellen, siehe auch die Gl. 3.17, 3.18, 3.19. Mit Beschränkung
auf die unbekannten Parameter x̂ und ê lautet diese[

x̂
ê

]
=

[
x̃
0

]
+ J (f c − Jeẽ) , (3.50)

wobei f c − Jeẽ mit dem Widerspruchsvektor w in Gl. 3.16 korrespondiert und aus
Gl. 3.24 die Jacobimatrix

J =
[

Σx̂JT
xWw

W−1
e JT

e Σλ̂

]
.

abzulesen ist. Werden die Elemente in J umgeordnet, ergibt sich die zu Gl. 3.44
korrespondierende Matrix (Lösler u. a. 2020)

Jε =
[
−Σx̂JT

xWwJe Σx̂JT
xWw

I−W−1
e JT

e Σλ̂Je W−1
e JT

e Σλ̂

]
(3.51)

für implizite funktionale Modelle. Auf das Einführen von Pseudobeobachtungen, die
das implizite Modell in eine explizite Darstellung überführt, kann somit verzichtet
werden. Das Bias für die Schätzwerte in impliziten funktionalen Modellen ergibt sich
schließlich aus (Lösler u. a. 2020)

E {ẽu} = −1
2Jε [tr (ΣûHu,i)]i , (3.52a)
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3.3. Bias-korrigierte Parameterschätzung

Var {ẽu} = Σû + 1
2Jε [tr (ΣûHu,iΣûHu,j)]ij JT

ε . (3.52b)

Teunissen (1990) zeigt mithilfe der Differentialgeometrie anschaulich, dass zwei
Arten von Nichtlinearität in einem nichtlinearen Modell zu unterscheiden sind. Zum
einen ist dies die Nichtlinearität, die durch die gewählte Parametrierung entsteht, und
zum anderen die Nichtlinearität, die durch die Krümmung der in den Beobachtungs-
raum eingebetteten Mannigfaltigkeit hervorgerufen wird. Diese gekrümmte Fläche
bzw. Mannigfaltigkeit resultiert hierbei aus der nichtlinearen Transformation der Mo-
dellparameter bzw. kleiner Variationen dieser in den Beobachtungsraum (Teunissen
1985a). Beide Arten sind unabhängig voneinander. Während jedoch die Nichtlineari-
tät, die aus einer gewählten Parametrierung resultiert, durch eine alternative, aber
äquivalente Parametrierung beeinflusst werden kann, beschreibt die Krümmung der
Mannigfaltigkeit eine inhärente Eigenschaft des nichtlinearen Problems, so wie bspw.
eine Kugel invariant bleibt, wenn diese in polarer Darstellung anstatt in kartesi-
scher Darstellung parametriert wird (Teunissen 1990). Insbesondere kann durch die
Wahl der Parametrierung ein lineares Problem in ein nichtlineares Problem münden.
Die zweidimensionale Helmert-Transformation ist hierfür ein anschauliches Beispiel
(Lehmann und Lösler 2018).

Durch eine Änderung der Parametrierung lässt sich jedes explizit formulierte
Modell in ein korrespondierendes implizites Modell überführen, ohne die Krümmung
der Mannigfaltigkeit selbst zu verändern. Teunissen (1990) weist nach, dass die
Verzerrung in den Residuen ausschließlich auf die Krümmung der Mannigfaltigkeit
zurückzuführen ist. Hierdurch wird die Äquivalenz zwischen den Gl. 3.52 im im-
plizit formulierten Modell und den Gl. 3.34 für dessen korrespondierende explizite
Darstellung deutlich.

In einigen Anwendungsfällen sind zusätzliche Restriktionen f r (x̃) = 0 zwischen
den unbekannten Modellparametern zu formulieren, da Jx keinen vollen Spaltenrang
aufweist. Die Inverse in Gl. 3.23a existiert somit nicht. Die Ausgleichung freier Netze
ist ein typisches Beispiel in der Geodäsie, bei dem Jx aufgrund des vorhandenen
Datumsdefektes keinen vollen Spaltenrang besitzt. Die erhobenen terrestrischen Be-
obachtungen beschreiben zwar die relativen Beziehungen zwischen den Punkten und
formen die innere Netzgeometrie, sie sind jedoch insensitiv bzgl. des Netzdatums, d. h.
der absoluten Lage, der Netzorientierung und ggf. des Netzmaßstabs (Neitzel 2004b).
Aber auch bei der Bestimmung von Regressionskurven bzw. -flächen entstehen unter-
bestimmte Gleichungssysteme, wenn bspw. Normalenvektoren zur Parametrierung
der Orientierung verwendet werden. Ein anschauliches Beispiel ist hierbei die Regres-
sionsebene, die in der Darstellung als Hesse’sche Normalform vier Modellparameter
enthält. Dies ist zum einen der kürzeste Abstand d zwischen der Ebene und dem Ko-
ordinatenursprung und zum anderen der Normalenvektor nT =

(
nx ny nz

)
mit

der Länge nTn = 1. Das implizite funktionale Modell der Ebene lautet (Bronshtein
u. a. 2007, S. 214)

nTPi − d = 0,
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3. Parameterschätzung

wobei Pi ein beliebiger Punkt der Ebene ist.

Es ist leicht zu erkennen, dass die Modellparameter der Ebene nicht unabhängig
voneinander sind. So führt eine Änderung der Länge des Normalenvektors nTn = mn

unmittelbar zu einer korrespondierenden Abstandsänderung √mnd. Aufgrund dieser
Mehrdeutigkeit ist eine zusätzliche Restriktion, bspw. die Forderung nTn = 1, zwin-
gend. Die notwendige Anzahl rnull an erforderlichen unabhängigen Restriktionen f r
ergibt sich aus dem Rangdefekt nullity

(
JT

xWwJx
)

= rnull > 0. Die Berücksichtigung
von f r in Gl. 3.17 führt auf die erweiterte Normalgleichungsmatrix[

JT
xWwJx Jr

JT
r 0

]
,

welche vollen Rang besitzt und somit invertierbar ist. Die Jacobimatrix Jr enthält
hierbei die ersten partiellen Ableitungen der Restriktionsgleichungen an der Stelle x̃.
Aus der blockweisen Auflösung des Gleichungssystems[

JT
xWwJx Jr

JT
r 0

] [
Σx̂ Σx̂λ̂r

ΣT
x̂λ̂r

−Σλ̂r

]
=

[
I 0
0 I

]

kann eine verallgemeinerte Inverse für Σx̂ =
(
JT

xWwJx
)−

in expliziter Form angege-
ben werden (Silvey 1975, S. 177f). Mit den Substituierten

Ux =
(
JT

xWwJx + JT
r Jr

)−1
, (3.53a)

ΣT
x̂λ̂r

=
(
JrUxJT

r

)−1
JrUx (3.53b)

lautet diese

Σx̂ = Ux −UxJT
r Σx̂λ̂r

. (3.54)

Wie Neitzel (2004b) im Kontext der freien Netzausgleichung anschaulich zeigt,
ist das um f r erweitere Modell eine Nullvarianz-Rechenbasis, bei der mithilfe der
Restriktionen über die abhängigen Modellparameter verfügt wird. Die Beobachtungs-
abweichungen sind jedoch von diesen Restriktionen unabhängig, sodass sich mittels
Gl. 3.53b die Jacobimatrix (Lösler u. a. 2020)

Jε =
[
−Σx̂JT

xWwJe Σx̂JT
xWw ΣT

x̂λ̂r

I−W−1
e JT

e Σλ̂Je W−1
e JT

e Σλ̂ 0

]
(3.55)

für das erweitere Modell fT =
[
fT

e fT
c fT

r

]
ergibt.

Da der Vektor ẽu in Gl. 3.52a sowohl Zuschläge für die Modellparameter als
auch für die Beobachtungsabweichungen enthält, ist der nach Gl. 3.26 geschätzte
a-posteriori Varianzfaktor ebenfalls verzerrt, wenn das Bias unberücksichtigt bleibt
(Schaffrin und Wieser 2008; Shen u. a. 2011). Die Berücksichtigung des a-posteriori
Varianzfaktors in Gl. 3.52 liefert

E {ẽu} = − σ̂
2
0

2 Jε [tr (ΣûHui)]i , (3.56a)
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Var {ẽu} = σ̂2
0Σû + σ̂4

0
2 Jε

[
tr
(
ΣûHuiΣûHuj

)]
ij

JT
ε . (3.56b)

Hierbei zeigt sich, dass ẽu und σ̂0 abhängig voneinander sind. Die Bestimmung des
Varianzfaktors kann iterativ erfolgen, wobei Gl. 3.56 als Startlösung fungiert (Xu
u. a. 2012; Tong u. a. 2015). Anstelle dieser iterativen Vorgehensweise greifen Shen
u. a. (2011) auf die Monte-Carlo-Methode zurück, um einen unverzerrten Schätzwert
für den Varianzfaktor abzuleiten.

In Kapitel 2 wurden in Anlehnung an (Julier u. a. 2000) die Methoden, die
eine geringere Verzerrung in den Schätzwerten hervorrufen, in zwei Klassen einge-
teilt. Während die Taylorreihenentwicklung eine Approximation der nichtlinearen
Funktion bzw. Transformation beschreibt und zur 2. Klasse gehört, können die Ver-
zerrungen auch mit Methoden der 1. Klasse, die die Wahrscheinlichkeitsverteilung
approximieren, abgeschätzt werden. Methoden, die zur 1. Klasse gehören, sind die in
Abschnitt 2.2 vorgestellte Monte-Carlo-Methode und die in Abschnitt 2.3 beschrie-
bene Unscented Transformation. Beide Methoden können direkt auf überbestimmte
Gleichungssysteme übertragen werden, sodass eine nähere Erläuterung entfallen kann
und auf die Ausführungen in Kapitel 2 verweisen wird. Entsprechende Untersuchun-
gen und Anwendungen in der Geodäsie finden sich u. a. in (Calkins 2002; Wang und
Zhao 2017).

Am Beispiel 3.1.1 werden nachfolgend die Lösungen für den Modellparamater a
der Regressionsparabel gegenübergestellt, die sich mittels TS1, TS2 sowie MCM und
UT ergeben.
Beispiel 3.1.1 (Fortsetzung von S. 42)
Zur Bestimmung des Parameters a einer Parabel, deren Scheitelpunkt im Koordina-
tenursprung liegt, sind in (Lenzmann und Lenzmann 2004) zwei Punkte gegeben, siehe
Tabelle 3.1. Zur Bildung des stochastischen Modells dieser Punkte liegen nur relative
Informationen vor, d. h., die Koordinatenkomponenten dieser Punkte sind lediglich
gleichgenau und unkorreliert. In der bisherigen Betrachtung wurde dies durch We = I
im stochastischen Modell berücksichtigt. Um diese relativen Informationen absolut
zu quantifizieren, ist über den a-priori Varianzfaktor σ2

0 zu verfügen. Da für den
Modellparameter der Parabel a-priori keine stochastischen Informationen vorliegen,
ergibt sich mit

Σe = σ2
0I

das stochastische Modell der Beobachtungen. Eine repräsentative Schätzung von σ̂0
erscheint aufgrund der geringen Datengrundlage von lediglich zwei Punkten nicht
zielführend. Der Freiheitsgrad bzw. die Gesamtredundanz der Parameterschätzung
beträgt lediglich fDOF = 1. Die Festlegung eines geeigneten stochastischen Modells
ist zwingend, da der Einfluss der Nichtlinearität des funktionalen Modells auf die
Schätzwerte durch die Dispersion der Eingangsdaten gesteuert wird, wie für nicht-
redundante Modelle in Kapitel 2 gezeigt wurde.

In Abbildung 3.2 ist das Bias für den geschätzten Modellparameter â dargestellt,
der sich mittels TS1 bzw. TS2 sowie durch die SUT bzw. SSUT für unterschiedlich
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Abbildung 3.2: Bias des Modellparameters â der Regressionsparabel in Abhängigkeit des gewählten
stochastischen Modells σ0. Hierin sind âTS1, âTS2, âSUT, âSSUT und âMCM die ermittelten Lösungen
für den Parabelparameter der TS1, TS2, SUT, SSUT bzw. MCM. Zur besseren Visualisierung ist das
dargestellte Bias mit dem Faktor 1 000 skaliert worden.

gewählte σ0 ergibt. Die Ergebnisse der SSUT wurden mit einem mittleren Gewicht
w0 = 0,5 bestimmt. Da die MCM asymptotisch gegen den wahren Wert strebt, kann
âMCM als Referenzlösung angesehen werden. Diese wurde aus mMCM = 106 unabhän-
gigen Stichprobenwiederholungen abgeleitet. Die dargestellten Kurvenverläufe sind
aufgrund der zufälligen Charakteristik der MCM nicht glatt.

Die TS1-Lösung kann hierbei den Tabellen 3.2, 3.3 entnommen werden. Sie
lautet âTS1 = 0,456 2 (Lenzmann und Lenzmann 2004; Lösler 2020a), und ist bzgl.
der Wahl von σ0 invariant. Im Vergleich zur Referenzlösung âMCM der MCM zeigt
sich, dass diese Lösung mit zunehmenden σ0 die stärkste Verzerrung im geschätzten
Modellparameter hervorruft. Die TS2-, SUT- bzw. SSUT-Lösungen âTS2, âSUT und
âSSUT sind praktisch gleichwertig und weisen auch für sehr groß gewählte σ0 kaum
Differenzen zur Referenzlösung âMCM auf. Bedenkt man weiterhin, dass die SUT bzw.
die SSUT lediglich neun bzw. sechs Σ-Punkte benötigt, so wird der große Vorteil der
UT gegenüber der MCM deutlich, der insbesondere für echtzeitnahe Anwendungen
eine wesentliche Rolle spielt.

Abbildung 3.3: Geschätzte Varianz des Modellparameters a der Regressionsparabel in Abhängigkeit des
gewählten stochastischen Modells σ0. Hierin sind σ̂2

TS1, σ̂
2
TS2, σ̂

2
SUT, σ̂

2
SSUT und σ̂2

MCM die ermittelten
Varianzen der TS1, TS2, SUT, SSUT bzw. MCM. Zur besseren Visualisierung ist diese Varianz mit dem
Faktor 1 000 skaliert worden.
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Neben dem Modellparameter wird auch die geschätzte Dispersion durch die Nicht-
linearität des funktionalen Modells verzerrt, wenn die Lösung aus einem linearen
Ersatzproblem abgeleitet wird, siehe die Gl. 3.52. Das Bias der Dispersion ist in die-
sem Beispiel jedoch auch für sehr groß gewählte σ0 vernachlässigbar, wie Abbildung 3.3
zeigt. Im Vergleich zur Referenzlösung σ̂MCM sind die auftretenden Differenzen der
übrigen Verfahren � 1/1 000 und für praktische Anwendungen als unproblematisch
zu bewerten.

3.4 Zusammenfassung

Zum effizienten Lösen von nichtlinearen Optimierungsproblemen hat sich die in
Abschnitt 3.1 beschriebene Sequentielle Quadratische Programmierung als Standard-
verfahren in der numerischen Optimierung etabliert. Aufgrund des universellen Cha-
rakters zählen Geiger und Kanzow (2002, S. 234) die SQP zur „vielleicht wichtigsten
Klasse von Verfahren zur Lösung von allgemeinen nichtlinearen Optimierungsproble-
men“.

In der Geodäsie wird die SQP, die aufgrund des Newtonverfahrens die Hessema-
trix benötigt, zur Parameterschätzung bisher kaum verwendet. Die hier etablierten
und bewährten Verfahren – insbesondere das Gauß-Helmert-Modell und das Gauß-
Markov-Modell – lassen sich jedoch unter Verzicht der Hessematrix als Spezialfälle
der SQP entwickeln. Die günstigere Konvergenzgeschwindigkeit, welche die Anwen-
dung des Newtonverfahrens motiviert, kann nur für Startwerte erzielt werden, die
sich bereits in hinreichender Nähe vom gesuchten Optimum befinden. Für ungünstig
gewählte Startwerte kann die Anzahl der notwendigen Iterationen im Vergleich zu
Modellen, die auf das explizite Aufstellen der Hessematrix verzichten, sogar anstei-
gen, wie Untersuchungen von Schek und Maier (1976) zeigen. Sowohl die geringere
Empfindlichkeit bzgl. ungünstig gewählter Startwerte als auch die Reduzierung des
numerischen Aufwands durch das Entfallen der zweiten partiellen Ableitungen sind
wesentliche Gründe für den Einsatz des GHM bzw. GMM in der Geodäsie. Die ge-
schätzten Parameter sind, Konvergenz vorausgesetzt, unabhängig vom verwendeten
Verfahren und identisch, wie exemplarisch in Beispiel 3.1.1 gezeigt.

Unabhängig vom gewählten Optimierungsverfahren und insbesondere auch bei
der Existenz eines direkten Lösungsalgorithmus sind die Schätzwerte aufgrund von
Gl. 2.4 i. A. nicht erwartungstreu, wenn das zugrunde liegende funktionale Modell
nichtlinear ist, jedoch die statistischen Eigenschaften aus einem linearen Ersatzmodell
abgeleitet werden. Wie stark die Parameter aufgrund dieser Nichtlinearität verzerrt
werden, hängt vom stochastischen Modell ab, wie Lehmann und Lösler (2018) am
Beispiel der Koordinatentransformation zeigen.

Für überbestimmte Gleichungssysteme mit explizitem funktionalem Modell schätzt
Box (1971) das Bias der Schätzwerte durch eine Taylorreihe mit Gliedern 2.Ordnung
ab. Identische Herleitungen finden sich auch in der Geodäsie, siehe hierzu (Teu-
nissen und Knickmeyer 1988; Xu und Grafarend 1996; Wang und Zhao 2019). In
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Abschnitt 3.3 wurde die Herleitung von Box (1971) verallgemeinert und auf implizite
funktionale Modelle übertragen. Hierbei zeigt sich, dass bei Verwendung des GHM
bis auf die Hessematrix Hu bereits alle Modellmatrizen vorliegen. Wird das SQP-
Verfahren angewendet, liegen die zweiten partiellen Ableitungen bereits vor, sodass
lediglich mit einem moderaten numerischen Mehraufwand zu rechnen ist. Sowohl
die in Abschnitt 2.2 vorgestellte Monte-Carlo-Methode als auch die in Abschnitt 2.3
beschriebene Unscented Transformation lassen sich direkt auf den überbestimm-
ten Anwendungsfall übertragen. Dies unterstreicht noch einmal die grundsätzlichen
Vorteile dieser beiden numerischen Methoden bzgl. der Verwendung in bereits beste-
henden Algorithmen. Die in Abschnitt 2.4 genannten Vor- und Nachteile der einzelnen
Methoden lassen sich direkt auf den überbestimmten Anwendungsfall übertragen.

Für den geschätzten Modellparameter der Regressionsparabel im Beispiel 3.1.1
ergeben sich mittels TS2 und UT praktisch keine Unterschiede zur Referenzlösung,
die mittels MCM bestimmt wurde. Wird die Taylorreihe bereits nach dem linearen
Glied abgebrochen, so ergeben sich deutliche Differenzen zur Referenzlösung, siehe
Abbildung 3.2. Wie Abbildung 3.3 zeigt, sind die resultierenden Varianzen in diesem
Beispiel für alle Methoden praktisch identisch. Lösler u. a. (2020) zeigen jedoch am
Beispiel einer ausgleichenden Ebene, dass auch das Bias der Parameterdispersion in
Abhängigkeit des gewählten stochastischen Modells signifikante Größenordnungen
erreichen kann.

Das stochastische Modell beeinflusst, wie stark die Schätzwerte aufgrund der
Nichtlinearität des funktionalen Modells verzerrt werden, wenn ein vereinfachtes
Ersatzmodell anstelle des ursprünglichen nichtlinearen Modells verwendet wird. Alle
betrachteten Methoden setzen daher voraus, dass das stochastische Modell a-priori
hinreichend bekannt ist. Liegen derartige Informationen nicht in repräsentativer Form
vor, so bieten sich Methoden wie das Bootstrapping an (Efron 1979). Hierbei werden
die gesuchten Statistiken aus einem Resampling der Eingangsdaten abgeleitet, und die
theoretische, aber unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eingangsdaten wird
durch die empirische Wahrscheinlichkeitsverteilung der Stichprobe ersetzt. Das Ver-
fahren impliziert, dass alle gesuchten Statistiken bereits in der erhobenen Stichprobe
enthalten sind und keine externen Informationen zur Beschreibung der Statistik der
Daten benötigt werden. Diese Eigenschaft wird häufig als Plug-in-Prinzip bezeichnet
(Efron und Tibshirani 1994, S. 35ff). Anwendungen in der Geodäsie und Messtechnik
finden sich u. a. in der Werkstückprüfung (Lanza und Peters 2010), in der Bewertung
von Parametern (Kargoll u. a. 2019) und der Bestimmung von Unsicherheiten bzw.
Konfidenzbereichen (Neuner u. a. 2014; Lösler u. a. 2018a).
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4. Geometrischer Referenzpunkt
geodätischer Raumverfahren

Die Definition der geometrischen Referenzpunkte der jeweiligen Raumverfahren
wird durch die Technikzentren des International Earth Rotation and Reference Sys-
tems Service (IERS) bereitgestellt. Im Gegensatz zum elektronischen Referenzpunkt,
welcher bspw. durch elektromagnetische Störungen, Beobachtungsstrategien oder
Abweichungen in der Instrumentenfertigung variieren kann, stellt der geometrische
Referenzpunkt einen eindeutigen Bezugspunkt dar. Hierdurch wird eine nachvoll-
ziehbare und reproduzierbare Bestimmung des Bezugspunktes gewährleistet. Häufig
wird der geometrische Referenzpunkt PIRP auch als invarianter Referenzpunkt (IRP)
bezeichnet. Die IAG/IERS-Working Group on Site Survey and Co-location empfiehlt
die einheitliche Verwendung des geometrischen Referenzpunktes als technikspezifi-
schen Bezugspunkt. Mögliche Abweichungen zwischen dem elektronischen und dem
geometrischen Referenzpunkt sind hierbei durch die jeweiligen Technikzentren bei der
Datenaufbereitung und -analyse zu berücksichtigen (Bergstrand u. a. 2014). Entspre-
chend der Resolution der IAG/IERS-Arbeitsgruppe beschränken sich die folgenden
Ausführungen ausschließlich auf den geometrischen bzw. invarianten Referenzpunkt.
Auf den Zusatz geometrisch wird daher im Weiteren verzichtet.

Während der Referenzpunkt an IGS- und IDS-Antennen durch das Messen von
neuralgischen Referenzpositionen an der Antenne direkt und prozessbegleitend ab-
geleitet werden kann (Poyard 2017), ist die Bestimmung der Referenzpunkte von
SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen herausfordernd, insbesondere wenn diese im regu-
lären Stationsprozess erfolgen soll. Daher beschränken sich die nachfolgenden Aus-
führungen auf die Referenzpunktbestimmung von SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen.

4.1 SLR/LLR- und VLBI-Referenzpunkt

Der Referenzpunkt von SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen ist als Schnittpunkt zwi-
schen der Primär- und der Sekundärachse definiert, siehe Abbildung 1.4. Schneiden
sich beide Achsen konstruktionsbedingt nicht, resultiert der Referenzpunkt aus der
orthogonalen Projektion der Sekundärachse auf die Primärachse (Dawson u. a. 2006).

Da sich der Referenzpunkt im Inneren der Teleskopkonstruktion befindet, ist
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dieser üblicherweise von außen unzugänglich und nicht materialisierbar, sodass eine
direkte Bestimmung, z. B. durch taktile Messverfahren, nicht möglich ist. Einige
wenige Teleskope, bspw. das 20 m Radioteleskop Wettzell (Deutschland), besitzen
zwar eine Plattform zur Aufnahme eines Zielzeichens in der unmittelbaren Nähe
des Referenzpunktes, welche sich in bestimmten Teleskopstellungen terrestrisch be-
obachten lässt, die Verbreitung ist jedoch begrenzt. Weiterhin steht das gezielte
Verfahren des Teleskops einem prozessbegleitenden Mess- und Auswertekonzept, wie
es das GGOS anregt, entgegen. Zur indirekten Bestimmung des Referenzpunktes
werden üblicherweise Marken am drehbaren Teil des Teleskops befestigt und diese
unter unterschiedlichen Primär- und Sekundärwinkeln des Teleskops messtechnisch
erfasst. Der Referenzpunkt wird anschließend aus den resultierenden Trajektorien
dieser Marken indirekt abgeleitet.

Um geeignete Strategien zur indirekten Referenzpunktbestimmung zu entwickeln,
ist es zweckdienlich, zwei Koordinatensysteme zu definieren. Das erste Koordinaten-
system ist ein globales terrestrisches kartesisches Koordinatensystem. In Abhängigkeit
des Anwendungsfalls kann dieses ein lokales topozentrisches oder ein globales geo-
zentrisches System sein. Dieses terrestrische Koordinatensystem ist üblicherweise
Teil des Stationsnetzes und durch dauerhaft vermarkte Punkte, z. B. Messpfeiler,
realisiert. Es definiert das geodätische Datum für den gesuchten Referenzpunkt.
Punkte im terrestrischen Koordinatensystem werden im Folgenden mit einem großen
Buchstaben bezeichnet, d. h., PT =

(
X Y Z

)
. Neben dem terrestrischen Koor-

dinatensystem existiert ein Objekt- oder Teleskopkoordinatensystem, welches sich
aus der idealisierten Teleskopgeometrie ergibt. Die x- und z-Achse dieses Koordi-
natensystems korrespondieren mit der Sekundär- und Primärachse des Teleskops.
Beide Achsen stehen senkrecht aufeinander und schneiden sich in einem Punkt. Die
y-Achse komplettiert das rechtshändige kartesische System, steht senkrecht auf der x-
und z-Achse und verläuft durch den gemeinsamen Schnittpunkt. Punkte, die sich auf
dieses Teleskopsystem beziehen, werden nachfolgend mit Kleinbuchstaben bezeichnet,
d. h., pT =

(
x y z

)
.

Die eindeutige Beschreibung der Marken im terrestrischen Koordinatensystem
wird durch die Notation Pi,j erreicht. Hierbei ist P der Koordinatenvektor der
i-ten Marke. Der zusätzliche Index j beschreibt die Orientierung des Teleskops
zum Messzeitpunkt, welche durch den Primärwinkel κj und den Sekundärwinkel ωj
definiert wird. Der korrespondierende Punkt im Teleskopkoordinatensystem ist pi

In Abschnitt 4.1.1 wird zunächst ein Überblick über bestehende geometrische
Modelle gegeben, die eine Bestimmung des Referenzpunktes und ggf. zusätzlicher
Teleskopparameter erlauben. Vor- und Nachteile dieser Verfahren werden hinsicht-
lich der geometrischen Einschränkungen und bzgl. der Anforderungen des GGOS
genannt. Anschließend wird als Alternative zu den geometrischen Modellen in Ab-
schnitt 4.1.2 das Transformationsmodell hergeleitet, welches die GGOS-Anforderung
an eine prozessintegrierte Referenzpunktbestimmung erfüllt. Für dieses hergeleite-
te Transformationsmodell, welches keine geometrischen Einschränkungen aufweist,
werden zwei Lösungsstrategien entwickelt.
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4.1.1 Geometrische Modelle zur Referenzpunktbestimmung

Die Bestimmung des Referenzpunktes erfolgt gegenwärtig i. A. mittels geometrischer
Modelle. Die beobachteten Punkttrajektorien werden hierbei zunächst in geometri-
sche Primitive zerlegt. Basierend auf diesen geometrischen Primitiven wird anschlie-
ßend auf die Referenzpunktposition zurückgeschlossen. Im Folgenden werden das
Kugelmodell, das Torusmodell sowie verschiedene Kreismodelle vorgestellt.

Kugelmodell

Stehen beide Teleskopachsen senkrecht aufeinander und schneiden sich in einem
Punkt, beschreiben alle beobachteten Punkttrajektorien an der Teleskopstruktur Ku-
geln mit unterschiedlichen Radien ri, aber einem identischen Mittelpunkt PC,i = PIRP.
Das funktionale Modell der Kugel lautet

‖Pi,j −PC,i‖2 = ri (4.1)

und wird u. a. zur Referenzpunktbestimmung an Laserteleskopen eingesetzt (Klügel
u. a. 2012; Riepl u. a. 2019). Abbildung 4.1 zeigt exemplarisch für die beiden Marken
p1, p2 die resultierenden Kugeln mit den Radien r1, r2 sowie den Referenzpunkt
PIRP als gemeinsamen Kugelmittelpunkt.

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der Referenzpunktbestimmung mittels Kugeln. Der Referenz-
punkt PIRP im Kugelmodell entspricht dem Schnittpunkt zwischen der Primärachse und der Sekundärachse.
Die Normaleneinheitsvektoren nP, nS korrespondieren mit der Primär- bzw. Sekundärachse des Teleskops.
Der Referenzpunkt PIRP ist identisch mit den Mittelpunkten der Kugeln, die durch die Trajektorien der
Punkte p1, p2 definiert sind. Da die Positionen für p1, p2 frei wählbar sind, ergeben sich für die einzelnen
Kugeln unterschiedliche Radien r1, r2.
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Torusmodell

Schneiden sich beide Teleskopachsen nicht in einem Punkt, ist der vorhandene Offset
zwischen der Primär- und Sekundärachse eAO zu berücksichtigen. Ein unberücksich-
tigter Achsenoffset führt bei der globalen Analyse von SLR/LLR- bzw. VLBI-Daten
zu einer systematischen Verfälschung der globalen Stationskoordinaten, insbesondere
in der vertikalen Koordinatenkomponente (Combrinck und Merry 1997; Nilsson u. a.
2016) und beeinflusst u. U. den geschätzten TRF-Netzmaßstab. Die Trajektorie eines
Punktes pi, der in der yz-Ebene des Teleskopkoordinatensystems liegt, beschreibt
unter Berücksichtigung von eAO die Geometrie eines Rotationstorus(√

x2
i,j + y2

i,j − eAO
)2

+ z2
i,j = R2

i , (4.2)

wobei Ri den Abstand zur Kreislinie in der xy-Ebene beschreibt, von welcher der
Oberflächenpunkt pi den Abstand eAO besitzt (Nitschke 2018, S. 45). Ri korrespon-
diert mit dem Abstand von pi zur Sekundärachse, siehe Abbildung 4.2.

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung der Referenzpunktbestimmung mittels rotationssymmetri-
schem Torus. Der Referenzpunkt PIRP im Torusmodell befindet sich auf der rotationssymmetrischen Achse
des Torus. Diese korrespondiert mit der Primärachse des Teleskops und ist durch den Normaleneinheits-
vektor nP parametriert. Im Gegensatz zum Kugelmodell, siehe Abbildung 4.1, berücksichtigt das Modell
des rotationssymmetrischen Torus einen Abstand eAO zwischen beiden Teleskopachsen. Der Radius R1
entspricht dem Abstand des Punktes p1 von der Kreislinie und korrespondiert mit dem Abstand zur
Sekundärachse nS. Der Referenzpunkt PIRP und der Abstand eAO zwischen der primären und sekundären
Achse sind invariant bzgl. der Teleskoporientierung.

Zur Beschreibung des Referenzpunktes im übergeordneten terrestrischen Koordi-
natensystem ist eine Koordinatentransformation notwendig. Die allgemeine räumliche
Koordinatentransformation ohne Maßstab ist gegeben durch (Lösler 2011; Lösler und
Eschelbach 2014)

Pi = PT + Rx (εx) Ry (εy) Rz (εz) pi, (4.3)

wobei pi und Pi korrespondierende Koordinaten des i-ten identischen Punktes im
Start- bzw. Zielsystem sind, PT der Translationsvektor ist und die Matrizen R
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orthogonale Rotationsmatrizen repräsentieren, die eine Drehung um den geklam-
merten Eulerwinkel um die indexierte Koordinatenachse beschreiben (Nitschke und
Knickmeyer 2000), d. h.,

Rx (εx) =


1 0 0
0 cos εx − sin εx
0 sin εx cos εx

 , (4.4a)

Ry (εy) =


cos εy 0 sin εy

0 1 0
− sin εy 0 cos εy

 , (4.4b)

Rz (εz) =


cos εz − sin εz 0
sin εz cos εz 0

0 0 1

 . (4.4c)

Mittels der allgemeinen Transformationsvorschrift nach Gl. 4.3 lässt sich der
Referenzpunkt PIRP im gewünschten Datum bestimmen, d. h.,

Pi,j = PIRP + Rx (β) Ry (α) pi. (4.5)

Der Translationsvektor, der die Verschiebung zwischen dem Ursprung des Teleskop-
koordinatensystems und dem Ursprung des terrestrischen Koordinatensystems be-
schreibt, entspricht hierbei dem Referenzpunkt. Die Eulerwinkel α und β parame-
trieren die Neigung der xy-Ebene des Teleskopkoordinatensystems gegenüber der
XY -Ebene des terrestrischen Koordinatensystems. Die dritte Drehung Rz entfällt
aufgrund der Rotationssymmetrie des Torus.

Bedingt durch die Restriktion, dass pi exakt in der yz-Ebene des Teleskopkoordi-
natensystems liegen muss, ist das Modell eines Tours in der praktischen Anwendung
mindestens herausfordernd. Sobald sich pi an einer beliebigen Position außerhalb der
yz-Ebene befindet, entsteht eine Torsion innerhalb des gekrümmten Zylinders, der
Toruswulst, die durch Gl. 4.2 nicht berücksichtigt wird. Ein ähnlicher Effekt tritt auf,
wenn Primär- und Sekundärachse nicht orthogonal aufeinander stehen. Lanotte u. a.
(2008) nutzen das geometrische Modell eines Rotationstorus zur Bestimmung des
VLBI-Referenzpunktes an der Station in Matera (Italien). Die Autoren lassen jedoch
offen, wie die vier verwendeten Corner-Cube-Reflektoren am Hauptreflektor des VLBI-
Radioteleskops positioniert wurden. Der geschätzte Antennenachsenoffset eAO weist
jedoch eine Diskrepanz von bis zu 5 mm im Vergleich zu globalen VLBI-Lösungen
verschiedener Analysezentren auf (Lanotte u. a. 2008). Dies legt eine Positionierung
der vier Reflektoren außerhalb der yz-Ebene des Teleskopkoordinatensystems na-
he, welche unzulässig ist und eine systematische Verfälschung in den Ergebnissen
hervorruft.
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Kreismodelle

Gelingt es, Marken in Verlängerung der Sekundärachse zu montieren, z. B. an den bei-
den Endpunkten der Sekundärachse, so beschreiben die Trajektorien dieser Marken
bei Rotation um die Primärachse Kreise mit unterschiedlichen Radien. Die Kreis-
mittelpunkte liegen auf der Primärachse und sind identisch mit dem Referenzpunkt,
wenn beide Teleskopachsen senkrecht aufeinander stehen. Stehen diese nicht senk-
recht aufeinander, resultiert PIRP durch orthogonale Projektion der Sekundärachse
auf die Primärachse. Hierzu ist zunächst das Kreuzprodukt zwischen den Richtungs-
vektoren der Primär- und Sekundärachse nP und nS zu bilden, sodass hieraus der
Richtungsvektor des Achsenoffsets resultiert. Die Ebene, die dieser Richtungsvektor
zusammen mit nS aufspannt, enthält den Referenzpunkt PIRP als Durchstoßpunkt
der Primärachse. Für Drehungen um die Sekundärachse sind die Markenpositionen
invariant, sodass dieser Ansatz im Folgenden als Modell mit Primärachsenkreisen
(P-Kreismodell) bezeichnet wird. Abbildung 4.3 zeigt eine schematische Darstellung
dieses geometrischen Modellansatzes für zwei Teleskoporientierungen. Die dargestell-
ten Teleskopachsen schneiden sich nicht in einem Punkt und bilden keine orthogonale
Basis.

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung der Referenzpunktbestimmung mittels Primärachsenkreisen.
In Verlängerung der Sekundärachse befinden sich P1, P2. Durch Drehung um die Primärachse nP
beschreiben die Trajektorien beider Marken Primärachsenkreise mit den Kreismittelpunkten PC,1, PC,2
und den Radien r′

1, r′
2. P1, P2 sind gegenüber Drehungen um die jeweils mitdrehende Sekundärachse

nS,1 bzw. nS,2 invariant. Der Referenzpunkt PIRP ergibt sich durch orthogonale Projektion von nS auf
nP. Sowohl der Referenzpunkt PIRP als auch der Abstand eAO zwischen der primären und sekundären
Achse sind invariant bzgl. der Teleskoporientierung.

Der Kreis ist eine zweidimensionale Figur, sodass keine geschlossene Modellglei-
chung zur expliziten Parametrierung eines räumlichen Kreises existiert. Im Kontext
der Referenzpunktbestimmung sind unterschiedliche Lösungsansätze dokumentiert.
Nothnagel und Binnenbruck (2000) zerlegen die Koordinaten der Kreispunkte in ihre
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horizontalen und vertikalen Koordinatenkomponenten. Basierend auf den abgetrenn-
ten horizontalen Koordinatenkomponenten der Punkte erfolgt die Bestimmung von
horizontalen Kreisen. Der Kreismittelpunkt korrespondiert in dieser Modellannahme
mit den horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes. Die fehlende
vertikale Koordinatenkomponente ergibt sich durch Mittelwertbildung von allen verti-
kalen Koordinatenkomponenten der Kreispunkte (Nothnagel und Binnenbruck 2000;
Nothnagel u. a. 2001). Diese Modellbildung führt jedoch nur dann zu unverfälschten
Ergebnissen, wenn die Primärachse des Teleskops parallel zur Z-Achse des überge-
ordneten terrestrischen Koordinatensystems steht, sodass die Kreisebene parallel zur
XY -Ebene liegt (Sarti u. a. 2004). Für die in Abbildung 1.4b dargestellte Äquatorial-
montierung ist dieses Bestimmungsverfahren somit ungeeignet. Untersuchungen von
Becker und Fischer (2003) am 20 m Radioteleskop Wettzell zeigen weiterhin, dass
auch Teleskope mit Azimut-Elevation-Montierung, siehe Abbildung 1.4a, gegenüber
der Z-Achse des übergeordneten terrestrischen Koordinatensystems geneigt sind
und die notwendige Parallelitätsbedingung nicht erfüllen. Die Verwendung des von
Nothnagel und Binnenbruck (2000) vorgeschlagenen Lösungsverfahrens ist daher mit
starken Einschränkungen verbunden und besitzt keine allgemeine Gültigkeit.

Um die Schiefstellung der Primärachse in der Auswertung zu kompensieren,
schlagen Leinen u. a. (2007) eine zweistufige Analyse vor. Hierbei wird zunächst
die Regressionsebene des Kreises geschätzt. Der Normalenvektor dieser Kreisebene
korrespondiert mit dem Richtungsvektor nP der Primärachse. Dieser muss nicht not-
wendigerweise parallel zur Z-Achse des terrestrischen Koordinatensystems stehen. Die
Schätzung des Kreises erfolgt anschließend auf der Basis der projizierten Punkte in
der Kreisebene. Die horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes erge-
ben sich wiederum aus dem geschätzten Kreismittelpunkt. Die vertikale Komponente
resultiert aus der Regressionsebene an der Stelle des geschätzten Kreismittelpunktes.
Ähnlich wie beim Ansatz von Nothnagel und Binnenbruck (2000) wird auch in die-
sem Fall nicht das originäre räumliche Problem gelöst, sondern zwei Teilprobleme,
welche eine Trennung bzw. Zerlegung der Koordinatenkomponenten vorsehen. Da die
Lösung dieser beiden Teilprobleme nicht notwendigerweise mit der Optimallösung
des originären Problems gleichgesetzt werden darf, ist diese Herangehensweise nicht
unproblematisch (Eschelbach und Haas 2003).

Die sachgerechte Parametrierung eines Kreises in allgemeiner Raumlage gelingt
durch das Verschneiden zweier Flächen zweiter Ordnung (Quadrik). Schnittkreise
resultieren u. a. aus der Verschneidung von zwei Kugeln, einem Zylinder und einer
Ebene, oder einer Kugel und einer Ebene. Insbesondere die Kombination aus Kugel
und Ebene wird häufig verwendet, da diese besonders anschaulich ist und weitgehend
unempfindlich gegenüber ungünstig gewählten Startwerten. Die Ebene in Hesse’scher
Normalform ist gegeben durch (Bronshtein u. a. 2007, S. 214)

nT
i Pi,j = di. (4.6)

Hierbei beschreibt d den kürzesten Abstand zum Koordinatenursprung und n, mit
nTn = 1, den normierten Normalenvektor der Ebene. Weiterhin ist eine zusätzliche
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Schnittbedingung zu berücksichtigen, die beide Geometrien miteinander verknüpft.
Üblicherweise wird gefordert, dass der Kugelmittelpunkt in Gl. 4.1 gleichzeitig ein
Punkt der Ebene ist, d. h.,

nT
i PC,i = di. (4.7)

Im Gegensatz zur zweistufigen Herangehensweise bei der Kreisschätzung, bei der
lediglich ein Optimum für das jeweilige Teilproblem bestimmt wird, wird durch die
direkte Kombination zweier Quadriken das originäre räumliche Problem für den
Kreis gelöst (Eschelbach und Haas 2003; Lösler und Nitschke 2010).

Ähnlich wie bei der Verwendung des Torus besitzt das Modell der Primärachsen-
kreise modellbedingte Einschränkungen bzgl. der Wahl der Markenpositionen. Diese
müssen sich innerhalb der Sekundärachse befinden und können nicht nach messtech-
nischen Vorgaben, z. B. Sichtbarkeiten, ausgewählt werden. Befinden sich die Marken
nicht exakt in der Sekundärachse, entsteht eine systematische Abweichung, die u.U.
die geschätzte Referenzpunktposition verfälscht. Weiterhin erlauben die meisten Tele-
skope nur das Anbringen von zwei Marken, jeweils ein pro Sekundärachsenendpunkt.
Da eine Achse bzw. eine Gerade durch zwei Punkte eindeutig definiert ist, liegt keine
Überbestimmung vor. Die Gesamtredundanz beim P-Kreismodell ist daher gering
im Vergleich zu Verfahren, die das Anbringen von mehreren Marken erlauben.

Um die Nachteile der eingeschränkten Wahl der Markenpositionen aufzuwiegen,
die systematischen Abweichungen aufgrund einer inexakten Montierung der Marken
zu eliminieren, und um die Gesamtredundanz durch weitere Marken zu erhöhen,
wird häufig ein modifiziertes Verfahren zur Bestimmung des Referenzpunktes mittels
Kreisen verwendet. Die Trajektorie einer Marke, die an einer beliebigen Position
am drehbaren Teil des Teleskops befestigt wird, beschreibt einen Kreisbogen, wenn
das Teleskop nur um eine der beiden Achsen rotiert. Aus dem Festhalten der Se-
kundärachse resultiert ein Primärachsenkreis, dessen Mittelpunkt zusammen mit
dem Normalenvektor der Kreisebene die Primärachse eindeutig parametriert. Erfolgt
die Drehung hingegen um die Sekundärachse bei feststehender Primärachse, liefert
der resultierende Sekundärachsenkreis analog die Parameter der Sekundärachse in
Abhängigkeit des eingestellten Primärwinkels. Zur Bestimmung des Referenzpunktes
wird das Kreuzprodukt aus den Normalenvektoren der Primär- und Sekundärachse
gebildet. Der resultierende Vektor steht senkrecht auf beiden Achsen und liefert zu-
sammen mit der Sekundärachse eine Ebene, die den Referenzpunkt als Schnittpunkt
mit der Primärachse enthält. Der Offset zwischen beiden Teleskopachsen entspricht
dem kürzesten Abstand zwischen diesem Referenzpunkt und der Sekundärachse.
Nachfolgend wird der Ansatz als Modell mit Primär- und Sekundärachsenkreisen
(PS-Kreismodell) bezeichnet.

Durch die Verwendung mehrerer Marken und das Parametrieren der Sekundär-
achse unter unterschiedlichen Primärwinkeln sind geometrische Zusatzbedingungen
zu berücksichtigen (Eschelbach und Haas 2003; Dawson u. a. 2006; Lösler 2008):

70



4.1. SLR/LLR- und VLBI-Referenzpunkt

1. Der Abstand zwischen den Marken ist unabhängig von der Teleskoporientierung
und bleibt konstant.

2. Kreise, die durch Rotation um eine Achse gleichzeitig entstehen, besitzen iden-
tische Normalenvektoren und sind somit parallel.

3. Kreise, die durch Rotation um eine Achse gleichzeitig entstehen, besitzen kolli-
neare Mittelpunkte.

4. Der Abstand zwischen den Kreisebenen der Sekundärachsen ist konstant für
alle parametrierten Sekundärachsen.

5. Sekundärachsenkreise einer Marke, die unter unterschiedlichen Primärwinkeln
beobachtet wurden, besitzen identische Radien.

6. Sowohl Winkel als auch Abstand zwischen der Primärachse und der jeweils
parametrierten Sekundärachse sind konstant.

Dawson u. a. (2006) zeigen, dass das Vernachlässigen dieser geometrischen Restrik-
tionen zu signifikanten Abweichungen in der geschätzten Referenzpunktposition
führt, welche die Messunsicherheit gegenwärtiger Instrumente z. T. um ein Vielfaches
überschreitet.

Abbildung 4.4: Schematische Darstellung der Referenzpunktbestimmung mittels Primär- und Sekun-
därachsenkreisen. Durch Rotation um die Sekundärachse bei feststehender Primärachse beschreiben die
beiden Marken P1, P2 jeweils eine Kreistrajektorie. Die Mittelpunkte PC,1,1, PC,2,1 der resultierenden
Kreise sind kollinear zur Sekundärachse nS,1. Wird diese Messkonfiguration unter einem anderen (dann wie-
derum festen) Primärwinkel wiederholt, ergeben sich die Kreise mit den Mittelpunkten PC,1,2, PC,2,2, die
wiederum kollinear zur mitgedrehten Sekundärachse nS,2 sind. Unabhängig vom Primärwinkel sind sowohl
die Radien r1, r2 als auch die Abstände zwischen den Kreisen

∥∥PC,2,2 −PC,1,2
∥∥

2
=
∥∥PC,2,1 −PC,1,1

∥∥
2

identisch. Für P1 ist zusätzlich auch der resultierende Primärachsenkreis mit dem Mittelpunkt P′
C,1 und

dem Radius r′
1 dargestellt, der sich durch Drehung um die Primärachse bei feststehender Sekundärachse

ergibt. Die Mittelpunkte der Primärachsenkreise sind kollinear zur Primärachse nP. Der Referenzpunkt
PIRP und der Abstand eAO zwischen der primären und sekundären Achse sind invariant bzgl. der Tele-
skoporientierung.
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Abbildung 4.4 zeigt schematisch für zwei Marken das Prinzip zur Referenzpunkt-
bestimmung unter Verwendung von Primär- und Sekundärachsenkreisen. Durch
gezieltes Drehen um jeweils nur eine der beiden Teleskopachsen ergeben sich für die
angebrachten Marken Kreistrajektorien, deren Mittelpunkte kollinear zur Primär-
bzw. Sekundärachse sind.

Im Vergleich zu den vorherigen Bestimmungsverfahren mittels Kugel, Torus oder
Primärachsenkreisen ist das PS-Kreismodell somit deutlich komplexer. Es ermöglicht
aber eine freie Wahl der Markenpositionen und berücksichtigt konstruktionsbedingte
Abweichungen vom idealen geometrischen Teleskopmodell. Auf der anderen Seite ist
dieses Modell nur dann anwendbar, wenn das Teleskop ausschließlich um eine der
beiden Achsen gedreht wird. Für Referenzpunktbestimmungen sind daher entspre-
chend große Zeitfenster zu definieren, die für konventionelle Radioteleskope häufig
nicht zur Verfügung stehen (Kallio und Poutanen 2012). Im Kontext von GGOS wird
ein 24 h/7 d-Betrieb diskutiert (Rothacher u. a. 2009), sodass tendenziell mit geringer
werdenden Zeitfenstern zu rechnen ist. Eine prozessintegrierte Referenzpunktbestim-
mung, wie es das GGOS anregt, ist mit diesem Verfahren somit nicht möglich.

4.1.2 Transformationsmethode – IRP

Während im vorherigen Abschnitt Modelle vorgestellt wurden, die zur Referenzpunkt-
bestimmung geometrische Primitive aus einem Teil der beobachteten Trajektorien
extrahieren, wird im Folgenden ein Transformationsmodell hergeleitet, welches die
Trajektorien der Marken direkt beschreibt. Für dieses Modell werden zwei Lösungsvor-
schläge erarbeitet, die denselben funktionalen Zusammenhang verwenden, aber sich
hinsichtlich der zu beobachtenden und zu parametrierenden Größen unterscheiden.

Das Transformationsmodell zur Bestimmung des invarianten Referenzpunktes
(IRP) stellt den funktionalen Zusammenhang zwischen einer Position pi im Tele-
skopkoordinatensystem und der korrespondierenden Position Pi,j im terrestrischen
Koordinatensystem her. Hierbei sind insbesondere die drei möglichen konstruktions-
bedingten Abweichungen zu berücksichtigen.

1. Die Primär- und Sekundärachse des Teleskops schneiden sich nicht in einem
Punkt, sodass der Achsenoffset eAO zu berücksichtigen ist.

2. Die Primär- und Sekundärachse des Teleskops stehen nicht senkrecht aufeinan-
der und weichen um einen kleinen Winkel γ von der Orthogonalität ab.

3. Die Primärachse des Teleskops ist gegenüber der Z-Achse des terrestrischen
Koordinatensystems geneigt.

Aufgrund dieser Irregularitäten in der Teleskopkonstruktion lässt sich der funktionale
Zusammenhang nicht durch eine klassische Helmert-Transformation abbilden, wie
Lösler und Hennes (2008) anschaulich zeigen.
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IRP-Modell mit Eulerwinkel

Wird zunächst von einem idealen Teleskopsystem ohne Irregularitäten ausgegangen,
welches kongruent mit dem terrestrischen Koordinatensystem ist, dann wird ein
Punkt in beiden Koordinatensystemen durch

p(1)
i =

(
x y z

)T
(4.8)

eindeutig beschrieben. Zur besseren Darstellung wird die Herleitungsschrittfolge im
Folgenden durch einen hochgestellten Index angegeben.

Rotiert das Teleskop um die Sekundärachse, welche in einem idealen Teleskop-
system mit der x-Achse korrespondiert, um den Sekundärwinkel ω, ergibt sich mittels
Gl. 4.4a die rotierte Position

P(2)
i,j = Rx (ωj) p(1)

i =


1 0 0
0 cosω − sinω
0 sinω cosω


j


x

y

z


i

. (4.9)

Die Berücksichtigung von eAO als Offset zwischen der primären und der sekundären
Teleskopachse verschiebt den Punkt P(2)

i,j entlang der y-Achse, d. h.,

P(3)
i,j = eAO + P(2)

i,j =


x

eAO + y cosω − z sinω
y sinω + z cosω


i,j

, (4.10)

wobei eAO =
(

0 eAO 0
)T

die vektorielle Darstellung des Achsenoffsets beschreibt.
Hierdurch wird die erste konstruktionsbedingte Restriktion im Modell berücksichtigt.
Die zweite zu modellierende Restriktion ist die Nichtorthogonalität zwischen beiden
Teleskopachsen. Diese lässt sich durch einen Korrekturwinkel γ beschreiben und
mittels Gl. 4.4b ins Modell integrieren, sodass

P(4)
i,j = Ry (γ) P(3)

i,j (4.11)

=


cos γ 0 sin γ

0 1 0
− sin γ 0 cos γ




x

eAO + y cosω − z sinω
y sinω + z cosω


i,j

folgt.

Eine Drehung des Teleskops um die Primärachse mittels Gl. 4.4c um den Winkel
κ ergibt

P(5)
i,j = RT

z (κj) P(4)
i,j (4.12)

=


cosκ sin κ 0
− sin κ cosκ 0

0 0 1


j


x cos γ + sin γ (y sinω + z cosω)

eAO + y cosω − z sinω
−x sin γ + cos γ (y sinω + z cosω)


i,j

,

wobei der Drehsinn zu berücksichtigen ist. Ausgehend von einer Azimut-Elevation-
Montierung, bei der die positive Drehung um die Sekundärachse gemäß Gl. 4.9 gegen
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den Uhrzeigersinn definiert ist (Drehsinn des Elevationswinkels), erfolgt eine positive
Drehung um die Primärachse in Gl. 4.12 hingegen im Uhrzeigersinn (Drehsinn des
Azimutwinkels). Die in Gl. 4.4c definierte Rotationsmatrix beschreibt eine Drehung
gegen den Uhrzeigersinn. Da jede Rotationsmatrix eine orthogonale Matrix ist, für
die gilt (Nitschke und Knickmeyer 2000; Bronshtein u. a. 2007, S. 257)

RTR = RRT = I, (4.13a)

R−1 = RT, (4.13b)

ist in Gl. 4.12 die Rotation durch RT
z parametriert.

Da die Primärachse des Teleskops üblicherweise nicht parallel zur Z-Achse des
terrestrischen Koordinatensystems verläuft – insbesondere wenn eine Äquatorialmon-
tierung vorliegt oder ein geozentrisches Koordinatensystem als Datum verwendet
wird –, ist diese Schiefstellung in der Modellgleichung zu berücksichtigen. Diese Achs-
schiefe lässt sich mit den Gl. 4.4a, 4.4b durch zwei aufeinanderfolgende Drehungen
um die Korrekturwinkel α und β durch die Rotationssequenz

Ryx (α, β) = Rx (β) Ry (α) (4.14)

beschreiben, siehe Gl. 4.5. Weiterhin besitzen beide Koordinatensysteme keinen
gemeinsamen Koordinatenursprung, sodass neben dieser Schiefstellung noch ein
Translationsvektor zu berücksichtigen ist, d. h.,

P(6)
i,j = PIRP + Ryx (α, β) P(5)

i,j . (4.15)

Der Translationsvektor enthält hierbei die kartesischen Koordinaten des zu bestim-
menden Referenzpunktes PIRP.

Die direkte Verwendung der Primärwinkel in Gl. 4.12 setzt voraus, dass das
terrestrische System gegenüber dem Teleskopkoordinatensystem keine Verdrehung
aufweist. Um eine unabhängige Datumsdefinition für das terrestrische Koordina-
tensystem zu gewährleisten, ist die Nullstellung des Teilkreises der Primärachse als
Orientierungsunbekannte κ0 im Modell zu berücksichtigen. Durch Zusammenfassen
der Gl. 4.8 bis 4.15 ergibt sich der finale funktionale Zusammenhang

Pi,j = PIRP + Ryx (α, β) RT
z (κj + κ0) Ry (γ) (eAO + Rx (ωj) pi) , (4.16)

der eine Transformation von Punkten im Teleskopkoordiantensystem ins übergeord-
nete terrestrische Koordinatensystem beschreibt (Lösler und Hennes 2008; Lösler
2008, 2009b). Während das Modell der PS-Kreise noch zusätzliche Bedingungsglei-
chungen benötigt, sind diese geometrischen Restriktionen bereits implizit in Gl. 4.16
berücksichtigt (Kallio und Poutanen 2011).

Abbildung 4.5 zeigt schematisch das funktionale Modell zur Bestimmung des
Referenzpunktes unter Berücksichtigung der geometrischen Irregularitäten. Für die
i-te Marke pi sind exemplarisch die Positionen Pi,j im globalen terrestrischen Koor-
dinatensystem angegeben, die durch Rotation um die Sekundärachse entstehen.
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Abbildung 4.5: Schematische Darstellung des funktionalen Zusammenhangs zur Bestimmung des Refe-
renzpunktes PIRP unter Berücksichtigung des Achsenoffsets eAO und der Nichtorthogonalität zwischen
der primären und sekundären Achse γ. Die beiden Korrekturwinkel α, β zur Kompensation der Neigung
der Primärachse des Teleskops gegenüber der Z-Achse des übergeordneten terrestrischen Referenzsystems
sind nicht eingezeichnet, da es sich hierbei um eine Rotationssequenz um mitdrehende Koordinatenachsen
handelt. Die Neigung der Achse ist jedoch angedeutet. Während das übergeordnete terrestrische Koordi-
natensystem blau dargestellt ist, ist das Koordinatensystem des Teleskops in Grün dargestellt. Für die
i-te Marke im Teleskopsystem sind die durch Rotation um die Sekundärachse im Winkel ω resultierenden
Positionen Pi,j exemplarisch im terrestrischen Koordinatensystem eingezeichnet.

IRP-Modell mit Eulerachse und -winkel

Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wiederum eine orthogonale Matrix
(Zurmühl und Falk 1984, S. 32; Bronshtein u. a. 2007, S. 257), sodass das Produkt meh-
rerer Drehmatrizen wiederum eine Drehmatrix beschreibt, die als zusammengesetzte
Rotationssequenz von Einzeldrehungen interpretiert werden kann. Im Gegensatz zu
den in Gl. 4.4 definierten Matrizen, die eine Drehung um jeweils eine Koordinaten-
achse beschreiben, rotiert das Produkt mehrerer räumlicher Einzeldrehungen i. A.
um eine beliebige im Raum orientierte Achse rT =

(
rx ry rz

)
mit rTr = 1, d. h.,

r = Rr (ε)r. (4.17)

Hierbei entspricht r den zum Eigenwert +1 gehörenden Einheitseigenvektor der
Drehmatrix

Rr (ε) = cos ε I + (1− cos ε) rrT − sin ε [r]× , (4.18)
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wobei I eine Einheitsmatrix ist und [r]× die schiefsymmetrische Matrix

[r]× =


0 −rz ry
rz 0 −rx
−ry rx 0


beschreibt (Nitschke und Knickmeyer 2000). Der Drehwinkel ergibt sich aus

cos ε = rT
⊥Rr (ε)r⊥, (4.19)

wobei r⊥ ein Einheitsvektor ist, der rechtwinklig auf r steht. Die Darstellung einer
Drehung durch eine beliebig im Raum orientierte Achse und einen Drehwinkel wird
als Eulerachse und -winkel bezeichnet (Knickmeyer und Nitschke 1994; Nitschke und
Knickmeyer 2000).

Mittels dieser Darstellung lässt sich die Rotation um die Primärachse RP (κ) und
die Rotation um die Sekundärachse RS (ω) direkt parametrieren. Hierdurch ergibt
sich die zu Gl. 4.16 äquivalente Darstellung (Kallio und Poutanen 2011, 2012)

Pi,j = PIRP + RP (κj) (EAO −PIRP + RS (ωj)pi) , (4.20)

wobei EAO der Punkt der Sekundärachse ist, der durch orthogonale Projektion der
Primärachse auf die Sekundärachse entsteht, und

RP (κj) = Ryx (α, β) RT
z (κj) Ry (γ) (4.21)

die Rotation um die Primärachse beschreibt. Im Gegensatz zu Gl. 4.16 definiert
der Richtungsvektor (EAO −PIRP) die Orientierung des Primärwinkels, sodass κ0
entfällt. Die Länge dieses Richtungsvektors entspricht dem Abstand zwischen beiden
Teleskopachsen, d. h.,

eAO = ‖EAO −PIRP‖2 . (4.22)

In Gl. 4.20 wird unterstellt, dass die Normalenvektoren nP bzw. nS der primären
bzw. sekundären Teleskopachse Einheitsvektoren sind und der Vektor (EAO −PIRP)
sowohl senkrecht auf nP als auch auf nS steht. Die zu berücksichtigenden Nebenbe-
dingungen lauten

nT
PnP = 1, (4.23a)

nT
S nS = 1, (4.23b)

(EAO −PIRP)T nP = 0, (4.23c)

(EAO −PIRP)T nS = 0. (4.23d)

76



4.1. SLR/LLR- und VLBI-Referenzpunkt

Die mögliche Schiefstellung zwischen den Teleskopachsen ergibt sich aus

γ = π

2 − arccos nT
PnS. (4.24)

Li u. a. (2013) zeigen, dass Gl. 4.16 und Gl. 4.20 ineinander überführbare Modell-
gleichungen sind. Die Darstellung mittels Eulerwinkel und die Darstellung mittels
Eulerachse und -winkel beschreiben somit dasselbe mathematische Problem und
stellen daher keine unterschiedlichen Verfahren zur Referenzpunktbestimmung dar.
Während Gl. 4.16 teleskopspezifische Parameter wie bspw. den Abstand eAO zwi-
schen Primär- und Sekundärachse direkt parametriert, sind diese z. T. nur implizit
in Gl. 4.20 modelliert, siehe auch die Gl. 4.22, 4.24. Gl. 4.20 lässt sich aufgrund der
Rotationsdarstellung mittels Eulerachse und -winkel jedoch geometrisch einfacher
interpretieren, da die physischen Elemente des Teleskops explizit in der Gleichung
erkennbar sind.

Lösung im impliziten funktionalen Modell – IRP I

Die zu bestimmenden Modellparameter in Gl. 4.16 sind neben der Referenzpunktpo-
sition PIRP der Abstand zwischen der Primär- und Sekundärachse eAO, die Winkel
α, β zur Beschreibung der Neigung der Primärachse sowie der Korrekturwinkel γ
zur Modellierung der Nichtorthogonalität zwischen beiden Teleskopachsen und die
Orientierungsunbekannte des Primärwinkels κ0. Weiterhin sind die Positionen der
Marken pi im Teleskopkoordinatensystem unbekannte Modellparameter. Insgesamt
ergeben sich 8 + 3mp Modellparameter, wobei mp die Anzahl der Punkte im Tele-
skopkoordinatensystem ist (Lösler und Hennes 2008; Lösler 2008).

In Gl. 4.20 ergeben sich hingegen 12 + 3mp Modellparameter. Dies sind die
Referenzpunktposition PIRP, die Richtungsvektoren der Primär- und Sekundärachse
nP bzw. nS, die projizierte Position EAO des Achsenoffsets sowie die Positionen
der Marken pi im Teleskopkoordinatensystem (Kallio und Poutanen 2011). Diese
Parameter sind jedoch nicht unabhängig voneinander, da die vier Restriktionen aus
den Gl. 4.23 noch zu berücksichtigen sind. Da jede Restriktion als direkte Bestimmung
eines Modellparameters interpretiert werden kann, beträgt die effektive Anzahl an
unbekannten Modellparametern 12 + 3mp − 4 und ist identisch mit der Anzahl, die
sich für Gl. 4.16 ergibt.

Zur indirekten Bestimmung der Modellparameter sind die in unterschiedlichen
Teleskoporientierungen beobachteten Positionen Pi,j sowie die korrespondierenden
Teleskopwinkel κj und ωj vorzugeben. Weiterhin ist die Dispersion der Beobachtungen
a-priori abzuschätzen und in Hinblick auf Gl. 3.10 als Gewichtsmatrix W bereit-
zustellen. Während die Abschätzung der Messunsicherheiten für das terrestrische
Messverfahren i. A. keine Schwierigkeiten bereitet, ist die sachgerechte Ermittlung
der Winkelmessunsicherheiten des Teleskops herausfordernd. Vollbesetzte Dispersi-
onsmatrizen, wie sie Lösler u. a. (2016b) herleiten und während der Datenanalyse
berücksichtigen, werden häufig durch vereinfachte stochastische Modelle ersetzt, z. B.
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durch Dispersionsmatrizen mit diagonaler Struktur (Lösler 2008; Kallio und Pouta-
nen 2012; Ning u. a. 2015). Hierdurch ergibt sich eine unzutreffende Dispersion für
die geschätzten Modellparameter (Jäger u. a. 2005, S. 214ff).

Gl. 4.16 bzw. Gl. 4.20 liefert pro Beobachtungstupel
[

PT
i κ ω

]
j
drei implizite

nichtlineare funktionale Beziehungen f (u) = 0, in denen mehrere Beobachtungen
und Unbekannte gemeinsam auftreten. Eine Schätzung der Modellparameter und der
Beobachtungsabweichungen erfolgt mit den Verfahren aus Kapitel 3 auf der Basis
von Gl. 3.7 (Lösler und Hennes 2008; Ning u. a. 2015).

Im Gegensatz zum geometrischen Modell mit Primär- und Sekundärachsenkreisen,
welches ein gezieltes Rotieren um nur eine Teleskopachse erfordert, ermöglicht das
IRP-Modell eine Verarbeitung von gemessenen Positionen in beliebigen Teleskopori-
entierungen. Eine automatisierte und prozessintegrierte Referenzpunktbestimmung
während regulärer SLR/LLR- bzw. VLBI-Experimente, wie es durch das GGOS
angeregt wird, ist demnach möglich.

Evaluierungen des IRP-Modells erfolgten durch Simulationen (Kallio und Pouta-
nen 2010; Li u. a. 2013; Zhang u. a. 2018) sowie statische und dynamische Experimen-
te u. a. am Geodätischen Observatorium Wettzell (Deutschland), am Onsala Space
Observatory (Schweden), am Goddard Geophysical & Astronomical Observatory
(Maryland, USA) oder am Metsähovi Radio Observatory (Finnland). Für die prakti-
sche Umsetzung sind Messmittel zu wählen, die das Beobachten von signalisierten
Zielen erlauben, um die Trajektorien der Punkte zu bestimmen.

Statische Messkampagnen, in denen das Teleskop definiert bewegt wurde, um
u. a. Messkonfigurationen zu optimieren und Vergleiche zum PS-Kreismodell zu er-
möglichen, erfolgten bisher weitgehend mit polaren Messsystemen wie Totalstationen
(Lösler 2008; Lösler u. a. 2013b, 2014; Mähler u. a. 2018) und Lasertrackern (Lösler
2009a; Klügel u. a. 2012; Lösler u. a. 2018c). Prozessintegrierte Referenzpunktbe-
stimmungen im regulären Stationsbetrieb wurden bisher nur mit automatisierten
Totalstationen (Lösler u. a. 2013a; Kallio u. a. 2016; Lösler u. a. 2016b) und tracken-
den GNSS-Antennen erfolgreich durchgeführt (Kallio und Poutanen 2011, 2012; Ning
u. a. 2015).

Die prozessintegrierte Referenzpunktbestimmung setzt eine Synchronisation zwi-
schen dem terrestrischen Messsystem und dem Teleskop voraus, da neben der ge-
messenen Position die beiden Teleskopwinkel als Beobachtungen bereitzustellen sind.
Im regulären Betrieb vollziehen die Teleskope jedoch eine permanente Bewegung,
um die Erdrotation auszugleichen bzw. dem Satelliten auf seiner Umlaufbahn zu
folgen. Untersuchungen während CONT148 am Onsala Space Observatory zeigen,
dass die verwendete numerische Synchronisation (Hennes u. a. 2014) zwischen beiden
Messsystemen zusätzliche Winkelmessunsicherheiten von bis zu 10−4 rad hervorruft,
wobei in diesem Worst-Case-Szenario die Synchronisationsunsicherheit mit 1,5 sec
abgeschätzt wurde (Lösler u. a. 2016b). Aus Winkelmessunsicherheiten von 10−4 rad
resultieren korrespondierende Positionsunsicherheiten von 100 µm m−1.

8Continuous VLBI Campaign 2014 – https://ivscc.gsfc.nasa.gov/program/cont14/.
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Die messmittelbedingte Unsicherheit eines beobachteten Punktes beträgt bei Ver-
wendung eines optischen Messinstruments wie bspw. eines Lasertrackers �100 µm
(Heunecke 2012; Eschelbach u. a. 2015; Hennes 2017). Beträgt der Abstand zwischen
Rotationsachse und Marke bspw. 3 m, ergibt sich durch die Synchronisationsunsicher-
heit demnach eine zusätzliche Positionsunsicherheit von 300 µm. Diese zusätzliche
Positionsunsicherheit überschreitet die Messunsicherheit des Lasertrackers deutlich.
Bezogen auf das Gesamtunsicherheitsbudget des Erfassungsprozesses kann die Syn-
chronisationsunsicherheit daher als wesentlich bezeichnet werden. Im folgenden Ab-
schnitt wird daher ein Lösungsvorschlag für das IRP-Modell erarbeitet, der keine
Messmittelsynchronisation voraussetzt.

Lösung im expliziten funktionalen Modell – IRP II

Die Reduktion der im vorangegangenen Abschnitt genannten Synchronisationsunsi-
cherheit erfordert idealerweise einen direkten Zugriff auf die Teleskopencoderwerte.
Selbst wenn eine entsprechende Schnittstelle zur Verfügung steht, ist diese aufgrund
unterschiedlicher Hersteller und differierender Steuersoftwarepakete uneinheitlich,
sodass eine Übertragbarkeit auf andere Stationen bzw. Teleskope nur bedingt möglich
wäre. Eine ideale Lösung sollte portabel und weitgehend frei von zusätzlichen techni-
schen Restriktionen sein. Eine technische Lösung erscheint daher nicht zielführend
und soll hier nicht weiterverfolgt werden. Insbesondere würde eine verbesserte Syn-
chronisation das Problem lediglich in einen anderen Unsicherheitsbereich verschieben,
aber nicht lösen.

Um die Abhängigkeiten zwischen den terrestrischen Beobachtungen und den
jeweiligen Encoderwerten des Teleskops während der Referenzpunktbestimmung zu
umgehen, ist das Beobachtungstupel, bestehend aus beobachteten Positionen Pi,j und
zugehörigen Teleskopwinkeln κj und ωj, aufzulösen. Entsprechend der bisherigen Vor-
gehensweise bei der Referenzpunktbestimmung werden die Positionen Pi,j mit einem
Messsystem erfasst, welches diskret signalisierte Punkte in unterschiedlichen – nicht
notwendigerweise vorzugebenden – Teleskoporientierungen registriert. Weiterhin sei
die zugehörige Dispersion a-priori als bekannt vorausgesetzt. Die Teleskopwinkel, die
im IRP I Ansatz als zusätzliche Beobachtungen benötigt wurden, werden hingegen
den unbekannten Modellparametern zugeordnet. In Gl. 4.16 bzw. Gl. 4.20 liegt
demnach für jede Beobachtung ein expliziter funktionaler Zusammenhang vor.

Gl. 4.16 bzw. Gl. 4.20 beschreibt den funktionalen Zusammenhang einer Transfor-
mation eines Punktes von einem Teleskopkoordinatensystem in ein übergeordnetes
terrestrisches Koordinatensystem. Durch die Verschiebung der Teleskopwinkel in den
Vektor der Modellparameter sind alle Parameter der rechten Seite in Gl. 4.16 bzw.
Gl. 4.20 unbekannt. Geometrisch bedeutet dies, dass sowohl die Positionen pi im Tele-
skopkoordinatensystem als auch die Parameter zur Beschreibung der Transformation
unbekannt sind. Im Kontext einer Koordinatentransformation ist dieses Gleichungs-
system nicht lösbar, da die Transformationsparameter unmittelbar abhängig von
den Koordinaten im Start- und Zielsystem sind. Aufgrund der rotativen Bewegung
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des Teleskops ist die mögliche Position der Punkte Pi,j jedoch eingeschränkt. Wei-
terhin besitzt ein Punkt pi im Teleskopkoordinatensystem mehrere Realisierungen
Pi,j im übergeordneten terrestrischen Koordinatensystem, sodass sich ein Teil der
Singularitäten im Normalgleichungssystem durch eine angepasste Messkonfiguration
auflöst.

Die Orientierung des Teleskopkoordinatensystems gegenüber dem terrestrischen
Koordinatensystem ist aufgrund der unbekannten Positionen pi undefiniert. Eine
Bestimmung absoluter Drehwinkel im Teleskopkoordinatensystem ist daher nicht
möglich, Winkeländerungen sind jedoch ableitbar. Zur Bestimmung einer Winkelän-
derung (κj+1 − κj) um die Primärachse bzw. (ωj+1 − ωj) um die Sekundärachse ist
es notwendig, mindestens zwei Punkte Pi,j und Pi+1,j gemeinsam in den Teleskopori-
entierungen j und (j + 1) zu beobachten. Da keine absoluten Winkel schätzbar sind,
weist das Normalgleichungssystem zwei Rangdefekte auf. Im Gegensatz zu einem
Konfigurationsdefekt, der bspw. durch das Fehlen von geeigneten Beobachtungen
zur Bestimmung der gesuchten Modellparameter charakterisiert ist (Höpcke 1980,
S. 117; Förstner und Wrobel 2016, S. 108), liegt hier ein Datumsdefekt vor. Die
beobachteten Punkte Pi,j sind insensitiv, um über die absolute Orientierung des
Teleskopkoordinatensystems zu verfügen. Dieser Datumsdefekt lässt sich geometrisch
als Rotationsdefekt bzgl. der x- bzw. z-Achse interpretieren und ist vergleichbar mit
auftretenden Datumsdefekten im Kontext der Ausgleichung freier dreidimensionaler
geodätischer Netze (Mittermayer 1972; Illner 1985).

In Gl. 4.16 wird die absolute Orientierung der Primärwinkel auf das terrestrische
Koordinatensystem durch den zusätzlichen Orientierungsparameter κ0 übertragen,
sodass im IRP I Ansatz κj als Beobachtung verwendet werden konnte. Da κj nun
Teil der Modellparameter ist, kann über die Orientierung des Teleskopkoordinaten-
systems frei verfügt werden. Eine Änderung von κ0 bewirkt eine korrespondierende
Änderung der Positionen pi. Der Winkel κ0 ist demnach kein unabhängig schätzba-
rer Parameter und kann einen beliebigen festen Wert annehmen, sodass dieser in
Gl. 4.16 entfallen kann. Durch das Eliminieren von κ0 wird der Rotationsdefekt um
die z-Achse unmittelbar behoben.

Ein einheitlicher Orientierungsparameter für die Sekundärwinkel existiert in
Gl. 4.16 aufgrund der beliebigen Positionswahl der Marken nicht (Lösler und Hennes
2008; Lösler 2008). Ein Absolutbezug der Sekundärwinkel lässt sich jedoch durch
das Festhalten eines Drehwinkels ωd erreichen. Die korrespondierende Restriktion
lautet (Lösler u. a. 2019b)

ωd = 0 (4.25)

und entspricht einer zwangsfreien Ausgleichung. Dem beliebig ausgewählten Winkel
ωd wird hierbei eine Varianz von null zugewiesen. Dies bedeutet nicht, dass der
Parameter varianzfrei ist, weshalb diese Auswahl auch als Nullvarianz-Rechenbasis
bezeichnet wird (Neitzel 2004b). Nachteilig bei dieser Vorgehensweise ist, dass der
Datumsdefekt durch einen willkürlich gewählten Winkel ωd behoben wird. Entfällt
die korrespondierende Position Pi,d aus den Eingangsdaten, z. B. aufgrund einer
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vermuteten Modellstörung, entfällt auch ωd im Gleichungssystem und steht zur
Defektbehebung nicht mehr zur Verfügung. Die Forderung nach einer mittleren
Orientierung für alle ωj führt zur linearen Bedingung (Lösler u. a. 2019b)∑

j=1
ωj = 0. (4.26)

Sowohl Gl. 4.25 als auch Gl. 4.26 beheben den Rotationsdefekt um die x-Achse
durch eine Winkelrestriktion, sodass die Orientierung des Teleskopkoordinatensys-
tems gegenüber dem terrestrischen Aufnahmesystem festliegt. Hierdurch sind die
Positionen der Marken pi im Teleskopkoordinatensystem abhängig von der Bezugs-
orientierung. Andererseits lässt sich der auftretende Defekt auch direkt über die
Positionen der Marken beheben. Dies setzt eine Datumsfestlegung für das Koordi-
natensystem des Teleskops voraus, durch welche auch die Bezugsorientierung der
Sekundärwinkel implizit definiert wird.

Aus der freien Ausgleichung geodätischer Netze ist bekannt, dass sich die dort
auftretenden Datumsdefekte geometrisch durch die Gleichungen einer differenziellen
Helmert-Transformation mit infinitesimalen Drehwinkeln für differenzielle Koordina-
ten interpretieren lassen (Mittermayer 1972; Illner 1985). Die an einem Punkt im
Zielsystem anzubringenden Koordinatenzuschläge δξ′′ ergeben sich hierbei durch
Transformation des korrespondierenden Punktes ξ′ = ξ0 +δξ′ im Startsystem mittels

δξ
′′ = δξ

′ + Tt, (4.27)

wobei der Vektor t die sieben differenziellen Transformationsparameter, d. h. drei
Verschiebungen, einen Maßstab und drei Drehungen, enthält und

T =


1 0 0 x0 0 −z0 y0
0 1 0 y0 z0 0 −x0
0 0 1 z0 −y0 x0 0

 (4.28)

die zugehörige Transformationsmatrix beschreibt, welche sich aus den Koordina-
tenkomponenten ξ0 ergibt (Mittermayer 1972; Illner 1985; Lösler und Eschelbach
2012).

Zur Datumsfestlegung im Kontext der geodätischen Netzausgleichung lässt sich
mit Gl. 4.28 die bekannte Bedingungsgleichung[

TT
1 TT

i . . . TT
nd

0
]
∆x = 0 (4.29)

aufstellen, die eine im Sinne der Helmert-Transformation optimale Lagerung des
Netzes im Schwerpunkt der Näherungskoordinaten fordert. Optimal bedeutet hierbei,
dass der Teil des Lösungsvektors bzgl. der datumsgebenden Punkte minimale Norm
und die zugehörige Dispersion minimale Teilspur besitzt (Illner 1985). In Gl. 4.29
wird unterstellt, dass die Punkte, die zur Defektbehebung mit einzubeziehen sind,
durch eine entsprechende Sortierung im oberen Teil des Parametervektors x stehen.

Gl. 4.29 kann direkt zur Behebung des Rotationsdefektes in Gl. 4.16 übernom-
men werden, wobei hier nur die fünfte Zeile, die den Rotationsdefekt um die x-Achse
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aufhebt, benötigt wird. Für nd im Datum zu berücksichtigende Punkte pi im Tele-
skopkoordinatensystem ergibt sich mittels Gl. 4.29 die lineare Bedingungsgleichung
(Lösler u. a. 2018c)

nd∑
i=1

(z0,i∆yi − y0,i∆zi) = 0. (4.30)

Wird die Darstellung nach Gl. 4.20 zur Referenzpunktbestimmung verwendet,
existieren zur Parametrierung der Koordinatensystemorientierung keine expliziten
Modellparameter. Die hier auftretenden Rotationsdefekte sind daher implizit durch
die zusätzlichen Bedingungsgleichungen

nd∑
i=1

(y0,i∆xi − x0,i∆yi) = 0, (4.31a)

nd∑
i=1

(z0,i∆yi − y0,i∆zi) = 0 (4.31b)

zu beheben. Hierbei ist die zweite Gleichung zur Behebung des Rotationsdefektes
um die x-Achse identisch mit Gl. 4.30. Die erste Gleichung entspricht der siebten
Zeile in Gl. 4.29 und behebt den Rotationsdefekt um die z-Achse. Die Gl. 4.31 sind
grundsätzlich auch zur Datumsfestlegung von Gl. 4.16 geeignet, wenn der Orientie-
rungsparameter κ0 nicht aus dem Vektor der Modellparameter eliminiert wird.

Die Lösung einer freien Netzausgleichung ist abhängig vom gewählten Datum,
da die terrestrischen Beobachtungen nur relative Informationen zwischen den ge-
messenen Punkten bereitstellen und somit die innere Netzgeometrie definieren, aber
insensitiv bzgl. eines absoluten Koordinatenbezugs sind (Illner 1985). In Abhängigkeit
von den gewählten Bedingungsgleichungen, der Anzahl und räumlichen Verteilung
der Datumspunkte sowie deren Näherungswerten variieren die geschätzten Modellpa-
rameter. Diese Eigenschaft trifft auf alle Gleichungssysteme zu, die nicht über eine
ausreichende Anzahl von unabhängigen Gleichungen verfügen, um die Modellpara-
meter eindeutig zu bestimmen, und einen Rangdefekt aufweisen (Neitzel 2004b).

Mit den Gl. 4.25 bis 4.31 sind geometrisch interpretierbare Bedingungsgleichungen
formuliert, welche die auftretenden Rotationsdefekte in Gl. 4.16 bzw. Gl. 4.20 beheben,
ohne zusätzlichen Zwang auf die Schätzwerte auszuüben. Ähnlich wie bei der freien
Ausgleichung geodätischer Netze ist ein Teil der geschätzten Modellparameter jedoch
datumsabhängig. Wie Neitzel (2004b) zeigt, zählen die Koordinaten in einer freien
Netzausgleichung bspw. nicht zu den eindeutig schätzbaren Größen. Sie verletzen
das von Grafarend und Schaffrin (1976) angegebene Äquivalenztheorem zwischen
schätzbaren und invarianten Größen, da sie nicht unabhängig vom gewählten Datum
immer identisch sind.

Die Datumsfestlegung im IRP II Ansatz betrifft jedoch nur die Orientierung
des Teleskopkoordinatensystems, d. h. die Festlegung der Winkelorientierung für den
Primär- und Sekundärwinkel. Unmittelbar abhängig von der Datumswahl sind dem-
zufolge die Positionen im Teleskopkoordinatensystem pi sowie die Winkel ωj bzw. κj.
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Die Referenzpunktposition PIRP bezieht sich auf das übergeordnete terrestrische Ko-
ordinatensystem und ist aufgrund der geometrischen Definition die einzige Position,
die invariant bzgl. rotativer Bewegungen des Teleskops ist. Die Referenzpunktposition
zählt folglich zu den eindeutig schätzbaren Modellparametern. Neben dieser zählt der
Abstand eAO zwischen beiden Teleskopachsen zu den wesentlichen Modellparametern,
welcher in der Analyse der Raumverfahren zu berücksichtigen ist. Der Achsenoffset
eAO entspricht einem Modellparameter, der der inneren Geometrie zuzuordnen ist
und nur relative Informationen bzgl. des Abstandes zwischen den Achsen beschreibt.
Analog zu den terrestrischen Beobachtungen in der freien Netzausgleichung, die
lediglich relative geometrische Informationen zwischen den beobachteten Punkten
bereitstellen, ist dieser Modellparameter ebenfalls datumsinvariant. Der auftretende
Datumsdefekt des IRP II Ansatzes beeinflusst die Schätzung der beiden relevanten
Modellparameter daher nicht, da diese zu den eindeutig schätzbaren Größen zählen.
Dies gilt zwangsläufig auch für die geschätzten Unsicherheiten dieser beiden Modell-
parameter. Der Anteil der geschätzten Dispersionsmatrix, der sich auf PIRP und eAO
bezieht, ist unabhängig von der Wahl der Datumsfestlegung.

Die Entscheidung für bzw. gegen eine der möglichen Bedingungsgleichungen kann
daher aus praktischen Überlegungen heraus erfolgen. Im Hinblick auf eine Imple-
mentierung ist bspw. ein kompaktes Gleichungssystem erstrebenswert, da hierdurch
Speicherplatz eingespart und Berechnungszeiten reduziert werden. Durch das Mo-
dellieren der Teleskopwinkel als Modellparameter erhöht sich die Parameteranzahl
für jede gemessene Markenposition Pi,j um die korrespondierenden unbekannten
Winkel ωj bzw. κj. Für eine Marke pi, deren Trajektorie bspw. aus 1 000 unter-
schiedlichen Teleskoporientierungen resultiert, werden demnach 2 000 zusätzliche
Modellparameter benötigt. Für die Interpretation und Bewertung der Resultate spie-
len diese Winkel jedoch nur eine untergeordnete Rolle. Es empfiehlt sich daher, diese
Modellparameter, bspw. mit der in Anhang A.4 beschriebenen Blockzerlegungstech-
nik, verlustfrei aus dem Gleichungssystem zu eliminieren. Beschränkt man sich auf
die Reduktion dieser Winkel, hängt die Anzahl der Modellparameter nur noch von
der Anzahl der installierten Marken pi ab. Für jede angebrachte Marke erhöht sich
die Parameteranzahl einmalig um die drei unbekannten Koordinatenkomponenten
im Teleskopkoordinatensystem. Die Anzahl der zu schätzenden Modellparameter ist
demnach nur von der a-priori gewählten Anzahl der eingesetzten Marken abhängig
und nicht von der Anzahl der beobachteten Teleskoporientierungen. Dies motiviert
die Verwendung von Gl. 4.30 bzw. Gl. 4.31 zur Behebung des Defektes.

Zu Beginn dieses Abschnittes wurde bereits darauf hingewiesen, dass der IRP II
Ansatz nur sensitiv für Winkeländerungen ist, nicht jedoch bzgl. absoluter Winkel. Im
Folgenden wird diese Eigenschaft noch einmal aufgegriffen, und deren Konsequenzen
werden für die praktische Umsetzung erläutert. Das GGOS strebt einen 24 h/7 d-Betrieb
der Teleskope an und regt folgerichtig eine Referenzpunktbestimmung während des
regulären Teleskopbetriebs an, um Ausfallzeiten aufgrund lokaler Vermessungsar-
beiten zu minimieren. Winkeländerungen sind nur detektierbar, wenn mindestens
zwei Marken im Teleskopkoordinatensystem vorhanden sind. Dies entspricht der
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Minimalanzahl, die bereitzustellen ist. Die Änderungen der Winkel (κj+k − κj) und
(ωj+k − ωj) resultieren aus der gleichzeitigen Erfassung zweier Marken in den Tele-
skoporientierungen j und (j + k). Gleichzeitig ist hier nicht als Synonym zu simultan
zu verstehen, sondern bezieht sich lediglich auf dieselbe Teleskoporientierung. Diese
gleichzeitige Erfassung der beiden Marken in zwei Teleskoporientierungen ist die
geometrische Minimalkonfiguration, die der Beobachtungsplan erfüllen muss. Weitere
gemeinsame Erfassungen sind aus geometrischen Gründen somit nicht notwendig.
Ist die Minimalkonfiguration erfüllt, können diese Marken demnach unabhängig von-
einander in unterschiedlichen Teleskoporientierungen beobachtet werden. Ist eine
Konfiguration mit mehr als zwei Marken vorgesehen, so genügt es, eine topologische
Verknüpfung zwischen diesen herzustellen, die sich aus paarweisen Minimalkonfi-
gurationen ableitet. Das gleichzeitige Erfassen aller Marken in mindestens zwei
Teleskoporientierungen stellt somit einen möglichen Sonderfall dar, ist aber nicht
zwingend. Dies bedeutet, dass eine bestehende Konfiguration jederzeit durch zusätz-
liche Marken erweitert werden kann.

Alle Marken, für die eine topologische Verknüpfung im Datensatz vorliegt, reali-
sieren ein Teleskopkoordinatensystem. Für diese Realisierung lassen sich die beiden
Rotationsdefekte durch geeignete Bedingungsgleichungen beheben. Ändert sich die
Konfiguration der Marken vollständig, entspricht dies einer weiteren Realisierung
eines zusätzlichen Teleskopkoordinatensystems. Diese unterschiedlichen Realisierun-
gen besitzen jedoch einen identischen Ursprung, den Referenzpunkt, und weisen eine
identische Orientierung bzgl. des Primärwinkels auf. Letzteres ergibt sich unmittel-
bar durch die Eliminierung des Winkel κ0 aus Gl. 4.16, welche den Rotationsdefekt
um die z-Achse aufhebt. Die Orientierungen der Sekundärwinkel zwischen diesen
Realisierungen sind hingegen nicht identisch, sodass mit jedem realisierten Teleskop-
koordinatensystem ein weiterer Rotationsdefekt hinzukommt. Dieser ist durch eine
zusätzliche Bedingungsgleichung pro Teleskopkoordinatensystem durch Gl. 4.30 zu
berücksichtigen (Lösler u. a. 2018c).

Da die Teleskope während eines regulären SLR/LLR- bzw. VLBI-Experimentes
die Erdrotation ausgleichen bzw. dem Satelliten auf seiner Umlaufbahn folgen, lässt
sich mit einem polaren Messinstrument nur eine Marke pro Teleskopstellung erfassen.
Da die Minimalkonfiguration bereits durch wenige Messungen zu realisieren ist, bieten
sich hierfür Zeitfenster vor bzw. nach dem Experiment an. SLR/LLR ist weiterhin ein
wetterabhängiges Messverfahren (Sośnica 2014; Seitz u. a. 2017). Beobachtungen bei
Bewölkung bzw. Regen sind nicht möglich, sodass potenzielle Zeitfenster für lokale
Messungen i. A. unproblematisch sind.

Eine Alternative zu polaren Messsystemen bieten GNSS-Antennen, die am dreh-
baren Teil des Teleskops angebracht werden. Gegenwärtige Systeme erlauben eine
Registrierungsrate von bis zu 50 Hz. In Abhängigkeit der gewählten Positionen für
die angebrachten GNSS-Antennen können durch diese Registrierungsrate zusätzli-
che Positionsunsicherheiten von etwa 5 µm m−1 auftreten, die unkritisch sind. Die
resultierenden Trajektorien der GNSS-Antennen liegen somit praktisch synchron
und ohne personellen Aufwand vor. Durch die Anbringung der GNSS-Antennen
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am Teleskop kommt es jedoch konfigurationsbedingt zu Abschattungen, die u.U.
genauigkeitslimitierend wirken und bei der Analyse zu berücksichtigen sind. Refe-
renzpunktbestimmungen mit GNSS-Antennen wurden u. a. von Kallio und Poutanen
(2011, 2012) und Ning u. a. (2015) erfolgreich durchgeführt.

Der Einsatz photogrammetrischer Messsysteme zur Referenzpunktbestimmung
scheint eine vielversprechende Alternative zur terrestrischen Vermessung zu bieten
(Harvey 1991). Durch die simultane Aufnahme mehrerer Marken liegen die erfassten
Trajektorien ebenfalls synchron vor. Messunsicherheiten von �1 mm für die diskret
signalisierten Punkte sind in Abhängigkeit der eingesetzten Messmittel und der
Aufnahmekonfiguration erzielbar, sodass dieses Messsystem ein großes Potenzial
für die Referenzpunktbestimmung aufweist. Erste Untersuchungen von Lösler und
Eschelbach (2020a) am Satellite Observing System Wettzell mit dem AICON DPA
Photogrammetriesystem bestätigen dies, siehe Abbildung 4.6.

(a) IRP I (b) IRP II

Abbildung 4.6: Gegenüberstellung der Variationen der IRP I und IRP II Ergebnisse einer Mehrfach-
messung für den ILRS-Referenzpunkt PIRP und den Abstand eAO zwischen beiden Teleskopachsen. Die
Konfidenzbereiche (1σ) sind im Maßstab 3 : 1 dargestellt. Die sieben Messkampagnen wurden am Sa-
tellite Observing System Wettzell im September 2020 mit dem AICON DPA Photogrammetriesystem
durchgeführt.

Abbildung 4.6 zeigt die Ergebnisse einer mehrtägigen Messkampagne. Die Er-
gebnisse, die sich mit dem IRP I Lösungsverfahren für den ILRS-Referenzpunkt
PIRP bzw. den Abstand eAO zwischen beiden Teleskopachsen ergeben, sind in Abbil-
dung 4.6a dargestellt. In Abbildung 4.6b finden sich die korrespondierenden Ergeb-
nisse bei Verwendung des IRP II Lösungsverfahrens. Die Koordinatenkomponenten
des Referenzpunktes variieren in einem Bereich von ca. ±100 µm. Die Variation des
Achsenoffsets beträgt lediglich ±25 µm. Die Differenzen zwischen den Ergebnissen
des IRP I und des IRP II Verfahrens liegen bei �50 µm bzw. �10 µm für PIRP
bzw. eAO. Diese vernachlässigbaren Differenzen resultieren aus der unterschiedlichen
Berücksichtigung der Teleskopwinkel ω, κ bei der Parameterschätzung mittels IRP I
bzw. IRP II Verfahren. Beide Lösungsverfahren liefern somit gleichwertige Ergebnisse
und sind gleichermaßen zur Referenzpunktbestimmung geeignet.
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4.2 Konfigurationsabhängiges Bias

Das funktionale Modell der IRP-Methode ist aufgrund der parametrierten Rotationen
nichtlinear. Entsprechend den Ausführungen in Abschnitt 3.3 sind die Schätzwerte
verzerrt, wenn ein lineares Ersatzproblem anstelle des originären nichtlinearen Pro-
blems gelöst wird. Die Größe des Bias ist abhängig vom Grad der Nichtlinearität
des funktionalen Modells und wird durch das stochastische Modell gesteuert, wie
Beispiel 2.1.1 anschaulich zeigt.

Aufgrund der Gl. 2.6, 2.9 lässt sich diese Eigenschaft generell auf alle nichtlinearen
Modelle übertragen. Wie stark jedoch die Modellparameter verzerrt werden, ist
problemspezifisch zu ermitteln. Im Kontext der Referenzpunktbestimmung liegt
der Fokus auf dem geometrischen Referenzpunkt PIRP, der einen Endpunkt des
Local-Ties beschreibt, und dem Abstand eAO zwischen der primären und sekundären
Achse. Da das in Abschnitt 4.1.2 hergeleitete Transformationsmodell den größten
Anwendungsbereich aufweist, wird nachfolgend ausschließlich der IRP-Ansatz mit
explizit formuliertem funktionalem Modell hier untersucht.

Abbondanza und Sarti (2012) untersuchen den Einfluss der Netzkonfiguration
und des Beobachtungsverfahrens auf den geschätzten Referenzpunkt durch Netzsimu-
lationen für ein Radioteleskop auf Sardinien (Italien). Die Autoren zeigen, dass die
untersuchten Netzkonfigurationen und Beobachtungsverfahren praktisch keine Aus-
wirkungen auf den geschätzten Referenzpunkt haben. Santamaría-Gómez u. a. (2012)
evaluieren die Anzahl der notwendigen Beobachtungen sowie den Vorteil zusätzlicher
Instrumente durch Simulation für das Radioteleskop in Yebes (Spanien). Die Autoren
empfehlen den Einsatz von mindestens zwei Instrumenten (bzw. zwei Instrumenten-
standpunkten), da sich hierdurch die Standardabweichung des Referenzpunktes im
Vergleich zur Lösung mit nur einem Messinstrument (bzw. einem Instrumentenstand-
punkt) um 57 % verbessert. Kallio und Poutanen (2010) leiten aus Simulationen u. a.
die optimale Position für die anzubringenden Marken am Radioteleskop in Metsähovi
(Finnland) ab. Untersucht wurden Positionen am Subreflektor, an den Rändern bzw.
der Rückseite des Hauptreflektors und in der Nähe der Sekundärachse. Die geringsten
Standardabweichungen für den Referenzpunkt ergaben sich hierbei für Positionen in
der Nähe der Sekundärachse. Die größten Standardabweichungen ergeben sich, wenn
sich die Marken am Subreflektor befinden. Lösler u. a. (2013b) führen hochredundante
Messungen mit zwei Präzisionstachymetern zur Referenzpunktbestimmung an einem
der VGOS-spezifizierten Radioteleskope des Geodätischen Observatoriums Wettzell
durch. Jede Marke wurde simultan von beiden Instrumenten erfasst. Durch gezieltes
Weglassen von Beobachtungen lassen sich drei potenzielle Aufnahmeverfahren aus
diesem Datensatz ableiten:

• Verwendung aller simultan durchgeführten Messungen beider Instrumente,
• räumlicher Vorwärtsschnitt durch Weglassen der Distanzmessungen beider

Instrumente,
• getrennte Auswertung der Messungen von jeweils nur einem Instrument.
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Für jede Konfiguration wurde der Referenzpunkt bestimmt. Die maximalen Differen-
zen der geschätzten Referenzpunktkoordinaten betrugen in der Lage 0,1 mm und in
der Höhe 0,2 mm. Die maximale Differenz des geschätzten Achsenoffset ergab 0,2 mm.
Alle Differenzen liegen deutlich unterhalb der spezifizierten Messunsicherheit der
eingesetzten Tachymeter.

Im Gegensatz zu Abbondanza und Sarti (2012) führen Lösler u. a. (2013b) diese
hohe Übereinstimmung ausschließlich auf die gewählte Netzkonfiguration zurück,
bei der die Standpunkte gleichverteilt um das Teleskop herum angeordnet sind. Ein
redundantes Aufnahmeverfahren besitzt in der Datenanalyse gegenüber einem nicht-
redundanten Verfahren Vorteile, z. B. im Hinblick auf die Zuverlässigkeit oder beim
Aufdecken von Fehlmessungen. Zur Bestimmung des Referenzpunktes sind jedoch alle
untersuchten Verfahren geeignet, sofern eine Netzkonfiguration mit gleichverteilten
Standpunkten um das Teleskop herum gewählt wird (Lossin 2013; Lösler u. a. 2013a).

Lossin (2013) zeigt, dass Messungen von nur einem Standpunkt ungeeignet sind, da
der abgeleitete Referenzpunkt hierbei nicht von den erhobenen Punkten umschlossen
wird, sondern eine Extrapolation stattfindet. Empfohlen werden mindestens drei
Standpunkte, die gleichverteilt um das Teleskop herum angeordnet sind (Lossin 2013).
Das Hinzunehmen von weiteren Standpunkten verringert die Standardabweichung
der geschätzten Parameter zwar nur unwesentlich, erhöht jedoch die Zuverlässigkeit
der Ausgleichungsergebnisse.

Die Auswirkung einer möglichen Verzerrung in der Schätzung wurde für die
Referenzpunktbestimmung bisher nicht analysiert und wird im Folgenden untersucht.
In Anlehnung an die Untersuchungen von Lossin (2013) werden vier Standpunkte
gleichverteilt um das Teleskop herum gewählt, die gleichzeitig das geodätische Datum
definieren. Jeder Standpunkt deckt hierbei 90° des Primärwinkels ab, sodass mit
Messungen von allen vier Standpunkten der volle Arbeitsbereich von 360° abgedeckt
wird. Der Abstand zwischen den Standpunkten und dem Teleskop beträgt in dieser
Abschätzung 25 m. Dies entspricht einer üblichen Messentfernung für freistehende
Radioteleskope. Da Radioteleskope hohe bauliche Anlagen sind, befinden sich alle
vier Standpunkte 15 m unterhalb des angenommenen Referenzpunktes.

Tabelle 4.1: Parameter zur Definition der Teleskopgeometrie zur Abschätzung der Verzerrung der
Schätzwerte aufgrund der Nichtlinearität im funktionalen Modell.

XIRP YIRP ZIRP eAO α β γ

0 m 0 m 0 m 10 cm 0,005° 0,007° −0,003°

Mittels Gl. 4.16 und der in Tabelle 4.1 gegebenen Modellparameter werden die
vier in Tabelle 4.2 gegebenen Positionen pi vom Teleskopkoordinatensystem ins
übergeordnete Referenzkoordinatensystem transformiert. Entsprechend der Empfeh-
lung von Kallio und Poutanen (2010) befinden sich die Marken in der Nähe der
Sekundärachse. In Anlehnung an die verwendeten Konfigurationen in (Johnston und
Dawson 2004; Lösler u. a. 2018c) befinden sich die vier Marken alle auf einer Tele-

87



4. Geometrischer Referenzpunkt geodätischer Raumverfahren

Tabelle 4.2: Positionen pi derMarken im Teleskopsystem zur Abschätzung der Verzerrung der Schätzwerte
aufgrund der Nichtlinearität im funktionalen Modell.

pi x y z

1 1,5 m 3,5 m 2,0 m
2 1,5 m 3,5 m −2,0 m
3 1,5 m −3,5 m 2,0 m
4 1,5 m −3,5 m −2,0 m

skopseite, sodass diese gleichzeitig von einem Standpunkt aus sichtbar sind. Mit einer
Schrittweite von 30° ergeben sich für den Primärwinkel zwölf Positionen in einem
Bereich von 15° bis 345°. Für den Sekundärwinkel werden jeweils vier Positionen
zwischen 0° und 90° gewählt. Insgesamt ergeben sich hierdurch 192 Positionen Pi,j im
übergeordneten Referenzkoordinatensystem. Die gewählte Netz- und Beobachtungs-
konfiguration ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Diese setzt aufgrund der äquidistant
gewählten Winkelinkremente ein gezieltes Rotieren um die beiden Teleskopachsen
voraus, sodass bei einer praktischen Umsetzung mit polaren Messsystemen lediglich
ein Messinstrument erforderlich wäre.

Abbildung 4.7: Lagedarstellung der Netzkonfiguration für das Simulationsnetz, welches aus vier Stand-
punkten und 192 beobachteten Positionen am Teleskop besteht. Sichtbarkeiten sind durch Strichpunktlinien
in standpunktspezifischen Farben symbolisiert.
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4.2. Konfigurationsabhängiges Bias

Die a-priori Dispersionsmatrix der Punkte Pi,j wird, um zunächst unabhän-
gig von einem spezifischen Aufnahmeverfahren zu sein, durch eine Taylor-Karman-
Strukturmatrix modelliert. Die Taylor-Karman-Strukturmatrix ist insbesondere in
der Optimierung von geodätischen Netzen eine häufig eingesetzte Matrix, die im
sogenannten Design 2. Ordnung eine idealisierte Dispersionsmatrix im Sinne ei-
nes stochastischen Prozesses beschreibt (Schmitt 1985; Eschelbach u. a. 2019). Die
Konfidenzbereiche der Punkte weisen hierbei homogene und isotrope Strukturen
auf und lassen sich im zweidimensionalen Fall durch gleich große Kreise bzw. im
räumlichen Fall durch gleich große Kugeln darstellen. Für σ2

0 = 1 entspricht die
Taylor-Karman-Strukturmatrix K einer Korrelationsmatrix.

Die Submatrix zwischen dem i-ten und j-ten Punkt lautet (Grafarend und Schaf-
frin 1979)

σ2
0Ki,j = σ2

0

(
φt (si,j) I + φt (si,j)− φl (si,j)

s2
i,j

Di,j

)
, (4.32)

wobei si,j =
√

∆x2
i,j + ∆y2

i,j + ∆z2
i,j der Abstand zwischen den beiden Netzpunkten

ist und I die Einheitsmatrix beschreibt. Die Matrix D resultiert aus den Koordinaten-
differenzen zwischen dem i-ten und j-ten Punkt, und lautet

Di,j =


∆x2 ∆x∆y ∆x∆z

∆y∆x ∆y2 ∆y∆z
∆z∆x ∆z∆y ∆z2


i,j

.

Die Längs- und Querkorrelationsfunktionen φl und φt ergeben sich mithilfe der
modifizierten Bessel-Funktionen zweiter Art zu (Grafarend und Schaffrin 1979)

φl (s) = 4d2
c

s2 − 2K0

(
s

dc

)
− 4dc

s
K1

(
s

dc

)
, (4.33a)

φt (s) = 2s
dc
K1

(
s

dc

)
− φl (s) , (4.33b)

wobei K0 und K1 Funktionen der modifizierten Bessel-Funktionen 0. und 1. Ordnung
beschreiben und dc die charakteristische Distanz darstellt.

Abbildung 4.8 zeigt den Korrelationskoeffizient ρ in Abhängigkeit des Verhält-
nisses zwischen dem Punktabstand s und der charakteristischen Distanz dc. Die
charakteristische Distanz dc steuert hierbei die Größe der Korrelation ρ zwischen den
Punkten. Dicht benachbarte Punkte weisen eine höhere stochastische Abhängigkeit
auf als Punkte, die weit voneinander entfernt liegen. Zur geeigneten Wahl von dc gibt
es verschiedene Ansätze, siehe hierzu (Schmitt 1980; Wimmer 1981). Yazji (1998)
empfiehlt die Verwendung von

dc =
√

2 min (si,j) (4.34)

für si,j > 0, die nachfolgend übernommen wird.
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Abbildung 4.8: Korrelationskoeffizient ρ in Abhängigkeit des Verhältnisses zwischen dem Punktabstand
s und der charakteristischen Distanz dc. Hohe Korrelationen ρ ergeben sich für dicht benachbarte Punkte.
Je weiter die Punkte von einander entfernt liegen, desto geringer werden die stochastischen Abhängigkeiten.

Die so gebildete Taylor-Karman-Strukturmatrix ist unabhängig vom gewählten
Datum des Netzes. Mit der von Baarda (1981) hergeleiteten S-Transformation lässt
sich K jedoch in jedes beliebige Datum überführen, ohne dass Kenntnisse bzgl. des
Ausgangsdatums von K notwendig sind (Teunissen 1985b; Illner 1985). Mit der
Transformationsmatrix

Sd = I−G
(
GTEdG

)−1
GTEd (4.35)

ergibt sich

Kd = SdKST
d (4.36)

im gewünschten Datum d. Dabei ergeben sich die Elemente in G aus der differenziellen
Transformationsmatrix T nach Gl. 4.28, und Ed ist eine diagonale Selektionsmatrix,
die für alle Punkte, die das Netzdatum d realisieren, eine Eins auf der Hauptdiagonale
besitzt und ansonsten mit Nullwerten gefüllt ist.

In Abbildung 4.9 ist für zehn äquidistant gewählte σ0, die in einem Bereich von
0,1 mm bis 10 mm liegen, die mittels Gl. 3.40a geschätzte Parameterverzerrung für
die Referenzpunktposition PIRP und den Abstand eAO zwischen den Teleskopachsen
dargestellt. Das Parameterbias ist in Abhängigkeit von σ0 für fünf unterschiedliche
Beobachtungskonfigurationen geplottet, die aus der Verwendung unterschiedlicher
Standpunkte resultieren. Erwartungsgemäß steigt die Parameterverzerrung mit zu-
nehmenden Werten für σ0 an. Die Größe der Parameterverzerrung ist weiterhin von
der Anzahl der Beobachtungen und der Aufnahmekonfiguration abhängig. Das Bias
verringert sich, wenn sich die Anzahl der Beobachtungen durch das Hinzunehmen
von zusätzlichen Standpunkten erhöht. Die gewählte Netzkonfiguration beeinflusst
maßgeblich die auftretende Parameterverzerrung. Während die Konfiguration mit
den beiden benachbarten Standpunkten 1 und 2 in der Y -Komponente noch ei-
ne deutliche Verzerrung aufweist, ist diese Verzerrung für die Konfiguration mit
den Standpunkten 1 und 3 nicht sichtbar. Wie Abbildung 4.7 zeigt, liegen sich die
Standpunkte 1 und 3 direkt gegenüber, sodass sich für die Lage eine punktsym-
metrische Beobachtungskonfiguration ergibt. Das Bias eliminiert sich hierdurch für
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Abbildung 4.9: Parameterverzerrung bei Verwendung der Taylorreihe mit Gliedern 1.Ordnung. Die
Verzerrungen sind für den Referenzpunkt PIRP und den Abstand eAO zwischen beiden Teleskopachsen in
Abhängigkeit von fünf verschiedenen Beobachtungskonfigurationen und zehn unterschiedlich gewählten
σ0 dargestellt. Dunkelgraue Pluszeichen symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung des Standpunktes
1. Hellrote Diamanten symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung der beiden Standpunkte 1 und 2.
Hellrote Dreiecke symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung der beiden Standpunkte 1 und 3. Rote
Kreuze symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung der Standpunkte 1 bis 3. Rote Vierecke symbolisieren
die Ergebnisse bei Verwendung von allen Standpunkten.

die horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes. Bedingt durch die
gewählte Beobachtungskonfiguration in diesem Beispiel ergibt sich für die Höhe erst
bei Verwendung von allen vier Standpunkten eine punktsymmetrische Konfiguration.
Folglich tritt erst in dieser Konfiguration keine Verzerrung mehr in der vertikalen
Koordinatenkomponente auf.

Auffällig ist, dass die Verzerrung in den horizontalen Koordinatenkomponenten
deutlich größer ist als in der vertikalen Komponente. Dies ist ebenfalls auf die Beob-
achtungskonfiguration zurückzuführen. Unabhängig von der Anzahl der Standpunkte
befinden sich stets Beobachtungen oberhalb und unterhalb der Z-Komponente des
Referenzpunktes, sodass in keiner Konfiguration eine Extrapolation der vertikalen
Koordinatenkomponente stattfindet. Wie aus Abbildung 4.7 ersichtlich, trifft dies für
die horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes nur auf bestimmte
Konfigurationen zu.

Während die X-Komponente des Referenzpunktes bereits bei der Verwendung
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der Standpunkte 1 und 2 kaum noch verzerrt wird, ist in der Y -Komponente noch
ein geringer Anstieg zu erkennen. Dieser Anstieg resultiert aus dem modellierten
Abstand eAO zwischen den Teleskopachsen, siehe Tabelle 4.1. Der Achsenoffset eAO ist
nach Gl. 4.10 in Y -Richtung definiert. Die Größe der Verzerrung von eAO ist ebenfalls
abhängig von der Anzahl der berücksichtigten Beobachtungen und dem gewählten
σ0. Bei eAO handelt es sich jedoch um den Abstand zwischen der Primär- und
Sekundärachse innerhalb der Teleskopstruktur. Aus diesem Grund wird das Bias für
eAO erwartungsgemäß nicht durch punktsymmetrische Beobachtungskonfigurationen
eliminiert.

Abbildung 4.10: Parameterbias für die horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes
bei Verwendung der Taylorreihe mit Gliedern 1.Ordnung. Die Verzerrungen für den Referenzpunkt
sind im Maßstab 50 Mio : 1 in Abhängigkeit von fünf verschiedenen Beobachtungskonfigurationen und
zehn unterschiedlich gewählten σ0 dargestellt. Dunkelgraue Pluszeichen symbolisieren die Ergebnisse
bei Verwendung des Standpunktes 1. Hellrote Diamanten symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung
der beiden Standpunkte 1 und 2. Hellrote Dreiecke symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung der
beiden Standpunkte 1 und 3. Rote Kreuze symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung der Standpunkte
1 bis 3. Rote Vierecke symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung von allen Standpunkten. Für die
Netzkonfiguration mit einem Standpunkt ist das jeweilige σ0 angegeben.

Abbildung 4.10 zeigt die Parameterverzerrung für die Referenzpunktkoordinaten
in der Lage in Abhängigkeit von σ0 und den fünf Beobachtungskonfigurationen
bei Verwendung der Taylorreihe mit Gliedern 1.Ordnung. In dieser Darstellung
wird der Mehrwert einer Beobachtungskonfiguration mit mehreren Standpunkten
deutlich. Werden die Beobachtungen aller vier Standpunkte verwendet, wird die
Verzerrung aufgrund der Punktsymmetrie praktisch aufgehoben. Bei der Verwendung
der Standpunkte 1 bis 3 weist das maximale Bias für σ0 = 10 mm die gleiche
Größenordnung auf wie bei Verwendung eines Standpunktes und σ0 = 1,2 mm.
Insgesamt ist das Bias in diesem Beispiel sehr klein und überschreitet für keine
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Konfiguration 2 µm. Diese Analyse zeigt jedoch sehr anschaulich, dass durch geeignete
Netzkonfigurationen ein Bias der Schätzwerte reduziert werden kann, und bestätigt
die Empfehlungen von Lossin (2013) für diese Anwendung.

Durch die S-Transformation nach Gl. 4.36 weist Kd nur noch eine genäherte
homogene und isotrope Struktur auf. Bedingt durch die symmetrische Netzkonfi-
guration sind die resultierenden Konfidenzellipsoide der einzelnen Positionen Pi,j

dennoch nahezu kugelförmig. In Abhängigkeit der Netzkonfiguration, des gewählten
Datums und des gewählten Aufnahmeverfahrens wird bei einer praktischen Messung
die Struktur der Dispersionsmatrix von dieser idealisierten Form abweichen, wodurch
sich andere Parameterverzerrungen ergeben. Polare Messsysteme werden gegenwärtig
am häufigsten zur Referenzpunktbestimmung eingesetzt (Dawson u. a. 2006; Leinen
u. a. 2007; Lösler 2009b; Lösler u. a. 2018c). In Anlehnung an die Optimierung des
Netzdesigns 2. Ordnung, bei der für eine bestehende Netzkonfiguration und eine
vorgegebene Dispersion für die Modellparameter das stochastische Modell der Beob-
achtungen optimiert wird (Schmitt 1985), soll nachfolgend das Bias für variierende
Strecken- und Winkelmessunsicherheiten abgeschätzt werden. Die Netzkonfiguration
und der Beobachtungsplan werden aus Abbildung 4.7 übernommen. Jede Position Pi,j

wird nur einmalig registriert. Die Standpunkte sind untereinander durch gegenseitige
Messungen miteinander verknüpft und definieren wiederum das geodätische Datum
des übergeordneten terrestrischen Koordinatensystems. Da sich der Abgriff einer
horizontalen Richtung nicht wesentlich vom Abgriff eines Zenitwinkels unterscheidet,
werden für diese jeweils identische Messunsicherheiten σHz,V = σHz = σV unterstellt.
Die gewählten Messunsicherheiten für die polaren Beobachtungen orientieren sich
an gegenwärtig verfügbaren Messinstrumenten, die in der Ingenieurgeodäsie und
insbesondere im Kontext der Referenzpunktbestimmung empfohlen und eingesetzt
werden (Nothnagel 2005; Möser u. a. 2012, S. 239).

Durch Vorgabe von je 15 Messunsicherheiten für die Strecken- undWinkelbeobach-
tungen ergeben sich insgesamt 225 Kombinationen. Für jede Kombination wird mit
den Werkzeugen der Netzplanung (Jäger u. a. 2005, S. 284ff; Niemeier 2008, S. 340f)
die a-priori Dispersionsmatrix der Positionen Pi,j abgeschätzt. Um zu prüfen, ob eine
Optimierung der Winkel- oder der Streckenmessung im Hinblick auf eine Reduktion
des Bias zu empfehlen ist, wird ein exponentieller Anstieg der Messunsicherheiten
gewählt, wobei die Messunsicherheiten der Streckenbeobachtungen einen Bereich von
0,1 mm bis 2,0 mm abdecken, und die Messunsicherheiten der Winkelmessungen im
Intervall von 0,05 mgon bis 1,0 mgon liegen, siehe Abbildung 4.11.

Die geschätzte Parameterverzerrung für die Referenzpunktposition PIRP und den
Abstand zwischen der Primär- und Sekundärachse eAO sind in Abbildung 4.12 in
Abhängigkeit von σS und σHz,V exemplarisch für die Aufnahmekonfiguration von
Standpunkt 3 dargestellt. Die Parameterverzerrungen ergeben sich aus Gl. 3.40a
und sind als Differenz zwischen der TS1- und TS2-Lösung dargestellt. Mit größer
werdenden Unsicherheiten für die polaren Messelemente steigen die Parameterver-
zerrungen erwartungsgemäß an, bleiben aber stets <1 µm und sind für die meisten
Anwendungen vernachlässigbar. Weiterhin ist zu erkennen, dass die Messunsicherheit
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der Winkelmessung gegenüber der Streckenmessung einen dominanteren Anteil an der
Parameterverzerrung aufweist. Für σHz,V < 0,3 mgon ergeben sich unabhängig von σS
praktisch keine Verzerrungen. Bei Verwendung von polaren Messsystemen ist folglich
eine Verringerung der Messunsicherheit für die Winkelmessung empfehlenswert, da
diese die Verzerrung der Parameter im linearisierten Modell dominiert.

Abbildung 4.11: Angenommene a-priori Messunsicherheiten für Streckenbeobachtungen σS und Winkel-
beobachtungen σHz,V zur Bestimmung der Dispersionsmatrizen der Markenpositionen Pi,j am Teleskop.
Die Messunsicherheiten steigen exponentiell, um den möglichen Mehrwert von Präzisionsmessungen zu
untersuchen.

(a) XTS1 −XTS2 (b) YTS1 − YTS2

(c) ZTS1 − ZTS2 (d) eAOTS1 − eAOTS2

Abbildung 4.12: Geschätzte Parameterverzerrung für die Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes
sowie für den Abstand zwischen Primär- und Sekundärachse in Abhängigkeit von σS und σHz,V. Die
dargestellten Parameterverzerrungen ergeben sich aus der Differenz zwischen der TS1- und TS2-Lösung,
d. h., (a) XTS1 −XTS2, (b) YTS1 − YTS2, (c) ZTS1 − ZTS2 und (d) eAOTS1 − eAOTS2 , wobei Messungen
zum Teleskop ausschließlich vom Standpunkt 3 in dieser Darstellung berücksichtigt wurden.
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Durch die Hinzunahme weiterer Standpunkte reduziert sich die Parameterverzer-
rung. Werden alle vier Standpunkte miteinbezogen, hebt sich die Parameterverzerrung
aufgrund der symmetrischen Messkonfiguration für die Lagekomponente des Refe-
renzpunktes fast vollständig auf, wie Abbildung 4.13 zeigt. Dies entspricht auch
den Ergebnissen in den Abbildung 4.9, 4.10 und unterstreicht den Mehrwert einer
symmetrischen Standpunktanordnung um das Teleskop herum. Kleinere Differenzen
verbleiben, da die angenommene Teleskopgeometrie aufgrund der gewählten Parame-
ter kein exakt rotationssymmetrisches Objekt darstellt, siehe Tabelle 4.1. Während
für die horizontalen Komponenten des Referenzpunktes durch eine symmetrische
Messanordnung die Parameterverzerrung (nahezu) vollständig eliminiert wird, lässt
sich dies auf die vertikale Koordinatenkomponente nicht übertragen.

Abbildung 4.13: Geschätzte Parameterverzerrungen für die horizontalen Koordinatenkomponenten des
Referenzpunktes für Messkonfigurationen von unterschiedlichen Standpunkten. In jeder Beobachtungs-
konfiguration wurde der Bias in Abhängigkeit von σS und σHz,V geschätzt, sodass sich pro Beobach-
tungskonfiguration 225 Einzelauswertungen ergeben. Die Parameterverzerrung ist im Maßstab 2,5 Mrd : 1
dargestellt.

Wie Abbildung 4.14 anschaulich zeigt, wird hier durch die Aufnahmekonfiguration
praktisch keine nennenswerte Verbesserung erzielt. Durch die Verwendung von pola-
ren Beobachtungen in der Netzsimulation sind die resultierenden Konfidenzellipsoide
der Positionen Pi,j unterschiedlich orientiert und abhängig von den Messunsicherhei-
ten für Strecken- und Winkelbeobachtungen. Während die Konfidenzellipsoide bei
Verwendung der Taylor-Karman-Strukturmatrix annähernd kugelförmig sind, ergeben
sich hier Konfidenzellipsoide mit unterschiedlichen Halbachsen und Orientierungen.
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Abbildung 4.14: Geschätzte Parameterverzerrung für die vertikale Koordinatenkomponente des Re-
ferenzpunktes in Abhängigkeit von σS und σHz,V sowie der Anzahl der verwendeten Standpunkte. Die
Parameterverzerrung ist im Maßstab 2,5 Mrd : 1 dargestellt.

Abbildung 4.15 zeigt für Messungen von einem Standpunkt schematisch die Visu-
ren zu einer Marke, die sich für zwei unterschiedliche Teleskoporientierungen ergeben.
Die resultierenden Konfidenzbereiche sind in Form von Ellipsen dargestellt und
etwa gleich groß. Die Orientierungen dieser Ellipsen unterscheiden sich aufgrund
der unterschiedlichen Zenitwinkel. Während in der dargestellten Konfiguration die
Unsicherheit der vertikalen Komponente bei flacher Visur maßgeblich aus der kleinen
Halbachse der Konfidenzellipse resultiert, nimmt der Einfluss der großen Halbachse
mit steiler werdenden Visuren zu. Positionen, die sich oberhalb des Referenzpunk-
tes befinden, weisen in diesem Beispiel eine größere Unsicherheit in der vertikalen
Komponente auf, sodass sich trotz symmetrischer Punktverteilung eine einseitige
Verzerrung für die vertikale Komponente des Referenzpunktes ergibt.

Die Abschätzung der Parameterverzerrung erfordert zwingend ein repräsentatives
stochastisches Modell. Durch geeignete Messanordnungen lässt sich das Bias auf
die geschätzten Parameter reduzieren oder u.U. sogar eliminieren. Bei identischen
Beobachtungen, aber unterschiedlich strukturierten Dispersionsmatrizen ergeben sich
unterschiedliche Verzerrungen. Eine repräsentative Abschätzung muss daher stets
problembezogen erfolgen. Im Kontext der Netzoptimierung kann die Abschätzung
der Parameterverzerrung verwendet werden, um optimierte Messanordnungen und
erforderliche Messgenauigkeiten zu evaluieren. Im Rahmen der Referenzpunktbestim-
mung führt eine möglichst symmetrische Aufnahmekonfiguration in Kombination mit
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einer Dispersionsmatrix, die möglichst homogene und isotrope Strukturen aufweist,
zu weitgehend unverzerrten Ergebnissen.

Abbildung 4.15: Schematische Darstellung der von einem Standpunkt aus durchführbaren Visuren zu
einer Marke pi, die sich für die j = 1, 2 Teleskoporientierungen ergeben, mit zugehörigen Konfidenzberei-
chen. Die konfigurationsbedingten Konfidenzbereiche, die sich für jeweils identische σS und σHz,V ergeben,
sind für beide Positionen Pi,1, Pi,2 durch Ellipsen dargestellt.

4.3 Zusammenfassung

Der geometrische Referenzpunkt eines SLR/LLR- bzw. VLBI-Teleskops ist i. A. ein
unzugänglicher Punkt, der sich nicht materialisieren lässt. Eine direkte Bestimmung
mit bspw. taktilen Messverfahren ist daher nicht möglich. Zur indirekten Bestim-
mung gibt es eine Reihe von unterschiedlichen methodischen Herangehensweisen.
Geometrische Modelle wie das Kugel- oder Torusmodell reduzieren die Aufgabe auf
eine einfache Parametrierung, besitzen aber einen limitierten Anwendungsbereich.
Aus dem Ansatz über ausgleichende Kreise ergeben sich zwei Verfahren: zum einen
das Modell mit Primärachsenkreisen und zum anderen das Modell mit Primär- und
Sekundärachsenkreisen.

Neben der Anwendung von geometrischen Primitiven lässt sich das Achssystem
des Teleskops mathematisch beschreiben und durch einen Transformationsansatz
mit einem übergeordneten terrestrischen Koordinatensystem verknüpfen. Dieses
IRP-Modell bestimmt den Referenzpunkt unter Berücksichtigung von teleskopspezi-
fischen Parametern wie z. B. des Achsenoffsets. Aufgrund der zu parametrierenden
Drehungen in diesem Modellansatz gibt es verschiedene Darstellungsmöglichkeiten.
Gebräuchlich ist der Einsatz von Eulerwinkeln, die eine Drehung um eine Koordi-
natenachse beschreiben, sowie die Darstellung mittels Eulerachse und -winkel. Auf
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die geschätzten Parameter hat die Wahl bzgl. der Rotationsparametrierung keinen
Einfluss.

Das Bestimmen des Referenzpunktes und möglicher Zusatzparameter kann so-
wohl in einem implizit als auch in einem explizit formulierten funktionalen Modell
erfolgen. Während das implizite IRP I Verfahren eine synchrone Erfassung der Mar-
kenpositionen und der zugehörigen Teleskopwinkel voraussetzt, benötigt das explizite
IRP II Verfahren ausschließlich die Trajektorien der angebrachten Marken. Im Ge-
gensatz zum IRP I Verfahren weist der IRP II Ansatz jedoch zwei Rotationsdefekte
auf, der durch zusätzliche Bedingungsgleichungen sachgerecht zu beheben sind. In
Abschnitt 4.1.2 wurden mögliche Bedingungen und deren Konsequenzen diskutiert,
wobei ausschließlich geometrisch interpretierbare Bedingungen betrachtet wurden.
Sowohl die Position des Referenzpunktes als auch der Offset zwischen der Primär-
und Sekundärachse gehören zu den eindeutig schätzbaren Größen und sind von der
Wahl der verwendeten Bedingungsgleichungen unabhängig. Beide Verfahren erlauben
eine in-situ Referenzpunktbestimmung, sodass die Teleskopausfallzeiten aufgrund
von lokalen Vermessungsarbeiten reduziert werden. Anhand von Realdaten konnte
demonstriert werden, dass beide Lösungsverfahren praktisch gleichwertige Ergebnisse
liefern und gleichermaßen zur Referenzpunktbestimmung geeignet sind.

Tabelle 4.3 fasst wesentliche Eigenschaften der vorgestellten Methoden hinsicht-
lich der berücksichtigten Modellparameter und bezüglich Einschränkungen in der
messtechnischen Realisierung zusammen. Während die Kugel und der Torus vor allem
Einschränkungen bei der Parametrierung des Teleskops aufweisen, beziehen sich die
Einschränkungen der übrigen Verfahren auf die praktische Umsetzung. Das Kugel-
bzw. Torusmodell sollte daher nur Anwendung finden, wenn das Vorhandensein eines
möglichen Achsenoffsets ausgeschlossen werden kann bzw. beide Teleskopachsen
senkrecht aufeinander stehen. Sowohl der Torus als auch das P-Kreismodell weisen
messtechnische Restriktionen auf, da diese nur Marken an definierten Stellen zulas-
sen. Das PS-Kreismodell besitzt eine identische geometrische Beschreibung wie das
IRP-Transformationsmodell, setzt jedoch ein gezieltes Rotieren des Teleskops um
jeweils nur eine Achse voraus und erfüllt daher die Anforderung an eine in-situ Refe-
renzpunktbestimmung nicht. Da das IRP-Transformationsmodell unabhängig von
einer Geometrie definiert ist, entstehen keine Restriktionen bzgl. der Positionswahl
der Marken und der Rotation des Teleskops.

Sowohl die in Abschnitt 4.1.1 vorgestellten geometrischen Modelle als auch die
in Abschnitt 4.1.2 hergeleitete IRP-Transformationsmethode besitzen nichtlineare
funktionale Zusammenhänge, sodass die Schätzwerte aufgrund von Gl. 2.4 nicht
erwartungstreu sind, wenn ein lineares Ersatzproblem anstelle des originären nicht-
linearen Problems gelöst wird. Die mögliche Verzerrung der Parameter wurde in
Abschnitt 4.2 für die explizite Darstellung des IRP-Transformationsmodells analy-
siert. Neben unterschiedlichen stochastischen Modellen wurde hierbei der Einfluss der
Aufnahmekonfiguration auf die Parameterverzerrung untersucht. Hierbei zeigt sich
zum einen, dass eine Steigerung der Messgenauigkeit erwartungsgemäß zu kleineren
Verzerrungen führt, zum anderen lässt sich die Verzerrung aber auch durch eine geeig-
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4.3. Zusammenfassung

nete Aufnahmekonfiguration minimieren, u.U. sogar eliminieren. Die Verzerrungen
sind insgesamt sehr gering und überschreiten in keiner der untersuchten Konfigura-
tionen 2 µm. Im Vergleich zur angenommenen Messunsicherheit der Eingangsdaten
kann dies praktisch als vernachlässigbar angesehen werden.

Tabelle 4.3: Vergleich der einzelnen Methoden zur Referenzpunktbestimmung hinsichtlich der Berück-
sichtigung von konstruktionsbedingten Abweichungen des Teleskops im funktionalen Modell und bezüglich
Einschränkungen bei der messtechnischen Umsetzung. Während ein Pluszeichen (+) symbolisiert, dass
das Vergleichskriterium durch die Methode erfüllt wird, zeigt ein Minuszeichen (-), dass die Methode das
Kriterium nicht erfüllt.

Kugel Torus P-Kreis PS-Kreis IRP I IRP II
Parametrierte Teleskopparameter

Achsenoffset - + +9 + + +
Nichtorthogonalität + - +9 + + +
Neigung der Primärachse + + +10 + + +

Messtechnische Restriktionen
Beliebige Markenposition + - - + + +9

Beliebige Teleskopdrehung + + + - + +
Keine Synchronisation + + + + - +11

9Erfordert mindestens zwei Marken.
10Bei strenger Lösung und sachgerechter Parametrierung, z. B. mittels Gl. 4.1, 4.6 und 4.7.
11Topologische Beziehung zwischen Marken muss erfasst werden.
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Die Position des geometrischen Referenzpunktes definiert den invarianten Bezugs-
punkt (IRP), auf den sich alle Beobachtungen eines Raumverfahrens beziehen. Der
IRP ermöglicht die Kombination von unterschiedlichen Raumverfahren miteinander,
z. B. zur Bildung eines globalen geodätischen Referenzrahmens. Die Zuverlässigkeit
der aus verschiedenen Raumverfahren abgeleiteten globalen Produkte hängt jedoch
nicht nur von der Genauigkeit des IRP ab, sondern maßgeblich von den Messergebnis-
sen, die die einzelnen Techniken erzielen. Das ambitionierte Ziel, welches das Global
Geodetic Observing System anstrebt, ist eine Positionsgenauigkeit von 1 mm sowie
eine zeitliche Stabilität von 0,1 mm a−1 im globalen geodätischen Referenzrahmen.
Neben einer technischen Weiterentwicklung, wie sie u. a. durch die Umsetzung der
Agenda VLBI2010 erfolgt, müssen hierfür insbesondere systematische Messabweichun-
gen in den geodätischen Raumverfahren identifiziert und messtechnisch quantifiziert
werden. Zur Korrektur der Daten sind weiterhin geeignete Modelle zu entwickeln,
sodass sich die Beobachtungen der Raumverfahren auf den IRP beziehen.

Die Empfangseigenschaften von VLBI-Radioteleskopen werden maßgeblich durch
die Reflektionseigenschaft und die räumliche und zeitliche Stabilität des Haupt-
und ggf. Subreflektors bestimmt. Neben äußeren Einflüssen wie Temperatur, Wind,
Sonneneinstrahlung oder Schneelasten können Verformungen auch durch das Eigen-
gewicht des Haupt- und Subreflektors verursacht werden. Insbesondere bei Drehung
des Teleskops verschiebt sich der Schwerpunkt des Hauptreflektors und kann eine last-
fallabhängige Deformation verursachen (Carter u. a. 1980; Sovers u. a. 1998). Clark
und Thomsen (1988) untersuchen das durch Lastfalländerungen hervorgerufene De-
formationsverhalten am Radioteleskop in Fairbanks (Alaska) und leiten für dieses
Azimut-Elevation-Teleskop ein Modell zur Beschreibung der Signalwegänderungen
∆L her. Die Autoren identifizieren drei Haupteinflüsse, ∆F (ω), ∆V (ω) und ∆R (ω),
welche in Abhängigkeit des Sekundärwinkels ω

• die Änderung der Brennweite des Hauptreflektors,
• die Variation des Hauptreflektors zur Sekundärachse und somit zum IRP sowie
• die Verschiebung des Empfängers bzw. Subreflektors

beschreiben. Durch das Einführen zugehöriger linearer Gewichtskoeffizienten αF , αV
und αR lassen sich die Signalwegänderungen durch eine gewichtete Summenbildung

∆L(ω) = αF∆F (ω) + αV ∆V (ω) + λαR∆R(ω) (5.1)
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

ausdrücken. Hierbei ist für Radioteleskope, deren Systembrennpunkt F0 mit dem
Brennpunkt des Hauptreflektors F1 zusammenfällt (Primär-Fokus-Design), λ = 1
und für Radioteleskope, die das reflektierte Signal des Hauptreflektors über einen Sub-
reflektor zum Systembrennpunkt F0 leiten (Sekundär-Fokus-Design), λ = 2 (Clark
und Thomsen 1988; Abbondanza und Sarti 2010). Während ∆F , ∆V und ∆R die
geometrischen Verformungen in Gl. 5.1 repräsentieren, resultieren die Gewichtsko-
effizienten αF , αV und αR aus der teleskopspezifischen Illumination der Apertur.
Clark und Thomsen (1988) zeigen, dass diese Gewichtskoeffizienten linear abhängig
voneinander sind, d. h.,

αF = λ (1− αR) , (5.2a)

αV = −1− λαR. (5.2b)

Hierbei ergibt sich

αR =
∫
Γ

In (P)h (P) dΓ (5.2c)

aus der Integration der einzelnen Signalwege über die gesamte Reflektionsfläche Γ.
Die Funktion h beschreibt die Änderung des Signalweges infolge einer Verschiebung
des Empfängers bzw. Subreflektors, und In ist die teleskopspezifische normierte
Illuminationsfunktion (Clark und Thomsen 1988; Abbondanza und Sarti 2010; Artz
u. a. 2014).

Abbildung 5.1: Schnitt durch ein Sekundär-Fokus-Paraboloid mit Signalverläufen. Der Subreflektor
befindet sich hinter dem Brennpunkt des Hauptreflektors (gregorianische Konfiguration) und ist durch
eine Ellipse parametriert, welche durch eine gepunktete schwarze Linie dargestellt ist. Die Brennpunkte
dieser Ellipse korrespondieren jeweils mit dem Brennpunkt des Hauptreflektors F1 (roter Kreis) und
dem Systembrennpunkt F0 (roter Stern). Physische Elemente des Haupt- und Subreflektors sind als
durchgezogene schwarze Linien angedeutet.

Abbildung 5.1 zeigt schematisch die gregorianische Konfiguration eines Sekundär-
Fokus-Radioteleskops mit Signalverläufen. Der Hauptreflektor dieses konventionellen
Sekundär-Fokus-Radioteleskops wird üblicherweise als gewöhnliches Rotationspara-
boloid entworfen. Das eintreffende Signal wird zunächst vom Rotationsparaboloid
in Richtung des Brennpunktes des Hauptreflektors (Primärfokus) F1 reflektiert.
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Vom Subreflektor wird dieses Signal anschließend zum Systembrennpunkt (Sekun-
därfokus) F0 reflektiert. In der dargestellten gregorianischen Konfiguration befindet
sich der Subreflektor hinter dem Brennpunkt des Hauptreflektors und lässt sich
geometrisch durch ein Rotationsellipsoid parametrieren. Befindet sich der Subreflek-
tor hingegen vor dem Brennpunkt des Hauptreflektors, so handelt es sich um ein
Sekundär-Fokus-Radioteleskop nach dem cassegrainischen Prinzip. In diesem Fall
entspricht der Subreflektor einem zweischaligen Rotationshyperboloid (Milligan 2005,
S. 409). Abbildung 5.2 zeigt schematisch die cassegrainische Konfiguration eines
Sekundär-Fokus-Radioteleskops.

Abbildung 5.2: Schnitt durch ein Sekundär-Fokus-Paraboloid mit Signalverläufen. Der Subreflektor
befindet sich vor dem Brennpunkt des Hauptreflektors (cassegrainische Konfiguration) und ist durch eine
Hyperbel parametriert, welche durch eine schwarze Linie dargestellt ist. Die Brennpunkte dieser Hyperbel
korrespondieren jeweils mit dem Brennpunkt des Hauptreflektors F1 (roter Kreis) und dem Systembrenn-
punkt F0 (roter Stern). Physische Elemente des Haupt- und Subreflektors sind als durchgezogene schwarze
Linien angedeutet.

Verändert sich die geometrische Form der Empfangsgeometrie des Radioteleskops,
so variiert die Signallauflänge, wie Abbildung 1.5 schematisch zeigt. Während die
Abbildungen 5.1, 5.2 jeweils den Schnitt eines undeformierten Radioteleskops zeigen,
sind in Abbildung 5.3 die drei geometrischen Deformationsanteile dargestellt, die
in eine Signalwegänderung ∆L münden (Clark und Thomsen 1988). Bleiben diese
Signalwegänderungen unberücksichtigt, so verfälschen diese die VLBI-Messergebnisse
systematisch und führen zu einem Fehler in den abgeleiteten globalen Stationskoordi-
naten, insbesondere in der vertikalen Koordinatenkomponente. Untersuchungen von
Sarti u. a. (2010) zeigen, dass hierdurch der aus VLBI geschätzte Netzmaßstab im
ITRF systematisch verfälscht wird. Bei der Bestimmung des ITRF2020 sollen daher
erstmals lastfallabhängige Deformationen von Radioteleskopen korrigiert werden
(Altamimi u. a. 2018).

Der überwiegende Teil konventioneller Radioteleskope wurde mit einem gewöhn-
lichen rotationssymmetrischen Paraboloid als Hauptreflektor entworfen, siehe die
Abbildungen 5.1, 5.2. Bedingt durch Konstruktionselemente in der Nähe des System-
brennpunktes, wie bspw. den Subreflektor, wird jedoch ein Teil des Hauptreflektors
verschattet. Je kompakter hierbei der Hauptreflektor ist, desto größer ist der prozen-
tuale Flächenanteil mit geringerer Intensität (Cutler 1947). Für kompakte VGOS-
spezifizierte Radioteleskope, wie sie im Zuge der Umsetzung der Agenda VLBI2010
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(a) ∆F (b) ∆V (c) ∆R

Abbildung 5.3: Schematische Darstellung der drei geometrischen Deformationsanteile ∆F (ω), ∆V (ω)
und ∆R (ω) zur Modellierung der Signalwegänderung ∆L (ω) in Abhängigkeit des Sekundärwinkels ω
nach Clark und Thomsen (1988). Dargestellt ist die Änderung der Brennweite des Hauptreflektors ∆F (a),
die Variation des Hauptreflektors ∆V zur Sekundärachse (b), die einer Verschiebung des Scheitelpunktes
P0 entspricht, und die Verschiebung des Subreflektors ∆R (c). Während graue und hellrote Elemente
die unverformte Ausgangssituation symbolisieren, sind die jeweils deformierten Elemente in Schwarz bzw.
Dunkelrot dargestellt.

vorgesehen sind, wird daher häufig ein verbessertes Reflektordesign verwendet. Die-
ses verbesserte Design wird als Ring-Fokus-Paraboloid bezeichnet (Neidhardt u. a.
2011; Haas 2013; Gómez-González u. a. 2014). Im Gegensatz zu einem gewöhnlichen
Paraboloid lässt sich ein Ring-Fokus-Paraboloid nicht durch eine Fläche 2. Ordnung
beschreiben.

Während die geometrische Variation ∆F aus der Verformung des Hauptreflektors
indirekt zu bestimmen ist, lassen sich ∆V und ∆R direkt messtechnisch erfassen
(Artz u. a. 2014; Bergstrand u. a. 2018) oder können aus der Verformung des Haupt-
reflektors indirekt abgeleitet werden (Lösler u. a. 2019c; Nothnagel u. a. 2019). Zur
Bestimmung von ∆F ist die Geometrie des Hauptreflektors aus geeigneten Messun-
gen abzuleiten und die Brennweite F als Formparameter zu bestimmen. Es handelt
sich um eine klassische Aufgabe des Reverse Engineering, die in Abhängigkeit der
Genauigkeitsanforderungen gegenwärtig mit Holographie (Tuccari u. a. 2001; Hunter
u. a. 2011), Methoden der Nahbereichsphotogrammetrie (Findlay 1964; Subrahma-
nyan 2005; Süß u. a. 2012) oder polaren Messsystemen, wie Laserscannern (Sarti
u. a. 2009b; Wrona u. a. 2014; Bergstrand u. a. 2018), Totalstationen (Nothnagel
u. a. 2010), Lasertrackern (Baars 2007, p. 167f) oder Laserradar (Usoff u. a. 2014),
messtechnisch realisiert wird.

Da ∆F keine direkt bestimmbare Messgröße darstellt und indirekt aus einer
Analyse der geometrischen Form zu rekonstruieren ist, fokussieren die nachfolgen-
den Darstellungen auf die mathematische Beschreibung des Hauptreflektors. In
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Abschnitt 5.1 wird zunächst das mathematische Modell eines allgemeinen elliptischen
Paraboloids als Fläche 2. Ordnung beschrieben. Anschließend wird in Abschnitt 5.2
das mathematische Modell eines allgemeinen Ring-Fokus-Paraboloid hergeleitet. Wie
sich zeigt, kann das gewöhnliche Paraboloid als Spezialfall aufgefasst werden und lässt
sich direkt aus dem Modell des Ring-Fokus-Paraboloids ableiten. Das hergeleitete
Modell ist somit sowohl für konventionelle Radioteleskope, deren Hauptreflektoren
ein gewöhnliches Paraboloid beschreiben, als auch für VGOS-spezifizierte Radio-
teleskope, die ein Ring-Fokus-Paraboloid als Hauptreflektorgeometrie verwenden,
universell anwendbar. Abschnitt 5.3 widmet sich der Funktion h, die die geome-
trische Änderung des Signalweges infolge einer Verschiebung des Empfängers bzw.
Subreflektors ∆R beschreibt und zur Lösung des Integrals in Gl. 5.2c bereitzustellen
ist. Die Darstellung beschränkt sich hierbei auf Sekundär-Fokus-Radioteleskope. Für
Primär-Fokus-Radioteleskope sei auf die Arbeiten von Clark und Thomsen (1988)
und Sarti u. a. (2009a) verwiesen.

Im Folgenden werden Punkte im Objektkoordinatensystem der kanonischen Form
mit Kleinbuchstaben symbolisiert, z. B. pT =

(
x y z

)
, und Punkte, die sich auf

das übergeordnete terrestrische Koordinatensystem beziehen, mit Großbuchstaben,
z. B. PT =

(
X Y Z

)
.

5.1 Elliptisches Paraboloid

Ein gewöhnliches rotationssymmetrisches Paraboloid in kanonischer Form entsteht,
wenn ein Parabelast in der xz-Ebene um die z-Achse des Koordinatensystems rotiert
wird. Die z-Achse des Koordinatensystems entspricht der Hauptachse des rotations-
symmetrischen Paraboloids, dessen Scheitelpunkt P0 im Koordinatenursprung liegt.
Das funktionale Modell des rotationssymmetrischen Paraboloids in kanonischer Form
lautet

a2
1

(
x2
i + y2

i

)
= zi, (5.3)

wobei a1 der einzige datumsinvariante Formparameter ist, der die Öffnung des Para-
boloids beschreibt. Das Paraboloid ist in dieser Darstellung stets nach oben geöffnet,
da zi ≥ 0. Der Vektor pT

i =
(
xi yi zi

)
beschreibt einen beliebigen Punkt auf

der Mantelfläche des Paraboloids. Da das rotationssymmetrische Paraboloid für
viele konventionelle Radioteleskope der Geometrie des geplanten Hauptreflektors
entspricht, wird Gl. 5.3 häufig zur geometrischen Beschreibung in der Formanalyse
verwendet (Clark und Thomsen 1988; Sarti u. a. 2009b; Holst u. a. 2012; Wrona u. a.
2014; Bergstrand u. a. 2018).

Gl. 5.3 ist ein Spezialfall des allgemeinen elliptischen Paraboloids. Dieses ergibt
sich durch die Hinzunahme eines weiteren Formparameters a2, sodass die Koordina-
tenkomponenten xi und yi unterschiedlich skaliert werden, d. h.,

a2
1x

2
i + a2

2y
2
i = zi. (5.4)
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

Die datumsinvarinaten Modellparameter xSF =
(
a1 a2

)T
beschreiben hierbei zwei

senkrecht aufeinanderstehende Parabeläste. Verschneidet man das elliptische Para-
boloid mit einer vertikalen Ebene, die durch den Koordinatenursprung geht und die
z-Achse enthält, werden die Parabelparameter aller resultierenden Parabeln im Inter-
vall [a1, a2] liegen. Die Parameter a1, a2 können daher als Extremstellen interpretiert
werden. Anstelle von a1, a2 werden häufig die korrespondierenden Brennweiten

F (a) = 1
4a2 (5.5)

verwendet, da diese geometrisch anschaulicher und besser zu interpretieren sind.

Zur Beschreibung des Paraboloids in einer beliebigen Raumlage und -orientierung
ist eine Transformation

pi = R (Pi −P0) (5.6)

notwendig, siehe auch Gl. 4.3. Hierbei beschreibt die orthogonale Matrix R die Rotati-
onssequenz zur Definition der Orientierung und der Vektor PT

0 =
(
X0 Y0 Z0

)
die

verschobene Position des Scheitelpunktes im übergeordneten Koordinatensystem. Die
Position pi des Oberflächenpunktes der kanonischen Form wird somit aus einer Ver-
schiebung und einer Drehung der korrespondierenden Position PT

i =
(
Xi Yi Zi

)
im übergeordneten Koordinatensystem gewonnen. Die Rotationssequenz R lässt sich
auf verschiedene Arten parametrieren. In der Darstellung mit Eulerwinkeln, siehe
die Gl. 4.4, lautet eine der zwölf möglichen Sequenzen

R = Rx (εx) Ry (εy) Rz (εz) (5.7)

wobei εx, εy, εz die jeweiligen Drehwinkel bezeichnen. Während für Gl. 5.4 alle sechs
Transformationsparameter xT

ISO =
(
X0 Y0 Z0 εx εy εz

)
zu bestimmen sind,

entfällt die Parametrierung der Rotation um die z-Achse in Gl. 5.7 bei Verwendung
von Gl. 5.3 aufgrund der Rotationssymmetrie, d. h., εz = 0.

Das elliptische Paraboloid nach Gl. 5.4 zählt zu den Flächen 2. Ordnung (Quadrik),
die sich allgemein durch die quadratische Gleichung

PT
i QPi + PT

i q + q0 = 0 (5.8)

darstellen lassen (Nitschke 2018, S. 129ff). Hierbei enthält die symmetrische Matrix
Q die quadratischen Anteile, d. h.,

Q =


q1

q4√
2

q5√
2

q4√
2 q2

q6√
2

q5√
2

q6√
2 q3

 , (5.9)

und der Vektor q die Koeffizienten

qT =
(
q7 q8 q9

)
. (5.10)

Insgesamt besitzt die Quadrik zehn Parameter, die sowohl die räumliche Position und
Orientierung als auch die datumsinvarianten Formparameter der Geometrie implizit
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beschreiben. Von diesen zehn Parametern sind jedoch nur neun unabhängig, sodass
eine zusätzliche Parameterrestriktion zu berücksichtigen ist. Faugeras (1989, S. 101)
empfiehlt die Normierung

tr
(
QQT

)
= 1. (5.11)

Die resultierenden Parameter der Quadrik sind hierdurch invariant bzgl. Drehungen
und Verschiebungen und somit unabhängig vom gewählten übergeordneten Koordi-
natensystem (Drixler 1993, S. 29).

Mittels Hauptachsentransformation lassen sich die datumsabhängigen Transfor-
mationsparameter der Gl. 5.6 bestimmen (Drixler 1993, S. 31ff; Kutterer und Schön
1999; Lehmann 2019). Ausführliche Beschreibungen zur Hauptachsentransformation
finden sich in Büchern zur linearen Algebra (Burg u. a. 2012, S. 328ff), sodass auf
eine Wiedergabe hier verzichtet wird. Im Ergebnis der Hauptachsentransformation
liegt die Quadrik in der 1. bzw. 2. Normalform vor (Drixler 1993, S. 33; Kutterer
und Schön 1999). Sind alle Eigenwerte λi der Zerlegung

RTQR = Λ =


λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 (5.12)

von Q ungleich null, ergibt sich mit dq = q0 − 1
4qTQ−1q die 1. Normalform

pT
i Λpi + dq = 0. (5.13)

Beim Paraboloid ist ein Eigenwert in Λ null. Durch entsprechende Sortierung sei
o. B. d.A. der Eigenwert λ3 = 0, sodass aus der Hauptachsentransformation die
2. Normalform

pT
i Λpi +mqzi = 0 (5.14)

resultiert, wobei mq = qTr3 und r3 den zu λ3 gehörenden Eigenvektor symbolisiert
(Kutterer und Schön 1999). Der Vektor r3 beschreibt hierbei die Hauptachse des
Paraboloids und korrespondiert in der kanonischen Form mit der z-Achse des Ko-
ordinatensystems. Aus Gl. 5.14 können die korrespondierenden formbeschreibenden
Parameter der Gl. 5.4 direkt abgelesen werden, d. h., a2

j = λj
mq

für j = 1, 2.

Während die Quadrik neun unabhängige Parameter besitzt, werden zur explizi-
ten Beschreibung des elliptischen Paraboloids nur acht Modellparameter benötigt.
Gl. 5.8 ist demnach gegenüber Gl. 5.4 überparametriert. Bis auf wenige Ausnahmen,
z. B. Punkt, Kugel, Gerade oder Ebene, kann der gewünschte Formtyp für Gl. 5.8
nicht explizit vorgegeben werden, sondern ergibt sich erst nach der Hauptachsen-
transformation (Burg u. a. 2012, S. 339). In Abhängigkeit der Punktverteilung und
der Messunsicherheiten kann es daher zu Fehlklassifikationen kommen (Drixler 1993,
S. 61; Lösler und Nitschke 2010; Lösler 2020a).

Neben der Bestimmung von Näherungswerten ist die Anwendung von Gl. 5.8
insbesondere dann empfehlenswert, wenn keine Vorinformationen bzgl. des konkre-
ten Formtyps vorliegen (Drixler 1993, S. 28). So nutzen Dutescu u. a. (1999) das
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Modell der Quadrik, um u. a. den Formtyp und die formbeschreibenden Parameter
für das Radioteleskop in Weilheim (Deutschland) zu bestimmen, für welches aus
den Konstruktionsplänen die Sollgeometrie nicht rekonstruiert werden konnte. Für
die meisten VLBI-Radioteleskope existieren jedoch detaillierte Konstruktionspläne,
sodass der Formtyp i. A. als bekannt vorausgesetzt werden darf und sich eine explizi-
te Parametrierung nach Gl. 5.3 bzw. Gl. 5.4 empfiehlt. Fehlklassifikationen werden
dadurch ausgeschlossen.

5.2 Elliptisches Ring-Fokus-Paraboloid

Ein Ring-Fokus-Paraboloid lässt sich nicht durch eine Fläche 2. Ordnung beschreiben.
Es entsteht jedoch aus der Kombination zweier Flächen 2. Ordnung, einem Paraboloid
und einem Zylinder. Die Hauptachse des Paraboloids wird hierbei durch den inte-
grierten Zylinder ersetzt, der das Paraboloid im Scheitelpunkt P0 auseinanderzieht.
Konstruktionselemente wie bspw. der Subreflektor, die sich innerhalb dieses Zylinders
befinden, verschatten somit die Paraboloidoberfläche nicht. Abbildung 5.4 zeigt einen
Schnitt durch ein rotationssymmetrisches Ring-Fokus-Paraboloid mit Sekundärfokus
nach dem gregorianischen Prinzip, d. h., der Subreflektor befindet sich hinter dem
Primärfokus. Im Gegensatz zum rotationssymmetrischen Paraboloid, welches einen
einzelnen Brennpunkt F1 besitzt – siehe Abbildung 5.1 –, entsteht durch den inte-
grierten Zylinder ein Kreis, auf dem alle Brennpunkte des Hauptreflektors liegen. Die
Geometrie des Subreflektors lässt sich durch einen elliptischen Torus beschreiben,
der das vom Hauptreflektor reflektierte Signal wiederum im Systembrennpunkt F0
bündelt.

Punkte, die sich auf der Oberfläche des Paraboloids befinden, erfüllen die kanoni-
sche Bedingungsgleichung (Lösler u. a. 2017, 2018a)

a2
1 (xi − rinx,i)2 + a2

2 (yi − riny,i)2 = zi, (5.15)

in der nach Gl. 5.4 die Parameter a1, a2 die beiden formbeschreibenden Modellparame-
ter des elliptischen Paraboloids sind. Der Abstand von der Hauptachse des Ring-Fokus-
Paraboloids zur Mantelfläche des Zylinders ist ri. Der Vektor nT

i = ( nx,i ny,i 0 )
ist ein auf der Hauptachse senkrecht stehender Normaleneinheitsvektor, der den
Oberflächenpunkt pT

i = ( xi yi zi ) um ri in Richtung der Hauptachse verschiebt.
Hieraus resultieren Positionen ( xi − rinx,i yi − riny,i zi )T, die wiederum Gl. 5.4
erfüllen. Die Vektorkomponenten von ni lauten (Lösler u. a. 2018b; Lösler 2020a)

nx,i = xi√
x2
i + y2

i

, (5.16a)

ny,i = yi√
x2
i + y2

i

(5.16b)

und stellen keine zusätzlichen Modellparameter dar.
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5.2. Elliptisches Ring-Fokus-Paraboloid

Abbildung 5.4: Schnitt durch ein Ring-Fokus-Paraboloid mit Sekundärfokus und Signalverläufen. Im Ge-
gensatz zum rotationssymmetrischen Paraboloid, welches einen eindeutigen Primärfokus F1 besitzt, weist
das rotationssymmetrische Ring-Fokus-Paraboloid unendlich viele Brennpunkte auf, die auf einem Kreis
liegen. Im dargestellten Schnitt sind diese durch zwei rote Punkte symbolisiert. Der Subreflektor befindet
sich hinter dem Brennpunkt des Hauptreflektors (gregorianische Konfiguration) und ist durch zwei Ellipsen
parametriert, welche durch eine gepunktete schwarze Linie dargestellt sind, siehe auch Abbildung 5.6. Die
Brennpunkte der Ellipsen korrespondieren zum einen mit den auf einem Kreis angeordneten Brennpunkten
des Hauptreflektors und zum anderen mit dem eindeutigen Systembrennpunkt F0 (roter Stern). Physische
Elemente des Haupt- und Subreflektors sind als durchgezogene schwarze Linien angedeutet.

Für a1 = a2 geht das integrierte elliptische Paraboloid wiederum in ein rotations-
symmetrisches über, siehe die Gl. 5.3, 5.4. Der integrierte Zylinder in Gl. 5.15 ist für
konstante ri, mit ri > 0, ein Kreiszylinder. Zur Berücksichtigung eines Zylinders mit
elliptischer Grundfläche ist

ri = 1√
b2

1m
2
x,i + b2

2m
2
y,i

(5.17)

zu wählen, wobei b1, b2 die inverse große bzw. kleine Ellipsenhalbachse darstellt und

mx,i = nx,i cosφ+ ny,i sinφ, (5.18a)

my,i = ny,i cosφ− nx,i sinφ. (5.18b)

Die Orientierung der großen Halbachse des elliptischen Zylinders gegenüber der
großen Halbachse des Paraboloids beschreibt hierbei der Winkel φ (Lösler u. a. 2018a,
2019c). Aufgrund der Integration eines elliptischen Zylinders in ein elliptisches Pa-
raboloid beschreibt Gl. 5.15 den Allgemeinfall eines doppelelliptischen Ring-Fokus-
Paraboloids, wobei alle Parabeläste radial zum Ursprung verlaufen und hierdurch
einen gemeinsamen Scheitelpunkt P0 besitzen.

Die fünf datumsinvarianten Formparameter lauten xT
SF =

(
a1 a2 b1 b2 φ

)
.

Lösler u. a. (2017) zeigen, dass diese Anzahl durch geeignete Restriktionen verrin-
gert werden kann. Für die Darstellung eines rotationssymmetrischen Ring-Fokus-
Paraboloids, welches i. A. der vorgesehenen Hauptreflektorgeometrie entspricht, sind
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

a1 = a2, b1 = b2 und φ = 0 zu setzen. Für ri = 0 verschwindet der integrierte
Zylinder vollständig, sodass sich in Abhängigkeit von a1 und a2 unmittelbar Gl. 5.3
bzw. 5.4 ergibt. Gl. 5.15 ist demnach durch die Wahl geeigneter Parameterrestrik-
tionen sowohl für konventionelle Radioteleskope, deren Hauptreflektor durch ein
gewöhnliches rotationssymmetrisches Paraboloid beschreibbar ist, als auch für vie-
le VGOS-spezifizierte Radioteleskope, die das verbesserte Ring-Fokus-Paraboloid
verwenden, universell anwendbar. Mit Gl. 5.6 lässt sich die kanonische Darstellung
in Gl. 5.15 unter Berücksichtigung von xT

ISO =
(
X0 Y0 Z0 εx εy εz

)
in ein

beliebiges Datum überführen. Für das rotationssymmetrische Ring-Fokus-Paraboloid
ist in Gl. 5.7 wiederum εz = 0 zu setzen.

Die Schätzung der Modellparameter eines Ring-Fokus-Paraboloids erfolgt in einem
impliziten funktionalen Modell f , welches durch die Gl. 5.6, 5.15 gegeben ist. Der
vollständige Vektor der Modellparameter xT =

[
xT

SF xT
ISO

]
lässt sich hierbei in die

fünf datumsinvarianten Formparameter des Paraboloids und des Zylinders,

xT
SF =

(
a1 a2 b1 b2 φ

)
, (5.19a)

und die sechs datumsabhängigen Transformationsparameter,

xT
ISO =

(
X0 Y0 Z0 εx εy εz

)
, (5.19b)

zur Beschreibung der räumlichen Lage und Orientierung unterteilen.

Liegen beobachtete Punkte Pi auf der Oberfläche des Paraboloids vor, so er-
folgt die Parameterbestimmung entsprechend den Ausführungen in Kapitel 3 gemäß
Gl. 3.1. Liegen keine Vorinformationen bzgl. der Dispersion von x vor, so ist zur
Spezifizierung des stochastischen Modells ausschließlich We a-priori vorzugeben. Da
die Oberflächenpunkte Pi häufig keine direkten Beobachtungen darstellen, sondern
entsprechend dem gewählten Aufnahmeverfahren bspw. aus redundanten polaren
Beobachtungen bei Verwendung z. B. eines Lasertrackers resultieren oder aus photo-
grammetrisch erhobenen Bildkoordinaten abgeleitet werden (Baars 2007, S. 167ff),
ist zur Bestimmung der Koordinaten i. A. eine Vorauswertung, d. h. eine Netzausglei-
chung bzw. Bündelblockausgleichung, notwendig. Für eine sachgerechte Analyse ist
die hieraus resultierende Dispersionsmatrix der ausgeglichenen Oberflächenpunkte
zur Bildung des stochastischen Modells bei der Parameterbestimmung des Ring-
Fokus-Paraboloids heranzuziehen.

Gegenüber der geplanten geometrischen Form des Hauptreflektors stellt Gl. 5.15
eine Überparametrierung dar. Lösler u. a. (2018b) zeigen jedoch, dass hierdurch auf-
tretende systematische Formabweichungen u.U. geometrisch interpretierbar werden.
Abbildung 5.5 zeigt die resultierenden Formabweichungen ∇ für das nordöstliche
Onsala Twin Teleskop (ONSA13NE), die sich aus Messungen zur Justierung der
einzelnen Paneele des Hauptreflektors 2016 ergeben. Die Schätzung eines rotations-
symmetrischen Ring-Fokus-Paraboloids weist geringe systematische Abweichungen
in den Residuen auf, welche annähernd symmetrisch zu den Koordinatenachsen
verlaufen, siehe Abbildung 5.5a. Wird die Annahme der Rotationssymmetrie, d. h.
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5.3. Modellierung der Variation der Strahllänge

(a) Ring-Fokus-Paraboloid a1 = a2 (b) Ring-Fokus-Paraboloid a1 6= a2

Abbildung 5.5: Gegenüberstellung der Formabweichungen ∇ eines rotationssymmetrischen Ring-Fokus-
Paraboloids (a) mit a1 = a2 und eines elliptischen Ring-Fokus-Paraboloids (b) mit a1 6= a2 für das
nordöstliche Onsala Twin Teleskop (ONSA13NE). Rote Punkte symbolisieren die Positionen der 224
photogrammetrischen Marken, die 2016 vom Hersteller zur Justierung und Kontrolle der einzelnen Paneele
des Hauptreflektors angebracht wurden. Die Formabweichungen sind farblich kodiert und liegen in einem
Bereich von ±300 µm.

a1 = a2, zugunsten eines elliptisches Ring-Fokus-Paraboloid mit a1 6= a2 verworfen,
so reduzieren sich diese Formabweichungen deutlich. Systematische Abweichungen
sind nicht mehr erkennbar, wie Abbildung 5.5b zeigt.

5.3 Modellierung der Variation der Strahllänge

Zur Bestimmung der Gewichtskoeffizienten in Gl. 5.2 ist neben der Illuminations-
funktion I die Funktion h bereitzustellen, die die Strahllängenänderung infolge
einer Verschiebung des Empfängers bzw. des Subreflektors ∆R beschreibt. Die
teleskopspezifische Illuminationsfunktion gewichtet hierbei das eintreffende Signal
radialsymmetrisch in Abhängigkeit vom Abstand zur Reflektorhauptachse bzw. vom
Einfallswinkel des Signals im Empfänger. Mögliche Funktionen I werden u. a. in
(Baars 2007, S. 57ff; Abbondanza und Sarti 2010; Artz u. a. 2014) diskutiert. Da
die Illuminationsfunktion teleskopspezifisch ist, wird sie nachfolgend als bekannt
vorausgesetzt und ausschließlich der geometrische Anteil h betrachtet.

In den Abbildungen 5.1, 5.4 sind Sekundär-Fokus-Radioteleskope nach dem gre-
gorianischen Prinzip dargestellt, d. h., der Subreflektor befindet sich hinter dem
Brennpunkt des Hauptreflektors. Entspricht der Hauptreflektor einem rotations-
symmetrischen Paraboloid, lässt sich der Subreflektor durch ein Rotationsellipsoid
beschreiben. In kanonischer Form lautet die Gleichung für das Rotationsellipsoid
(Nitschke 2018, S. 131)

x2
i + y2

i

A2
1

+ z2
i

A2
2

= 1. (5.20)

Hierbei bezeichnen A1, A2, mit A1 < A2, die beiden Halbachsen des Rotationsel-
lipsoids. Im dargestellten Schnitt in Abbildung 5.1 ergibt sich somit eine stehende
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

achsparallele Ellipse mit den korrespondierenden Halbachsen A1, A2. Das Rotati-
onsellipsoid besitzt genau zwei Brennpunkte. Der erste Brennpunkt entspricht dem
Brennpunkt des Hauptreflektors F1 und der zweite korrespondiert mit dem System-
brennpunkt F0.

Ist der Hauptreflektor hingegen ein rotationssymmetrisches Ring-Fokus-Parabo-
loid, so existiert kein einzelner punktförmiger Primärfokus, sondern es ergeben sich
unendlich viele Brennpunkte. Diese befinden sich auf dem Mantel des Zylinders und
bilden demnach einen (Brenn-)Kreis mit dem Zylinderradius r. Da das Rotationsel-
lipsoid nach Gl. 5.20 lediglich zwei Brennpunkte besitzt, ist es für die Kombination
mit einem Ring-Fokus-Paraboloid ungeeignet. Um das Signal vom Brennkreis zum
eindeutigen Systembrennpunkt F0 umzulenken, ist ein rotationssymmetrischer ellip-
tischer Torus notwendig. Die implizite Form dieses Torus in kanonischer Form ist
gegeben durch (Lösler u. a. 2019c)

ζ2
1
A2

1
+ ζ2

2
A2

2
= 1 (5.21)

mit

ζ1 = zi sin θ +
(√

x2
i + y2

i −R
)

cos θ, (5.22a)

ζ2 = zi cos θ −
(√

x2
i + y2

i −R
)

sin θ. (5.22b)

Der Abstand zwischen dem Mittelpunkt der elliptischen Röhre und dem Mit-
telpunkt des Torus ist R. Weiterhin sind A1, A2 die kleine und große Halbachse
der elliptischen Röhre, und θ ist der Torsionswinkel dieser Röhre. Im dargestellten
Schnitt in Abbildung 5.6 ergeben sich somit zwei zueinander geneigte Ellipsen mit
den Halbachsen A1, A2. Beide Ellipsen besitzen als gemeinsamen Brennpunkt den
Systembrennpunkt F0, wenn die Bedingung√

A2
2 − A2

1 sin θ = R (5.23)

erfüllt ist, siehe Abbildung 5.6. Der jeweils zweite Brennpunkt F1 der Ellipsen fällt
mit einem Brennpunkt des Ring-Fokus-Paraboloids zusammen und liegt auf dem
Zylindermantel, siehe auch Abbildung 5.4. Für θ = 0 wird R = 0, sodass Gl. 5.21
in Gl. 5.20 übergeht und ein Rotationsellipsoid beschreibt. Da jeder Punkt, dessen
aufsummierte Abstände zu den Brennpunkten der Ellipse identisch mit der doppelten
Länge der großen Halbachse A2 sind, einen Punkt auf der Ellipse darstellt (Lösler
und Nitschke 2010; Lösler 2020a), d. h.,

‖F0Pi‖2 + ‖F1Pi‖2 = 2A2, (5.24)

besitzen alle reflektierten Signale identische Lauflängen.

Der Subreflektor von Radioteleskopen, die nach dem cassegrainischen Prinzip
arbeiten, befindet sich vor dem Brennpunkt des Hauptreflektors, siehe Abbildung 5.2.
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5.3. Modellierung der Variation der Strahllänge

Abbildung 5.6: Schematische Darstellung der Geometrie des Subreflektors als Schnitt durch einen rota-
tionssymmetrischen elliptischen Torus. Die beiden resultierenden Ellipsen sind rot bzw. grau dargestellt.
Aus der Rotation der roten Ellipse um die Hauptachse des Torus resultiert die graue Ellipse. Der Ellipsen-
mittelpunkt M ist als rotes Dreieck, der Primärfokus F1 als roter Kreis und der Sekundärfokus F0 als roter
Stern dargestellt. Dieselben Größen sind nach der Rotation um die Torusachse in Grau dargestellt und mit
einem Hochstrich versehen. Ein rotes Quadrat symbolisiert den Mittelpunkt des Torus. Der Drehwinkel
der Ellipse ist θ. Die beiden Halbachsen der Ellipse A1, A2, die lineare Exzentrizität

√
A2

2 −A
2
1 und der

Abstand zwischen der Torusachse und dem Ellipsenmittelpunkt R sind als Strichpunktlinie dargestellt.
Der Abstand R erfüllt in dieser Darstellung die Bedingung in Gl. 5.23, sodass sich F′

0 = F0 ergibt.

Entspricht der Hauptreflektor einem rotationssymmetrischen Paraboloid, beschreibt
die geometrische Form des Subreflektors ein zweischaliges Rotationshyperboloid.
Bezeichnen A1, A2, mit A1 < A2, wiederum die beiden Halbachsen, ergibt sich das
zweischalige Rotationshyperboloid in kanonischer Form zu (Nitschke 2018, S. 131)

−x
2
i + y2

i

A2
1

+ z2
i

A2
2

= 1. (5.25)

Analog zum Rotationsellipsoid nach Gl. 5.20 besitzt das Rotationshyperboloid in
Gl. 5.25 genau zwei Brennpunkte. Der erste Brennpunkt ist identisch mit dem
Brennpunkt F1 des Hauptreflektors, und der zweite entspricht dem Systembrennpunkt
F0. Aufgrund der Rotationssymmetrie entsteht im dargestellten Schnitt eine stehende
achsparallele Hyperbel.

Entspricht der Hauptreflektor einem rotationssymmetrischen Ring-Fokus-Para-
boloid, so ist die Ellipsengleichung in Gl. 5.21 durch die Gleichung einer Hyperbel
(Nitschke 2018, S. 120),

− ζ
2
1
A2

1
+ ζ2

2
A2

2
= 1, (5.26)

zu ersetzen. Mit den Gl. 5.22 ergeben sich wiederum die Substituierten ζ1, ζ2. Anstelle
der beiden in Abbildung 5.4 dargestellten Ellipsen ergeben sich in einer Schnittdar-
stellung zwei zueinander geneigte Hyperbeln, die unter der Bedingung nach Gl. 5.23
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den Systembrennpunkt F0 wiederum als gemeinsamen Brennpunkt besitzen. Der
jeweils zweite Brennpunkt F1 ist identisch mit einem Brennpunkt des Hauptreflek-
tors. Für θ = 0 wird R = 0, und Gl. 5.26 geht in Gl. 5.25 über und beschreibt ein
Rotationshyperboloid.

Aufgrund der Rotationssymmetrie des Subreflektors kann die Bestimmung der
Strahllängenänderung h aufgrund einer Variation ∆R durch eine zweidimensionale
Darstellung vereinfacht werden. Cha (1987) approximiert für Radioteleskope, die nach
dem cassegrainischen Prinzip konfiguriert sind, die resultierende Längenänderung
des Strahls durch ein gleichschenkliges Dreieck. Diese Herleitung lässt sich direkt auf
Radioteleskope mit gregorianischer Konfiguration übertragen, sodass diese ebenfalls
für die meisten VGOS-spezifizierten Radioteleskope anwendbar ist (Lösler u. a. 2019c).

Abbildung 5.7: Schematische Darstellung des Signalweges der rechten Hälfte des Subreflektor Γ eines
Ring-Fokus-Paraboloids. Der dunkelgrau gepunktete Ellipsenbogen des Subreflektors mit den beiden
Brennpunkten F0 und F1 wird aufgrund der Gravitation verschoben und mündet in den Ellipsenbogen,
der durch eine schwarze durchgezogene Linie symbolisiert ist. Der Reflektionspunkt P wird um ∆R in
Richtung rT = (0 − 1) verschoben und mündet in P∆R. Der Punkt P′ repräsentiert die projizierte
Position von P∆R auf den Gradientenvektor i von Γ im Reflektionspunkt P. Die Punkte K und J sind
Projektionen von P′ auf den Vektor des einfallenden Strahls k bzw. des ausgehenden Strahls j. Die
Vektoren i, j, k und r sind Einheitsvektoren.

Abbildung 5.7 zeigt einen Ausschnitt der rechten Hälfte des Subreflektors eines
Ring-Fokus-Paraboloids. Der Ellipsenbogen Γ, der die Brennpunkte F0 und F1 be-
sitzt, ist dunkelgrau gepunktet dargestellt. Der einfallende Stahl verläuft durch den
Brennpunkt F1 in Richtung k und berührt den Ellipsenbogen im Punkt P. In P wird
dieser Strahl in Richtung j zum zweiten Brennpunkt F0 reflektiert. Verschiebt sich
der Subreflektor um ∆R in Richtung rT =

(
0 −1

)
, so ergibt sich P∆R auf dem

verschobenen Ellipsenbogen, der durch eine schwarze durchgezogene Linie abgebildet
ist. Da die Verschiebung des Subreflektors ∆R im Verhältnis zur Dimension des
Subreflektors sehr klein ist, d. h. ∆R �

√
A2

2 − A2
1, kann die Signalwegänderung

durch

h (P) = ‖PK‖2 + ‖PJ‖2 = 2∆R
(
rTi

) (
iTk

)
. (5.27)

approximiert werden (Cha 1987). Hierbei sind die beiden Punkte K und J die
Projektionen von P′ auf den Vektor des einfallenden Strahls k bzw. des ausgehenden
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Strahls j, und P′ stellt die projizierte Position von P∆R auf dem Gradientenvektor i
von Γ im Reflektionspunkt P dar.

Artz u. a. (2014) schlagen eine weitere Möglichkeit zur Approximation der Weg-
längenänderung vor, indem sie die in Gl. 5.24 gegebene geometrische Definition der
Ellipse auf die um ∆R verschobene Ellipse anwenden. Die resultierende Weglängen-
änderung

h′ (P) = ‖F′′0P′′‖2 + ‖F1P′′‖2 − 2A2 (5.28)

ergibt sich hierbei aus dem Abstand des tatsächlichen Reflektionspunktes P′′ zu
den beiden Brennpunkten F′′0 bzw. F1. Durch die Verschiebung ∆R endet, wie
in Abbildung 5.7 dargestellt, der in P′′ reflektierte Strahl nicht in F0, sodass der
Schnittpunkt F′′0 mit der Ebene gewählt wird, in der der Systembrennpunkt liegt
(Artz u. a. 2014).

Abbildung 5.8: Vergleich der resultierenden Strahllängenänderungen in Abhängigkeit von ∆R. Während
die Längenänderungen nach Gl. 5.27 durch hellrote Dreiecke dargestellt sind, symbolisieren graue Kreise
die resultierenden Änderungen nach Gl. 5.28. Die Differenz h (P)− h′ (P) zwischen beiden Verläufen ist
rot dargestellt. Der Einfallswinkel im Empfänger beträgt 20°.

Unter Berücksichtigung der geometrischen Parameter des Subreflektors des nord-
östlichen Onsala Twin Teleskops (ONSA13NE) sind in Abbildung 5.8 für verschiedene
∆R die aus Gl. 5.27 und Gl. 5.28 resultierenden Signalwegänderungen gegenüberge-
stellt. Der verwendete Einfallswinkel

cos γ = rTj′′ (5.29)

beträgt 20°. Die Verläufe der resultierenden Strahllängenänderungen sind praktisch
identisch. Die maximale Abweichung |h (P)− h′ (P)| ist <0,2 mm und ergibt sich
für ∆R = −3 mm. Die von Lösler u. a. (2019c) aus photogrammetrischen Daten
abgeleitete Variation für dieses Radioteleskop beträgt lediglich ∆R = 0,6 mm und
ist somit fünfmal kleiner als im Maximum in Abbildung 5.8 angenommen. Für
∆R = 0,6 mm ergibt sich eine Differenz von �50 µm.

Abbildung 5.9 stellt die Differenz h (P) − h′ (P) in Abhängigkeit des Einfalls-
winkels γ für drei verschiedene ∆R dar. Die größten Differenzen sind für 65° zu
erkennen. Dies entspricht dem maximal möglichen Einfallswinkel für ONSA13NE
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Abbildung 5.9: Differenz h (P) − h′ (P) in Abhängigkeit des Einfallswinkels γ für drei verschiedene
∆R, d. h. ∆R = −3 mm (schwarz gestrichelte Linie), ∆R = −2 mm (hellrote Strichpunktlinie) und
∆R = −1 mm (dunkelrote durchgezogene Linie).

(persönliche Mitteilung, Jonas Flygare, 2018), der sich für Strahlen ergibt, die direkt
am Zylinderrand auf das Ring-Fokus-Paraboloid treffen, siehe Abbildung 5.4. Für
γ < 60° und ∆R = −1 mm sind die (absoluten) Differenzen jedoch stets �0,5 mm.
Die Differenzen im Randbereich resultieren aus den unterschiedlichen Modellierungen
der Strahllängenänderungen. In Gl. 5.27 wird diese Längenänderung durch ein Hilfs-
dreieck approximiert, wobei weiterhin unterstellt wird, dass der reflektierte Strahl
im Systembrennpunkt F0 endet. Wie Abbildung 5.7 zeigt, ist dies geometrisch nur
für γ = 0° möglich, wenn ∆R 6= 0. Durch die Verwendung der Ellipsengleichung
beschreibt Gl. 5.28 den geometrischen Verlauf des Strahls im Subreflektor. Die Be-
dingung, dass der reflektierte Strahl im Systembrennpunkt endet, wird hierbei jedoch
verworfen.

Zur Bildung des Integrals in Gl. 5.2c werden die aus h resultierenden Funk-
tionswerte mit der teleskopspezifischen (normierten) Illuminationsfunktion In ge-
wichtet. Die Illuminationsfunktion für ONSA13NE ist eine Gauß-Funktion, die mit
ansteigendem Winkel γ das Signal heruntergewichtet. In Abbildung 5.10 ist der
Verlauf der normierten Illuminationsfunktion in Abhängigkeit vom Einfallswinkel
γ für ONSA13NE dargestellt. Da die gewichtete Strahllänge für γ > 50° praktisch
vernachlässigt werden kann, sind die in Abbildung 5.9 dargestellten Differenzen für
γ > 50° unkritisch. Zur Modellierung der Längenänderung des Strahls sind Gl. 5.27
und Gl. 5.28 gleichermaßen geeignet.

Für Radioteleskope, die nach dem cassegrainischen Prinzip konstruiert sind, kann
zur Beschreibung der Strahllängenänderung Gl. 5.27 direkt übernommen werden
(Cha 1987; Abbondanza und Sarti 2010). In Analogie zu Gl. 5.28 kann alterna-
tiv zur Beschreibung der Strahllängenänderung auf die Definition einer Hyperbel
zurückgegriffen werden (Nitschke 2018, S. 120),

|‖F0Pi‖2 − ‖F1Pi‖2| = 2A2. (5.30)
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Abbildung 5.10: Normierte Illuminationsfunktion In für ONSA13NE in Abhängigkeit vom Einfallswinkel
γ.

5.4 Verzerrung der Schätzwerte eines Ring-Fokus-
Paraboloids

Um den Einfluss der Nichtlinearität auf die geschätzten Formparameter eines rota-
tionssymmetrischen Ring-Fokus-Paraboloids abzuschätzen, werden die Modellpara-
meter aus einer 100 Punkte umfassenden synthetischen Stichprobe abgeleitet. Die
Punkte sind auf fünf konzentrischen Kreisen zu je 20 Punkten angeordnet. Sowohl
der Abstand zwischen den Kreispunkten eines Kreises als auch der Abstand zwischen
den Kreisen ist jeweils äquidistant. Abbildung 5.11 zeigt die gewählte Punktkonfi-
guration, welche häufig auch zur Justierung der einzelnen Paneele, aus denen sich
der Hauptreflektor zusammensetzt, verwendet wird. In Anlehnung an bereits beste-
hende VGOS-spezifizierte Radioteleskope (Haas 2013; López-Fernández u. a. 2014;
Schüler u. a. 2015) wird eine Brennweite von F = 3,7 m und ein Zylinderradius von
r = 0,74 m gewählt.

Zur Bildung der a-priori Dispersionsmatrix wird aufgrund der unterschiedlichen
Erfassungsmethoden (Baars 2007, S. 152ff) auf die in Gl. 4.32 eingeführte Taylor-
Karman-Strukturmatrix K zurückgriffen. Die charakteristische Distanz zur Bildung
von K ergibt sich mittels Gl. 4.34 zu dc ≈ 33 cm. Diese Matrix wird mit elf ver-
schiedenen Varianzfaktoren σ2

0 skaliert und als stochastisches Modell bei der Para-
meterschätzung berücksichtigt. Diese Untersuchung entspricht somit einem Vergleich
zwischen Instrumenten, die ein vergleichbares Messprinzip aufweisen, aber durch un-
terschiedliche Genauigkeitsklassen gekennzeichnet sind, wie bspw. eine Totalstation
und ein Lasertracker. Ein rotationssymmetrisches Ring-Fokus-Paraboloid besitzt nur
zwei datumsinvariante Parameter, die Brennweite F und den Zylinderradius r, sodass
nachfolgend nur die Ergebnisse dieser beiden Formparameter betrachtet werden.

In Abbildung 5.12 sind die Schätzwerte für die beiden Formparameter F̂ bzw. r̂
sowie die resultierenden Parameterunsicherheiten in Abhängigkeit des Varianzfak-
tors σ2

0 für die Taylorreihe mit Gliedern 1.Ordnung, die Taylorreihe mit Gliedern
2.Ordnung sowie für die Unscented Transformation und die Monte-Carlo-Methode
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

Abbildung 5.11: Verteilung der synthetisch erzeugten Stichprobe, bestehend aus fünf konzentrischen
Kreisen mit jeweils 20 Punkten. Der integrierte Zylinder weist einen Radius von r = 0,74 m auf, und die
Brennweite des Paraboloids beträgt F = 3,7 m. Der Durchmesser des Ring-Fokus-Paraboloids beträgt
etwa 13 m und entspricht somit der Größenordnung eines VGOS-spezifizierten Radioteleskops.

dargestellt. Die MCM wurde mit einem Stichprobenumfang von mMCM = 5 · 105

durchgeführt. Da die MCM-Lösung asymptotisch gegen den wahren Wert strebt, kann
diese als Referenzlösung zur Bewertung der anderen Verfahren verwendet werden.

Erwartungsgemäß steigen die Unsicherheiten der geschätzten Formparameter mit
zunehmenden σ0 an, wie an den dargestellten Konfidenzintervallen zu erkennen ist.
Die Differenzen zwischen der geschätzten Unsicherheit der Monte-Carlo-Methode
und den anderen Verfahren liegt auch für σ0 = 1 cm bei maximal 1 %, sodass die
Verzerrung der geschätzten Dispersion hier praktisch vernachlässigt werden kann.
Dem stehen die Verzerrungen der beiden Formparameter aufgrund des nichtlinea-
ren Zusammenhangs in Gl. 5.15 gegenüber. Die TS1-Resultate sind unabhängig
vom gewählten σ0. Im Gegensatz dazu führt die TS2-Lösung, welche zusätzlich den
quadratischen Term in der Taylorreihenentwicklung berücksichtigt, in Abhängigkeit
von σ0 zu einem kleiner werdenden Wert für die Brennweite F bzw. zu einem grö-
ßer werdenden Wert für den geschätzten Zylinderradius r, siehe Abbildung 5.12.
Die Differenz zwischen der TS1- und der TS2-Lösung beträgt bei σ0 = 1 cm etwa
F̂TS1 − F̂TS2 = 0,7 mm bzw. r̂TS1 − r̂TS2 = −0,5 mm.

Tabelle 5.1 stellt die Differenzen zwischen der MCM und den Ergebnissen der
TS1, der TS2 sowie der UT gegenüber. Differenzen zwischen den Ergebnissen der UT
und der TS2 sind im dargestellten Stellenbereich nicht vorhanden. Die Abweichun-
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Abbildung 5.12: Resultierende Brennweiten F̂ (oben) und Zylinderradien r̂ (unten) des Ring-Fokus-
Paraboloids für unterschiedlich gewählte Varianzfaktoren σ2

0 . Die Lösungen der MCM, UT, TS2 und TS1
sind durch graue Quadrate, dunkelrote Rauten, rote Dreiecke bzw. hellrote Kreise jeweils symbolisiert.
Die dargestellten Konfidenzintervalle (1σ) sind im Maßstab 250 : 1 geplottet, um Überlagerungen zu
vermeiden.

gen zwischen der MCM und der UT bzw. der TS2 sind �50 µm und variieren im
Vorzeichen. Diese Differenzen sind hier im Wesentlichen auf die generierten Pseudo-
zufallszahlen zurückzuführen, die einem numerisch exakt reproduzierbaren Ergebnis
entgegenstehen, siehe Abschnitt 2.4. Weiterhin beschreibt die TS2 ein quadratisches
Ersatzproblem, welches Terme höherer Ordnung vernachlässigt. Aufgrund der ge-
ringen Differenzen zwischen der MCM und der TS2 erscheint das Berücksichtigen
von Termen höherer Ordnung jedoch unnötig und motiviert den Abbruch nach dem
quadratischen Glied.

Die Größe, mit der sich die Verzerrung in den Schätzwerten zeigt, wird bei ge-
gebenem funktionalem Modell durch das stochastische Modell gesteuert. Präzisere
Messungen sind daher grundsätzlich zu bevorzugen, um die Verzerrung der Schätz-
werte zu reduzieren.

Im Folgenden soll untersucht werden, ob eine Erhöhung der Anzahl der Beobach-
tungen die Verzerrung der Schätzwerte teilweise oder gar vollständig kompensieren
kann. Heinz u. a. (2019) evaluieren Messungen von terrestrischen Laserscannern auf
ebene Zielzeichen mit unterschiedlichen Abtastraten am Objekt und variierenden
Messunsicherheiten. Sowohl die Erhöhung der Diskretisierung am Objekt als auch
die Verbesserung des Signal-Rausch-Verhältnisses führt zu einer Steigerung des Mess-
aufwandes – insbesondere der Messzeit. Heinz u. a. (2019) zeigen exemplarisch, dass
die Dispersion der geschätzten Modellparameter durch eine Erhöhung der Abtastrate
schneller reduziert wird als durch eine Verbesserung des Signal-Rausch-Verhaltens bei
gleicher Messzeit. Anstelle die Messunsicherheiten der Einzelmessung zu reduzieren
und somit das Signal-Rausch-Verhältnis zu verbessern, wird eine Erhöhung der Dis-
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Tabelle 5.1: Resultierende Differenzen (Bias) zwischen der MCM und den Lösungen der TS1, der TS2
sowie der UT für die beiden Formparameter eines Ring-Fokus-Paraboloids, die Brennweite F̂ (links) und
den Zylinderradius r̂ (rechts), in Abhängigkeit des Varianzfaktors σ2

0 . Alle Werte sind in mm angegeben.

Brennweite F̂ Radius r̂
σ0 TS1 TS2 UT TS1 TS2 UT
1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 0,03 0,00 0,00 −0,02 0,00 0,00
3 0,07 0,01 0,01 −0,06 −0,02 −0,02
4 0,09 −0,02 −0,02 −0,07 0,01 0,01
5 0,15 −0,02 −0,02 −0,10 0,02 0,02
6 0,27 0,02 0,02 −0,21 −0,03 −0,03
7 0,34 0,00 0,00 −0,24 0,00 0,00
8 0,43 −0,01 −0,01 −0,28 0,03 0,03
9 0,56 0,02 0,02 −0,41 −0,01 −0,01
10 0,66 −0,02 −0,02 −0,47 0,02 0,02

kretisierung empfohlen. Wie stark die Modellparameter aufgrund des ungünstigeren
Signal-Rausch-Verhältnisses verzerrt werden, untersuchen die Autoren nicht.

Um im Kontext der Schätzung eines rotationssymmetrischen Ring-Fokus-Pa-
raboloids zu untersuchen, ob eine Erhöhung der Diskretisierung die Verzerrung
der Schätzwerte reduziert oder möglicherweise eliminiert, wird die Anzahl der in
Abbildung 5.11 dargestellten konzentrischen Kreise variiert. Beginnend bei vier
Kreisen wird die Anzahl kontinuierlich erhöht, bis 75 Kreise erreicht sind. Die Anzahl
der Punkte pro Kreis beträgt wiederum 20, sodass zur Parameterschätzung zwischen
80 und 1 500 Punkte zur Verfügung stehen. In diesem Zusammenhang soll weiterhin
untersucht werden, wie stark sich eine mögliche Vereinfachung bei der Formulierung
des stochastischen Modells auf die Schätzwerte auswirkt.

In dieser Simulation wird das stochastische Modell der Punkte mittels Gl. 4.32
durch eine Taylor-Karman-Strukturmatrix K als zutreffend angenommen. Durch das
Hinzufügen weiterer Oberflächenpunkte verringert sich der radiale Punktabstand
und somit die charakteristische Distanz dc nach Gl. 4.34. Wie Abbildung 4.8 zeigt,
definiert die charakteristische Distanz die abstandsabhängige Korrelation zwischen
den Koordinatenkomponenten und somit die resultierende Dispersionsmatrix. Eine
Erhöhung der Punktanzahl würde aufgrund der unterschiedlichen charakteristischen
Distanzen zusätzlich eine strukturelle Änderung in der resultierenden Dispersion
hervorrufen. Mögliche Änderungen in den geschätzten Formparametern könnten
somit nicht zweifelsfrei der erhöhten Punktanzahl zugeordnet werden. Aus diesem
Grund, und um Vergleichbarkeit zu den bereits in Abbildung 5.12 bzw. Tabelle 5.1
dargestellten Resultaten herzustellen, wird die charakteristische Distanz zur Bildung
von K einheitlich mit dc ≈ 33 cm gewählt. Dies entspricht der charakteristischen
Distanz für fünf konzentrische Kreise, siehe Abbildung 5.11.

120



5.4. Verzerrung der Schätzwerte eines Ring-Fokus-Paraboloids

Eine übliche Vereinfachung im stochastischen Modell besteht darin, die stochas-
tischen Abhängigkeiten zwischen den Beobachtungen zu vernachlässigen und ledig-
lich die Hauptdiagonalelemente der ursprünglich vollbesetzten Dispersionsmatrix zu
berücksichtigen (Jäger u. a. 2005, S. 211f). Die Hauptdiagonale der Taylor-Karman-
Strukturmatrix ist eine Einheitsmatrix I. Das als zutreffend angenommene stochas-
tische Modell ergibt sich zu σ0K. Das durch Vernachlässigung der stochastischen
Abhängigkeiten entstehende vereinfachte stochastische Modell lautet σ0I. In bei-
den Fällen wird mit σ0 = 5 mm ein identischer Varianzfaktor gewählt. Aufgrund
der hohen Übereinstimmung zwischen der Monte-Carlo-Methode, der Unscented
Transformation und der Taylorreihe mit Gliedern 2.Ordnung für σ0 ≤ 1 cm, siehe
Abbildung 5.12, werden im Folgenden ausschließlich die TS1- bzw. TS2-Ergebnisse
betrachtet.

Abbildung 5.13: Differenz zwischen den TS1- und TS2-Ergebnissen für die Modellparameter F̂ (oben)
und r̂ (unten) in Abhängigkeit der Anzahl der konzentrischen Kreise. Da jeder Kreis aus 20 äquidistanten
Punkten besteht, ergeben sich Konfigurationen zwischen 80 und 1 500 Punkten. Grau dargestellt sind
die Ergebnisse, die sich unter Verwendung der Einheitsmatrix als stochastisches Modell ergeben. Für das
stochastische Modell mittels Taylor-Karman-Strukturmatrix ergeben sich die rot dargestellten Resultate.
Die Konfidenzintervalle (1σ) ergeben sich aus der Taylorreihe mit Gliedern 2.Ordnung. Diese sind im
Maßstab 250 : 1 geplottet, um Überlagerungen zu vermeiden.

Abbildung 5.13 zeigt die ermittelten Differenzen zwischen der TS1- und TS2-
Lösung für die Brennweite F und den Zylinderradius r. Die dargestellten Konfidenz-
intervalle entstammen der TS2-Lösung. Der Unterschied zur TS1-Lösung kann hier
wiederum vernachlässigt werden, siehe auch Abbildung 5.12. Erwartungsgemäß redu-
zieren sich die geschätzten Unsicherheiten der beiden Modellparameter mit steigender
Punktanzahl. Deutlich zu erkennen ist jedoch, dass diese Reduzierung sehr stark
vom stochastischen Modell abhängt. Während sich für das vereinfachte stochastische
Modell mit Einheitsmatrix die Parameterunsicherheiten um mehr als 60 % verringern,
ist die Verringerung um <10 % bei Verwendung der Taylor-Karman-Strukturmatrix
praktisch vernachlässigbar. Zu beachten ist, dass diese große Differenz nicht aus der
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Anwendung der Taylorreihe mit Gliedern 2.Ordnung resultiert, sondern ausschließlich
auf die Struktur der Dispersionsmatrix im stochastischen Modell zurückzuführen ist.
Die Verwendung einer skalierten Einheitsmatrix ist in der Praxis gebräuchlich, stellt
aber i. A. eine sehr starke Vereinfachung der tatsächlichen Dispersion der Beobach-
tungen dar. Insbesondere das Vernachlässigen von algebraischen Korrelationen, die
bei der Umformung von Elementarbeobachtungen in abgeleitete Beobachtungen ent-
stehen, z. B. der nichtlinearen Umformung von Strecke und Richtung in kartesische
Koordinaten, führt zu einer Verfälschung der abgeschätzten Parameterunsicherheiten
und hieraus abgeleiteten Qualitätsmerkmalen (Zhao u. a. 2019). Jäger u. a. (2005,
S. 214) sprechen in diesem Zusammenhang auch von einer „scheinbaren Genauigkeit“
der geschätzten Parameter.

Die Verzerrung der Modellparameter ist sowohl abhängig von der Anzahl als auch
von der Dispersion der Punkte. Die in Abbildung 5.13 dargestellten Differenzen weisen
unabhängig von der Wahl des stochastischen Modells sehr ähnliche Verläufe auf. Das
Hinzunehmen von weiteren Beobachtungen reduziert gerade am Anfang das Bias
der Modellparameter deutlich. Mit zunehmender Anzahl an beobachteten Punkten
weisen die Kurven jedoch einen asymptotischen Verlauf auf, sodass eine weitere
Erhöhung unökonomisch wird. So bleiben die Ergebnisse, die mittels Taylor-Karman-
Strukturmatrix erzielt werden, ab zehn konzentrischen Kreisen praktisch unverändert
bei etwa 0,15 mm für die Brennweite bzw. etwa −0,1 mm für den Zylinderradius.
Um das Bias zu reduzieren, ist eine Verbesserung des Signal-Rausch-Verhältnisses
gegenüber der Erhöhung der Diskretisierung daher vorzuziehen. Ähnliche Ergebnisse
konnten Lösler u. a. (2020) auch für die Schätzung einer Regressionsebene erzielen.

Werden die fünf konzentrischen Kreise mit jeweils 20 Punkten durch eine zweite
unabhängige Messung mit σ0 = 5 mm erneut aufgenommen, so reduziert sich das
Bias für die Brennweite und den Zylinderradius auf F̂TS1 − F̂TS2 = 0,09 mm bzw.
r̂TS1− r̂TS2 = −0,06 mm. Wie Tabelle 5.1 zeigt, sind diese Ergebnisse vergleichbar mit
den Resultaten für σ0 = 4 mm. Dies lässt sich auch aus der Varianz des Mittelwertes

σ2 = σ2

m

näherungsweise ablesen, da 4 mm ≈
√

(5 mm)2

2 . Dass eine Verbesserung des Signal-
Rausch-Verhältnisses im Hinblick auf eine geringe Verzerrung der Schätzwerte zu
favorisieren ist, wird hierdurch noch einmal unterstrichen. Die unabhängige Doppel-
messung führt zu einer Registrierung von lediglich 200 Punktbeobachtungen. Diese
reduziert die Parameterverzerrung jedoch stärker als bei Verwendung von bspw. 1 500
Punkten, wie Abbildung 5.13 zeigt. Die Doppelmessung ist somit ökonomischer. Dass
die ausschließliche Erhöhung der Diskretisierung das Bias nicht maßgeblich reduziert,
lässt sich mit Abbildung 2.4 unmittelbar nachvollziehen. Die hier grau dargestellten
Einzelrealisierungen der durchgeführten Monte-Carlo-Methode formen den Kreisbo-
gen. Die resultierende Schätzung der kartesischen Koordinatenkomponenten muss
daher, unabhängig von der Anzahl der Beobachtungen, stets innerhalb des Kreises
liegen. Die Bogenlänge dieses Kreises resultiert ausschließlich aus der Unsicherheit
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der Winkelmessung und nicht aus dem Umfang der Stichprobe. Je höher folglich die
Genauigkeit der Winkelmessung ist, desto geringer ist das Bias der Schätzung.

Neben der zu optimistischen Schätzung der Parameterdispersion führen die Ver-
nachlässigungen im stochastischen Modell hier zu einer deutlichen Unterschätzung
des Parameterbias. Die Hauptdiagonalen der Dispersionsmatrizen sind in beiden
stochastischen Modellen identisch, sodass die in Abbildung 5.13 dargestellten Diffe-
renzen ausschließlich aus den Korrelationen zwischen den Punkten resultieren. Diese
Korrelationen werden, wie Abbildung 4.8 zeigt, durch die charakteristische Distanz
dc bei der Taylor-Karman-Strukturmatrix gesteuert. Durch das Erhöhen der konzen-
trischen Kreise reduziert sich der Abstand zwischen den Punkten. Bei 50 Kreisen
beträgt die minimale Distanz min (s) ≈ 10 cm, sodass sich mit dc ≈ 33 cm sehr
hohe stochastische Abhängigkeiten zwischen benachbarten Punkten ergeben. Diese
treten bei Verwendung einer skalierten Einheitsmatrix strukturbedingt nicht auf.
Insbesondere bei hohen Messraten können stochastisch unabhängige Messwerte nicht
erwartet werden (Kermarrec und Lösler 2021). Lösler u. a. (2016b) leiten bspw. für
eine tachymetrische 48 h Messreihe (zeitabhängige) Korrelation von ρ > 0,5 für die
polaren Messelemente ab. Koch (2010) ermittelt aus Wiederholungsmessungen mit
einem terrestrischen Laserscanner (räumliche) Korrelation von ρ > 0,9 zwischen den
resultierenden Koordinaten. Betrachtet man die Taylor-Karman-Strukturmatrix als
zutreffendes stochastisches Modell und die Verwendung der Einheitsmatrix als korres-
pondierende Approximation, so zeigt Abbildung 5.13 deutlich, dass eine Datenanalyse
mit einem unzureichend formulierten stochastischen Modell zu Fehlinterpretationen
führen kann.

5.5 Zusammenfassung

Das GGOS strebt eine Positionsgenauigkeit von 1 mm sowie eine zeitliche Stabilität
von 0,1 mm a−1 im globalen geodätischen Referenzrahmen an. Um dieses Ziel zu
erreichen, sind systematisch wirkende Messabweichungen in den geodätischen Raum-
verfahren zu identifizieren und messtechnisch zu quantifizieren. VLBI-Radioteleskope
sind große bauliche Anlagen, deren Messergebnisse u. a. durch Temperaturverände-
rungen (Haas u. a. 1999), Sonneneinstrahlung (Lösler u. a. 2010) oder Windlasten
(Clark und Thomsen 1988) beeinflusst werden. Neben diesen äußeren Einflüssen
führen Strukturverformungen, die durch das Eigengewicht des Hauptreflektors her-
vorgerufen werden, zu systematischen Messabweichungen. Diese Verformung variiert
in Abhängigkeit des Sekundärwinkels ω und ist somit lastfallabhängig (Sarti u. a.
2009b). Clark und Thomsen (1988) identifizieren die drei in Abbildung 5.3 dargestell-
ten Haupteinflüsse ∆F (ω), ∆V (ω) und ∆R (ω), die die Änderung der Brennweite
des Hauptreflektors, die Variation des Hauptreflektors zur Sekundärachse und die
Verschiebung des Empfängers bzw. Subreflektors beschreiben. Die Kombination die-
ser drei geometrisch beschreibbaren Deformationen erfolgt durch eine gewichtete
Summenbildung, wobei die zugehörigen linearen Gewichtskoeffizienten αF , αV und
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αR aus der teleskopspezifischen Illumination und der Änderung der Strahllänge in-
folge einer Verschiebung des Empfängers bzw. Subreflektors resultieren. Während
∆F aus der geometrischen Veränderung des Hauptreflektors indirekt abzuleiten ist,
lassen sich die Variationen von ∆V und ∆R durch direktes Messen bestimmen oder
indirekt aus ∆F ableiten (Lösler u. a. 2019c; Nothnagel u. a. 2019).

Das geometrische Modell des Hauptreflektors eines konventionellen VLBI-Radio-
teleskops ist in den meisten Fällen ein gewöhnliches rotationssymmetrisches Parabo-
loid. In Abschnitt 5.1 wird das mathematische Modell des allgemeinen elliptischen
Paraboloids als Fläche 2. Ordnung eingeführt, welches das rotationssymmetrische
Paraboloid als vereinfachten Spezialfall inkludiert. Die vorgesehene Geometrie des
Hauptreflektors vieler VGOS-spezifizierter Radioteleskope entspricht hingegen einem
Ring-Fokus-Paraboloid. Da diese Geometrie nicht zu den Flächen 2. Ordnung zählt,
wird in Abschnitt 5.2 ein implizites mathematisches Modell hergeleitet, welches ein
allgemeines doppelelliptisches Ring-Fokus-Paraboloid beschreibt. Das rotationssym-
metrische Ring-Fokus-Paraboloid ist wiederum ein Spezialfall, der durch entsprechen-
de Vereinfachungen im Modell entsteht. Aber nicht nur das rotationssymmetrische
Ring-Fokus-Paraboloid, sondern auch das elliptische und rotationssymmetrische Pa-
raboloid resultiert aus Vereinfachungen in der Modellannahme. Das durch Gl. 5.15
beschriebene Modell des allgemeinen doppelelliptischen Ring-Fokus-Paraboloids ist
somit sowohl zur Formanalyse des Hauptreflektors vieler konventioneller als auch für
die meisten VGOS-spezifizierten Radioteleskope geeignet. Gegenüber der geplanten
geometrischen Form des Hauptreflektors stellt Gl. 5.15 eine Überparametrierung
dar. Abbildung 5.5 zeigt jedoch anschaulich, dass diese Modellbildung u.U. eine
geometrische Interpretation von auftretenden systematischen Formabweichungen
ermöglicht (Lösler u. a. 2018b).

Zur Bestimmung der Gewichtskoeffizienten αF , αV und αR ist neben der Illumina-
tionsfunktion die Funktion h erforderlich, die die Strahllängenänderung infolge einer
Verschiebung des Empfängers bzw. des Subreflektors ∆R beschreibt. In Abschnitt 5.3
werden für Sekundär-Fokus-Radioteleskope mathematische Beschreibungen für ver-
schiedene Subreflektorgeometrien aufgeführt. Cha (1987) leitet eine Approximation
zur Beschreibung der Strahllängenänderung für Primär-Fokus-Radioteleskope her,
welche auf Sekundär-Fokus-Radioteleskope übertragen wird. Eine von Artz u. a.
(2014) angegebene alternative Darstellung, die zur Beschreibung der Strahllängenän-
derung die geometrischen Eigenschaften des Subreflektors ausnutzt, wird angegeben.
Beide Ansätze werden auf den Subreflektor eines Ring-Fokus-Paraboloids übertragen.
Ein Vergleich zwischen beiden Funktionsverläufen ist in Abbildung 5.8 dargestellt und
weist eine hohe Übereinstimmung auf. Für Radioteleskops mit Ring-Fokus-Paraboloid
sind zur Parametrierung der Signalwegänderung infolge einer Verschiebung ∆R beide
Ansätze geeignet.

Abschnitt 5.4 widmet sich der möglichen Verzerrung der Schätzwerte aufgrund der
Nichtlinearität von Gl. 5.15. Es zeigt sich, dass das Bias der Dispersion der geschätzten
Parameter vernachlässigt werden kann. Für die geschätzten Modellparameter ist in
Abhängigkeit von σ0 im stochastischen Modell ein deutlicher Anstieg der Verzerrung
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5.5. Zusammenfassung

zwischen der linearisierten und der nichtlinearen Lösung vorhanden. Wie Abbil-
dung 5.12 zeigt, beträgt für σ0 = 5 mm die Parameterverzerrung für die Brennweite
bereits 0,15 mm. Berücksichtigt man, dass für VGOS-spezifizierte Radioteleskope
Signalwegvariationen von <0,3 mm angestrebt werden (Petrachenko u. a. 2009), so ist
eine Verzerrung allein in der Bestimmung von ∆F von 0,15 mm durchaus kritisch zu
bewerten. Wie Abbildung 5.13 weiterhin zeigt, kann diese Parameterverzerrung nur
bis zu einem gewissen Grad durch eine Erhöhung der Beobachtungsanzahl reduziert
werden. Präzisere Messungen führen hingegen automatisch zu einer Reduktion der
Verzerrung. Für σ0 = 3 mm halbiert sich das Bias bereits für eine Konfiguration mit
100 Punkten, siehe Tabelle 5.1.

Eine belastbare Abschätzung erfordert, dass das stochastische Modell zutref-
fend formuliert ist. Starke Vereinfachungen, die bspw. durch das Vernachlässigen
von stochastischen Abhängigkeiten zwischen den Beobachtungen entstehen, sind zu
vermeiden. Werden lediglich die Hauptdiagonalelemente der vollbesetzten Dispersi-
onsmatrix im stochastischen Modell berücksichtigt, so werden Dispersion und Bias
in der durchgeführten Analyse zu optimistisch geschätzt. Für bspw. 1 000 Punk-
te und σ0 = 5 mm ergibt sich für die Brennweite σ̂F = 4 mm, wenn stochastische
Abhängigkeiten vernachlässigt werden. Werden die stochastischen Abhängigkeiten
hingegen berücksichtigt, so ergibt sich σ̂F = 12,8 mm. Bei der Schätzung der Pa-
rameterverzerrung ist das durch die Vernachlässigung im stochastischen Modell
entstehende Missverhältnis noch größer. Werden hier die stochastischen Abhängig-
keiten berücksichtigt, so ergibt sich ein 10-fach größeres Bias als bei entsprechender
Vernachlässigung der Korrelationen.
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6. Fazit und Ausblick

Das Global Geodetic Observing System strebt eine Positionsgenauigkeit von 1 mm
sowie eine zeitliche Stabilität von 0,1 mm a−1 im globalen geodätischen Referenzrah-
men an. Um dieses ambitionierte Ziel zu erreichen, müssen Abweichungen, die die
globalen Produkte systematisch verfälschen, identifiziert und quantifiziert werden,
sodass geeignete Beobachtungsstrategien und Korrekturmodelle entwickelt werden
können. Systematische Abweichungen können hierbei sowohl im Messprozess, d. h.
in der Datenerhebung, als auch im Analyseprozess, d. h. bei der Schätzung der Para-
meter, entstehen. Diese beiden Prozesse lassen sich sowohl im lokalen als auch im
globalen Kontext analysieren.

Aufgrund der geringen physischen Verknüpfung zwischen den vier geodätischen
Raumverfahren GNSS, DORIS, SLR/LLR und VLBI ist eine Kombination dieser
Raumverfahren zur Bestimmung eines globalen geodätischen Bezugsrahmens nur
durch zusätzliche geometrische Informationen sinnvoll möglich (Seitz u. a. 2012).
Local-Ties stellen die notwendigen dreidimensionalen Informationen zwischen den
invarianten Referenzpunkten der vier Raumverfahren bereit. Sie sind nach Schuh
u. a. (2017) die Schlüsselkomponente bei der Inter-Technik-Kombination, da sie die
verschiedenen Raumverfahren an Co-Location-Stationen zu einem gemeinsamen
integrierten Erdsystemsensor verknüpfen. Da Local-Ties zeitvariant sein können, regt
das GGOS eine möglichst regelmäßige Überprüfung an. Diese sollte idealerweise
automatisiert erfolgen, um den angestrebten 24 h/7 d-Betrieb der Raumverfahren nicht
zu behindern (Rothacher u. a. 2009). Sowohl inaktuelle als auch fehlerbehaftete Local-
Ties verfälschen die globalen Produkte systematisch. Local-Ties stellen somit eine
kritische Komponente im Kombinationsprozess dar, da sich Abweichungen in den
lokal bestimmten Vektoren in den globalen Resultaten fortpflanzen.

Die Bestimmung der Referenzpunkte, zwischen denen der Local-Tie definiert ist,
erfolgt durch präzise terrestrische Vermessung an Stationen, die mindestens zwei
verschiedene Raumverfahren betreiben. Der IRP einer IDS- bzw. GNSS-Antenne lässt
sich durch das Messen von neuralgischen Referenzpositionen an der Antenne meist
ohne Schwierigkeiten bestimmen (Poyard 2017). Die Bestimmung des geometrischen
Referenzpunktes von SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen ist hingegen herausfordernd,
da dieser i. A. unzugänglich und nicht materialisierbar ist. Die Bestimmung erfordert
daher ein indirektes Verfahren.

Systematische Abweichungen können bei der Datenerhebung der Raumverfahren
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6. Fazit und Ausblick

entstehen. So hängen die Empfangseigenschaften eines VLBI-Radioteleskops von
den geometrischen Eigenschaften sowie der räumlichen und zeitlichen Stabilität des
Haupt- und ggf. Subreflektors ab. Clark und Thomsen (1988) identifizieren drei
wesentliche Einflüsse, die zu Signalwegänderungen führen und unberücksichtigt zu
einer systematischen Abweichung, insbesondere in der vertikalen Komponente der
Stationskoordinate, führen und hierdurch u.U. den Netzmaßstab im TRF verfälschen
(Sarti u. a. 2010). Hierzu zählen die Variation des Scheitelpunktes, die Verschiebung
des Empfängers bzw. Subreflektors sowie die Änderung der Brennweite des Hauptre-
flektors, jeweils in Abhängigkeit des Sekundärwinkels. Während die Brennweitenände-
rung indirekt aus einer Formanalyse zu bestimmen ist, lassen sich die Variationen des
Scheitelpunktes sowie die Verschiebungen des Empfängers bzw. Subreflektors direkt
messtechnisch erfassen oder aus der Brennweitenänderung ableiten. Für konventionel-
le Radioteleskope sind in der Literatur Brennweitenänderungen von z.T. mehreren
Zentimetern dokumentiert (Sarti u. a. 2009a; Holst u. a. 2012; Bergstrand u. a. 2018).
Weiterhin zeigen die bisherigen Untersuchungen, dass jedes Radioteleskop ein spezi-
fisches Deformationsverhalten aufweist. Eine Übertragung von Korrekturfunktionen
auf andere Radioteleskope ist daher nicht möglich, sodass für jedes Radioteleskop
oder zumindest für jeden Typ das spezifische Deformationsverhalten zu ermitteln ist
(Gipson 2019).

Für VGOS-spezifizierte Radioteleskope existieren bisher nur sehr wenige Unter-
suchungen. Durch die sehr kompakte Bauweise dieser Teleskope sind deutlich gerin-
gere Variationen zu erwarten. Mess- und Analysestrategien, die für konventionelle
Radioteleskope geeignet erscheinen, können aufgrund der gesteigerten Genauigkeits-
anforderungen und des geänderten Reflektordesigns nicht direkt übertragen werden.
Lösler u. a. (2019c) analysieren am Onsala Space Observatory erstmals das lastfallab-
hängige Deformationsverhalten eines VGOS-spezifizierten Radioteleskops und leiten
Brennweitenänderungen von ca. 2 mm aus photogrammetrischen Messungen ab. Im
Vergleich zu Studien konventioneller Radioteleskope ist diese Variation etwa 10-fach
geringer und somit deutlich schwieriger messtechnisch nachzuweisen.

Neben systematischen Abweichungen, die durch den Messprozess verursacht wer-
den, können zusätzliche Abweichungen aus dem Analyseprozess resultieren. Praktisch
alle Problemstellungen in der Geodäsie und Messtechnik weisen einen nichtlinearen
funktionalen Zusammenhang auf. Erfolgt das Ableiten der statistischen Eigenschaften
durch Linearisierung, so gelten diese Eigenschaften nur für das lineare Ersatzproblem
(Neitzel 2004a, S. 20). Bezogen auf das originäre nichtlineare Problem sind diese
Schätzwerte jedoch verzerrt und somit nicht erwartungstreu. Die Verzerrung der
Schätzwerte wird durch die Nichtlinearität im funktionalen Modell hervorgerufen.
Die Größe, mit der sich die Verzerrung in den Schätzwerten zeigt, wird jedoch durch
das stochastische Modell gesteuert (Lehmann und Lösler 2018; Lösler u. a. 2020).
Ob die auftretenden Verzerrungen vernachlässigt werden können, ist daher zwingend
kontextabhängig zu eruieren.

In dieser Arbeit wurde ein mathematisches Modell entwickelt, das eine Bestim-
mung des geometrischen Referenzpunktes von SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen
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ermöglicht. Die bisher häufig eingesetzten geometrischen Modelle setzen u. a. eine
bestimmte geometrische Teleskopkonfiguration voraus oder benötigen ein spezielles
Messkonzept. Sie besitzen daher nur einen begrenzten Anwendungs- und Gültigkeits-
bereich. Bei der Modellentwicklung konnten diese Restriktionen aufgelöst werden.
Das hergeleitete Transformationsmodell besitzt keine Einschränkungen bzgl. der Tele-
skopgeometrie. Neben dem geometrischen Referenzpunkt werden teleskopspezifische
Zusatzparameter, wie bspw. der Abstand zwischen der Primär- und Sekundärach-
se, direkt mitbestimmt. Weiterhin ist kein gezieltes Verfahren des Teleskops nötig,
sodass eine prozessbegleitende Referenzpunktbestimmung möglich wird, wie es das
GGOS anregt. Für das hergeleitete Transformationsmodell wurden die beiden Lö-
sungsstrategien IRP I und IRP II herausgearbeitet. Während IRP I eine zusätzliche
Synchronisation zwischen dem terrestrischen Instrument und dem Teleskop erfordert,
entfällt diese Synchronisation für IRP II. Der auftretende Defekt der Normalglei-
chung der IRP II Lösungsstrategie lässt sich durch eine angepasste Messkonfiguration
und durch geeignete Datumsbedingungen sachgerecht beheben. Lösler u. a. (2018c)
zeigen, dass beide Strategien gleichwertige Resultate für den Referenzpunkt und den
Abstand zwischen der Primär- und Sekundärachse liefern und somit für eine in-situ
Referenzpunktbestimmung gleichermaßen geeignet sind.

Local-Ties bilden eine Schlüsselrolle beim Ableiten eines globalen geodätischen
Bezugsrahmens. Das hergeleitete Modell zur Bestimmung von Referenzpunkten an
SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen ist daher eine wesentliche Weiterentwicklung, um
die Zuverlässigkeit und die Aktualität von Local-Ties zu steigern. Abbildung 6.1
stellt die wesentlichen Schritte zur Bestimmung des Referenzpunktes und zusätzlicher
Teleskopparameter in einem Flussdiagramm mit kurzen Zusammenfassungen dar.

Die geometrische Form des Hauptreflektors eines VGOS-spezifizierten Radiotele-
skops entspricht in den meisten Fällen keinem gewöhnlichen rotationssymmetrischen
Paraboloid, sodass bisherige Analysestrategien nicht direkt auf die neue Generati-
on von Radioteleskopen übertragen werden können. Um die Verschattungen des
Hauptreflektors durch Konstruktionselemente zu reduzieren, nutzen viele VGOS-
Radioteleskope ein verbessertes Reflektordesign, welches als Ring-Fokus-Paraboloid
bezeichnet wird (Cutler 1947). Ein implizites mathematisches Modell, welches ein dop-
pelelliptisches Ring-Fokus-Paraboloid parametriert, wurde in dieser Arbeit hergeleitet.
Dieses Modell inkludiert sowohl das rotationssymmetrische Ring-Fokus-Paraboloid
als auch das elliptische und rotationssymmetrische Paraboloid. Durch eine geeignete
Beschränkung der formbeschreibenden Modellparameter kann dieses Modell univer-
sell sowohl auf eine Vielzahl konventioneller VLBI-Radioteleskope als auch für die
meisten VGOS-spezifizierten Radioteleskope zur Formanalyse des Hauptreflektors
eingesetzt werden. Da die geplante Form des Hauptreflektors i. A. rotationssymme-
trisch ist, beschreibt das mathematische Modell eine komplexere geometrische Form.
Lösler u. a. (2018b) analysieren auftretende systematische Oberflächenabweichun-
gen und zeigen, dass mit diesem Modell diese Systematiken in den Residuen z.T.
geometrisch interpretierbar werden.

129



6. Fazit und Ausblick

Synchronisation?

Das funktionale Modell zur Bestimmung des Referenzpunktes
und zusätzlicher Teleskopparameter ist durch Gl. 4.16 gegeben.
Das implizite IRP I Modell erfordert eine Synchronisation zwi-
schen dem terrestrischen Messsystem und dem Teleskop bei der
Datenerhebung, da neben den beobachteten Markenpositionen
Pi,j die zugehörigen Teleskopwinkel κj und ωj Beobachtungen
darstellen. Ist keine Synchronisation zwischen beiden Instru-
menten möglich, empfiehlt sich die Anwendung des expliziten
IRP II Modells.

IRP I IRP II

Ja Nein

Messsystem zur auto-
matisierten Aufnahme
signalisierter Punkte

Zur Erfassung signalisierter Punkte ist prinzipiell jedes Messver-
fahren geeignet, das direkt oder indirekt kartesische Koordina-
ten für die gemessenen Positionen liefert. Hierzu zählen neben
GNSS insbesondere polare und photogrammetrische Messsyste-
me. Das GGOS regt eine kontinuierliche und weitgehend auto-
matisierte Bestimmung der geometrischen Referenzpunkte an.
Hierfür muss das eingesetzte Messsystem über eine program-
mierbare Schnittstelle verfügen (Lösler u. a. 2013a, 2018c).

Symmetrische Netz- und
Aufnahmekonfiguration

Die Realisierung des Teleskopkoordinatensystems erfolgt durch
Marken. Durch Simulationen identifizieren Kallio und Pouta-
nen (2010) die optimale Markenpositionen in der Nähe der
Sekundärachse.
Zur Erfassung der Marken am Teleskop, bspw. mit einem pola-
ren Messinstrument, empfiehlt Lossin (2013) die Verwendung
von mindestens drei symmetrisch um das Teleskop angeordne-
ten Standpunkten. Wie Abbildung 4.7 zeigt, wird hierdurch
der Referenzpunkt von den beobachteten Punkten umschlos-
sen, sodass keine Extrapolationseffekte auftreten.
Die Verwendung symmetrischer Konfigurationen bietet weiter-
hin den Vorteil, dass sich hierdurch die mittels Gl. 3.40 bzw.
Gl. 3.52 geschätzten Parameterverzerrungen (nahezu) vollstän-
dig eliminieren lassen.

Prozessbegleitende Daten-
registrierung und -analyse

Die Erfassung der Marken am Teleskop und weiterer Größen
wie bspw. meteorologischer Parameter erfolgt prozessbeglei-
tend für unterschiedliche Teleskoporientierungen. Zur Überfüh-
rung einzelner Standpunkte in ein einheitliches Datum sowie
zum Ableiten der kartesischen Koordinaten der registrierten
Markenpositionen und deren Dispersion sind Voranalysen not-
wendig, wie bspw. eine Netz- oder Bündelblockausgleichung
(Lösler u. a. 2016b).

Bestimmung des Refe-
renzpunktes und weiterer
Teleskopparameter sowie
deren Unsicherheiten

Basierend auf Gl. 4.16 erfolgt die Bestimmung des geometri-
schen Referenzpunktes und weiterer Teleskopparameter sowie
deren Dispersion im impliziten IRP I bzw. im expliziten IRP II
Lösungsansatz mittels Gl. 3.7.
Auf eine Bestimmung der Verzerrung der Schätzwerte nach
Gl. 3.40 bzw. Gl. 3.52 kann aufgrund der geringen Messun-
sicherheiten i. A. verzichtet werden, insbesondere wenn eine
symmetrische Aufnahmekonfiguration verwendet wird.

Ableitung und Bereit-
stellung von Local-Ties

Zur Verknüpfung verschiedener Raumverfahren bei der Ablei-
tung eines TRF sind die geometrischen Verbindungsvektoren
(Local-Ties) und deren Dispersionsmatrizen im SINEX-Format
bereitzustellen. Der Local-Tie kann bereitgestellt werden, wenn
der geometrische Referenzpunkt eines weiteren Raumverfah-
rens vorliegt.

Abbildung 6.1: Ablaufdiagramm mit Zusammenfassungen zur Bestimmung des geometrischen Referenz-
punktes und zusätzlicher Teleskopparameter unter Verwendung des entwickelten Transformationsmodells
nach Gl. 4.16 sowie der vorgeschlagenen Lösungsstrategien IRP I bzw. IRP II. Ablaufpunkte mit gestri-
chelter Umrandung sind für die praktische Umsetzung notwendig, aber nicht Teil dieser Arbeit.
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Zur Modellierung der Signalwegvariationen nach Clark und Thomsen (1988) sind
neben den drei geometrischen Veränderungen auch die Variationen der Strahllän-
ge infolge einer Verschiebung des Empfängers bzw. Subreflektors zu modellieren.
Mit diesen Strahllängenvariationen und unter Berücksichtigung der teleskopspezi-
fischen Illumination lassen sich die linearen Gewichtskoeffizienten ableiten, die zur
Gewichtung der geometrischen Deformationen heranzuziehen sind. Hierfür ist eine Be-
schreibung der geometrischen Form des Subreflektors notwendig. In dieser Arbeit wur-
den für Sekundär-Fokus-Radioteleskope, die ein Ring-Fokus-Paraboloid verwenden,
Gleichungen zur Beschreibung der räumlichen Reflektorgeometrie des Subreflektors
angegeben. Analog zum entwickelten Modell zur Beschreibung der Hauptreflektor-
geometrie zeigt sich, dass diese Gleichungen durch entsprechende Vereinfachungen
auch zur geometrischen Beschreibung des Subreflektors der meisten konventionel-
len Radioteleskope geeignet sind. Diese geometrischen Beschreibungen bilden somit
eine universelle Grundlage zur Modellierung und Analyse der auftretenden Strahl-
längenvariationen infolge einer Subreflektorverschiebung. Zur Approximation der
Signallängenänderung konnten weiterhin zwei Ansätze, die für konventionelle Radio-
teleskope entwickelt wurden (Cha 1987; Artz u. a. 2014), direkt adaptiert werden.
Lösler u. a. (2019c) zeigen, dass beide Ansätze für VGOS-spezifizierte Radioteleskope
mit Ring-Fokus-Paraboloid geeignet sind und gleichwertige Ergebnisse liefern.

Die Berücksichtigung von Signalwegänderungen bei der Bestimmung eines globa-
len geodätischen Bezugsrahmens ist erstmals für den ITRF2020 vorgesehen (Altamimi
u. a. 2018). Die in dieser Arbeit hergeleiteten Modelle sind essenziell, um das Defor-
mationsverhalten von Radioteleskopen zukünftig zu evaluieren. Abbildung 6.2 stellt
die wesentlichen Schritte zur Bestimmung der Modellparameter eines Ring-Fokus-
Paraboloids und zur Ableitung eines Modells zur Kompensation der resultierenden
Signalwegvariation in einem Flussdiagramm mit kurzen Zusammenfassungen dar.
Dieses Schema gilt sinngemäß auch für Untersuchungen an konventionellen Radiote-
leskopen.

Sowohl die Bestimmung des Referenzpunktes als auch die Beschreibung der geo-
metrischen Form des Hauptreflektors erfolgt in einem nichtlinearen Modell. Liegen
mehr Beobachtungen als unbekannte Modellparameter vor, erfolgt die Schätzung
der Parameter in der Geodäsie häufig iterativ im Gauß-Helmert-Modell oder Gauß-
Markov-Modell bzw. durch eine bedingte Ausgleichung. In der numerischen Optimie-
rung zählt die Sequentielle Quadratische Programmierung nach Geiger und Kanzow
(2002, S. 234) „zu den wichtigsten Verfahren zum Lösen von allgemeinen nichtlinearen
Optimierungsaufgaben“. Unter Verwendung der Lagrange-Funktion zur Berücksichti-
gung von Nebenbedingungen bestimmt die SQP die unbekannten Parameter mittels
Newtonverfahren, wodurch das Bereitstellen der Hessematrix notwendig wird. In
dieser Arbeit wurde gezeigt, dass die in der Geodäsie gebräuchlichen Verfahren qua-
dratische Programme sind und als Spezialfälle der SQP aufgefasst werden können,
die auf das explizite Aufstellen der Hessematrix verzichten.
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Punktkonfiguration

Zur eindeutigen Bestimmung der Modellparameter eines dop-
pelelliptischen Ring-Fokus-Paraboloids sind lediglich elf Punkt-
beobachtungen notwendig. Um eine repräsentative Beschrei-
bung der Geometrie durch neuralgische Punkte sicherzustellen
und um die Zuverlässigkeit der Schätzung zu erhöhen, ist eine
größere Punktanzahl empfehlenswert. Hierfür eignet sich eine
symmetrische Punktkonfiguration, die sich an den Strukturele-
menten des Hauptreflektors orientiert, siehe Abbildung 5.11.

Diskretisierung und
Auswahl des Messsystems
zur Oberflächenerfassung

Die Punktanzahl hängt von der Zielsetzung ab. Sind lediglich
einzelne Formparameter wie bspw. die Brennweite F zu ermit-
teln, kann eine deutlich geringere Punktanzahl gewählt werden,
als sie zur Prüfung der Formschlüssigkeit notwendig wäre.
Zur Erfassung von signalisierten neuralgischen Punkten bieten
sich photogrammetrische Messsysteme an (Lösler u. a. 2019a).
Für Untersuchungen bezüglich lokaler Oberflächenabweichun-
gen, z. B. aufgrund fehlausgerichteter Paneele, sind Mehrpunkt-
verfahren wie z. B. Laserradar vorzuziehen (Usoff u. a. 2014).

Messunsicherheiten und
stochastisches Modell

Das funktionale Modell zur Beschreibung eines Ring-Fokus-
Paraboloids ist nichtlinear, siehe Gl. 5.15. Erfolgt das Ableiten
der statistischen Eigenschaften durch Linearisierung, so können
diese aufgrund von Gl. 2.4 nicht auf das originäre nichtlineare
Problem übertragen werden. Die Größe der Verzerrung der
Schätzwerte hängt hierbei vom stochastischen Modell ab. Prä-
zisere Messungen führen stets zu einer geringeren Verzerrung
und sind daher zu empfehlen, siehe Abbildung 5.12. Insbe-
sondere wird ein ungünstiges Signal-Rausch-Verhältnis nicht
durch eine Erhöhung der Punktanzahl kompensiert. Wie Abbil-
dung 5.13 zeigt, rufen starke Vereinfachungen im stochastischen
Modell, z. B. das Vernachlässigen von algebraischen Korrela-
tionen, zusätzliche Verzerrungen hervor und können u.U. zu
unplausiblen Ergebnissen und Fehlinterpretationen führen.

Bestimmung der Mo-
dellparameter eines

Ring-Fokus-Paraboloids

Unter Verwendung von Gl. 5.15 werden die Modellparameter
des Ring-Fokus-Paraboloids mittels Gl. 3.7 bestimmt. Die Grö-
ße der Verzerrung der Schätzwerte lässt sich mittels Gl. 3.52
abschätzen. Insbesondere bei der Verwendung von Messsyste-
men, die ein ungünstiges Signal-Rausch-Verhältnis besitzen,
ist die Berücksichtigung der Verzerrung der Schätzwerte emp-
fehlenswert.

Korrektur der Varia-
tionen des Signalwegs

Clark und Thomsen (1988) kombinieren die Änderung der
Brennweite des Hauptreflektors, die Variation des Hauptreflek-
tors zur Sekundärachse und die Verschiebung des Empfängers
bzw. Subreflektors und leiten mit Gl. 5.1 ein Modell zur Be-
schreibung der Signalwegvariation her. Liegen Messungen für
verschiedene Teleskoporientierungen vor, lässt sich das lastfall-
abhängige Verformungsverhalten des Hauptreflektors analysie-
ren und korrigieren (Sarti u. a. 2010; Lösler u. a. 2019c).

Abbildung 6.2: Ablaufdiagramm mit Zusammenfassungen zur Bestimmung der Modellparameter eines
Ring-Fokus-Paraboloids mit dem hergeleiteten Oberflächenmodell nach Gl. 5.15, welche u. a. den geome-
trischen Anteil der resultierenden Signalwegvariationen parametrieren. Ablaufpunkte mit gestrichelter
Umrandung sind für die praktische Umsetzung notwendig, aber nicht Teil dieser Arbeit.
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Unabhängig vom gewählten Optimierungsverfahren und insbesondere auch bei
Existenz eines direkten Lösungsverfahrens können keine unverzerrten Schätzwerte
erwartet werden, wenn das zugrunde liegende funktionale Modell nichtlinear ist,
jedoch die statistischen Eigenschaften aus dessen linearisiertem Modell abgeleitet
werden. Box (1971) schätzt für explizit formulierte funktionale Modelle das Bias
der Schätzwerte durch eine Taylorreihe mit Gliedern 2.Ordnung ab. Eine Übertra-
gung auf den allgemeinen Fall mit implizit formuliertem funktionalen Modell ist
Bestandteil dieser Arbeit. Hierdurch wurde es möglich, die vom Autor entwickelten
geometrischen Modelle hinsichtlich einer möglichen Verzerrung zu untersuchen. Diese
Verzerrung ist mit einer systematischen Abweichung im Analyseprozess gleichzuset-
zen. Die Untersuchungen in dieser Arbeit zeigen, dass die Größe des Bias von der
Konfiguration und dem stochastischen Modell abhängig ist. Insbesondere in der For-
manalyse erreicht die Parameterverzerrung Größenordnungen, die unberücksichtigt
als kritisch zu bewerten sind.

Diese Arbeit widmete sich ausschließlich der Erstellung von geeigneten Modellen,
um das ambitionierte Ziel von 1 mm Positionsgenauigkeit im globalen geodätischen
Bezugsrahmen realisierbar zu machen. Bewusst ausgeblendet wurden Messverfahren
und Instrumente, die für eine konkrete messtechnische Umsetzung geeignet sind.
Nachfolgende Arbeiten können hier anknüpfen, insbesondere da jede Empfehlung
für ein spezielles Messkonzept eine detaillierte Analyse der zu erwartenden Mes-
sunsicherheiten zwingend nach sich ziehen muss und im Kontext der jeweiligen
Genauigkeitsanforderungen zu bewerten ist.

Die Abschätzung der möglichen Verzerrung der Schätzwerte darf als weiteres
statistisches Analysewerkzeug aufgefasst werden. Es bietet die Möglichkeit, systema-
tische Abweichungen in den Schätzwerten, die aus der Verwendung eines u.U. zu
stark vereinfachten Ersatzproblems anstelle des ursprünglichen nichtlinearen Pro-
blems resultieren, abzuschätzen und bei Bedarf zu minimieren. Wie mit dieser Arbeit
gezeigt wurde, ist dieses Werkzeug dabei nicht auf die Analyse von Realdaten be-
schränkt, sondern eignet sich insbesondere auch zum Validieren von Messkonzepten
und Auswertestrategien bereits während der Planungsphase.
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A.1 Varianz einer nichtlinearen Funktion

Die Taylorreihe einer skalaren nichtlinearen differenzierbaren Funktion f (l) sei gege-
ben durch (Teunissen 2003, S. 142; Caspary und Wichmann 2007, S. 18)

f (l) =
∞∑
k=0

1
k!f

(k)ẽk = f + f
′
ẽ+ 1

2f
′′
ẽ2 + 1

6f
′′′
ẽ3 +O, (A.1)

wobei f (k) die k-te Ableitung der Funktion f an der Stelle l̃ darstellt, und f (0) := f

zu setzen ist. Die wahre Abweichung der Realisierung l gegenüber dem wahren Wert l̃
beschreibt ẽ = l− l̃, und O symbolisiert Terme höherer Ordnung. Durch Anwendung
des Verschiebungssatzes (Krystek 2012, S. 167),

Var {f (l)} = E
{

(f (l)− E {f (l)})2
}

(A.2)

= E
{
f (l)2

}
− 2 E {f (l)}E {f (l)}+ (E {f (l)})2

= E
{
f (l)2

}
− (E {f (l)})2 ,

ergibt sich das zweite zentrale Moment, die Varianz der Funktion f .

Die Quadrierung der Funktion f liefert unter Berücksichtigung ihrer Taylorreihe

f (l)2 = f 2 + f
′2
ẽ2 + 1

4f
′′2
ẽ4 + 1

36f
′′′2
ẽ6 (A.3)

+ 2ff ′
ẽ+ ff

′′
ẽ2 + 1

3ff
′′′
ẽ3

+ f
′
f

′′
ẽ3 + 1

3f
′
f

′′′
ẽ4

+ 1
6f

′′
f

′′′
ẽ5 +O.

Durch Einsetzen der jeweiligen Erwartungswerte in f ergibt sich der Minuend in
Gl. A.2, d. h.,

E
{
f (l)2

}
= f 2 + f

′2 E
{
ẽ2
}

+ 1
4f

′′2 E
{
ẽ4
}

+ 1
36f

′′′2 E
{
ẽ6
}

(A.4)

+ 2ff ′ E {ẽ}+ ff
′′ E

{
ẽ2
}

+ 1
3ff

′′′ E
{
ẽ3
}

+ f
′
f

′′ E
{
ẽ3
}

+ 1
3f

′
f

′′′ E
{
ẽ4
}

+ 1
6f

′′
f

′′′ E
{
ẽ5
}

+O.
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Ausgehend von ẽ ∼ N (0, σe) lassen sich alle zentralen Momente in Abhängigkeit
von σe darstellen. Tabelle A.1 fasst die zentralen Momente bis zur (k = 6)-ten
Ordnung zusammen. Aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung sind die zentralen
Momente mit ungerader Ordnungszahl k stets null. Werden die zentralen Momente
der Normalverteilung in Gl. A.4 berücksichtigt, so ergibt sich

E
{
f (l)2

}
= f 2 + f

′2
σ2
e + 3

4f
′′2
σ4
e + ff

′′
σ2
e + f

′
f

′′′
σ4
e +O. (A.5)

Tabelle A.1: Zentrale Momente der Normalverteilung E
{
ẽk
}
in Abhängigkeit der Ordnungszahl k, siehe

auch (Wolf 1968, S. 490f).

k 0 1 2 3 4 5 6
E
{
ẽk
}

1 0 σ2
e 0 3σ4

e 0 15σ6
e

Der Subtrahend in Gl. A.2 entspricht dem Quadrat des Erwartungswertes von f

E {f (l)} = f + 1
2f

′′
σ2
e +O (A.6)

und lautet

(E {f (l)})2 = f 2 + 1
4f

′′2
σ4
e + ff

′′
σ2
e +O. (A.7)

Die Anwendung des Verschiebungssatzes nach Gl. A.2 liefert die Varianz der Funktion
f , d. h.,

Var {f (l)} = f
′2
σ2
e + 1

2f
′′2
σ4
e + 5

12f
′′′2
σ6
e + f

′
f

′′′
σ4
e +O. (A.8)

Mit Beschränkung auf die quadratische Approximation ergibt sich schließlich die
Näherung für die gesuchte Varianz von f zu

Var {f (l)} ≈ f
′2
σ2
e + 1

2f
′′2
σ4
e . (A.9)

A.2 Erwartungswert und Dispersion der Unscen-
ted Transformation

Gemäß Gl. 2.10 ist die Taylorreihe einer nichtlinearen Funktion f gegeben durch

f (Xi) = f (X0) + Jẽi + 1
2
[
ẽT
i Hj ẽi

]
j

+O. (A.10)

Wird die Funktion f in Gl. 2.20a durch ihre Taylorreihe ersetzt, so ergibt sich

E {û} =
2n∑
i=0

wif (Xi) (A.11)

= 1
2 (n+ κ)

2n∑
i=1

(
f (X0) + Jẽi + 1

2
[
ẽT
i Hj ẽi

]
j

+O
)

+ κ

n+ κ
f (X0) .
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Aufgrund der symmetrischen Anordnung der Σ-Punkte Xi in Gl. 2.18 folgt ẽi = −ẽn+i
für i > 0, wodurch alle Terme mit ungeraden Potenzen in dieser Reihe entfallen
(Simon 2006, S. 442f), d. h,

E {û} = n

n+ κ
f (X0) + 1

2 (n+ κ)

2n∑
i=1

(1
2
[
ẽT
i Hj ẽi

]
j

+O
)

+ κ

n+ κ
f (X0) (A.12)

= f (X0) + 1
2 (n+ κ)

n∑
i=1

[
ẽT
i Hj ẽi

]
j

+ 1
2 (n+ κ)

2n∑
i=1
O.

Aus Gl. 2.18 folgt weiterhin ẽi =
(√

(n+ κ) Σe
)
i
. Eingesetzt in Gl. A.12 und unter

Vernachlässigung von Termen vierter und höherer Ordnung ergibt sich der Erwar-
tungswert der UT zu

E {û} ≈ f (X0) + 1
2 (n+ κ)

n∑
i=1

[(√
(n+ κ) Σe

)T

i
Hj

(√
(n+ κ) Σe

)
i

]
j

(A.13)

= f (X0) + 1
2 [tr (HjΣe)]j .

Ein Vergleich mit Gl. 2.13a zeigt, dass dies einer Approximation 2. Ordnung entspricht,
welche Terme vierter und höherer Ordnung vernachlässigt (Gustafsson und Hendeby
2008; Wang und Zhao 2018).

Entsprechend den Ausführungen in Abschnitt A.1 ergibt sich für die Dispersion
der UT durch Anwendung des Steiner’schen Verschiebungssatzes entsprechend Gl. A.2
zunächst

Var {û} =
2n∑
i=0

wi (f (Xi)− E {û}) (f (Xi)− E {û})T (A.14)

=
2n∑
i=0

wif (Xi)f (Xi)T − E {û}E {û}T

= κ

n+ κ
f (X0)f (X0)T + 1

2 (n+ κ)

2n∑
i=1
f (Xi)f (Xi)T − E {û}E {û}T .

Durch Substitution der Gl. A.10, A.12 in Gl. A.14 und Bildung der äußeren Produkte
folgt

Var {û} ≈ JΣeJT + n+ κ

4

n∑
i=1

[
tr
(
HjΣeiHkΣei

)]
j,k

(A.15)

− 1
4 [tr (HjΣe)]j [tr (HkΣe)]Tk ,

wobei Terme höherer Ordnung wiederum vernachlässigt wurden und Σei = ẽiẽT
i .

Die modifizierte Unscented Transformation, aus der stets eine positiv semidefinite
Dispersionsmatrix resultiert, führt für eine bessere Approximation der Dispersion mit
Gl. 2.22 einen zusätzlichen Summanden ein (Julier 2002). Wird dieser in Gl. A.15
berücksichtigt, so ergibt sich

Var {û} ≈ JΣeJT + α2 (n+ λ)
4

n∑
i=1

[
tr
(
HjΣeiHkΣei

)]
j,k

(A.16)

+ β − α2

4 [tr (HjΣe)]j [tr (HkΣe)]Tk ,
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wobei κ = α2 (n+ λ)−n substituiert wurde (Wan und Merwe 2000). Für n = 1 lässt
sich Gl. A.16 weiter zusammenfassen (Wang und Zhao 2018), d. h.,

Var {û} ≈ JΣeJT + β + α2λ

4

n∑
i=1

[tr (HjΣeHkΣe)]j,k .

Wird λ = 0 und β = 2 gewählt (Gustafsson und Hendeby 2012), so lautet die
Dispersion

Var {û} ≈ JΣeJT + 1
2

n∑
i=1

[tr (HjΣeHkΣe)]j,k . (A.17)

Diese stimmt mit der Dispersion bzw. der Varianz der TS2 überein, wie ein Vergleich
mit den Gl. 2.7, 2.13b zeigt. Für n > 1 approximiert die UT hingegen nur die Lösung
der TS2 (Gustafsson und Hendeby 2008, 2012).

A.3 Newtonverfahren

Das Newtonverfahren zählt zu den wichtigsten Verfahren in der numerischen Opti-
mierung und bestimmt das Minimum einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion
(Geiger und Kanzow 1999, S. 83)

min Ω (û) (A.18)

durch iteratives Lösen der (lokalen) quadratischen Approximation, siehe auch Gl. A.1,

Φk (û) = Ω
(
uk
)

+∇TΩ
(
û− uk

)
+ 1

2
(
û− uk

)T
∇2Ω

(
û− uk

)
. (A.19)

Hierbei sind ∇Ω und ∇2Ω der Gradient und die symmetrische Hessematrix, die die
ersten bzw. zweiten partiellen Ableitungen von Ω an der aktuellen Entwicklungsstelle
uk enthalten. Der Vektor uk repräsentiert die Lösung des k-ten Iterationsschrittes.
Erfüllt der Gradient ∇Φk die notwendige Bedingung

∇Φk = 0 (A.20)

und ist weiterhin die Hessematrix positiv definit (hinreichende Bedingung), so ist û
ein stationärer Punkt und ein lokales Minimum der quadratischen Ersatzfunktion

min Φk (û). (A.21)

Der Gradient der Funktion Φk an der Stelle uk ist gegeben durch

∇Φk = ∇Ω +∇2Ω
(
û− uk

)
(A.22)

und liefert mittels Gl. A.20 das zu lösende lineare Gleichungssystem, welches auch
als Newtongleichung bezeichnet wird (Geiger und Kanzow 1999, S. 84),

∇2Ω ∆u = −∇Ω, (A.23)
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wobei û = uk+∆u die um den Zuschlagsvektor ∆u akkumulierte Entwicklungsstelle
für den (k+1)-ten Iterationsschritt darstellt. Die Iteration kann abgebrochen werden,
wenn die notwendige Bedingung

∇Ω = 0 (A.24)

für das in Gl. A.18 gesuchte Minimum erfüllt ist.

Abbildung A.1: Eindimensionale Skalarfunktion Ω (u), die als graue Strichpunktlinie visualisiert ist,
und deren quadratische Approximation Φ (u), welche als gestrichelte rote Linie dargestellt ist. Für die
Entwicklungsstelle uk ist die Tangente in Ω angegeben, deren Anstieg im Minimum null ist, sodass die
notwendige Optimalbedingung erfüllt wird.

Abbildung A.1 zeigt exemplarisch für die eindimensionale Skalarfunktion Ω (u)
die zugehörige quadratische Approximation Φ (u) an der Entwicklungsstelle uk. Die
notwendige Bedingung in Gl. A.24 ist erfüllt, wenn der Anstieg der dargestellten
Tangente null ist.

Zur Initialisierung des Newtonverfahrens sind geeignete Startwerte uk=0 vorzu-
geben, die bereits in der Nähe des Optimums liegen müssen. Ist diese Bedingung
erfüllt, ist die Hessematrix positiv definit und die Newtongleichung konvergiert su-
perlinear bzw. quadratisch (Geiger und Kanzow 1999, S. 84f; Nocedal und Wright
2006, S. 44f). Ist die Startlösung hingegen nicht in unmittelbarer Umgebung des Op-
timums, so sind geeignete Strategien zur Schrittweitensteuerung (Geiger und Kanzow
1999, S. 45ff) oder Trust-Region-Verfahren (Geiger und Kanzow 1999, S. 286ff) zu
implementieren, auf modifizierte Verfahren zurückzugreifen, die eine positiv definite
Hessematrix garantieren – wie bspw. der Levenberg-Marquardt-Algorithmus (Leven-
berg 1944; Marquardt 1963) –, oder ein Quasi-Newtonverfahren anzuwenden, welches
die Approximation einer positiv definiten Hessematrix inkludiert, bspw. die nach den
Mathematikern Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno benannte BFGS-Methode
(Nocedal und Wright 2006, S. 135ff). Details zu den einzelnen Verfahren können der
Standardliteratur zur numerischen Optimierung entnommen werden, sodass an dieser
Stelle auf eine ausführliche Beschreibung verzichtet wird und vorausgesetzt sei, dass
eine hinreichend genaue Startlösung uk=0 vorliegt.
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A.4 Blockmatrixreduktion

Aufgrund der möglichen Größe eines zu lösenden Gleichungssystems ist eine direkte
Lösung u.U. unwirtschaftlich. Insbesondere ist man häufig nur an einem kleinen
Teil der geschätzten Modellparameter interessiert, während die übrigen lediglich
als Hilfsgrößen fungieren. In der geodätischen Netzausgleichung wird bspw. für
Richtungssatzmessungen eine Orientierungsunbekannte in die Modellgleichungen
eingeführt, die die Differenz zwischen der Nullstellung des Teilkreises und der X-
Achse des gewählten Datums beschreibt. Dieser Parameter ist zwar zur sachgerechten
Modellierung notwendig, bleibt in der weiteren Analyse aber meist unberücksichtigt.
Es kann daher zweckdienlich sein, eine explizite Bestimmung von Hilfsgrößen durch
eine implizite Darstellung zu umgehen (Höpcke 1980, S. 94ff; Caspary und Wichmann
2007, S. 130ff). Untersuchungen von Stark (1984) zeigen, dass hierdurch der Rechen-
und Ressourcenaufwand z.T. deutlich reduziert werden kann.

Das lineare Gleichungssystem Mu = m mit der Koeffizientenmatrix M, dem Abso-
lutgliedvektor m und dem Vektor der Modellparameter u lässt sich in ein äquivalentes,
reduziertes Gleichungssystem Mu = m umformen. Hierzu wird M in Blockmatrizen
zerlegt, sodass quadratische Diagonalblöcke entstehen. Diese Diagonalblöcke seien
weiterhin regulär, sodass ihre Inverse existiert. Die Zerlegung der Vektoren m und u
erfolgt sachlogisch. Das auf vier Blöcke aufgeteilte Gleichungssystem lautet (Zurmühl
und Falk 1984, S. 297ff)[

M11 M12

M21 M22

] [
u1

u2

]
=

[
m1

m2

]
. (A.25)

Ausgehend von einem linearen Gleichungssystem, welches durch entsprechende
Zeilen- und Spaltensortierung die zu eliminierenden Parameter u2 am Ende des
Parametervektors enthält, ergibt sich die zweite Zeile in Gl. A.25 zu

M22u2 = m2 −M21u1 (A.26)

bzw. nach Multiplikation beider Seiten mit M−1
22

u2 = M−1
22m2 −M−1

22M21u1. (A.27)

Durch Substitution von Gl. A.27 in die erste Zeile des ursprünglichen Gleichungssys-
tems, siehe Gl. A.25, ergibt sich die reduzierte Gleichung zu

M11u1 + M12
(
M−1

22m2 −M−1
22M21u1

)
= m1, (A.28)

welche sich durch(
M11 −M12M−1

22M21
)

u1 = m1 −M12M−1
22m2 (A.29)

zusammenfassen lässt.
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Durch Setzen von

M = M11 −M12M−1
22M21, (A.30a)

m = m1 −M12M−1
22m2, (A.30b)

u = u1, (A.30c)

ergibt sich die o. g. Kurzschreibweise des linearen Gleichungssystems

Mu = m. (A.31)

Die Parameter u2 treten hierbei nur noch in impliziter Form auf, können jedoch mit
Gl. A.27 stets aus der reduzierten Lösung explizit bestimmt werden.

A.5 Erwartungswert und Dispersion der Parame-
terschätzung (Box 1971)

Gemäß Gl. 3.35 ist die notwendige Bedingung für das Minimum in Gl. 3.28 an der
Stelle x̂ = x̃ + ẽx gegeben durch (Koch 2007, S. 65)

ĴT
xWe (l− f (x̂)) = 0. (A.32)

Durch Einsetzen von Gl. 3.30, 3.35 folgt weiterhin
(
Jx +

[
ẽT

xHx,i
]
i

)T
We

(
ẽ− Jxẽx −

1
2
[
ẽT

xHx,iẽx
]
i

)
= 0, (A.33)

sowie nach weiterer Umformung und unter Berücksichtigung von Gl. 3.31

0 = JT
xWe (ẽ− JxJεẽ) (A.34)

− 1
2JT

xWe
(
Jx
[
ẽTHε,iẽ

]
i
+
[
ẽTJT

ε Hx,iJεẽ
]
i

)
+ [Hx,iJεẽ]i We (ẽ− JxJεẽ)

− 1
2 [Hx,iJεẽ]i We

(
Jx
[
ẽTHε,iẽ

]
i
+
[
ẽTJT

ε Hx,iJεẽ
]
i

)
.

Werden zunächst nur die linearen Anteile der Beobachtungsabweichungen ẽ in
Gl. A.34 betrachtet, d. h.,

0 = JT
xWe (ẽ− JxJεẽ)

= JT
xWeẽ− JT

xWeJx
(
JT

xWeJx
)−1

JT
xWeẽ,

so ergibt sich die Matrix der linearen Transformation in Gl. 3.31 zu

Jε =
(
JT

xWeJx
)−1

JT
xWe. (A.35)
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Aus dem quadratischen Anteil der Beobachtungsabweichungen ẽ in Gl. A.34

0 = −1
2JT

xWe
(
Jx
[
ẽTHε,iẽ

]
i
+
[
ẽTJT

ε Hx,iJεẽ
]
i

)
+ [Hx,iJεẽ]i We (ẽ− JxJεẽ)

resultiert unter Berücksichtigung von Gl. A.35[
ẽTHε,iẽ

]
i

= −Jε
[
ẽTJT

ε Hx,iJεẽ
]
i

+ 2
(
JT

xWeJx
)−1

[Hx,iJεẽ]i We (ẽ− JxJεẽ) .

Werden die Erwartungswerte der einzelnen Terme betrachtet, d. h.,

E
{[

ẽTHε,iẽ
]
i

}
= −Jε E

{[
ẽTJT

ε Hx,iJεẽ
]
i

}
(A.36)

+ 2
(
JT

xWeJx
)−1

E
{

[Hx,iJεẽ]i We (ẽ− JxJεẽ)
}
,

so ergibt sich mit den Gl. 2.12[
tr
(
HεiW−1

e

)]
i

= −Jε
[
tr
(
JεW−1

e JT
ε Hxi

)]
i

(A.37a)

bzw.[
tr
(
HεiW−1

e HεjW−1
e

)]
i,j

= Jε
[
tr
(
JεW−1

e JT
ε HxiJεW−1

e JT
ε Hxj

)]
i,j

JT
ε . (A.37b)

Hierbei wurde die Invarianz der Spur eines Matrizenproduktes zweier nicht notwen-
digerweise quadratischer Matrizen, einer (o× p)-Matrix M und einer (p× o)-Matrix
N, bezüglich eines Faktorentauschs ausgenutzt (Zurmühl und Falk 1984, S. 22), d. h.,

tr (MN) = tr (NM) . (A.38)

Ein Beweis, dass der zweite Summand [Hx,iJεẽ]i We (I− JxJε) ẽ der rechten Seite
in Gl. A.36 einen Erwartungswert von null besitzt, soll nachfolgend in Anlehnung
an Box (1971) skizziert werden. Mittels des Extraktionsvektors εj, der an der j-ten
Position mit einer Eins und ansonsten mit Nullen besetzt ist, lautet die j-te Zeile

εT
j [Hx,iJεẽ]i We (I− JxJε) ẽ = ẽTJT

ε [Hx,iεj]i We (I− JxJε) ẽ.

Durch Anwendung von Gl. 2.12a folgt für dessen Erwartungswert

E
{
ẽTJT

ε [Hx,iεj]i We (I− JxJε) ẽ
}

= tr
(
JT
ε [Hx,iεj]i We (I− JxJε) W−1

e

)
.

Da nach Gl. A.38 allgemein die Spur eines Matrizenproduktes bezüglich eines Fakto-
rentauschs invariant ist, ergibt sich für den Erwartungswert des zweiten Summanden
der rechten Seite in Gl. A.36 unter Berücksichtigung von Gl. A.35

tr
(
[Hx,iεj]i We (I− JxJε) W−1

e JT
ε

)
= 0. (A.39)

Wie Gl. A.37 zeigt, ist das explizite Aufstellen der Hessematrix Hε zur Bestim-
mung des Erwartungswertes und der Dispersion in Gl. 3.34 nicht notwendig. Gemäß
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Gl. 3.34 ergeben sich Erwartungswert und Dispersion von ẽx durch Einsetzen der
Gl. A.35, A.37 und unter Berücksichtigung von Σx̂ = JεW−1

e JT
ε =

(
JT

xWeJx
)−1

zu

E {ẽx} = −1
2Jε [tr (Σx̂Hx,i)]i , (A.40a)

Var {ẽx} = Σx̂ + 1
2Jε [tr (Σx̂Hx,iΣx̂Hx,j)]ij JT

ε . (A.40b)
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Abkürzungs- und Akronymverzeichnis

DGFI Deutsches Geodätisches Forschungsinstitut
DORIS Doppler Orbitography and Radiopositioning Integrated by Satellite
DTRF DGFI Terrestrial Reference Frame
EKF Extended Kalman Filter
GEOSS Global Earth Observing System of Systems
GGOS Global Geodetic Observing System
GHM Gauß-Helmert-Modell
GMM Gauß-Markov-Modell
GNSS Global Navigation Satellite System
GRASP Geodetic Reference Antenna in Space
GUM Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement
IAG International Association of Geodesy
IDS International DORIS Service
IERS International Earth Rotation and Reference Systems Service
IGS International GNSS Service
ILRS International Laser Ranging Service
IRP Invarianter Referenzpunkt
ITRF International Terrestrial Reference Frame
ITRS International Terrestrial Reference System
IVS International VLBI Service for Geodesy and Astrometry
JPL Jet Propulsion Laboratory
JTRF JPL Terrestrial Reference Frame
KKT Karush-Kuhn-Tucker
LLR Lunar Laser Ranging
MCM Monte-Carlo-Methode
MUT Modified Unscented Transformation
SINEX Software Independent Exchange
SLR Satellite Laser Ranging
SQP Sequentielle Quadratische Programmierung
SSUT Spherical Simplex Unscented Transformation
SUT Standard Unscented Transformation
TRF Terrestrial Reference Frame
TRS Terrestrial Reference System
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Abkürzungs- und Akronymverzeichnis
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