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Zusammenfassung

Die Erde befindet sich in einem kontinuierlichen Wandel, der aus verschiedenen vari-
ierenden dynamischen Prozessen und einwirkenden Kréften resultiert. Die globale
Erderwarmung, der Anstieg des Meeresspiegels oder tektonische Verschiebungen sind
einige der globalen Phidnomene, die diesen Veranderungsprozess sichtbar machen.
Um diese Veranderungen besser zu verstehen, deren Ursachen zu analysieren und um
geeignete Praventivmafinahmen abzuleiten, ist ein eindeutiger Raumbezug zwingend
notwendig. Der International Terrestrial Reference Frame (ITRF) als globales erdfes-
tes kartesisches Koordinatensystem bildet hierbei die fundamentale Basis fiir einen
eindeutigen Raumbezug, zur Bestimmung von prézisen Satellitenorbits oder zum
Detektieren von Verformungen der Erdkruste. Die 2015 verabschiedete Resolution
»A global geodetic reference frame for sustainable development“ (A/RES/69/266) der
Vereinten Nationen (UN) verdeutlicht den hohen Stellenwert und die Notwendigkeit
eines solchen globalen geodatischen Bezugssystems.

Das Global Geodetic Observing System (GGOS) wurde 2003 durch die Interna-
tional Association of Geodesy (IAG) gegrindet. ,,Advancing our understanding of
the dynamic Earth system by quantifying our planet’s changes in space and time*
lautet die 2011 formulierte Zielsetzung, auf die alle Arbeiten von GGOS ausgerichtet
sind, um die metrologische Plattform fiir sémtliche Erdbeobachtungen zu realisieren.
Die Bestimmung eines globalen geodatischen Bezugsrahmens, der weltweit eine Po-
sitionsgenauigkeit von 1 mm ermoglicht, ist eine der grofien Herausforderungen von
GGOS. Das Erreichen dieses Ziels setzt neben der technischen Weiterentwicklung
und dem infrastrukturellen Ausbau geodatischer Raumverfahren das Identifizieren
und Quantifizieren von systematischen Abweichungen sowohl im lokalen als auch im
globalen Kontext voraus.

Die Bestimmung eines globalen geodéatischen Bezugsrahmens erfolgt durch ei-
ne kombinierte Auswertung aller geodatischen Raumverfahren. Da diese unterein-
ander nur eine geringe physische Verkniipfung aufweisen, stellen lokal bestimmte
Verbindungsvektoren, die auch als Local-Ties bezeichnet werden, eine der wesent-
lichen Schliisselkomponenten bei der Kombination dar. Ungenaue, fehlerbehaftete
und inaktuelle Local-Ties limitieren die Zuverlédssigkeit des globalen geodétischen
Bezugssystems.

In der vorliegenden Arbeit werden ein Modell sowie verschiedene Losungsverfah-
ren entwickelt, die eine Verkntlipfung der geometrischen Referenzpunkte von Radio-
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teleskopen bzw. Laserteleskopen mit anderen geodétischen Raumverfahren durch
prozessbegleitende lokale terrestrische Messungen erlauben. Wahrend Radioteleskope
zur Interferometrie auf langen Basislinien (VLBI) verwendet werden, ermdglichen
Laserteleskope Entfernungsmessungen zu Erdsatelliten (SLR) oder zum Mond (LLR).
Die Bestimmung des geometrischen Referenzpunktes von Laser- und Radioteleskopen
ist messtechnisch herausfordernd und erfordert eine indirekte Bestimmungsmethode.
Bestehende geometrische Methoden sind entweder auf eine bestimmte Teleskopkon-
struktion beschrankt oder erfordern ein spezielles Messkonzept, welches ein gezieltes
Verfahren des Teleskops voraussetzt. Die in dieser Arbeit hergeleitete Methode weist
keine konstruktionsbedingten Restriktionen auf und erfillt zusétzlich alle Kriterien
der durch das GGOS angeregten prozessintegrierten in-situ Referenzpunktbestim-
mung. Hierdurch wird es méglich, den Referenzpunkt kontinuierlich und automatisiert
zu bestimmen bzw. zu tiberwachen.

Um die Zuverlassigkeit von VLBI-Daten zu erhéhen und um die Zielsetzung
von 1 mm Positionsgenauigkeit im globalen Kontext zu erreichen, wird das beste-
hende VLBI-Netz gegenwéartig durch zusétzliche Radioteleskope unter dem Namen
VLBI2010 Global Observing System (VGOS) erweitert. Die hierbei entstehenden
VGOS-Radioteleskope zeichnen sich u. a. durch eine sehr kompakte Bauweise und
hohe Rotationsgeschwindigkeiten aus. Weitgehend ununtersucht ist das Eigenverfor-
mungsverhalten dieser Teleskope. Wahrend fiir konventionelle Radioteleskope bspw.
Signalwegdnderungen von z. T. mehreren Zentimetern dokumentiert sind, existieren
nur wenige vergleichbare Studien fiir VGOS-Radioteleskope. Hauptgriinde sind zum
einen die erhohten Genauigkeitsanforderungen und zum anderen fehlende Modelle zur
Beschreibung der Reflektorgeometrien, wodurch eine direkte Ubertragung bisheriger
Mess- und Analyseverfahren erschwert wird.

In dieser Arbeit werden fiir VGOS-spezifizierte Radioteleskope Modelle erarbeitet,
die eine geometrische Beschreibung der Form des Haupt- und Subreflektors ermogli-
chen. Basierend auf diesen Modellen lassen sich u. a. Anderungen der Brennweite oder
Variationen der Strahllange infolge von lastfallabhédngigen Deformationen geometrisch
modellieren. Hierdurch ist es moglich, wesentliche Einflussfaktoren zu quantifizieren,
die eine Variation des Signalweges hervorrufen und unkompensiert vor allem zu ei-
ner systematischen Verfialschung der vertikalen Komponente der Stationskoordinate
fithren.

Die Wahl eines geeigneten Schatzverfahrens, um unbekannte Modellparameter
aus tiberschiissigen Beobachtungen abzuleiten, wird haufig als trivial und gelost an-
gesehen. Im Rahmen dieser Arbeit wird gezeigt, dass neben messprozessbedingten
systematischen Abweichungen auch systematische Abweichungen durch das gewéahlte
Schétzverfahren entstehen konnen. So resultieren aus der Anwendung eines Schétz-
verfahrens, welches ausschlieflich in linearen Modellen Giiltigkeit besitzt, i. A. keine
erwartungstreuen Schatzwerte bei nichtlinearen Problemstellungen. Insbesondere in
der Formanalyse des Hauptreflektors eines VLBI-Radioteleskops zeigt sich, dass die
resultierenden Schétzwerte verzerrt sind, und diese Verzerrungen Groéflenordnungen
erreichen, die als kritisch zu bewerten sind.
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Abstract

Several varying forces and dynamic processes continuously affect the shape and
the figure of the planet Earth. The process of global change of the Earth becomes
visible by, e.g., the global climate change and global warming, the sea-level rise,
or the tectonic plate movement. In order to gain a better understanding of these
global changes, to analyse their causes, and to derive suitable preventive measures,
a reliable global spatial reference system is mandatory. The International Terrestrial
Reference Frame (ITRF) is the most accurate global Earth-fixed Cartesian reference
frame. It provides the global spatial information for suitable positioning on Earth,
for precise satellite orbits, or for in-depth analysis of deformations of the Earth’s
crust or tectonic changes. In 2015, the United Nations (UN) adopted the resolution
on ,A global geodetic reference frame for sustainable development“ (A/RES/69/266)
and emphasized the importance of a global terrestrial reference frame.

The Global Geodetic Observing System (GGOS) was established by the Interna-
tional Association of Geodesy (IAG) in 2003. Since 2011, the vision of GGOS has
been ,,Advancing our understanding of the dynamic Earth system by quantifying our
planet’s changes in space and time“. GGOS is perceived as the metrological basis
of Earth observations. One of the challenging tasks is to provide a global geodetic
frame of reference having a position accuracy of 1 mm on the global scale for the
ITRF. To achieve the accuracy aim, on the one hand, technical improvements of
the space geodetic infrastructure are necessary, but on the other hand, systematic
errors caused by the measurement and analysis procedures must be identified and
quantified on the local as well as on the global scale.

A global geodetic reference frame is derived by combining several space geodetic
techniques. To overcome the weak physical connection between the space geodetic
techniques during the frame derivation, the reference points and their geometrical rela-
tions are needed for inter-technique combination. In this contribution, a mathematical
model and several solving procedures are derived to determine the conventional refe-
rence point of radio telescopes, used for Very Long Baseline Interferometry (VLBI),
and laser telescopes, used for Satellite Laser Ranging (SLR) as well as Lunar Laser
Ranging (LLR), by local terrestrial surveying methods. The geometrical relations
defined between two reference points are realized by a spatial vector also known as
local-tie. Since local-ties are crucial components within the inter-technique combina-
tion, these vectors must be known within the highest level of accuracy. Inaccurate,




outdated, or erroneous local-ties bias the global frame. The determination of the
reference point of radio telescopes or laser telescopes is a challenging task and requi-
res indirect methods. Existing methods are based on modelling simple geometrical
shapes. These geometrical methods are restricted to a specific type of telescope con-
struction or require a special observation procedure including predefined rotations of
the telescope. The mathematical model derived in this thesis overcomes the construc-
tional restrictions. Moreover, it allows for in-process reference point determination
as envisaged by GGOS. Therefore, for the first time an automated and continues
in-situ reference point monitoring becomes possible.

The legacy VLBI network is insufficient to reach the 1 mm goal envisaged by
GGOS. For that reason, new radio telescopes, which are of a more compact and
stiffer design and are able to move faster, are designed and enlarge the existing
VLBI network. These new radio telescopes will form the backbone of the next
generation geodetic VLBI system, often referred to as VLBI2010 Global Observing
System (VGOS) radio telescopes. On the one hand, several investigations focusing
on systematic errors of large legacy VLBI radio telescopes exist, e. g., the signal path
variation caused by deformation of the reflectors. On the other hand, equivalent
studies that evaluate the deformation behaviour of new VGOS radio telescopes are
rare. Main reasons are the higher-level accuracy requirements but also the lack
of mathematical models that rigorously describe the shape of the reflectors. Thus,
existing observation and analysis procedures derived and proved for legacy radio
telescopes cannot be applied directly to the new VGOS class.

In this investigation, new mathematical models are developed to parametrize the
three dimensional shape of main reflectors as well as the shape of sub-reflectors of
VGOS-specified radio telescopes. Based on these models, variations of, e. g., the focal
length or the ray path caused by the reflector’s dead load and different structural
loads can be modelled and used to derive the geometrical component of the resulting
signal path variation.

The estimation of unknown parameters is often regarded as trivial. However, it
will be demonstrated that the estimated results are biased, if the statistical properties
of a linear substitute-problem are transferred to its underlying nonlinear model. In
particular, the order of magnitude of the bias becomes critical in analysing the shape
of the main reflector.
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1. Einleitung

Die Erde befindet sich in einem kontinuierlichen Wandel, der aus verschiedenen
variierenden dynamischen Prozessen und einwirkenden Kréften resultiert. Sichtbar
werden diese permanenten Verdnderungen des dynamischen Systems Erde bspw. in
der Erderwérmung, im Anstieg des Meeresspiegels, durch tektonische Verschiebungen,
Erdbeben, Tsunamis und andere globale Phdnomene. Der Bevolkerungszuwachs auf
der Erde fithrt dazu, dass Gebiete urbanisiert werden, die einer erhéhten potenziellen
Gefidhrdung unterliegen und daher eine hohere Wachsamkeit erfordern, um humani-
tare Katastrophen zu vermindern oder ganz zu verhindern. Neben den humanitaren
Gefahren beeinflussen Naturkatastrophen durch das Wegbrechen von infrastruktu-
rellen Einrichtungen nicht nur die nationale, sondern auch die globale Okonomie.
Um die dynamischen Prozesse und deren Wechselwirkungen besser zu verstehen,
Pradiktionen abzuleiten und um ggf. geeignete Praventivmafinahmen zu ergreifen,
ist ein einheitlicher Raumbezug zwingend erforderlich. Die Grundvoraussetzung fiir
diesen Raumbezug bildet ein prazises globales geodétisches Bezugssystem.

Die Frage nach dem ,Wo bin ich?* kann nur durch einen einheitlichen Raumbezug
beantwortet werden. Es ist die inhérente Frage von Technologien, die wie selbstver-
stdndlich im Alltag und in Wertschopfungsketten eingesetzt werden. Navigation,
Logistik oder autonomes Fahren sind nur einige Beispiele, die einen globalen geodéti-
schen Bezugsrahmen erfordern. Frithwarnsysteme fiir Erdbeben bzw. Tsunamis sind
ohne einen globalen geoditischen Bezugsrahmen undenkbar. Eine detaillierte Uber-
sicht iiber weitere Applikationen findet sich in der Zusammenstellung des National
Research Council (2010).

Der Anstieg des Meeresspiegels, primér hervorgerufen durch die thermische Aus-
dehnung des Wassers und das Abschmelzen des Eises an den Polen, ist unstrittig
eine direkte Folge der Erderwérmung bzw. des Klimawandels. Woppelmann und
Marcos (2016) zeigen, dass gegenwértige terrestrische Referenzrahmen einen der
limitierenden Faktoren darstellen, um diese Veranderungen am Meeresspiegel und
die resultierenden vertikalen Landbewegungen zuverlassig zu erfassen.

Um ein besseres Verstédndnis fiir diese globalen Phdnomene zu bekommen, ist ein
stabiler und hochpréziser globaler geodatischer Bezugsrahmen zwingend erforderlich.
Dieser sollte eine globale Genauigkeit fiir die Position und den Netzmaflstab von min-
destens 1 mm bzw. 0,1 ppb bieten! und eine zeitliche Stabilitit fiir die Position und

11 ppb, parts per billion, entspricht ~ 6 mm auf der Erdoberfliche.




1. Einleitung

den Netzmaflstab von mindestens 0,1 mma~" bzw. 0,01 ppba~! aufweisen (Blewitt
u.a. 2010; Glaser u. a. 2020).

1.1 Globales geodatisches Bezugssystem

Die International Association of Geodesy (IAG) initiierte 2003 das Global Geodetic
Observing System (GGOS) mit dem Ziel, eine metrologische Plattform fiir simtliche
Erdbeobachtungen zu etablieren und hochwertige Beobachtungen und abgeleitete
Produkte fiir wissenschaftliche und nichtwissenschaftliche Bereiche zur Verfiigung zu
stellen. ;Advancing our understanding of the dynamic Earth system by quantifying
our planet’s changes in space and time* lautet die 2011 formulierte Zielsetzung,
weshalb das GGOS haufig auch als geodéitische Komponente des Global Earth Obser-
ving System of Systems (GEOSS) betitelt wird (Rothacher 2013). Im Wesentlichen
werden hierunter Daten bzw. Produkte zur Beschreibung der Erdfigur und ihrer
raumzeitlichen Verdnderung (Geokinematik), zum Gravitationsfeld der Erde, sowie
Erdrotationsparameter verstanden, die auch als die drei Eckpfeiler der Geodésie
bezeichnet werden (Plag u.a. 2009b, S. 7). Die hierfiir notwendige Datengrundlage
setzt eine internationale und interdisziplindre Vernetzung voraus und wird durch
die Dienste der IAG, d. h. International DORIS Service (IDS), International GNSS
Service (IGS), International Laser Ranging Service (ILRS) und International VLBI
Service for Geodesy and Astrometry (IVS), bereitgestellt. Die starke Verzahnung der
drei GGOS-Eckpfeiler wird in der Ableitung eines konsistenten globalen geodétischen
Bezugsrahmens deutlich.

Ein Koordinatensystem, dessen Lagerung und Orientierung durch den Massen-
mittelpunkt der Erde und die Erdrotationsachse definiert wird, stellt nach Heck
(2003, S. 30) ein ideales Terrestrial Reference System (TRS) dar. Zur eindeutigen
Festlegung eines kartesischen Koordinatensystems ist zusétzlich tiiber den Mafistab
der drei Koordinatensystemachsen zu verfiigen. Die Realisierung eines so definierten
TRS wird als Terrestrial Reference Frame (TRF) bezeichnet (Heck 2003, S. 29ff;
Torge und Miiller 2012, S. 39ff) und ergibt sich aus konkreten physischen Punkten
auf der Erdoberfliche, den Referenzpunkten der geodétischen Raumverfahren (Seitz
u.a. 2017). Fir ein definiertes TRS konnen mehrere Realisierungen existieren, die
sich u.a. in der Auswahl der Referenzpunkte, der Anzahl der Beobachtungen bzw.
der beriicksichtigten Zeitspanne sowie in der Art der Prozessierung unterscheiden.

Das International Terrestrial Reference System (ITRS) ist durch global verteilte
Punkte auf der Erdoberfliche und unter Berticksichtigung linearer und nichtlinearer
Variationen dieser Punkte (Geschwindigkeiten) realisiert und wird als International
Terrestrial Reference Frame (ITRF) bezeichnet (z. B. Petit und Luzum 2010, S. 31ff;
Métivier u. a. 2020). Der ITRF als globales erdfestes kartesisches Koordinatensystem
ist die fundamentale Basis zur eindeutigen Georeferenzierung, zur Bestimmung von
Satellitenorbits oder zum Detektieren von Verformungen der Erdkruste bzw. tekto-
nischen Verdnderungen. Der hohe Stellenwert und die Notwendigkeit eines solchen
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1.1. Globales geodétisches Bezugssystem

globalen geodatischen Bezugssystems zur Beschreibung aller erdbezogenen Phano-
mene wird nicht zuletzt auch durch die 2015 verabschiedete Resolution ,,A global
geodetic reference frame for sustainable development* (A /RES/69/266) der Vereinten
Nationen (UN) deutlich (United Nations 2015).

Die Ableitung eines erdfesten globalen geodéatischen Bezugssystems wie den
ITRF basiert auf der Kombination verschiedener vorprozessierter raumgeodatischer
Beobachtungsverfahren. Hierunter zahlen insbesondere die vier Raumverfahren

Doppler Orbitography and Radiopositioning Integrated by Satellite (DORIS),
Global Navigation Satellite System (GNSS),
Satellite Laser Ranging (SLR) bzw. Lunar Laser Ranging (LLR) und

Very Long Baseline Interferometry (VLBI).

Jede dieser Techniken ist prinzipiell geeignet, einen technikspezifischen terrestrischen
Referenzrahmen zu realisieren (Altamimi u.a. 2007). Der VLBI Terrestrial Reference
Frame (VTRF) stellt bspw. einen Referenzrahmen dar, der ausschlieflich auf der Ba-
sis von VLBI-Daten erzeugt wird (Bachmann u.a. 2016). Als Standardverfahren zur
Realisierung des TRS hat sich eine Kombination aller vier Raumverfahren etabliert
(Altamimi u.a. 2007). Neben der offiziellen Losung, dem International Terrestrial
Reference Frame (Altamimi u.a. 2016), stellt der International Earth Rotation and
Reference Systems Service (IERS) zusétzlich zwei unabhéngig ermittelte Referenzrah-
men zur Verfiigung. Dies ist neben dem sogenannten DTRF, welches vom Deutschen
Geodatischen Forschungsinstitut (DGFI) der Technischen Universitat Miinchen be-
reitgestellt wird (Seitz u.a. 2012, 2016), der mittels Kalman-Filterung abgeleitete
Referenzrahmen des Jet Propulsion Laboratory (JPL), welcher als JTRF bezeichnet
wird (Abbondanza u.a. 2017).

Alle drei Realisierungen werden einheitlich durch Kombination der vier Raum-
verfahren bestimmt. Neben der Steigerung der Zuverlassigkeit konnen insbesondere
durch die Kombination der Raumverfahren mogliche Schwéchen der einzelnen Tech-
niken abgefangen werden (Seitz u.a. 2017). Der sehr langen Zeitreihe und der hohen
Sensitivitdt von bspw. VLBI-Beobachtungen fiir Erdrotationsparameter und den
NetzmafBstab steht ein global schlecht verteiltes Stationsnetz gegeniiber (Schuh und
Behrend 2012). Abbildung 1.1 zeigt die globale Netzabdeckung des IGS?, IDS?, ILRS*
bzw. IVS® im ITRF2014. Wihrend IGS- und IDS-Stationen weltweit eine gleichméflig
gute Verteilung aufweisen, konzentrieren sich die kosten- und wartungsintensiven
Stationen des ILRS und des IVS vornehmlich auf der nérdlichen Hemisphéare.

Die Kombination der vier Raumverfahren allein auf der Basis gemeinsamer Erd-
rotationsparameter, haufig als Global-Ties bezeichnet, ist nach Glaser u.a. (2017)
nicht sinnvoll moglich. Zusatzinformationen, die eine geometrische Verkniipfung der

’http://itrf.ensg.ign.fr/ITRF_solutions/2014/doc/ITRF2014_GNSS.SSC.txt
Shttp://itrf.ensg.ign.fr/ITRF_solutions/2014/doc/ITRF2014_DORIS.SSC.txt
‘http://itrf.ensg.ign.fr/ITRF_solutions/2014/doc/ITRF2014_SLR.SSC.txt
Shttp://itrf.ensg.ign.fr/ITRF_solutions/2014/doc/ITRF2014_VLBI.SSC.txt
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Abbildung 1.1: Globale Verteilung der beriicksichtigten Stationen der vier geodétischen Raumverfahren
im ITRF2014. Wéhrend das Stationsnetz des IGS (a) und des IDS (b) weltweit eine hohe Abdeckung und
gleichméaBige Verteilung aufweist, befinden sich Stationen des ILRS (c¢) bzw. des IVS (d) vorrangig auf
der nordlichen Hemisphére.

vier Raumverfahren miteinander erlauben, sind daher zwingend erforderlich fiir die
Inter-Technik-Kombination (Seitz u.a. 2012; Altamimi u.a. 2016; Abbondanza u. a.
2017).

Die Verkniipfung der unterschiedlichen Raumverfahren wird durch sogenann-
te Local-Ties realisiert. Hierbei handelt es sich um dreidimensionale geometrische
Verbindungsvektoren, die zwischen den geometrischen Bezugspunkten von Raumver-
fahren definiert sind (Bergstrand u.a. 2014). Die Bestimmung der Local-Ties erfolgt
hierbei durch lokale terrestrische Vermessung an Stationen, die mindestens zwei
unterschiedliche Raumverfahren betreiben. Diese Stationen werden als Co-Location-
Stationen oder auch Multi-Technik-Stationen bezeichnet (Altamimi 2005). Sie bieten
weiterhin die Moglichkeit, die betriebenen Raumverfahren iiber gemeinsame Para-
meter der Erdatmosphére, d.h. Atmospheric-Ties (Glaser u.a. 2020), sowie tber
ein einheitliches Zeitsystem, d.h. Clock-Ties (Kodet u.a. 2018), miteinander zu
verbinden.

Wiéhrend Local-Ties die dreidimensionale Verkniipfung zwischen den geometri-
schen Referenzpunkten der Raumverfahren auf der Erde abbilden, kann die Co-
Location fir bestimmte Techniken auch im All realisiert werden (Thaller u.a. 2011;
Plank 2013). Bruni (2016) untersucht die Eignung dieser sogenannten Space-Ties
zur Verkniipfung von SLR und GNSS fir die Ableitung eines gemeinsamen ter-
restrischen Referenzrahmens und resiimiert, dass die ausschliefSliche Verkniipfung
durch Space-Ties gegenwartig keine tragfihige Losung bietet. Analog zu den Local-
Ties spielen u. a. die Verfiigharkeit und die rdumliche Verteilung eine wesentliche
Rolle. Wihrend die Ableitung der Local-Ties auf der Erde die Verfiigbarkeit von
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Co-Location-Stationen erfordert, setzt das Ableiten von Space-Ties zwischen bspw.
SLR und GNSS Satelliten voraus, die fiir beide Techniken nutzbar sind. Auch wenn
davon auszugehen ist, dass durch Projekte, wie z. B. Geodetic Reference Antenna
in Space (GRASP) (Bar-Sever u.a. 2009), die Inter-Technik-Féhigkeit zukinftiger
Satellitengenerationen steigen wird, werden Space-Ties gegenwartig bei der Bestim-
mung des ITRF nicht berticksichtigt (Schuh u.a. 2015). Local-Ties werden auch
zukiinftig eine zentrale Schliisselrolle in der Inter-Technik-Kombination besitzen,
da ihre Bestimmung, Kontrolle und Uberwachung an Co-Location-Stationen auf
der Erde jederzeit durchfiihrbar sind. Fiir multitechnikfdhige Satelliten lassen sich
hingegen etwaige Anderungen an den Bezugspunkten im Betrieb messtechnisch nicht
mehr erfassen. Space-Ties stellen somit vielmehr eine Ergiénzung zu den iibrigen
Ties, d. h. Atmospheric-Ties, Clock-Ties, Global-Ties und Local-Ties, dar und erlau-
ben eine unabhéngige Validierung dieser (Thaller u.a. 2011; Bruni 2016). Da viele
Co-Location-Stationen GNSS als zweites Raumverfahren betreiben, erfolgt die Inter-
Technik-Kombination der iibrigen Raumverfahren weitgehend (implizit) tiber das
IGS-Stationsnetz (Altamimi und Collilieux 2009). Space-Ties werden dazu beitragen,
diese hohe GNSS-Abhéangigkeit zu reduzieren, aber auch ungenaue oder fehlerbe-
haftete Local-Ties zu detektieren. Schuh u.a. (2017) identifizieren Local-Ties als
Schliisselkomponente bei der Inter-Technik-Kombination, da diese die verschiede-
nen Raumverfahren an Co-Location-Stationen zu einem gemeinsamen integrierten
Erdsystemsensor verkniipfen. Eine genaue Bestimmung wird somit auch zuktinftig
unabdingbar sein.

1.2 Referenzpunkte und Local-Ties

Die lokalen Verbindungsvektoren zwischen den geometrischen Referenzpunkten spie-
len eine wesentliche Rolle bei der Verkniipfung der vier Raumverfahren und der
Ableitung eines einheitlichen Referenzrahmens (Altamimi 2005; Altamimi u.a. 2011,
2016). Entscheidend ist hierbei neben der Aktualitdt auch die Genauigkeit der ver-
fiigbaren Local-Ties. So lagen fir die Bestimmung des ITRF2005 nur fiir 45 % der
verwendeten Local-Ties vollstandige Varianz-Kovarianz-Informationen vor (Altami-
mi u.a. 2007). Diese Anzahl konnte auf 63 % gesteigert werden fiir den ITRF2008
(Altamimi u.a. 2011). Fiir den ITRF2014 wiesen 80 % der verwendeten Local-Ties
vollstandige Varianz-Kovarianz-Informationen auf (Altamimi u.a. 2016). Hierbei
handelt es sich zunéchst jedoch nur um einen quantitativen Anstieg. Um die Qualitat
der Local-Ties zu bewerten, analysieren Altamimi u.a. (2012, 2017) die Diskrepan-
zen zwischen der lokalen Losung und den globalen Ergebnissen. Fir den I[TRF2014
zeigt sich hierbei, dass lediglich fir 42 %, 29 % bzw. 23 % der Local-Ties, die zwi-
schen GNSS und VLBI, SLR bzw. DORIS vorliegen, die Diskrepanzen <5mm sind.
Local-Ties stellen somit eine kritische Komponente im Kombinationsprozess dar, da
sich Abweichungen in den lokal bestimmten Vektoren in den globalen Resultaten
fortpflanzen.
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Mittels Simulationen untersuchen Glaser u.a. (2019) den Einfluss von Local-Ties
auf das resultierende TRF-Datum. Die Autoren zeigen, dass ungenaue und fehlerbe-
haftete Local-Ties die Lage und Orientierung des Referenzrahmens verzerren kénnen.
Insbesondere durch die in Abbildung 1.1 dargestellte ungleichméflige Verteilung von
ILRS- und IVS-Stationen auf der Erde konnen bereits wenige ungenaue bzw. fehler-
behaftete Local-Ties einen Hebeleffekt hervorrufen und das TRF-Datum verzerren.
Die Autoren empfehlen eine Genauigkeit fiir die Local-Ties von mindestens 1 mm.

Das Erreichen der durch das GGOS angestrebten globalen Genauigkeiten hangt
mafBgeblich von der rdumlichen Verteilung der einzelnen Stationen innerhalb des
Stationsnetzes ab. Kosten- und wartungsintensivere Raumverfahren wie VLBI oder
SLR/LLR sind vorrangig auf der noérdlichen Hemisphéire zu finden, wohingegen
wartungsdarmere [GS-Stationen iiber den gesamten Erdball verteilt sind, sieche Ab-
bildung 1.1. IGS-Stationen besitzen daher einen dominanten Anteil am ITRF. An
den meisten Co-Location-Stationen ist GNSS als weiteres Raumverfahren vorhan-
den, sodass GNSS auch zur Verkntipfung der unterschiedlichen Raumverfahren eine
zentrale Rolle besitzt (Altamimi u. a. 2016). Mogliche systematische Abweichungen
im IGS-Stationsnetz konnen aufgrund fehlender direkter Verkniipfungen der tibrigen
Raumverfahren die resultierenden Datumsparameter des TRF verzerren, insbeson-
dere den Ursprung und den Netzmaflstab, welche durch SLR- und VLBI-Messungen
realisiert werden (Altamimi und Collilieux 2009).

Durch Netzsimulationen identifizieren Schuh u.a. (2015) und Glaser u.a. (2017)
geeignete Standorte fiir zusatzliche Co-Location-Stationen, welche diese einseitige Ab-
héngigkeit reduzieren wiirde. Weiterhin weisen Glaser u.a. (2020) auf die besondere
Bedeutung von Stationen in infrastrukturschwachen Regionen wie bspw. Stidame-
rika hin, die einen signifikanten Einfluss auf die Zuverlassigkeit der geschatzten
Erdrotationsparameter besitzen.

Das GGOS regt eine permanente und weitgehend automatisierte Bestimmung
von Local-Ties mit einer Genauigkeit von mindestens 1 mm an (Rothacher u.a.
2009). Identische Anforderungen finden sich auch in den Zielsetzungen der Agenda
VLBI2010, die den VLBI-Netzausbau im Hinblick auf die Anforderungen des GGOS
definiert (Niell u.a. 2006). Die Realisierung von VLBI2010 wird auch als VLBI2010
Global Observing System (VGOS) bezeichnet (Hase u.a. 2012). Die Ableitung
eines Local-Ties erfordert die Bestimmung der geometrischen Referenzpunkte von
zwei Raumverfahren durch lokale terrestrische Vermessung an einer Co-Location-
Station. Wahrend fiir DORIS- und GNSS-Antennen der geometrische Bezugspunkt
vergleichsweise einfach bestimmt werden kann (Losler 2009a; Poyard 2017; Méahler
u.a. 2018), ist die Ableitung des geometrischen Referenzpunktes von SLR/LLR-
und VLBI-Teleskopen herausfordernd. Beide Teleskope besitzen zwei rotierende
Achsen: eine primére und eine sekundare Drehachse. Der geometrische Referenzpunkt
ist hierbei als Schnittpunkt beider Achsen definiert. Schneiden sich beide Achsen
konstruktionsbedingt nicht, so ist der Referenzpunkt der Punkt der Primérachse, der
den kiirzesten Abstand zur sekundaren Achse besitzt (Dawson u.a. 2006). Der so
definierte Referenzpunkt ist ortsinvariant bzgl. Drehungen des Teleskops und wird
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héufig auch als invarianter Referenzpunkt (IRP) bezeichnet.

Abbildung 1.2 zeigt schematisch den Aufbau und das Messprinzip eines SLR-
Teleskops. Das SLR-Teleskop sendet Laserimpulse zu einem mit Retroreflektoren
bestiickten Satelliten. Das vom Satelliten reflektierte Signal wird wiederum vom
Laserteleskop empfangen und die Laufzeit At registriert. Der zuriickgelegte Weg
eines Laserimpulses entspricht hierbei der doppelten Entfernung zwischen dem be-
obachteten Satelliten und dem SLR-Teleskop, sodass sich die Distanz entsprechend
dem Impulsmessverfahren aus

At
d = 7C0

ergibt, wobei ¢y die Lichtgeschwindigkeit darstellt. Fiir eine prazise Distanzmessung
sind zusédtzliche Korrekturterme zur Kompensation von bspw. atmospharischen Lauf-
zeitverzogerungen oder moglichen Exzentrizitdten, wie bspw. ein Achsenoffset, zu
berticksichtigen (Seitz 2009, S. 34ff).
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. .- A\
". AUt -
Sekundérachse * % - -

N i

Primarachse

Abbildung 1.2: Schematischer Aufbau und Messprinzip eines SLR-Teleskops. Das um zwei Achsen
drehbar gelagerte Laserteleskop leitet die Distanz d zu einem Satelliten mit Retroreflektoren aus einer
Laufzeitmessung At mittels der Lichtgeschwindigkeit ab. At ist hierbei die Zeit, die ein ausgesandter
Laserimpuls fiir die doppelte Entfernung zwischen Teleskop und Satellit benotigt.

Die VLBI setzt eine simultane Beobachtung von mindestens zwei Radioteleskopen
zu einer weit entfernten punktférmigen Radioquelle, einem sogenannten Quasar®,
voraus. Aufgrund der groflen Entfernung zwischen der beobachteten Radioquelle
und der Erde konnen die eintreffenden Wellenfronten als parallel angenommen wer-
den, wie Abbildung 1.3 schematisch zeigt. Bedingt durch die rdumliche Position der
VLBI-Radioteleskope, dargestellt durch den Basislinienvektor b, und der Ausbrei-
tungsrichtung —k der Radiowellen empfangen die VLBI-Radioteleskope diese nicht
zeitgleich, wodurch ein Laufzeitunterschied
bk

Co

T =

resultiert. Die beobachtete Grofle in der VLBI entspricht somit 7, welche multipli-
ziert mit der Lichtgeschwindigkeit cq eine metrische Grofle ergibt. Fiir eine prézise

6Engl. Quasi-Stellar Radio Source.
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Bestimmung von 7 sind zusatzliche Korrekturterme zur Kompensation von bspw.
Uhrfehlern an den Stationen, atmosphérischen Laufzeitverzogerungen oder moglichen
Exzentrizitdten, wie bspw. ein Achsenoffset, zu berticksichtigen (Seitz 2009, S. 22ff).

Abbildung 1.3: Schematische Darstellung des Messprinzips von VLBI-Radioteleskopen. Zwei Radiote-
leskope empfangen das emittierte Radiosignal (griin) eines Quasars, welches aufgrund der Entfernung
zwischen Radioquelle und Erde parallel auf der Erde eintrifft. Registriert wird der Laufzeitunterschied 7
(blau), welcher durch die rdumliche Position der Radioteleskope, d.h. den Basislinienvektor b (rot), und
der Ausbreitungsrichtung —k hervorgerufen wird.

Fir VLBI-Radioteleskope sind drei Montierungsarten gebrauchlich, die in Ab-
bildung 1.4 schematisch dargestellt sind. Diese kénnen sinngeméfl auch auf die
Laserteleskope tibertragen werden, sodass eine separate Betrachtung entfallen kann.
Am verbreitetsten sind Radioteleskope mit Azimut-Elevation-Montierung. Diese
bestehen aus einer ortsinvarianten Priméarachse, der Azimutachse, und einer mitdre-
henden Sekundéarachse, der Elevationsachse. Ist die Primarachse hingegen parallel
zur Erdrotationsachse, so handelt es sich um eine Polar- bzw. Aquatorialmontie-
rung. Die Primérachse entspricht der Polarachse, und die Sekundérachse ist die
Deklinationsachse. Die ortsinvariante X-Achse der XY-Montierung liegt in der loka-
len Horizontalebene und ist in Nord-Siid- bzw. Ost-West-Richtung orientiert. Die
mitdrehende Sekundérachse ist die Y-Achse.

Die Azimut-Elevation-Montierung ist weit verbreitet und die bevorzugte Montie-
rung fiir die neue Generation von VGOS-Radioteleskopen (Petrachenko u.a. 2009,
S. 24). Ein wesentlicher Vorteil dieser Montierung ist, dass die Primérachse verti-
kal steht und hierdurch weitgehend unempfindlich gegentiber gravitativen Kraften
ist und somit strukturelle Deformationen nicht zu erwarten sind. Aufgrund der
Ahnlichkeit zwischen allen Montierungen werden in dieser Arbeit stellvertretend
die Azimut-Elevation-Teleskope fokussiert. Eine sinngemifie Ubertragung auf eine
andere Montierung ist jedoch problemlos moglich.
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Abbildung 1.4: Schematische Darstellung von Montierungsarten fiir Radioteleskope. Jede Montierung
besteht aus einer priméren und einer sekundéiren Achse, deren Schnittpunkt der geometrische Referenz-
punkt ist. Schneiden sich beide Achsen konstruktionsbedingt nicht, so existiert ein Achsenoffset, und
der geometrische Referenzpunkt resultiert aus der orthogonalen Projektion der Sekundérachse auf die
Primérachse. Die Primér- und Sekundérachse der Azimut-Elevation-Montierung (a) entsprechen der
Azimut- bzw. Elevationsachse. Die Primér- und Sekundirachse der Polar- bzw. Aquatorialmontierung
(b) entsprechen der Polar- bzw. Deklinationsachse. Die Primér- und Sekundérachse der XY-Montierung
(c) entsprechen der X bzw. Y-Achse. Darstellung in Anlehnung an Nothnagel u.a. (1995) und Haas u. a.

(1999).
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1.3 Deformationen von VLBI-Radioteleskopen

Neben der Verfiigharkeit qualitativ hochwertiger Local-Ties zur geometrischen Ver-
kniipfung der Raumverfahren hangt die Zuverléssigkeit der Inter-Technik-Kombination
von der Datenqualitat der einzelnen Raumverfahren ab. Insbesondere VLBI-Radio-
teleskope sind grofie technische Anlagen, die unterschiedlichen genauigkeitslimitie-
renden Einflilssen wie Temperatur, Wind oder lastfallabhéngigen Deformationen
unterliegen (Kaercher u.a. 2010). Abweichungen von der idealen Teleskopgeometrie
konnen abgeleitete Resultate wie Stationskoordinaten und Erdrotationsparameter
systematisch verzerren. So rufen bspw. Temperaturschwankungen thermoelastische
Verdanderungen in der Teleskopstruktur hervor (Nothnagel u. a. 1995; Haas u. a. 1999).
Eindimensionale Messeinrichtungen, die die Hohenvariationen von Radioteleskopen
direkt erfassen, sind nur an wenigen Stationen vorhanden, bspw. am Onsala 20 m
Radioteleskop (Johannson u.a. 1996) oder am 20 m Radioteleskop Wettzell (Zernecke
1999). Die jéahrlichen Variationen der Aulentemperatur betragen fiir die Station in
Wettzell —20 °C bis 30 °C. Ahnliche Aufilentemperaturen werden auch fiir die Station
in Onsala erreicht. Das 20 m Radioteleskop wird hier jedoch durch ein beheizbares
Radom geschiitzt, sodass der effektive Temperaturbereich kleiner ist (Wresnik u. a.
2006). Automatische Messungen der Hohendnderungen mittels Invardraht bzw. -stab
weisen Variationen von mehreren Millimetern auf, die auf Temperaturanderungen
im Monument zuriickzufiithren sind (Wresnik u. a. 2006; Bergstrand u. a. 2018).

Die Installation von Messsensoren zur vollstdndigen Erfassung der Hohenvaria-
tionen ist in Abhédngigkeit der Teleskopkonstruktion schwierig, da sich die Sekun-
dérachse bzw. der geometrische Referenzpunkt mitunter in einem mitdrehenden
Konstruktionselement des Teleskops befindet. Hierdurch ist eine direkte Erfassung
der vollstandigen Ausdehnung nicht moglich. Alternativ zur direkten Erfassung
der Hohenénderung bieten sich im Monument integrierte Temperatursensoren an
(Johannson u.a. 1996; Zernecke 1999). Unter Berticksichtigung des materialspezifi-
schen Ausdehnungskoeffizienten kénnen diese Temperaturdaten in korrespondierende
Langenanderungen umgerechnet und bei der Auswertung beriicksichtigt werden
(Méhler u.a. 2018).

In der Analyse von VLBI-Daten werden temperaturbedingte Hohenvariationen
entsprechend den IVS-Konventionen beriicksichtigt, wobei fiir Radioteleskope, die
keine integrierten Sensoren zur direkten Erfassung der Léngenausdehnung besitzen,
die lokal erfasste AuBlentemperatur unter Beriicksichtigung einer materialabhéngigen
Latenzzeit auf das Monument tbertragen wird (Haas u.a. 1999; Nothnagel 2008).
Die Pradiktion der Aulentemperatur auf die Monumenttemperatur ist aufgrund von
beheizbaren bzw. klimatisierten Teleskoptiirmen oder Radomen mit Unsicherheiten
behaftet. Sie stellt daher lediglich eine Naherung dar und kann eine direkte Erfas-
sung nicht gleichwertig ersetzen (Wresnik u. a. 2006; Nothnagel 2008). Des Weiteren
berticksichtigen die IVS-Konventionen gegenwértig nur Variationen in der vertikalen
Koordinatenkomponente. Tageszeitliche und saisonale Variationen sind jedoch auch
fiir die beiden horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes zu erwar-
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ten. Die hierfiir nétige raumliche Uberwachung der Referenzpunktposition ist jedoch
aufwendiger und erfordert andere Messsensoren.

Tageszeitliche Positionsvariationen des Teleskopturms sind hauptséchlich auf eine
inhomogene Erwarmung durch die Sonne zurtickzufithren und kénnen durch Perma-
nentmessungen mit Totalstationen detektiert werden (Haas und Bergstrand 2010;
Losler u.a. 2010). Fur das 20m Radioteleskop Wettzell konnten tiber einen Zeit-
raum von drei Monaten horizontale Positionsdnderungen von bis zu 0,2 mm fiir den
Teleskopturm festgestellt werden (Losler u. a. 2010). Dreidimensionale saisonale Ver-
anderungen der Referenzpunktposition wurden erstmals fir das Twin-Radioteleskop-
Projekt in Wettzell dokumentiert (Méhler u.a. 2018). In einem Zeitraum von iiber
drei Jahren wurden ca. 30 automatisierte Referenzpunktbestimmungen mit dem in
Kapitel 4 vorgeschlagenen mathematischen Modell unter Verwendung einer Totalsta-
tion durchgefiihrt. Wahrend die Amplitude der vertikalen Koordinatenkomponente
von ca. 0,8 mm eindeutig auf Temperaturschwankungen zurtickzufiihren ist, bleibt
die Ursache fiir die detektierte Amplitude der horizontalen Komponenten von et-
wa 0,2mm weitgehend ungeklart (Méahler u.a. 2018). Rekapituliert man das durch
GGOS angeregte Genauigkeitsziel von unter 1 mm fiir die geometrische Referenz-
punktposition, so konnen saisonale und tageszeitliche Variationen zukiinftig nicht
unberticksichtigt bleiben.

Neben Variationen in der Teleskopstruktur, die die Position des Referenzpunk-
tes direkt beeinflussen, sind mégliche Anderungen an der Sensorik der Instrumen-
te bei der Datenanalyse zu beriicksichtigen. Insbesondere der Hauptreflektor von
VLBI-Radioteleskopen, der die Empfangseigenschaften des Teleskops mafigeblich
definiert, unterliegt variierenden Krafteinwirkungen. Neben Temperatur, Wind- oder
Schneelast deformiert das Eigengewicht den Hauptreflektor in Abhéngigkeit des
Sekundarwinkels durch Lastfallinderungen. Untersuchungen an konventionellen Ra-
dioteleskopen mittels Laserscannern dokumentieren fiir Azimut-Elevation-Teleskope
elevationsabhédngige Brennweitendnderungen von mehreren Millimetern bis in den
Zentimeterbereich. Sarti u. a. (2009a) weisen fiir das 32 m Radioteleskop in Medicina
(Italien) Variationen in der Brennweite von mehr als 35 mm nach. Fir das 100 m Ra-
dioteleskop in Effelsberg (Deutschland) detektieren Holst u.a. (2012) Deformationen
von bis zu 13 mm. Bergstrand u.a. (2018) ermitteln fir das 20 m Radioteleskop in
Onsala (Schweden) Variationen in der Brennweite von bis zu 20 mm.

Weiterhin zeigen die bisherigen Untersuchungen, dass jedes Radioteleskop ein
spezifisches Deformationsverhalten aufweist. Eine Ubertragung auf andere Radiotele-
skope ist daher nicht moéglich, sodass fiir jedes Radioteleskop oder zumindest fiir jeden
Typ das spezifische Deformationsverhalten zu ermitteln ist (Gipson 2019). Zusétzlich
werden diese Variationen in der Brennweite von Verschiebungen des Subreflektors bzw.
Empfingers sowie des Scheitelpunktes iiberlagert. Aus den akkumulierten Deforma-
tionen resultieren in systematischen Abweichungen in der Signallauflinge (Clark und
Thomsen 1988) und fithren unberiicksichtigt zu einer systematischen Verfalschung in
der Basislinie bzw. in den korrespondierenden Stationskoordinaten, wie Abbildung 1.5
schematisch zeigt. Systematische Abweichungen in den abgeleiteten Stationskoordina-
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ten — insbesondere in den vertikalen Koordinatenkomponenten — verzerren u. U. den
aus VLBI-Beobachtungen resultierenden Netzmafistab des TRF (Sarti u.a. 2010).
Eine Beriicksichtigung dieser Signalwegvariationen von VLBI-Radioteleskopen bei
der Realisierung eines TRS erfolgte aufgrund fehlender Korrekturmodelle bisher nicht
und ist erstmals fiir den ITRF2020 vorgesehen (Altamimi u.a. 2018).
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Abbildung 1.5: Schematische Darstellung der resultierenden Signallauflingendnderung A7 infolge von
Deformationen am Reflektor eines VLBI-Radioteleskops. Der undeformierte Reflektor ist grau gestrichelt
dargestellt. Der registrierte Laufzeitunterschied 7 ist als hellblaue Strichpunktlinie dargestellt und wird
aufgrund der Deformation des Reflektors (griiner Pfeil) um A7 (blau) verfdlscht. Die resultierende
Signallauflingendnderung fithrt unkompensiert zu einer systematischen Abweichung Ab (rot) in der
Basislinie b, die als hellrote Strichpunktlinie dargestellt ist.

Konventionelle Radioteleskope besitzen iiblicherweise einen Hauptreflektor, dessen
ideale geometrische Form durch ein gewohnliches rotationssymmetrisches Paraboloid
beschrieben wird. Bedingt durch Konstruktionselemente in der Nahe des Brennpunk-
tes wird jedoch ein Teil des Hauptreflektors verschattet, sodass nicht das vollstandige
Signal den Empfanger erreicht. Je kompakter der Hauptreflektor ist, desto grofler sind
die resultierenden Intensitatsverluste (Cutler 1947). VGOS-spezifizierte Radiotele-
skope zeichnen sich durch hohe Drehgeschwindigkeiten und eine kompakte Bauweise
mit einem Hauptreflektordurchmesser von ca. 12m aus (Petrachenko u.a. 2009).
Um unerwiinschte Verschattungen des Hauptreflektors zu minimieren, besitzen die
meisten VGOS-spezifizierten Radioteleskope kein gewohnliches Rotationsparaboloid,
sondern nutzen ein sogenanntes Ring-Fokus-Paraboloid (Neidhardt u.a. 2011; Haas
2013; Gomez-Gonzalez u.a. 2014). Hierbei handelt es sich um eine Kombination
zweier Flachen 2. Ordnung, bei welcher die Symmetrieachse des Paraboloids durch
einen Zylinder ersetzt wird. Konstruktionselemente, die sich innerhalb des Zylinders
befinden, beeintrachtigen den Signalweg nicht (Losler u.a. 2017, 2018b).
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1.4 Motivation und Zielsetzung

Das GGOS strebt weltweit fiir die Stationskoordinaten eine Positionsgenauigkeit von
1 mm im globalen geodétischen Referenzrahmen an. Die zeitliche Stabilitat dieser Po-
sitionen sollte 0,1 mm a~! aufweisen. Der Netzmafstab und dessen zeitliche Variation
sollten 0,1 ppb bzw. 0,01 ppba~! nicht iiberschreiten (Plag u.a. 2009a; Gross u. a.
2009). Um diese Zielsetzung zu erreichen, miissen neben technischen Neuerungen und
dem Ausbau bestehender geodatischer Infrastrukturen vor allem auch systematische
Abweichungen im Mess- und Analyseprozess identifiziert und quantifiziert werden.
Geeignete Konfigurationen oder Korrekturmodelle sind zu entwickeln, mit denen
diese systematischen Abweichungen sowohl auf lokaler als auch auf globaler Ebene
erfolgreich in der Datenanalyse reduziert bzw. korrigiert werden kénnen. Hierbei
ergeben sich durch die gesteigerten Genauigkeitsanforderungen des GGOS neue mess-
technische, aber auch analytische Herausforderungen in der Ingenieurgeodésie und
Messtechnik. Die Bestimmung eines globalen geodéatischen Referenzrahmens wie des
ITRF erfolgt durch die Kombination der geodétischen Raumverfahren und erfordert
reprasentative Local-Ties. Weiterhin werden bei der Realisierung des [TRF2020 erst-
mals gravitative Deformationen von Radioteleskopen berticksichtigt (Altamimi u. a.
2018). Die messtechnische Herausforderung fir Co-Location-Stationen besteht darin,
fehlende Local-Ties zu bestimmen und die Giiltigkeit bestehender Local-Ties zu
validieren. Weiterhin ist fiir moglichst viele Radioteleskope das lastfallabhéngige De-
formationsverhalten des Haupt- und ggf. Subreflektors zu studieren, um resultierende
Signalwegénderungen zu modellieren.

Ziel dieser Arbeit ist es, funktionale Modelle bereitzustellen, die es Betreibern von
Co-Location-Stationen ermdglicht, den geometrischen Referenzpunkt von SLR/LLR-~
bzw. VLBI-Teleskopen selbststdndig und prozessbegleitend zu ermitteln bzw. zu
validieren. Weiterhin werden geometrische Modelle zur Beschreibung des Haupt- und
Subreflektors hergeleitet, die fiir viele konventionelle, aber auch fiir die meisten VGOS-
spezifizierten Radioteleskope geeignet sind, um lastfallabhéngige Deformationen zu
modellieren, sodass teleskopspezifische Modelle zur Korrektur der resultierenden
Signalwegénderungen entwickelt werden konnen.

Die Parameterschitzung ist hierbei wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit und
ermoglicht die Bestimmung des geometrischen Referenzpunktes sowie das Ableiten der
formbeschreibenden Parameter des Hauptreflektors aus erhobenen Beobachtungen.
Unter Beobachtungen sind hierbei vorrangig kartesische Koordinaten zu verstehen, die
mit einem geeigneten Messverfahren zu erheben sind oder aus einer Vorprozessierung
gewonnen werden. Die hierbei auftretenden funktionalen Zusammenhéange sind i. A.
nichtlinear. Werden diese nichtlinearen Zusammenhénge mit einem direkten oder
iterativen Verfahren gelost, aber die statistischen Eigenschaften aus einem linearen
Ersatzproblem abgeleitet, so kénnen diese Eigenschaften i. A. nicht auf das zugrunde
liegende nichtlineare Problem tbertragen werden (Neitzel 2004a, S. 20). Die lineare
Losung ist gegeniiber der nichtlinearen Losung verzerrt. So besitzt bspw. die lineare
Eigenschaft des Erwartungswertes E{f (1)} = f(E{l}) im nichtlinearen Modell
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i.d. R. keine Giiltigkeit (Carlton und Devore 2017, S. 87).

In Kapitel 2 werden zunachst fiir nichtredundante Modelle bzw. Minimalkonfigura-
tionen drei Methoden vorgestellt, die eine geringere Verzerrung (Bias) der Schéatzung
gegeniiber dem linearen Ersatzproblem, der Taylorreihe mit Gliedern 1. Ordnung
(TS1), aufweisen. Dies sind, neben der in Abschnitt 2.2 vorgestellten Monte-Carlo-
Methode (MCM), die in Abschnitt 2.3 beschriebene Unscented Transformation (UT)
sowie die Darstellung der nichtlinearen Funktion durch ihre Taylorreihe mit Gliedern
2. Ordnung (TS2) in Abschnitt 2.1.

Das Losen von iiberbestimmten bzw. redundanten Gleichungssystemen erfolgt
allgemein iterativ. Eines der wichtigsten Verfahren in der numerischen Optimierung
ist hierbei die Sequentielle Quadratische Programmierung (SQP), die in Abschnitt 3.1
eingefiihrt wird. Eine Ubertragung auf die in der Geodasie iiblicherweise angewandten
Modelle, d.h. die bedingte Ausgleichung, das Gaul-Helmert-Modell (GHM) sowie
das GauB-Markov-Modell (GMM), findet in Abschnitt 3.2 statt. Die statistischen
Eigenschaften der Schatzung werden, unabhéingig vom angewendeten Optimierungs-
verfahren, wiederum aus einem linearen Ersatzproblem abgeleitet. Eine Ubertragung
der in Kapitel 2 vorgestellten Verfahren fiir nichtredundante Modelle auf den tiber-
bestimmten Fall erfolgt in Abschnitt 3.3.

Kapitel 4 widmet sich geeigneten Modellen zur Bestimmung des geometrischen
Referenzpunktes. Zunéchst werden in Abschnitt 4.1.1 bestehende geometrische Me-
thoden zur Bestimmung des Referenzpunktes vorgestellt. Hierbei zeigt sich, dass diese
bestehenden geometrischen Methoden entweder auf eine bestimmte Teleskopkonstruk-
tion beschrankt sind oder ein spezielles Messkonzept erfordern, welches ein gezieltes
Verfahren des Teleskops voraussetzt. Um diese Einschrankungen zu umgehen, wird
in Abschnitt 4.1.2 eine neue Methode entwickelt und den bisherigen Ansétzen ge-
geniibergestellt. Zur Schatzung der Modellparameter werden fiir diese entwickelte
Methode zwei Losungsverfahren vorgeschlagen. Das in Abschnitt 4.1.2 hergeleitete
Modell erlaubt eine prozessintegrierte kontinuierliche Referenzpunktbestimmung von
SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen, wie es das GGOS anregt. Hierdurch wird es mog-
lich, den Referenzpunkt dieser Teleskope zu tiberwachen und deren Aktualitdt und
Zuverlassigkeit zu steigern. Weiterhin reduziert diese in-situ Referenzpunktbestim-
mung die Ausfallzeiten der Teleskope, da keine Zeitfenster fiir die lokalen Messungen
bereitzustellen sind.

Kapitel 5 widmet sich der geometrischen Beschreibung des Haupt- und Subreflek-
tors an VLBI-Radioteleskopen. Hierzu wird zunéchst in Abschnitt 5.1 das Modell
eines allgemeinen elliptischen Paraboloids als Fliache 2. Ordnung beschrieben. In Ab-
schnitt 5.2 wird anschliefend ein implizites funktionales Modell zur Parametrierung
eines doppelelliptischen Ring-Fokus-Paraboloids hergeleitet. Es zeigt sich, dass dieses
Modell eine Verallgemeinerung der idealisierten rotationssymmetrischen Hauptreflek-
torgeometrie darstellt, welche von den meisten VLBI-Radioteleskopen verwendet wird.
Es ist somit sowohl auf viele konventionelle Radioteleskope als auch auf die meisten
VGOS-spezifizierten Radioteleskope anwendbar. Um den vollstdndigen Signalweg
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von Sekundar-Fokus-Radioteleskopen zu beschreiben, ist neben der Form des Haupt-
reflektors auch die geometrische Beschreibung des Subreflektors erforderlich. Hierfiir
werden in Abschnitt 5.3 zugehorige Gleichungen angegeben, sodass die geometrischen
Variationen des Signalweges modellierbar werden. Analog zum hergeleiteten geometri-
schen Modell des Hauptreflektors zeigt sich, dass auch die Modelle zur Beschreibung
der Subreflektorgeometrie eines VGOS-spezifizierten Radioteleskops durch geeignete
Vereinfachungen auf die meisten konventionellen VLBI-Radioteleskope anwendbar
sind. Im Ergebnis dieser Arbeit liegen somit universelle Modelle zur Beschreibung des
Haupt- und Subreflektors vor, die eine Modellierung des geometrischen Signalweges
der meisten Radioteleskope erlauben.

Sowohl das in Kapitel 4 hergeleitete funktionale Modell zur Bestimmung des
geometrischen Referenzpunktes an Teleskopen als auch das in Kapitel 5 erstellte
Modell zur geometrischen Parametrierung eines Ring-Fokus-Paraboloids ist nichtline-
ar. Werden diese Modelle mittels T'S1 gelost, so sind die resultierenden Schéitzwerte
nicht erwartungstreu. Die Grofie des Bias héngt sowohl vom stochastischen Modell
als auch von der Mess- und Aufnahmekonfiguration ab. Mittels der Methoden aus
Kapitel 2 bzw. Abschnitt 3.3 erfolgt eine Abschiatzung der moglichen Verzerrung
der resultierenden Referenzpunktposition in Abschnitt 4.2 bzw. der Formparameter
des Ring-Fokus-Paraboloids in Abschnitt 5.4. Kapitel 6 fasst die Ergebnisse dieser
Arbeit zusammen und diskutiert mogliche Fortfithrungen.

In dieser Arbeit wird stets davon ausgegangen, dass geeignete Messverfahren
zur Datenerhebung existieren, problembezogen ausgewahlt und sachgerecht einge-
setzt werden. In der einschlagigen Fachliteratur dokumentierte Messmittel zur Re-
ferenzpunktbestimmung und zum Erfassen der Signalwegdnderungen von VLBI-
Radioteleskopen werden genannt. Eine Untersuchung von potenziellen Messmitteln
erfolgt jedoch nicht, sodass keine Empfehlung gegeben wird. Genauigkeitsanforderun-
gen und Messvolumen, aber auch der benétigte Messmodus (statisch bzw. dynamisch)
und das Messverfahren (Einzelpunkt- bzw. Mehrpunktverfahren) sind hierbei i. A. zu
berticksichtigen. Da der sachgerechte Einsatz von Messmitteln eine realistische Ab-
schatzung auftretender Messunsicherheiten impliziert, wird das stochastische Modell
stets als bekannt und zutreffend vorausgesetzt. Die benutzte Terminologie ist daher
an den GUM, den Leitfaden zur Angabe der Unsicherheit beim Messen (JCGM100
2008), angelehnt.
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2. Erwartungswert und Dispersi-
on nichtlinearer Funktionen

Das Abschétzen von Messunsicherheiten und deren Transformation auf die gewtinsch-
ten Zielgrofen spielt eine zentrale Rolle in den messenden Disziplinen und erlaubt
die sachgerechte Analyse und Qualitdtsbeurteilung der ermittelten Ergebnisse. Die
reprasentative Abschétzung der einzelnen Unsicherheiten und ggf. deren Abhangigkei-
ten untereinander sind ebenso herausfordernd wie das Formulieren eines geeigneten
funktionalen Zusammenhangs. Ein vollumféngliches stochastisches Modell fithrt u. U.
zu einem speichertechnischen Problem, sodass i.d. R. ein Kompromiss zwischen dem
tatsdchlichen Nutzen und den verfiigharen Ressourcen geschlossen werden muss. In
der Formanalyse wird haufig von unabhéngigen und gleichgenauen Beobachtungs-
reihen ausgegangen, aber auch in der geodéatischen Netzausgleichung werden i. A.
Abhéngigkeiten zwischen den Beobachtungen vernachléssigt.

Die im stochastischen Modell zu spezifizierende Messunsicherheit einer Zufallsva-
riable setzt sich i. A. aus einer Vielzahl von Komponenten zusammen, die unterschied-
lich auf den Messprozess wirken. Eine Definition der Messunsicherheit findet sich
im Internationalen Worterbuch der Messtechnik (JCGM200 2012, S. 25; Brinkmann
2012, S. 39):

,Die Messunsicherheit ist ein nicht negativer Parameter, der die Streu-
ung der Werte kennzeichnet, die der Messgrofie auf der Grundlage der
benutzten Informationen beigeordnet ist.

Hierbei schlieit die Messunsicherheit sowohl systematische als auch zuféllig wirkende
Effekte ein. Auch wenn der Einfluss systematischer Messabweichungen durch eine
geeignete Messanordnung, durch Kalibrierung der eingesetzten Messmittel oder durch
das Erweitern des funktionalen Modells um zusétzliche Korrekturterme minimiert
wird, verbleiben die Unsicherheiten der unbekannten Restsystematiken.

Durch Anwendung statistischer Methoden, z. B. durch das wiederholte Ziehen
einer Stichprobe, ldsst sich ein Teil der Messunsicherheit in Form einer Standard-
abweichung bzw. Standardunsicherheit quantifizieren. Weiterhin kénnen Messun-
sicherheiten durch zuséatzliche Standardunsicherheiten, die auf der Grundlage von
Erfahrungen oder Zusatzinformationen basieren, erganzt werden. Hierzu zéhlen bspw.
Herstellerangaben, Kalibrierscheine oder Zertifikate. Ublicherweise werden die statis-
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

tischen Methoden als Ermittlungsmethode A und die nichtstatistischen als Methode
B bezeichnet. Beide Anteile werden mittels Varianz-Kovarianz-Fortpflanzung zur
kombinierten Standardunsicherheit zusammengefasst (JCGM100 2008, S. 18ff).

In den meisten Fallen kann eine gesuchte Gréfe u nicht direkt beobachtet werden,
sondern muss unter Verwendung eines geeigneten (funktionalen) Modells indirekt
aus den erhobenen Beobachtungen bestimmt werden. Die erhobenen Beobachtungen
selbst konnen wiederum aus einem Untermodell abgeleitete Groflen darstellen. Sollen
bspw. aus den Beobachtungen 1 vom Typ Strecke und Azimutwinkel die ebenen
kartesischen Koordinaten eines Punktes und dessen Unsicherheiten abgeleitet wer-
den, so ist eine nichtlineare Transformation u = f (1) durchzufithren, wobei f eine
vektorielle Funktion darstellt. Sowohl der Azimutwinkel als auch die Strecke sind
jedoch wiederum abgeleitete Ergebnisse von (Unter-)Modellen, die verschiedenen
Einfliissen unterliegen, wie bspw. Nullpunktabweichungen oder Exzentrizitdaten. Hin-
zu kommen Faktoren, die nicht unmittelbar dem (physikalischen) Messverfahren
zuzuschreiben sind, z. B. Signalisierungsabweichungen oder temperaturbedingte Va-
riationen wahrend des Messprozesses sowie der sachgerechte Einsatz der Messmittel
und die Erfahrungen des Anwenders. Die realisierten und um systematische Effekte
korrigierten Beobachtungen 1 setzen sich somit aus einem deterministischen Anteil,
dem wahren Wert I, und einem stochastischen Anteil zusammen, sodass 1 =1+ &
gilt. Der Vektor der Beobachtungsabweichungen bzw. -fehler € ergibt sich hierbei
aus (Caspary 1983; Pelzer 1985)

n— oo

e = Y KaAe, (2.1)
i=1
wobeil Ag; infinitesimale Storgrofien sind und die Matrizen Ka, den Einfluss die-
ser Storgroflen auf € beschreiben. Diese Storgroflen werden auch als Primér- bzw.
Elementarfehler bezeichnet. Fiir diese gilt nach Helmert (1872, S. 6):

1. Positive und negative Storgrofen gleichen Betrags sind gleich wahrscheinlich.

2. Betragsméflig kleinere Storgrofien sind wahrscheinlicher und treten haufiger
auf als betragsméflig groflere.

3. Fir die Storgroflen Ag; — 0 wird die Haufigkeit maximal.

Hieraus ergibt sich fiir den Vektor der Beobachtungsabweichungen der Erwartungs-
wert E{€} = 0, und es begriindet sich die Annahme der normalverteilten Beobach-
tungsabweichungen & ~ AN(0,X.) (Wolf 1968, S. 489ff; GroBmann 1969, S. 56fT).
Der Erwartungswert der Dispersion der Beobachtungsabweichungen € ergibt sich fiir
Gl 2.1 zu (Caspary 1983)

n—oo

Ef{es"} = niooKAiE{AeiAeTi}Kgi = Y 4, =3, (2.2)
=1 i=1

wobei XA, symmetrische Elementarmatrizen sind. Diese Elementarmatrizen sind wei-
terhin positiv semidefinit. Da jede Realisierung eines Zufallsexperimentes mindestens
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eine exklusive (unabhéngige) Storgrofe aufweist, existiert mindestens eine Elemen-
tarmatrix X a,, die ausschliefllich positive Elemente 0]2- > 0 auf der Hauptdiagonale
besitzt, und deren Nebendiagonalelemente null sind. Diese diagonale Elementarmatrix
ist somit positiv definit, sodass X, ebenfalls positiv definit ist (Caspary 1983).

Hallert (1964) bezeichnet die Theorie der Elementarfehler als Vorlaufer des zentra-
len Grenzwertsatzes, der die Annahme der Normalverteilung fiir die Beobachtungsab-
weichungen heute motiviert. Dieser besagt, dass die Summe aus unabhéngigen nicht
notwendigerweise normalverteilten Zufallsgroflen asymptotisch gegen eine Normal-
verteilung strebt, sofern keine nichtnormalverteilte Eingangsgréfie einen dominanten
Anteil aufweist, siche auch (Carlton und Devore 2017, S. 293ff). Insbesondere sind ge-
méf dem Satz von Cramér alle unabhingigen Zufallsgroflen normalverteilt, wenn ihre
Summe normalverteilt ist (Cramér 1936). Da sich gemafi Gl. 2.1 die aus Messungen
gewonnen Beobachtungen aus einer unendlich grofien Summe von Zufallsvariablen
zusammensetzen, konnen diese iiblicherweise als normalverteilt angesehen werden

(Pelzer 1985; Koch 2007, S. 45; Lehmann 2012).

Abbildung 2.1 zeigt exemplarisch die aus der Konvolution von m,. = 5 unab-
hangigen gleichverteilten Zufallsgrofen X; ~ U (0, 1) resultierende Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion mit Zwischenergebnissen. Aus der Summe von X; ~ U (0,1)
und Xy ~ U (0,1) ergibt sich die Simpsonverteilung. Gemaf des zentralen Grenz-
wertsatzes nahert sich die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion mit grofler
werdender Anzahl m,. der Dichtefunktion der Normalverteilung an. Fir m, > 2 ist
diese Approximation bereits gut zu erkennen.

T T T T T T

Wahrscheinlichkeitsdichte p(x)

Abbildung 2.1: Konvolution von m. unabhingigen gleichverteilten Zufallsgrofien X; ~ U (0,1). Fir die
Summe aus m. = 2 unabhéngigen gleichverteilten Zufallsgroflen entspricht die gemeinsame Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion der Dichtefunktion der Simpsonverteilung. Mit steigender Anzahl m. strebt die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion geméfl des zentralen Grenzwertsatzes gegen die Dichtefunktion der
Normalverteilung.

Die Schétzwerte, die mittels f abgeleitet werden, sollten moglichst unverzerrt
sein. Dies bedeutet, dass die Differenz zwischen dem wahren Wert @1 und dem aus der
Stichprobe resultierenden Wert @ moglichst klein ist. Ist der Erwartungswert E {Gi}
identisch mit dem wahren Wert 1@, so ist der Schatzer erwartungstreu bzw. liefert
unverzerrte Schitzwerte. Da die Beobachtungsfehler der symmetrischen Normalver-
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

teilung folgen, ergeben sich fiir lineare Funktionen f erwartungstreue Schétzwerte
(Jager u.a. 2005, S. 213), d. h.,

E{a} = E{f()}=r(E{}. (2:3)

Diese sich aus dem Gauf}-Markov Theorem ableitende Eigenschaft des Schétzers lasst
sich jedoch nicht auf nichtlineare Problemstellungen tibertragen (Silvey 1975, S. 51ff).
Hier lassen sich nur in Ausnahmeféllen strenge Formeln fiir den Erwartungswert bzw.
die Dispersion angeben (Caspary und Wichmann 2007, S. 31). Werden demnach
statistische Eigenschaften eines nichtlinearen Problems aus einem linearen Ersatzpro-
blem abgeleitet, so sind die Schédtzwerte i.d. R. verzerrt (Carlton und Devore 2017,
S. 87). Der Erwartungswert der nichtlinearen Funktion entspricht allgemein nicht
dem transformierten Erwartungswert, d. h.,

E{fM} # FE{}. (2.4)

Ist f eine schwach bzw. moderat nichtlineare Funktion, so wird der Einfluss der
Nichtlinearitat auf die Schéitzung in den meisten Anwendungen vernachlassigt, und
die statistischen Eigenschaften des linearen Ersatzproblems werden direkt auf das
zugrunde liegende nichtlineare Problem tibertragen. Hierbei ist jedoch zu beachten,
dass die Verzerrung bzw. das Bias der Schétzwerte durch die Nichtlinearitdt im
funktionalen Modell hervorgerufen wird, die Grofle der Verzerrung jedoch durch die
Dispersion X, beeinflusst wird (Lehmann und Lésler 2018; Losler u. a. 2020).

Da fiir nichtlineare Modelle nur in Ausnahmefillen strenge Formeln fiir den
Erwartungswert bzw. die Dispersion existieren, werden im Folgenden Methoden
vorgestellt, die fiir nichtlineare Modelle eine geringere Verzerrung in den Schatzwer-
ten hervorrufen. Nach Julier u.a. (2000) lassen sich die Methoden in zwei Klassen
unterteilen. Wéahrend die erste Klasse die Wahrscheinlichkeitsverteilung approxi-
miert, erfolgt in der zweiten Klasse eine Approximation der nichtlinearen Funktion
bzw. Transformation. Zur ersten Klasse zahlen die Monte-Carlo-Methode und die
Unscented Transformation. Die Taylorreihenentwicklung hingegen approximiert die
urspriingliche nichtlineare Funktion und ist der zweiten Klasse zuzuordnen, wobei die
Differenzierbarkeit von f vorausgesetzt sei. Alle drei Methoden werden nachfolgend
zunédchst ausschliellich fiir nichtredundante Problemstellungen bzw. Minimalkonfigu-
rationen betrachtet. Eine Ubertragung auf den iiberbestimmten Allgemeinfall erfolgt
in Kapitel 3.

2.1 Taylorreihenentwicklung

Die Funktion f sei eine skalare nichtlineare, differenzierbare Funktion, die den Uber-
gang zwischen einer FKingangsgrofie [ und einer Ausgangsgrofle u beschreibt, d. h.,
u = f(l). Ist ferner die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Zufallsgroie [ gege-
ben, so lassen sich bekanntermafien der Erwartungswert E{f (1)}, die Dispersion
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Var{f (I)} oder allgemein die statistischen Momente durch die Taylorreihe von f
approximieren. Mit den Funktionswerten von f und ihren Ableitungen an der Ent-
wicklungsstelle [ lautet die Reihe (Teunissen 2003, S. 142; Caspary und Wichmann
2007, S. 18)

! 1 17 1 "
f = a:a+éu:f—|—fé+§f 52+6f &+ 0. (2.5)

wobei é = [ — [ die wahre Abweichung bzw. den wahren Fehler der Realisierung I
darstellt und O die Terme hoherer Ordnung beschreibt. Ist die Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion beziiglich é symmetrisch, so sind die zentralen Momente (2k + 1)-ter
Ordnung null. Werden die Terme hoherer Ordnung in GIl. 2.5 vernachlassigt und
die Erwartungswerte fiir jedes Reihenglied gebildet, so ergibt sich mit dem zweiten
zentralen Moment E {é?} = ¢2 die Ndherung fiir den Erwartungswert zu

B} ~ f+500 (26)

welche erst Glieder ab der 4. Ordnung vernachlassigt. Das zweite zentrale Moment
von f ergibt sich unter Anwendung des Verschiebungssatzes von Steiner aus

Var {f ()} = o2 =E{(f () —E{f O]’} (2.7)
=E{f )’} - B{f ()}
-E{e},

wobei é, = t—1u die Abweichung des Schatzwertes bzgl. des wahren Wertes beschreibt
(Krystek 2012, S. 167).

Ist € nicht nur symmetrisch, sondern normalverteilt, so konnen alle zentralen
Momente als Funktion der Varianz o2 dargestellt werden, siche Tabelle A.1. Insbe-
sondere betrigt das vierte zentrale Moment E {é*} = 302. Unter Beriicksichtigung
dieser statistischen Eigenschaft liefert Gl. 2.7 die Varianz der Funktion f

1 .2 AN

Var {f ()} — o—g_f/20—3+(2f L )a§+0 (2.8)

Mit Beschrinkung auf die quadratische Anndherung ergibt sich die Approximation
2. Ordnung fiir die Varianz zu

1,2,

Var {f ()} = o’~ fIQJS + 5f e (2.9)

Eine Herleitung von GI. 2.9 findet sich in Anhang A.1.

Sind 1 und u Zufallsvektoren und beschreibt f eine nichtlineare vektorielle Funk-
tion, so lautet die Taylorreihe (Mana und Pennecchi 2007)

[artd

1 e
= ﬁ+éu:f+Jé+§ + 0. (2.10)
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Hierbei beschreibt J die Jacobimatrix mit den ersten partiellen Ableitungen der
Funktion f an der Stelle 1 und H; die Hessematrix mit den zweiten partiellen
Ableitungen des i-ten funktionalen Zusammenhangs f; aus f an der Stelle L.

Ausgehend von & ~ N (0, X,) und unter Beriicksichtigung der Erwartungswerte
fir den linearen Term (Jager u.a. 2005, S. 67),

E{J8} = JE{&} =0, (2.11a)

E {JééTJT} = JE {ééT} JT =337 (2.11b)

und der Erwartungswerte fiir den quadratischen Term (Mathai und Provost 1992,
S. 53, 76),

E{e"Hi&} = E{tr(H@es")}=tr(HE{e&"}) =tr (H;Z,), (212a)

E{e"Hee"H;e} - E{e"He} E{e"H;8} = 2tr (H;E.H,%,), (212b)

in Gl. 2.10 ergeben sich die Gl. 2.6, 2.9 in vektorieller Form zu (Mana und Pennecchi
2007; Losler u. a. 2016a)

E{d) ~ f+;[tr (H,Z.)], . (2.13a)

1

Var{ti} = E{&,8,}~J%J" + 5 [t (HiZeH, %o )] (2.13b)

ij "

Fiir lineare funktionale Zusammenhénge entfallen die zweiten Summanden jeweils
in den GI. 2.6, 2.9 bzw. in den GIl. 2.13 und fiihren mit den GIl. 2.11 unmittelbar
zu den Gleichungen fiir eine lineare Parametertransformation bzw. zum Varianz-
Kovarianz-Fortpflanzungsgesetz 1. Ordnung (TS1). Im nichtlinearen Fall stellen die
Gl. 2.6, 2.9 bzw. die Gl. 2.13 Approximationen 2. Ordnung (TS2) dar und liefern
Schéitzwerte mit geringerer Verzerrung. Diesen Gleichungen ist auch zu entnehmen,
dass der Einfluss der Nichtlinearitat auf die geschatzten Parameter bzw. die ge-
schatzte Dispersion mafigeblich von der Dispersion der Eingangsgrofien abhangt. Bei
identischen funktionalen Zusammenhéangen liefert somit das Verfahren die geringeren
Verzerrungen, welches die kleineren Messunsicherheiten aufweist.

Die Koeffizienten in J bzw. H werden auch als Empfindlichkeits- oder Sensitivi-
téatskoeffizienten der Transformation 1. bzw. 2. Ordnung bezeichnet und beschreiben,
in welcher GroBenordnung sich u infolge einer Anderung in 1 verindert (JCGM100
2008, S. 20). Werden alle Sensitivitétskoeffizienten in J an der Entwicklungsstelle zu
null, oder kénnen die Abweichungen zwischen der Approximation 1. und 2. Ordnung
nicht als vernachlissighbar angesehen werden, so ist die quadratische Approximation
stets vorzuziehen (JCGM100 2008, S. 19). Die Herleitung von den Gl. 2.6, 2.9 bzw.
den Gl. 2.13 erfolgte anhand der wahren Werte, die i. A. jedoch unbekannt sind. Fiir
die praktische Anwendung sind diese durch geeignete Schétzwerte zu ersetzen.
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2.1. Taylorreihenentwicklung

Ein illustratives Beispiel, welches das Versagen der linearen Approximation und
des linearen Varianz-Kovarianz-Fortpflanzungsgesetzes demonstriert, findet sich in
(Neumann 2012). Dieses Beispiel ist sinngeméf auch in (Wolf 1961; Krystek 2012,
S. 72ff; Schwarz und Hennes 2017) wiedergegeben.

Beispiel 2.1.1 (Querabweichung bei der Priifstreckenbestimmung)

Im Kontext der Priifstreckenbestimmung auf Kalibrierbasen werden die gemessenen
Teilstrecken zur Gesamtlinge der Priifstrecke aufsummiert. Die korrekte Gesamtlinge
ergibt sich dabei jedoch nur unter der Voraussetzung, dass keine Querabweichungen
q vorliegen. Ist q # 0, wird die beobachtete Strecke s stets zu lang gemessen. Die
Querabweichung, die beim Neueinrichten des Experimentes sowohl in ihrer Grofie als
auch im Vorzeichen variiert und somit eine zufdllige um null streuende Abweichung
darstellt, gibt Neumann (2012) mit ¢ ~ N (O, 03) an. Fir die beobachtete Strecke gilt
s ~ N (3,02%). Die gemessene Strecke s und die Querabweichung q stellen weiterhin
unabhdngige Zufallsgroffen dar. Der nichtlineare funktionale Zusammenhang fiir eine
Teilstrecke” ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras

0? = f<S7Q): \/32_q2-

Die fiir die Gl. 2.13 notwendigen Matrizen mit den ersten und zweiten partiellen
Ableitungen lauten

. q sq
3 3
H — (s =) (s —¢°)?
o sq 52
(=) (=)
Mit E{q} = 0 wird in J der zweite Sensitivitatskoeffizient %ﬁ = 0. Wird die Taylor-

reihe bereits nach dem linearen Glied abgebrochen, so wird der Einfluss von o, voll-
standig eliminiert. Mit den GIl. 2.11 folgen unmittelbar d=sund 6, =0, In der

Hessematriz wird die zweite partielle Ableitung mit giqf = —% ungleich null, sodass

oq bei Verwendung der quadratischen Approzimation sowohl d als auch 64 beeinflusst,

d h.,

A 1 s%0? o?
d = s—= 1 =s5— 1
2 (2 — ¢2)2 2s
1 sto? ol
A2 2 q 2 q
62 = ol4-— 1 =24 L
d s 2(52 _q2)3 s 252

" Auch wenn die Teilstrecke d aus einer Minimalkonfiguration resultiert, wird d hier als Schitzwert
interpretiert und die Notation d verwendet. Hierdurch wird die Konsistenz zur Ergebnisdarstellung
auf S. 34 sichergestellt.
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Abbildung 2.2 zeigt schematisch den Messaufbau zur Bestimmung der Teilstrecke
d aus der Beobachtung s unter Bericksichtigung einer um null streuenden normal-
verteilten Querabweichung q. Da s die Hypotenuse ist, muss d < s gelten. Der
Erwartungswert E {ci} der Teilstrecke ist demnach immer kleiner als der Erwar-
tungswert E{s} der beobachteten Strecke, wenn eine Unsicherheit o, > 0 in der
Querabweichung vorliegt. Die Differenz zwischen der Zingaren uncgL der quadratischen
Approximation wird durch den zusdtzlichen Term —;—g bzw. 2%“’2 quantifiziert. Je
kleiner o, bzw. je grofSer s, desto geringer ist die Verzerrung der Schditzwerte.

E{s} =35

Abbildung 2.2: Bestimmung der Teilstrecke d (rot) einer Priifstrecke aus der beobachteten Strecke s
(dunkelrot) unter Beriicksichtigung einer Querabweichung g (dunkelgrau). Fiir s ~ N (§, ag) und g ~

N (0, 03 sind die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen in hellrot bzw. hellgrau dargestellt. Die
Ellipse stellt die Kombination dieser beiden Marginalverteilungen dar. Die Darstellung ist unmafstablich.

2.2 Monte-Carlo-Methode

Neben der Taylorreihenentwicklung, die eine differenzierbare Modellgleichung voraus-
setzt, existieren auch numerische Methoden, um Erwartungswert, Dispersion oder
hohere Momente zu bestimmen. Zu den bekanntesten Methoden zahlt die Monte-
Carlo-Methode (MCM), bei der unter Verwendung von Pseudozufallszahlen eine
approximative Losung fiir diese Momente bestimmt wird (Koch 2017). Durch eine
sehr grofle Anzahl myicy von gleichartigen Zufallsexperimenten lassen sich komplexe
Aufgabenstellung 16sen, fiir die keine analytische Losung existiert oder deren analy-
tische Losung nur mit unverhaltnisméfligem Aufwand bestimmt werden kann. Die
MCM basiert auf dem Gesetz der grofien Zahlen (Krystek 2012, S. 87) und benétigt
somit einen hinreichend grofien Stichprobenumfang my;cy, um gesicherte Ergebnisse

zu erzielen (JCGM101 2008, S. 28; JCGM102 2011, S. 25).

In der Geodésie und in der Messtechnik wird die MCM vorrangig zum Abschét-
zen von Messunsicherheiten (Losler u.a. 2016a; Schwarz und Hennes 2017), zur
Simulation von komplexen Mess- und Auswerteprozessen (Lehmann und Lésler 2018;
Luhmann 2018, S. 621f) oder in der Erstellung und Optimierung von Aufnahme- und
Netzkonfigurationen (Schmitt 1977) verwendet. Pany u.a. (2011) analysieren z. B.
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2.2. Monte-Carlo-Methode

mittels MCM den Einfluss von Troposphéreneffekten, Uhrparametern und Messab-
weichungen auf die aus VLBI-Daten abgeleiteten Stationskoordinaten. Koch (2010)
wendet die MCM an, um systematische Effekte in Messungen eines terrestrischen
Laserscanners aufzudecken. Lehmann und Scheffler (2011) nutzen die MCM zur
Bestimmung von Irrtumswahrscheinlichkeiten fiir den Global- bzw. Individualtest im
Kontext der Ausreiflerdetektierung in geodéatischen Netzen. Um zu priifen, ob mittels
Varianzaufweitung (z. B. Cook u.a. 1982) Modellstorungen zuverléssiger aufgedeckt
werden als mit dem (geodétischen) Standardverfahren, der Mittelwertsverschiebung
(z.B. Baarda 1968), setzten Lehmann u.a. (2020) die MCM ein, um die Wahrschein-
lichkeiten fiir den Fehler 1. Art bzw. Fehler 2. Art zu bestimmen. Losler u.a. (2019c¢)
weisen mit Methoden der Nahbereichsphotogrammetrie lastfallabhéngige Verformun-
gen an einem Hauptreflektor eines VGOS-Radioteleskops nach und schiatzen mittels
MCM sowohl die Parameter als auch die zugehorigen Messunsicherheiten ab. Eine
detaillierte Darstellung der Monte-Carlo-Methode sowie weitere Anwendungsbereiche
finden sich in (Rubinstein und Kroese 2017).

Die MCM ahmt hierbei ein sich wiederholendes gleichartiges Zufallsexperiment wie
bspw. einen Messprozess nach und leitet den Erwartungswert und die Dispersion von
f aus myeom unabhéngigen synthetischen Zufallsexperimenten ab. Fiir mycom — 00
strebt die Losung der MCM asymptotisch gegen den wahren Wert (Rubinstein und
Kroese 2017, S. 108). Erwartungswert und Dispersion lauten

1 mMyMCM
E{a) S, (2164)
myveMm 45
1 myMCM

Var {8} = > (F0)~E{a)) (£ (1) - E{a)", (216b)

myveom — 1 i
wobei 1; = 1+ &; der synthetisch erzeugte Beobachtungsvektor der i-ten Stichproben-
wiederholung ist und &; einen unter Beriicksichtigung der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung abgeleiteten Zufallsvektor der wahren Storgroflen darstellt. Die Gl. 2.16 stellen
eine numerische Integration dar und entsprechen der Definition des Erwartungswer-
tes bzw. der Dispersion fiir eine diskrete Zufallsvariable (Carlton und Devore 2017,
S. 67ff). An die Stelle der zufilligen Storgrofien treten hier jedoch die synthetisch
generierten pseudozufalligen Storgrofien.

Die MCM ist eine intuitive, transparente und leicht in bestehende Auswerte-
und Analyseprozesse implementierbare Methode, da zum Erzeugen der syntheti-
schen Stichproben lediglich ein geeigneter Zufallszahlengenerator benétigt wird. Fiir
gleichverteilte Zufallszahlen bieten die meisten Programmiersprachen geeignete Algo-
rithmen zur Berechnung an, wie z. B. den Mersenne-Twister-Algorithmus (Matsumoto
und Nishimura 1998). Diese Zufallszahlengeneratoren kénnen auch zur Generierung
anderer Wahrscheinlichkeitsverteilungen, wie bspw. der Simpsonverteilung (Stein
und Keblis 2009) oder der Normalverteilung (Box und Muller 1958), verwendet
werden. Das Erzeugen von Zufallszahlen anderer Wahrscheinlichkeitsverteilungen
aus gleichverteilten Zufallszahlen wird allgemein als Inversionsmethode bezeichnet
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

(Carlton und Devore 2017, S. 221). Aufgrund der Abhéngigkeit der Ergebnisse von
den verwendeten Zufallszahlen empfiehlt es sich, den implementierten Algorithmus
beziiglich einer Vorhersagbarkeit der generierten Zufallszahlen zu priifen (JCGM101
2008, S. 60f) und ggf. auf Multi-Start-Algorithmen zurtickzugreifen.

Weiterhin ermoglicht die MCM eine numerische Konvolution von Zufallsgrofien
mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen. Abbildung 2.3 zeigt exem-
plarisch die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, die aus der numerischen
Konvolution von m, = 5 unabhéngigen gleichverteilten Zufallsgrofen X; ~ U (0,1)
resultiert, sowie die einzelnen Zwischenergebnisse. Fiir m, = 2 ist die Dichtefunktion
der Simpsonverteilung gut erkennbar. Geméafl des zentralen Grenzwertsatzes strebt
die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion mit zunehmenden m,. gegen die
Dichtefunktion der Normalverteilung, siehe hierzu auch Abbildung 2.1.

relative Haufigkeit

Abbildung 2.3: Numerische Konvolution von m. unabhingigen gleichverteilten Zufallsgrofien
X, ~U(0,1). Fiir me = 2 ergibt sich (gendhert) die Dichtefunktion der Simpsonverteilung. Aufgrund
des zentralen Grenzwertsatzes strebt die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion gegen die Dichte-
funktion der Normalverteilung fiir m. — oo, siehe auch Abbildung 2.1. Der Stichprobenumfang betragt
mpcs = 106,

Da es sich bei der Losung der MCM um eine asymptotische Schatzung handelt,
die nur fir mycom — 0o gegen den wahren Wert strebt, muss bei der praktischen
Anwendung ein Kompromiss zwischen Wirtschaftlichkeit und numerischer Préizision
gefunden werden. Schmitt (1977) nutzt ein sogenanntes Las-Vegas-Diagramm, um die
Empfindlichkeit der Ergebnisse bzgl. der Simulationsanzahl mycy zu quantifizieren.
Um die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Beobachtungen moglichst vollsténdig zu
beschreiben, d. h.,

—_
3
=
Q
=

Y, ~ &6, (2.17)

myveMm 45
ist myrcm zwingend grofer als die Beobachtungsanzahl n zu wahlen (Dykstra 1970).

Allgemein hangt die Wahl von mycm von verschiedenen Faktoren ab, wie bspw.
der Form der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Parameter u, der erforderlichen
numerischen Prizision oder der angestrebten Uberdeckungswahrscheinlichkeit. Da
fiir keine a-priori gewahlte Simulationsanzahl myicy garantiert werden kann, dass

26



2.2. Monte-Carlo-Methode

die Ergebnisse der MCM zuverléassig sind, empfiehlt der GUM eine adaptive Vorge-
hensweise (JCGM101 2008, S. 28). Entsprechende Prozeduren und Hinweise fur eine
mogliche Implementierung finden sich u.a. in (JCGM101 2008, S. 32f; JCGM102
2011, S. 33f; Wiibbeler u. a. 2010), sodass auf eine Wiedergabe hier verzichtet wird.

Die grofle Akzeptanz der MCM beruht nicht zuletzt auf dem hohen Anschauungs-
grad, wodurch sie in vielen Fachdisziplinen verbreitet ist. Durch Visualisierung der
einzelnen synthetischen Versuche lassen sich Ergebnisse haufig besser erfassen und
nachvollziehen als durch eine dquivalente analytische Losung. Die Berechnung der
kartesischen Koordinaten aus polaren Messelementen ist hierbei ein anschauliches
Beispiel, um insbesondere die Giiltigkeit von Gl. 2.4 zu demonstrieren.

Beispiel 2.2.1 (Konvertierung von polaren Beobachtungen in kartesische
Koordinaten)

Die Konvertierung von polaren Messelementen in kartesische Koordinaten zdhlt zu
den geoddtischen Grundaufgaben und findet breite Anwendung in der Koordinaten-
messtechnik, z. B. mittels Lasertracker oder Laserscanner. Das funktionale Modell
der nichtlinearen Transformation fir ebene Koordinaten lautet

w = reo=(0)=s( W0,

wobei s die Strecke, ¢ der Azimutwinkel und x bzw. y die gesuchten kartesischen
Koordinatenkomponenten sind. O.B.d. A. sei s = § eine fehlerfreie Strecke und
lediglich der Azimutwinkel eine normalverteilte Zufallsgrofe, d. h., ¢ ~ N (qﬁ, ag).

Die kartesischen Koordinaten hdingen ausschliefSlich vom Azimutwinkel ab und
ergeben sich aus u = f (¢). Werden die korrespondierenden kartesischen Koordinaten
u; berechnet, die sich aus Wiederholungsmessungen des Azimutwinkels ¢; ergeben,
so formen diese einen Kreisbogen mit dem Radius §, wie Abbildung 2.4 zeigt. Die
Bogenldnge hdangt hierbei offensichtlich von der Dispersion 035 ab. Werden die ein-
zelnen u; entsprechend Gl. 2.16a gemittelt, ergibt sich eine weitgehend unverzerrte
Schitzung fiir die kartesischen Koordinaten 4T = ( T 9 ), sofern die Anzahl der
unabhangigen Wiederholungen gegen unendlich strebt.

In Abbildung 2.4 sind die einzelnen Realisierungen der kartesischen Koordinaten
w; = f(¢i) durch graue Punkte symbolisiert. Da diese auf einem Kreisbogen liegen,
muss der Erwartungswert E{Q} innerhalb dieses Kreises liegen, d. h., 0Ta < §%. Im
Hinblick auf Gl. 2.4 ist leicht abzulesen, dass der Erwartungswert der nichtlinea-
ren Transformation E{f (¢)} nicht dem transformierten Erwartungswert f (E{¢})
im nichtlinearen Modell entspricht. Analog gilt dies auch fiir die Dispersion. Bei
Verwendung der linearisierten Transformation ergibt sich aufgrund der fehlerfreien
Strecke eine Konfidenzellipse, deren kleine Halbachse null ist. In Abbildung 2.4 ist
diese als Gerade dargestellt. Im Vergleich zu dem aus der GIl. 2.16b resultieren-
den Konfidenzbereich der MCM ist der Konfidenzbereich der TS1 deutlich kleiner.
Die Dispersion wird demnach zu optimistisch abgeschdtzt, wenn eine Taylorreihe
mit Gliedern 1. Ordnung verwendet wird. Insbesondere ist der Erwartungswert der
nichtlinearen Funktion E{f (¢)} fir jedes o3 > 0 unabhdingig von der gewdhlten
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Uberdeckungswahrscheinlichkeit hierbei in keinem der resultierenden Konfidenzberei-
che der TS1 enthalten. Die Verwendung der linearen Ersatzfunktion anstelle der
urspringlichen nichtlinearen Funktion stellt demnach in diesem Beispiel eine zu
starke Vereinfachung dar.

A

liTs;

Stichprobe u; = f (¢;) —

X

Abbildung 2.4: Nichtlineare Konvertierung von polaren Beobachtungen in kartesische Koordinaten,
wobei die Strecke § als fehlerfrei angenommen wurde und lediglich der Azimutwinkel ¢ eine normalverteilte
ZufallsgroBe darstellt. Die aus der nichtlinearen Transformation u; = f (¢;) resultierenden kartesischen
Koordinaten sind durch kleine graue Punkte symbolisiert und bilden einen Kreisbogen. Wahrend der rote
Punkt den transformierten Erwartungswert Girs; = f (E {¢}) symbolisiert, stellt das schwarze Dreieck
den Erwartungswert Gnviem = E {f (¢)} der nichtlinearen Funktion dar. Wahrend Girg; ein Punkt auf der
Kreislinie ist, liegt Giviom innerhalb des Kreises, d.h. E{f (¢)} # f (E{¢}). Ellipsen um die Schétzwerte
stellen die Dispersion dar, die sich aus der Taylorreihe mit Gliedern 1. Ordnung bzw. der Monte-Carlo-
Methode ergeben. Da die Strecke § als fehlerfrei angenommen wurde, ist fiir die TS1-Losung die kleine
Ellipsenhalbachse null, sodass sich die Darstellung auf die rot abgebildete Gerade reduziert.

]

Der hohe Anschauungsgrad und der geringe Implementierungsaufwand diirfen
jedoch nicht dariiber hinwegtauschen, dass nur eine korrekte Anwendung der MCM zu
belastbaren Ergebnissen fiihrt. Basierend auf dem Vorschlag von Niemeier und Ten-
gen (2017, 2020) setzt Schwarz (2020) die MCM im Kontext der Parameterschéitzung
eines geodatischen Lagenetzes ein, welches einen nichtlinearen funktionalen Zusam-
menhang aufweist (Jager u. a. 2005, S. 213f). Die Lagekoordinaten und die zugehorige
Dispersion eines Neupunktes werden mittels TS1 geschitzt und den Ergebnissen der
MCM gegeniibergestellt. Schwarz (2020) hebt hervor, dass die geschatzten Koordina-
ten beider Methoden identisch sind, die Dispersion der T'S1 gegeniiber der Dispersion
der MCM jedoch deutlich iiberschéitzt wird und die abgeleiteten Standardunsicher-
heiten um 50 % kleiner sind. Da das funktionale Modell einer Lagenetzausgleichung
jedoch nichtlinear ist, steht die erste Aussage in einem Widerspruch zu GI. 2.4.
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2.3. Unscented Transformation

Eine Analyse des verwendeten Algorithmus zeigt, dass Schwarz (2020) die MCM
nicht auf das originére nichtlineare funktionale Modell, sondern auf dessen linearisierte
Form anwendet. Fiir dieses lineare Ersatzproblem gilt Gl. 2.3, wonach die Parameter
der TSI als auch die Parameter der MCM erwartungstreu geschétzt werden (Jager
u.a. 2005, S. 213). Da lediglich ein lineares Ersatzproblem betrachtet wird, kénnen
die auffallig groflen Differenzen zwischen den Dispersionen beider Methoden demnach
nicht auf das nichtlineare funktionale Modell zuriickgefiihrt werden.

Es lasst sich leicht zeigen, dass diese grofien Differenzen in den Standardunsicher-
heiten mafigeblich durch die Verwendung unterschiedlicher stochastischer Modelle
hervorgerufen werden. Wéhrend bei der TS1-Losung ein zusétzlicher Skalierungs-
faktor berticksichtigt wird, fehlt dieser bei der MCM. Wird die Berechnung mittels
TS1 ohne diese zusatzliche Skalierung im stochastischen Modell durchgefiihrt, so
resultieren daraus Standardunsicherheiten, die mit den Standardunsicherheiten der
MCM vergleichbar sind. Die verbleibenden Differenzen sind <1 % und resultieren fir
das Beispiel in (Schwarz 2020) aus der Kombination unterschiedlicher Verteilungs-
funktionen bei der Ableitung des stochastischen Modells.

Die unsachgeméfie Anwendung der Monte-Carlo-Methode kann zu nichtbelast-
baren Ergebnissen und Fehlinterpretationen fiihren. Dies soll nachfolgend am Bei-
spiel 2.2.1 verdeutlicht werden, indem die MCM sowohl auf das nichtlineare Problem
als auch auf das lineare Ersatzproblem angewendet wird.

Beispiel 2.2.1 (Fortsetzung von S. 27)

Abbildung 2.5 zeigt die unsachgemdfle Anwendung der MCM am Beispiel der nichtli-
nearen Konvertierung von polaren Beobachtungen in kartesische Koordinaten. Die
Strecke sei wiederum fehlerfrei, und der Azimutwinkel stelle eine normalverteilte
Zufallsgrofie dar. Graue Punkte stellen die einzelnen Realisierungen der kartesischen
Koordinaten dar, die sich bei Verwendung des nichtlinearen funktionalen Modells
ergeben. Bedingt durch die fehlerfreie Strecke liegen diese Punkte auf einem Kreis-
bogen. Der Erwartungswert der nichtlinearen Funktion ergibt sich mittels Gl. 2.16a
und st als schwarzes Dreieck dargestellt. Dieser liegt innerhalb des Kreises, siehe

auch Abbildung 2.4.

Wird anstelle des nichtlinearen Modells dessen linearisierte Form bei der MCM
verwendet, so ergeben sich die hellrot dargestellten Punkte. Bedingt durch die fehler-
freie Strecke liegen diese Punkte auf einer Geraden, die tangential zum Kreisbogen
verlduft. Der aus Gl. 2.16a resultierende Erwartungswert des linearen Ersatzproblems
ist durch einen roten Kreis dargestellt. Dieser befindet sich auf dem Kreisbogen und
entspricht der Losung mittels TS1, wie Abbildung 2.4 zeigt.

Es ist leicht zu erkennen, dass der Erwartungswert der nichtlinearen Transfor-
mation E{f (¢)} nicht dem transformierten Erwartungswert f (E{¢}) entspricht.
Anhand der Streuung der grau bzw. hellrot dargestellten Punkte ldsst sich weiterhin
der Unterschied zwischen den abgeleiteten Konfidenzbereichen in Abbildung 2.4 direkt
nachvollziehen.
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Abbildung 2.5: Unsachgeméifle Anwendung der Monte-Carlo-Methode auf die nichtlineare Konvertierung
von polaren Beobachtungen in kartesische Koordinaten. Die Strecke § wurde als fehlerfrei angenommen,
lediglich der Azimutwinkel ¢ stellt eine normalverteilte Zufallsgrofie dar. Die aus der nichtlinearen Transfor-
mation u; = f (¢;) resultierenden kartesischen Koordinaten sind durch kleine graue Punkte symbolisiert
und bilden einen Kreisbogen. Der zugehérige Erwartungswert Gyom = E {f (¢)} ist durch ein schwarzes
Dreieck dargestellt. Die aus dem linearen Ersatzproblem u; = f (d;) + Jé4, resultierenden kartesischen
Koordinaten bilden hingegen eine Gerade und verlaufen tangential zum Kreisbogen. Diese sind durch
kleine hellrote Punkte symbolisiert. Der Erwartungswert des linearen Ersatzproblems tirg; = f (E{¢})
ist durch einen roten Kreis dargestellt. Fir beide Simulationen wurden identische Zufallszahlen verwendet.

]

2.3 Unscented Transformation

Ein weiteres numerisches Verfahren zur Approximation von Momenten ist die von
Julier u.a. (1995) vorgeschlagene Unscented Transformation (UT). Im Unterschied
zur linearen bzw. quadratischen Approximation von f durch eine Taylorreihe mit
Gliedern 1. bzw. 2. Ordnung werden bei der UT keine partiellen Ableitungen benétigt.
Die Standard Unscented Transformation (SUT) beschrénkt sich auf eine Annéherung
der Gl. 2.13 und stellt eine Approximation 2. Ordnung von f dar (Julier u.a. 1995;
Julier und Uhlmann 1997; Julier u.a. 2000; Julier 2002). Eine Erweiterung der SUT,
die auch héhere Momente berticksichtigt, findet sich u.a. in (Tenne und Singh 2003).

Der Erwartungswert und die Dispersion der Funktion f werden durch die UT aus
myt = 2n + 1 sogenannten »-Punkten X; geschétzt, denen ein spezifisches Gewicht
w;, mit Y w; = 1, zugeordnet ist. Die Y-Punkte werden hierbei so gewéhlt, dass diese
mindestens das erste und zweite Moment der Beobachtungen beschreiben (Julier u. a.
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2.3. Unscented Transformation

1995). Diese Y-Punkte sowie die korrespondierenden Gewichte ergeben sich aus

~ K
XO = 1, Wy = "+ /{’ (218&)
~ 1
- 1
X’i_}'_n = 1 — ( (’n/ + K/) Ee)z y Witn = m, (218C)

wobei n die Anzahl der Elemente in 1 ist und (\/ Ee) _die i-te Spalte der Quadratwurzel
der Dispersionsmatrix darstellt (Julier und Uhlmann 1997). Die Quadratwurzel der
Dispersionsmatrix resultiert aus einer Eigenwertzerlegung (Kanzow 2005, S. 14),
sodass

Yo = (VE) (VEe) (2.19)

gilt. Die Spalten in (\/E_e) entsprechen hierbei den Hauptachsen des Hyperellipso-
ids fiir normalverteilte Eingangsgrofien, sodass die 3-Punkte neuralgische Punkte
der Verteilung darstellen. Die zusétzliche Skalierung +/n +  definiert den Abstand
zwischen 1 und den korrespondierenden Y-Punkten. Anstelle der Eigenwertzerle-
gung konnen auch andere Faktorisierungsverfahren zum Einsatz kommen, bspw. die
Cholesky-Zerlegung (Julier u.a. 2000). Eine Gegeniiberstellung moglicher Verfahren
findet sich in (Straka u.a. 2013).

Durch eine gewichtete Mittelwertbildung der transformierten ¥-Punkte f (X;)
ergibt sich Erwartungswert und Dispersion aus

E{a} = iwif (X), (2.20a)

Var{a} = Youi(F (%) - E{aD) (f (%) -E{a)T.  (2:20)

Simon (2006, S. 441ff) zeigt, dass der Skalierungsparameter x in den Gl. 2.18 fir
eine Approximation 2. Ordnung einen beliebigen Wert annehmen darf, sofern die
Bedingung (n + k) # 0 nicht verletzt wird. Fir normalverteilte Eingangsgréfien kann
mit (n + k) = 3 eine verbesserte Approximation an Momente vierter und hoherer
Ordnung jedoch erreicht werden (Julier u.a. 2000; Julier 2003). Da « in der SUT
sowohl negative als auch positive Werte annehmen kann, ist die Dispersionsmatrix
34 nicht zwingend positiv semidefinit. Julier u.a. (2000) schlagen daher vor, zur
Bestimmung der Dispersionsmatrix anstelle von E {ti} auf f (X;) zuriickzugreifen,
sodass aus der Transformation stets eine positiv semidefinite Dispersionsmatrix
resultiert. Aquivalente Ergebnisse fiir diese modifizierte Unscented Transformation
(MUT) werden erhalten, wenn in Gl. 2.20b der zusétzliche Term

(1-0a?) (f (%) — E{a}) (f (x0) — E{a})" (2.21)
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

addiert wird (Julier u.a. 2000). Fir a = 1 entfallt der zusatzliche Term, woraus die
Losung der SUT resultiert. Fiir 0 < a < 1 ergibt sich hingegen die MUT, die eine
positiv semidefinite Dispersionsmatrix garantiert (Julier u.a. 2000; Julier 2002).

In praktischen Anwendungen wird die MUT héufig mit k = o?(n+ ) — n
initialisiert. Der Koeffizient ) ist hierbei eine empirische Tuningkonstante, deren Wahl
wiederum vierte und hohere Momente beeinflusst. Typische Werte sind A =3 —n
bzw. A = 0 (Wan und Merwe 2000, 2001). Fur den Skalierungsparameter o gilt
0 < a < 1, wobei iiblicherweise @ = 1073 verwendet wird (Julier 2002). Weiterhin
wird eine bessere Anpassung der Dispersion durch 34 + AX4 erreicht, worin der
Zuschlag durch

Ay = (1-0”+8)(f (%) —E{a}) (f (%) -E{a})" (222

gegeben ist, welcher geméaf Gl. 2.21 eine positiv semidefinite Dispersionsmatrix
garantiert. Fiir den wichtigen Fall normalverteilter Eingangsgrofien empfiehlt Julier
(2002) die Verwendung von § = 2, siche auch Anhang A.2. Fir o = 1, § = 0 und
A =3 —n geht die MUT in die SUT {iber. Eine detaillierte Untersuchung, wie die
Wahl von «, § bzw. A\ die Ergebnisse der UT beeinflusst — insbesondere fiir den Fall
nichtnormalverteilter Eingangsgrofien — findet sich in (Wang und Ding 2020).

In Analogie zu den GIl. 2.16 der MCM leiten sich die Gl. 2.20 direkt aus der
Definition des Erwartungswertes bzw. der Dispersion fiir eine diskrete Zufallsvariable
her (Carlton und Devore 2017, S. 67ff). Fiur Gl. 2.17 findet sich entsprechend

2n
Yo = Y wi(X— X)) (X — )T (2.23)
=0
An die Stelle der zufilligen Storgrofien treten hier die neuralgischen Storgrofien.
Aufgrund der geringen Anzahl von myr = 2n + 1 3-Punkten ist dieses Verfahren
deutlich performanter als die Monte-Carlo-Methode, jedoch ist es auf eine quadrati-
sche Approximation beschrankt, wie Anhang A.2 zeigt.

Fiir lineare funktionale Zusammenhénge u = f (1) = J1 liefert die SUT identi-
sche Resultate zur analytischen Losung mittels Taylorreihenentwicklung 1. Ordnung
entsprechend den Gl. 2.11. Aufgrund von Gl. 2.3 folgt fiir i = 0 unmittelbar

F(X)—Efa} = o (2.24)

sowie fir ¢ > 0
FX)—E{a} = —J ( (n+ 5) 2) (2.24)
F(X) —E{d) = +J ( (n+r) z:e)m. (2.24¢)

Eingesetzt in Gl. 2.20b und unter Beriicksichtigung der Symmetrie der transformierten
Y-Punkte, siehe die Gl. 2.24b, 2.24c, resultiert daraus das lineare Varianz-Kovarianz-
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2.3. Unscented Transformation

Fortpflanzungsgesetz (Férstner und Wrobel 2016, S. 47f)

Varla) = 3ot (200403 (VR (vVE) 1) 29

= JxJ%.

Der zusétzliche Term der MUT in den GIl. 2.21, 2.22 entfillt ebenfalls fiir lineare
funktionale Zusammenhénge, d. h. A¥ 3 = 0, da aus den Gl. 2.18a, 2.24a unmittelbar
f (X)) = E{a} folgt.

Neben der SUT und der MUT existieren noch weitere Strategien, um >-Punkte
fiir eine UT abzuleiten. Eine umfangreiche Ubersicht iiber existierende UT findet
sich in (Menegaz u.a. 2015). Erwdhnenswert erscheint hier die Spherical Simplex
Unscented Transformation (SSUT), die lediglich myr = n+2 X-Punkte benétigt und
sich insbesondere fiir zeitkritische Anwendungen empfiehlt (Julier und Uhlmann 2002;
Julier 2003; Lozano u.a. 2008). Durch Vorgabe des Gewichts wg, mit 0 < wy < 1,
ergeben sich die iibrigen n + 1 Gewichte zu

1 —wy

P = . 2.2
w ] (2.26)

Aus der modifizierten Gl. 2.18 resultieren die zugehérigen n + 2 -Punkte, d. h,
X, = 1+VZex. (2.27)

Hierbei sind mit den Initialisierungswerten des i-ten Vektors s;

Y = 0], (2.28a)
o _ [ ZL] 2.28b
%1 2w1- Y ( : )
o _ [ L]
= 2.28
die tibrigen j = 2,...,n Elemente rekursiv zu bestimmen (Julier 2003), d. h.,
(-1
,
0 1=0
0
e
%i(J) _ . 1=1,...,7 (2.29)
G+ Dw; |
01 o
j 1=7+ 1.
L ViG+Dw; |

Fiir wy = 0 reduziert sich die Anzahl an notwendigen Y¥-Punkten auf das absolute
Minimum von n + 1 (Julier und Uhlmann 2002, 2004).

33



2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Die UT liefert fiir nichtlineare Problemstellungen Schétzwerte mit geringerer
Verzerrung im Vergleich zur TS1-Losung. Zur Abschétzung von Messunsicherheiten
sind haufig nichtlineare Transformation zu beriicksichtigen, fiir die sich der Einsatz
der UT empfiehlt. So greifen bspw. Lésler u.a. (2015) zur Bildung des stochastischen
Modells eines mobilen Lasertrackers in der Netzausgleichung auf die UT zurtick,
um die Verzerrung der Schétzwerte zu reduzieren. Wang und Zhao (2017) setzen
die UT zur Parameterbestimmung einer ebenen Koordinatentransformation ein und
demonstrieren, dass die Verwendung der TS1 zu verzerrten Schétzwerten fiihrt.
Aufgrund des geringeren numerischen Aufwands der UT gegeniiber der MCM eignet
sich dieses Verfahren vor allem fir echtzeitfahige Anwendungen. Das erweiterte
Kalman-Filter (EKF), welches héufig fiir diese Problemstellungen verwendet wird,
setzt eine Linearisierung der nichtlinearen Modellgleichungen voraus. Wird hierbei
die Annahme der lokalen Linearitat verletzt, kann das EKF in einen instabilen Filter
miinden (Zhao u.a. 2008). Weiterhin sind die Schéitzwerte des EKF verzerrt (Xu
1999). Die Integration der UT in das Kalman-Filter wird als Unscented Kalman
Filter (UKF) bezeichnet. Vergleiche zwischen EKF und UKF zeigen, dass das UKF
dem EKF iiberlegen ist und eine hohere Anpassungsgiite aufweist (Wan und Merwe
2000; Zhao u.a. 2008; Gustafsson und Hendeby 2012).

Beispiel 2.1.1 (Fortsetzung von S. 23)
Die Anwendung der GI. 2.20 der SUT ergibt fir die Teilstrecke und deren Dispersion

d = ;(254—\/52—302)
63 = Uf—l—g(232—23,/82—303—302).

Aufgrund des Wurzelterms und in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der Tay-
lorreihenentwicklung 2. Ordnung ist d<s fiir oq > 0. Weiterhin vergréfiert sich die
Dispersion 62 aufgrund von o, und wird nicht, wie bei der Anwendung der Taylorreihe
1. Ordnung, eliminiert.

Abbildung 2.6 zeigt schematisch die Verteilung der finf X-Punkte X; der SUT
durch rote Diamanten. Das stochastische Modell 3¢ ldsst sich im Beobachtungsraum
durch eine Ellipse darstellen. Bei der Uberfiihrung in den Parameterraum krimmt
bzw. deformiert sich diese Ellipse. Die Halbachsen der (deformierten) Ellipse wurden
mit \/n + K skaliert. Hierdurch wird deutlich, dass X; neuralgische Punkte der (defor-
mierten) Ellipse sind und somit die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eingangsdaten
approximieren. Der 3-Punkt Xy, welcher sich in der Mitte der (deformierten) Ellipse
befindet, korrespondiert mit der TS1-Léosung. Die Losung der SUT ist als dunkelrotes
Dreieck dargestellt. Wahrend drei - Punkte keine Querabweichung aufweisen und
sich im Mittel zu 5 ergeben, weisen zwei %-Punkte ein q; # 0 auf, sodass daraus
Teilstrecken d; = \/s? — 2 < s; resultieren. Zum Vergleich sind zusdtzlich die vier
Y-Punkte X; der SSUT durch hellrote Quadrate dargestellt, die fir wy = 1/3 ebenfalls
auf der (deformierten) Ellipse liegen. Ein dunkelgraues Dreieck stellt die Losung der
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2.3. Unscented Transformation

SSUT dar. Fin Unterschied zwischen beiden UT-Losungen ist aufgrund der geringen
Differenz nicht erkennbar.

O Standpunkt /,/@

¢ =Punkt (SUT) T

B  X-Punkt (SSUT) T 2

A SUT-Schitzung ,/-/'/ =

V¥ SSUT-Schitzung o

@ T 4B ——9¢
T s/ + K

Tl [ |

Abbildung 2.6: Unmafistabliche Darstellung der Messkonfiguration zur Bestimmung der Teilstrecke
einer Priifstrecke unter Beriicksichtigung einer moglichen Querabweichung. Das stochastische Modell
der Eingangsdaten entspricht im Beobachtungsraum einer Ellipse und wird beim Uberfithren in den
Parameterraum deformiert. Die Halbachsen wurden mit v/n + & skaliert. Die fiinf 3-Punkte der SUT
befinden sich im Zentrum bzw. auf dem Rand dieser (deformierten) Ellipse und sind durch rote Diamanten
symbolisiert. Der ¥-Punkte Xy, welcher sich in der Mitte der (deformierten) Ellipse befindet, korrespondiert
mit der TS1-Lésung. Das Ergebnis der SUT ist in Form eines dunkelroten Dreiecks dargestellt und liegt im
Vergleich zur TS1-Léung dichter am Standpunkt, der durch einen roten Kreis symbolisiert ist, sodass d < s.
Zusétzlich sind durch hellrote Quadrate die vier ¥-Punkte der SSUT mit dargestellt, die fir wo = 1/3
ebenfalls auf dieser (deformierten) Ellipse liegen. Das dunkelgraue Dreieck symbolisiert das Ergebnis der
SSUT, welches praktisch identisch mit der SUT-Losung ist.

Zur besseren Einordnung und Bewertung der vorgestellten Verfahren sei die
gemessene Strecke s = 1 m mit einer Standardabweichung von o, = 1cm gegeben.
Die Unsicherheit in der Querabweichung wird mit o, = 100, angenommen und
stellt eine FExtremkonfiguration dar. In Tabelle 2.1 sind die numerischen Ergebnisse
gegentibergestellt. Hierbei sind TS1 und TS2 Taylorreihen der Funktion f, die f
durch eine lineare bzw. quadratische Ersatzfunktion approximieren. Die Monte-Carlo-
Methode wurde mit einer Stichprobengrife von mycy = 108 durchgefiihrt. Da die
MCM asymptotisch gegen den wahren Wert d strebt, kann diese als Referenzlisung
betrachtet werden.

Tabelle 2.1: Gegeniiberstellung der numerischen Ergebnisse einer mit o5 = 1 cm gemessenen Teilstrecke
s = 1 m einer Priifstrecke und einer angenommenen Unsicherheit in der Querabweichung von o4 = 100 fiir
die Taylorreihe mit Gliedern 1. und 2. Ordnung sowie die Monte-Carlo-Methode, die Standard Unscented
Transformation und die Spherical Simplex Unscented Transformation. Fiir die SSUT wurde ein mittleres
Gewicht von wg = 0,5 gewéahlt.

Methode d in m 04 In cm
TS1 1,000 1,00
TS2 0,995 1,22
SUT 0,995 1,23

SSUT 0,995 1,23
MCM 0,995 1,23
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Die Ergebnisse von SUT, SSUT und TS2 weisen im relevanten Stellenbereich
keine Differenzen zur MCM auf. Die gréfsten Abweichungen sind bei Verwendung
der linearen Transformation zu erkennen, da hier der Einfluss von o, vollstindig
unberticksichtigt bleibt. Die Abweichung der Strecke zwischen TS1 und MCM betrigt
S5mm. Die Differenz der Standardabweichung ist 2 mm.

Im Rahmen der Priifstreckenbestimmung sind zum einen die gemessenen Strecken
deutlich langer und zum anderen die Unsicherheiten in der Querabweichung um ein
Vielfaches geringer. Bereits fir o, = o0, = lcm kénnen keine Differenzen mehr
zwischen den Verfahren im relevanten Stellenbereich ermittelt werden. Il

2.4 Zusammenfassung

Eine Vielzahl von funktionalen Zusammenhédngen, die in der Praxis vorkommen,
ist nichtlinear. Die statistischen Methoden, die tiblicherweise zur Loésung dieser
nichtlinearen Problemstellungen herangezogen werden, sind jedoch meist nur fiir
lineare Modelle giiltig. Eine Ubertragung der statistischen Eigenschaften von linearen
Modellen auf nichtlineare Modelle ist i. A. nicht moglich und fithrt zu verzerrten
Ergebnissen und ggf. falschen Schlussfolgerungen. Auch wenn die Funktion nur
moderat nichtlinear ist, darf ohne Beriicksichtigung des stochastischen Modells nicht
gemutmaflt werden, dass die Verzerrungen in den Schétzwerten vernachlédssigbar
sind, da das stochastische Modell den Einfluss der Nichtlinearitat auf die Schatzwerte
steuert, sieche Abbildung 2.4.

Ist die Dispersion der Eingangsdaten klein, verringert sich auch die Verzerrung
der Schatzwerte, wie leicht aus den GI. 2.6, 2.9 abgelesen werden kann. Stehen
demnach fiir einen Messprozess Instrumente unterschiedlicher Genauigkeitsklassen
zur Verfiigung, so ist im Hinblick auf die zu erwartende Verzerrung der Schétzwerte
das prazisere Messinstrument vorzuziehen. Sind Préazisionsmessungen, z. B. aufgrund
von wirtschaftlichen Uberlegungen, nicht sinnvoll méglich, so lisst sich das Bias
u.a. durch die vorgestellten Methoden im Analyseprozess verringern. Diese Me-
thoden lassen sich nach Julier u.a. (2000) in zwei Klassen unterteilen. Die erste
Klasse approximiert die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ein- und Ausgangsdaten.
Hierzu zahlen die in Abschnitt 2.2 vorgestellte Monte-Carlo-Methode sowie die in
Abschnitt 2.3 beschriebene Unscented Transformation. Die zweite Klasse approxi-
miert hingegen die nichtlineare Funktion durch eine Ersatzfunktion und leitet aus
dieser die statistischen Eigenschaften fiir das zugrunde liegende Problem analytisch
ab. Die Ersatzfunktion entspricht iiblicherweise der Taylorreihe der nichtlinearen
Funktion, siche Abschnitt 2.1.

Alle vorgestellten Methoden haben Vor- und Nachteile und sind problembezogen
zu wahlen. Hierbei spielen Faktoren wie die Komplexitat des Problems, die Flexibilitat
des Verfahrens bzgl. moglicher Modellerweiterungen, wie bspw. das Hinzufiigen
neuer Modellparameter (Skalierbarkeit), die Akzeptanz der Ergebnisse — z. B. bei
interdisziplindren Projekten —, die Grofle des Bias der Schatzung und insbesondere
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auch der Aufwand zur Integration und Weiterentwicklung bestehender Algorithmen
eine wesentliche Rolle.

Die analytische Losung mittels Taylorreihenentwicklung zahlt zu den gebréuch-
lichsten Methoden in der Geodésie, um Parameter und Dispersion abzuschétzen.
Aufgrund der Empfehlung im GUM (JCGM100 2008; JCGM102 2011) ist die Akzep-
tanz der Methode mindestens fiir messende Disziplinen gegeben. Der Anschauungs-
grad der analytischen Losung ist jedoch meist begrenzt. Ein einmal implementiertes
Modell liefert eindeutige und reproduzierbare Ergebnisse. Diese stehen meist schnell
zur Verfiigung, sodass sich das Verfahren z. B. fiir zeitkritische Problemstellungen
eignet. Der Implementierungsaufwand fiir komplexe Problemstellungen ist hoch und
geht héufig mit Vereinfachungen wie bspw. dem Vernachlidssigen von Termen ho-
herer Ordnung einher. Das Andern der Parametrierung oder das Hinzufiigen von
Erweiterungen erfordert haufig eine Reimplementierung, sodass die Skalierbarkeit
stark eingeschrénkt ist. Aufwand und Bias der Ergebnisse hingen von der gewahlten
Ordnung der Taylorreihe ab. Aufgrund der hohen Préizision geodétischer Messmit-
tel kann die Reihenentwicklung jedoch ohne nennenswerte Einschrankungen meist
frithzeitig abgebrochen werden. Wie Beispiel 2.1.1 zeigt, ist eine Entwicklung iiber
die 2. Ordnung hinaus meist unnoétig, siehe auch die Ergebnisse in Tabelle 2.1. Ab
wann die Taylorreihe ohne praktische Einschrankungen abgebrochen werden kann,
ist jedoch in jedem Fall zu priifen. Insbesondere ist zu validieren, ob ein Abbruch
schon nach dem linearen Glied erfolgen darf. Die Ordnung der Taylorreihe kann
mittels Monte-Carlo-Methode abgeschéatzt werden, da diese fiir eine groffe Anzahl
von Zufallsexperimenten gegen den wahren Wert strebt.

Die Monte-Carlo-Methode bietet die grofite Flexibilitat und erlaubt die Bearbei-
tung beliebig komplexer Probleme. Anderungen und Erweiterungen lassen sich meist
schnell integrieren, sodass diese Methode eine hohe Skalierbarkeit aufweist und nicht
auf einen bestimmten Giiltigkeitsbereich beschrankt bleibt. Eine Integration in beste-
hende Algorithmen ist daher meist unproblematisch. Die Monte-Carlo-Methode ist
transparent und anschaulich, sodass sie auch fiir Nichtmathematiker verstandlich ist
und akzeptiert wird, siche auch die Abbildungen 2.4, 2.5. Insbesondere wird diese Me-
thode vom GUM zur Approximation von Erwartungswert und Dispersion empfohlen
(JCGM101 2008; JCGM102 2011). Die Monte-Carlo-Methode strebt asymptotisch
gegen den wahren Wert. Die Grofle der Abweichung zwischen wahrem Wert und
Schatzwert ist somit durch die Anzahl der Zufallsexperimente steuerbar. Die Anzahl
der benétigten Zufallsexperimente ist jedoch auch gleichzeitig ein grofler Nachteil
dieser Methode. Rechenzeit und Ressourcenverbrauch steigen mit der Komplexitét
der Simulation und stehen der gewiinschten numerischen Prézision bzw. der Richtig-
keit der Ergebnisse kontrér gegeniiber. Aufgrund der Verwendung von Zufallszahlen
lassen sich Ergebnisse nicht vollstdndig numerisch reproduzieren.

Die Unscented Transformation ist eine numerische Methode, welche die Ergeb-
nisse der Taylorreihe 2. Ordnung approximiert. Diese Methode wird im GUM nicht
explizit erwdahnt. Konform zum Leitfaden ist sie dennoch, da grundsatzlich alle
statistischen Methoden zuléssig sind. Insbesondere wird die Taylorreihe héherer
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2. Erwartungswert und Dispersion nichtlinearer Funktionen

Ordnung explizit empfohlen (JCGM100 2008, S. 19), wodurch auch der Einsatz
der Unscented Transformation gerechtfertigt erscheint. Durch die Verwendung der
neuralgischen Y-Punkte anstelle von Zufallszahlen sind die Ergebnisse eindeutig
numerisch reproduzierbar. Weiterhin kann hierdurch der numerische Aufwand ge-
geniiber der Monte-Carlo-Methode deutlich reduziert werden. Die Ergebnisse der
SSUT, SUT bzw. MUT beschranken sich auf eine Approximation 2. Ordnung. Fiir die
meisten praktischen Anwendungen ist dies jedoch ausreichend und das verbleibende
Bias vernachléssigbar, wie exemplarisch am Beispiel 2.1.1 einer Priifstreckenbestim-
mung gezeigt wurde. Ahnlich wie die Monte-Carlo-Methode lisst sich die Unscented
Transformation leicht in bestehende Applikationen integrieren. Zusétzliche Modellpa-
rameter lassen sich meist problemlos berticksichtigen. Im Vergleich zur analytischen
Losung weist die Unscented Transformation einen deutlich hoheren Anschauungsgrad
auf, wie bspw. Abbildung 2.6 zeigt. Aufgrund der begrenzten Anzahl an >-Punkten
ist die Anschaulichkeit jedoch geringer als bei der Monte-Carlo-Methode.
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Gleichungssysteme, in denen mehr funktionale Zusammenhéange gebildet werden
konnen als zur eindeutigen Parameterbestimmung notig wéaren, werden als iiber-
bestimmt bezeichnet. Diese tiberbestimmten Gleichungssysteme besitzen nur dann
eine eindeutige Losung, wenn sie konsistent sind. Aufgrund der Unvollkommenheit
in der Modellbildung, die ein beobachtetes Phanomen durch einen handhabbaren
funktionalen Zusammenhang approximiert, aber auch durch die Imperfektion bei
der Datenerfassung entstehen i. A. inkonsistente Gleichungssysteme, welche keine
eindeutige Losung fiir die zu schitzenden Parameter besitzen. Sowohl Gaufl als
auch Legendre entdeckten Anfang des 19. Jahrhunderts die sogenannte Methode der
kleinsten Fehlerquadrate, die iberbestimmte inkonsistente Gleichungssysteme unter
der zusatzlichen Forderung nach einer minimalen Fehlerquadratsumme auflost. Die
Methode der kleinsten Fehlerquadratsumme zéhlt heute zu den Standardverfahren
in der Parameterschitzung und wird in der Geodésie durch die DIN 18709-4 (2010)
geregelt.

Allgemein kann das Losen von iiberbestimmten inkonsistenten Gleichungssyste-
men den Optimierungsaufgaben zugeordnet werden, welche i. d. R. mittels Newtonver-
fahren iterativ gelost werden. Optimierungsprobleme sind Extremwertbetrachtungen.
Da das Maximum einer Funktion 2 fiir u gleichzeitig das Minimum von —{2 fiir u
darstellt, beschranken sich die folgenden Ausfithrungen auf ein Minimierungsproblem.

Ein Standardverfahren in der numerischen Optimierung stellt die Sequentielle
Quadratische Programmierung (SQP) dar, welches unter Verwendung der Lagrange-
Funktion zur Bertcksichtigung von Nebenbedingungen die Zielparameter mittels
Newtonverfahren bestimmt. Die SQP wird insbesondere bei restringierten Optimie-
rungsaufgaben mit nichtlinearen Nebenbedingungen empfohlen (Geiger und Kanzow
2002, S. 234; Faigle u.a. 2002, S. 303ff; Nocedal und Wright 2006, S. 529f). Das
Verfahren ist geeignet, Optimierungsprobleme mit Gleichungen und Ungleichungen
in den Nebenbedingungen effizient zu 16sen. Da fiir diese Arbeit keine Optimierungs-
probleme mit Ungleichungen in den Nebenbedingungen auftreten, beschranken sich
die nachfolgenden Ausfiihrungen auf restringierte Optimierungsaufgaben mit Glei-
chungsnebenbedingungen. Insbesondere lasst sich zeigen, dass Optimierungsaufgaben
mit Ungleichungen in den Nebenbedingungen durch das Einfiihren von Schlupfvaria-
blen in korrespondierende Optimierungsprobleme mit Gleichungsnebenbedingungen
tberfithrt und gelost werden kénnen (Nocedal und Wright 2006, S. 534).
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In der Geodésie werden quadratische Programme u. a. zum Losen von Optimie-
rungsaufgaben mit Ungleichungen in den Nebenbedingungen eingesetzt. Anschau-
liche Beispiele sind hierbei die Schétzung von zwingend positiven Vorfaktoren in der
Varianz-Komponenten-Schétzung (Amiri-Simkooei 2016) oder das Ableiten von posi-
tiven Beobachtungsgewichten in der geodétischen Netzoptimierung (Roese-Koerner
und Schuh 2014). Lésler u. a. (2019¢) nutzen die SQP in der Formanalyse, um die
Parameter des Hauptreflektors eines VLBI-Radioteleskops zu schétzen. Fang (2015)
greift zur Entwicklung eines Algorithmus zur Bestimmung von Transformationspa-
rametern auf die SQP zurtick. Zur Bestimmung der Formparameter eines Zylinders
mit elliptischer Grundflache schlagt Losler (2020a) die SQP vor. Losler (2020b)
untersucht mittels SQP, ob die geschétzten Modellparameter von der gewéahlten
Koordinatendarstellung der Beobachtungen abhéangig sind und unter welcher Voraus-
setzung identische Resultate erwartet werden diirfen. Losler und Eschelbach (2020b)
weisen mittels SQP nach, dass die zugesprochenen Eigenschaften einer sogenannten
orthogonalen Regression nicht exklusiv sind, sondern Eigenschaften eines allgemeinen
Optimierungsproblems darstellen.

Die in der Geodésie gebrauchlichen Modelle, die bedingte Ausgleichung, das Gauf3-
Helmert-Modell (GHM) und das Gauf-Markov-Modell (GMM), sind quadratische
Programme und koénnen als Spezialfélle der SQP aufgefasst werden. Im Folgenden
soll daher zunéchst die SQP eingefithrt werden. Anschlieend wird in Abschnitt 3.2
eine mogliche Ubertragung auf die in der Geodisie gebriuchlichen Modelle aufgezeigt.
Weiterhin werden die in Kapitel 2 angestellten Uberlegungen iibertragen, und es
wird eine Abschatzung fiir die Verzerrung der Schéitzung in Abschnitt 3.3 angegeben.

3.1 Sequentielle Quadratische Programmierung

Ausgehend von den zweimal stetig differenzierbaren Funktionen €2 und f lautet das
zugehorige restringierte Optimierungsproblem

min Q(u) (3.1a)
unter der Nebenbedingung

fu) = 0. (3.1b)

Mithilfe der Lagrange-Funktion ldsst sich unter Einfithrung der Lagrange-Multi-
plikatoren A die Ziel- bzw. Verlustfunktion mit der Nebenbedingung kombinieren,
d. h.,

L = ;Q—ATf. (3.2)

Die sogenannten Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (KKT) stellen in der nichtli-
nearen Optimierung die notwendigen und hinreichenden Optimalbedingungen zum
Losen von Gl. 3.2 bereit. Erfullt ein Vektor [ it S\T } die KKT-Bedingungen, so
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3.1. Sequentielle Quadratische Programmierung

wird dieser auch als KKT-Punkt des Optimierungsproblems bezeichnet. Fiir die hier
ausschliellich betrachtete Optimierungsaufgabe mit Gleichungsnebenbedingungen
gilt fiir den Gradienten der Lagrange-Funktion die notwendige Bedingung (Geiger
und Kanzow 2002, S. 46f)

VoL (8, A) = 0,
VL (ﬁ, 5\) = 0.

Ist die Hessematrix der Lagrange-Funktion weiterhin positiv semidefinit auf ker J,

d.h.,
Y'V3.L(0, A)y > 0, vy {y |y =0; y £0},

so ist auch die hinreichende Bedingung fiir ein (lokales) Minimum erfiillt (Geiger und
Kanzow 2002, S. 245; Nocedal und Wright 2006, S. 332). Hierbei bezeichnet ker J
den Kern bzw. Nullraum der Matrix J (Burg u.a. 2012, S. 159).

Die Anwendung der KKT-Optimalbedingung auf die durch Gl. 3.2 gegebene
Lagrange-Funktion liefert

> — [V]‘;E] o, (3.3)

wobei VL = %VQ —J™ X und VL = f sind.

Die Anwendung des Newtonverfahrens liefert mittels Gl. A.23 den notwendi-
gen Iterationsalgorithmus zur Bestimmung von G und 5\, sieche Anhang A.3. Die
Newtongleichung lautet

’ Au
a2 . o

wobei Au = — u* und AX = X — A die Zuschlige zu den Niherungswerten fiir
die unbekannten Parameter u* bzw. der Lagrange-Multiplikatoren A* darstellen.

Die Jacobimatrix der KKT-Gleichung, siehe Gl. 3.3, die die ersten partiellen
Ableitungen an der aktuellen Entwicklungsstelle u* und A¥ enthélt, lautet

/ vi.L —J7
® = uu .
Rt (35)
wobei
1 ) .
ViL = §V2§2—Z)\(”H(’). (3.6)
=1

Hierbei sind V2 und H® die Hessematrizen der Zielfunktion bzw. der i-ten Neben-
bedingung, die wiederum an der Entwicklungsstelle u*, A* zu bilden sind. Durch
Einsetzen der Gl. 3.3, 3.5 in Gl. 3.4 ergibt sich das zu 16sende Normalgleichungssystem

[Tae I an] L[] o
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3. Parameterschéitzung

Durch Akkumulieren der jeweiligen Zuschldage Au und A ergeben sich die neuen
Iterierten.

Wird in Gl. 3.7 von beiden Seiten der ersten Gleichung JTA* abgezogen, so
gelangt man zu der gebrdauchlichen Darstellung

Rl (VR A B

die eine direkte Schiatzung der Lagrange-Multiplikatoren ermoglicht. Aus Gl. 3.8 wird
weiterhin ersichtlich, dass in jedem Iterationsschritt das quadratische Teilproblem

1 1
min <2VQTAu + 2AuTviu£Au) (3.90)
unter der Nebenbedingung
JAu+f =0 (3.9b)

minimiert wird, wodurch der Name Sequentielle Quadratische Programmierung mo-
tiviert wird (Geiger und Kanzow 2002, S. 244).

Im Folgenden soll am Beispiel der Schatzung des Parameters einer Parabel, deren
Scheitelpunkt im Koordinatenursprung liegt, die Anwendung der SQP demonstriert
werden. Dieses Beispiel ist (Lenzmann und Lenzmann 2004) entnommen. Ein sinn-
gemafles Beispiel findet sich u.a. auch in (Bahr 1985).

Beispiel 3.1.1 (Bestimmung einer Regressionsparabel)

Basierend auf den in Tabelle 3.1 gegebenen zwei Punkten ist der Modellparameter
a einer Parabel zu schditzen, deren Scheitelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Der
Parameter a wirkt wie eine Skalierung und stevert die Offnung der Parabel. Die
Koordinatenkomponenten der beiden Punkte x; bzw. y; sind unabhdngige und iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen und stellen somit keine fehlerfreien deterministischen
Gréflen dar (Lenzmann und Lenzmann 2004).

Tabelle 3.1: In (Lenzmann und Lenzmann 2004) gegebene kartesische Koordinaten zur Schitzung des Pa-
rameters einer Parabel, deren Scheitelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Die Koordinatenkomponenten
x; bzw. y; sind unabhéangige und identisch verteilte Zufallsvariablen.

| P P
r]25 40
y |48 50

Das funktionale Modell einer Parabel, deren Scheitelpunkt im Koordinatenur-
sprung liegt, lautet

ax? —y; = 0.
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3.1. Sequentielle Quadratische Programmierung

Nach Einfiihrung der Beobachtungsfehler e,, bzw. ey, fiir jede Koordinatenkomponente
x; bzw. y; ergibt sich die in Gl. 3.1b zu beriicksichtigende Nebenbedingung zu

2
ry—e —e
f(u) :CL((I x1)2>_<y1 y1>:0’
(z2 — €q,) Y2 — ey,
wobei die zu schdtzenden unbekannten Parameter der Parabelparameter sowie die

T
Beobachtungsabweichungen sind, d. h., u = ( a €y €y €y, €y ) . Mit der For-
derung nach minimaler Fehlerquadratsumme ergibt sich die zu minimierende Ziel-
funktion in GI. 3.1a zu

wobes

<

I
oo o oo
oo or o
oo~ oo
—_ o oo
_ o o oo

0

eine Diagonalmatriz ist, die an der Stelle des Modellparameters a eine Null und
ansonsten eine Eins auf der Hauptdiagonalen aufweist. Zur Bestimmung der finf
unbekannten Parameter u stehen demnach sechs Gleichungen, vier Fehler- und zwei
Bedingungsgleichungen, zur Verfiigung, sodass mit einer Gesamtredundanz der Para-
meterschatzung von fpor = 6—5 = 1 ein (einfach) tiberbestimmtes Gleichungssystem
vorliegt.

Um den Gradienten der Lagrange-Funktion VoL an der Stelle u* in Gl. 3.3 zu
bilden, ist zum einen der Gradient der Zielfunktion VQ = 2Wu* und zum anderen
die Jacobimatriz der Parabelgleichung, d. h.,

(xl—eﬁly —2ak (xl—e§1> 1 0 0
(xg — e§2>2 0 0 —2a* (mz — 652) 1)’

die als Nebenbedingung f nach Gl. 3.1 zu bericksichtigen ist, bereitzustellen. Zum Bil-
den der Jacobimatriz ® der KKT-Gleichung in Gl 3.5 ist weiterhin die Hessematriz
V2.L an der Stelle u* zu bilden. Diese ergibt sich zum einen aus der Hessematrix
der Zielfunktion,

Vi) = 2W,

und zum anderen aus den beiden Hessematrizen,

0 ~2(z1—€k) 000
=2 (1 — €l 24" 00 0
HY = 0 0 000 |
0 0 000
0 0 000
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3. Parameterschéitzung

0 00 —2(x—eh) 0
0 00 0 0
H® = 0 00 0 01,
~2(z2—¢k,) 00 24 0
0 00 0 0

der beiden auftretenden Nebenbedingungen in f. Mittels Gl. 3.6 ergibt sich die Hes-
sematriz der Lagrange-Funktion zu

0 2A (2 — ek ) 0 20 (m—eh)) 0
200 (2 —ek ) 1-20Wa* 0 0 0
Vi.L = 0 0 1 0 0 |,
202 (25— €b,) 0 0 1-222¢ 0
0 0 0 1

und das zu losende Normalgleichungssystem lautet gemafl GI. 3.8

3R] 7

In Tabelle 3.2 sind die Ergebnisse der einzelnen Iterationsschritte zusammenge-
T
fasst, wobei als Niherungswerte u*=? = ( 100 00 ) fur die fiinf Parameter

und N\F=0 =

on gewdhlt wurden. Insgesamt sind sieben Iterationen notwendig, um die gewdhlte

( 0 0 )T fur die beiden Lagrange-Multiplikatoren fiir die 1. Iterati-

Abbruchbedingung ||Aul| < 107" zu erfillen. Die von Lenzmann und Lenzmann
(2004) angegebene Lisung ist in der letzten Tabellenzeile zum Vergleich angegeben
und wird aufgrund der verminderten Stellenausgabe bereits nach vier Iterationsschrit-
ten erreicht. Die geringe Differenz in é,, ist auf eine unterschiedliche Rundung der
Ergebnisse zuriickzufiihren, siehe auch (Losler 2020b).

Tabelle 3.2: Mittels SQP geschitzte Parameter Gi* der unbekannten Parameter der Regressionsparabel
fiir jeden Iterationsschritt k. In der mit einer Raute (#) gekennzeichneten letzten Tabellenzeile ist zum
Vergleich die von Lenzmann und Lenzmann (2004) publizierte Losung angegeben.

d éxl éyl éz2 éy2
0,4382786958 —0,3962996445 0,0792599289 0,2476872778 —0,0309609097
0,4441916427 —0,7125652690 0,2709488863 0,5751333140 —0,1771435687
0,4549157393 —0,6682951988 0,2313540233 0,6193286762 —0,2015619653

0,4562132544
0,4562186348
0,4562186348
0,4562186348

—0,6649090634
—0,6648991825
—0,6648991825
—0,6648991825

0,2302491794
0,2302464286
0,2302464286
0,2302464286

0,6231591212
0,6231699011
0,6231699012
0,6231699012

—0,2022514319
—0,2022526602
—0,2022526602
—0,2022526602

S N e S N U N

0,4562

—0,6649

0,2303

0,6232

—0,2023
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>)3_ 'l i

Abbildung 3.1: Visualisierung der geschitzten Regressionsparabel, die sich nach sieben Iterationen
mittels SQP ergibt, durch eine dunkelgraue Strichpunktlinie. Die Punktbeobachtungen P bzw. P2 aus
Tabelle 3.1 sind als hellrote Dreiecke dargestellt, und die um (éz, &y, €z, €y,)" korrigierten Koordinaten
der beiden Punkte 151 bzw. 152 sind durch rote Quadrate symbolisiert.

Abbildung 3.1 zeigt die nach sieben Iterationen erhaltene Regressionsparabel, de-
ren Scheitelpunkt im Koordinatenursprung liegt. Die in Tabelle 3.1 gegebenen Punkte
sind durch hellrote Dreiecke symbolisiert. Rote Quadrate stellen die um die Beobach-
tungsabweichungen ( L N )T korrigierten Punkte dar. Aufgrund von W
stehen diese punktweisen Beobachtungsabweichungen senkrecht auf der Regressions-
parabel (Losler 2020a; Losler und Eschelbach 2020b), weshalb diese spezielle Losung
des Optimierungsproblems auch als orthogonale Regression bzw. Orthogonal-Distance-
Fit bezeichnet wird (Spath 1996). O

3.2 SQP im Kontext der geodatischen Ausglei-
chungsrechnung

In Abschnitt 3.1 wurde fiir die Parameterschiatzung die SQP eingefiihrt. Im Folgenden
soll gezeigt werden, dass die in der Geodésie eingesetzten Verfahren quadratische
Programme sind und sich als Spezialfalle der SQP darstellen lassen. Aus der Forderung
nach minimaler (gewichteter) Fehlerquadratsumme resultiert die zu minimierende

quadratische Zielfunktion (Koch 2007, S. 65)
Q = a'Wi (3.10)

mit der symmetrischen Gewichtsmatrix W und dem Vektor u, der die unbekannten
Parameter enthilt. Durch Aufsplittung des Parametervektors u® = { el xT } in den
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3. Parameterschéitzung

Anteil der Modellparameter x und in den Vektor der Beobachtungsabweichungen e
ergibt sich Gl. 3.10 zu
W, O é
_ AT A A A e
Q—uWu—{e X}[O leli], (3.11)
wobei W, und Wy die zu e und x gehérenden Gewichtungen darstellen. Auch
wenn W eine vollbesetzte Matrix sein kann, wird i. A. keine Abhéangigkeit bei der

Gewichtung zwischen den Parametervektoren e und x angenommen, wodurch sich
die Nebendiagonalmatrizen Wey = Wi, = 0 in Gl 3.11 begriinden.

Die Matrix W ist das a-priori vorzugebende stochastische Modell der Ausglei-
chungsrechnung und positiv semidefinit. Sie resultiert i. A. aus der Dispersion der
Eingangsdaten (Jager u.a. 2005, S. 148ff). Aus Erfahrungen mit dem verwendeten
Instrumentarium, Herstellerspezifikationen, Kalibrierungen und Vergleichsmessungen,
aber auch aus Kenntnissen zum Messprozess erfolgt iiblicherweise die Abschitzung
von W, = X1 siche hierzu (JCGM100 2008; JCGM101 2008; JCGM102 2011). Un-
ter Beriicksichtigung der Theorie der Elementarfehler nach Gl. 2.2 bzw. des zentralen
Grenzwertsatzes (Carlton und Devore 2017, S. 293ff) kann

é ~ N(0,%) (3.12)
unterstellt werden, siche Kapitel 2.

Die Gewichtsmatrix W, muss nur in wenigen Anwendungsféllen a-priori vor-
liegen. Hierzu zdhlen die rekursive Parameterschatzung (Koch 1999, S. 177f), das
Kalman-Filter (Kalman 1960) oder die Partikelfiltermethode (Simon 2006, S. 466ff).
Hierbei ergibt sich Wy aus einer vorangegangenen Ausgleichung bzw. dem letzten
Filterschritt. Ublicherweise wird das Minimum fiir die Zielfunktion 2 ausschlieflich
fiir die Beobachtungsabweichungen e gefordert, sodass W, = 0 gilt. Beriicksich-
tigt man weiterhin, dass in Gl. 3.8 die Lagrange-Multiplikatoren stets mit A* = 0
initialisiert werden konnen, so entfillt der Summationsterm in Gl. 3.6, und das
Normalgleichungssystem unter Berticksichtigung der Parameteraufteilung lautet

W, 0 -JT][ Ae W, ek
0o o JT Ax | = —| o |, (3.13)
J. J, 0 hY f

wobei die zweite Zeile aus Konventionsgriinden mit —1 multipliziert wurde. Die
erste und die dritte Zeile von Gl. 3.13 lassen sich mit der Beziehung Ae = & — e*
umschreiben zu

Wee—JIX = o, (3.14a)
Jeé +JAx+ f —Je.ef = 0. (3.14b)
Hierdurch entfillt der Term Wee* auf der rechten Seite, woraus das Normalglei-
chungssystem
W, 0 -J! é 0
o o J! Ax = —|0 (3.15)
Jo J« O A w
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resultiert. Hierbei ist w = f — Joe* der sogenannte Widerspruchsvektor.

Mittels der in Anhang A.4 beschriebenen Blockzerlegung lassen sich die Beob-
achtungsabweichungen und die Lagrange-Multiplikatoren schrittweise eliminieren,
sodass ein kompaktes Normalgleichungssystem entsteht. Mit 3, = W lautet das
um die Beobachtungsabweichungen reduzierte Normalgleichungssystem

(Lo 6 ][ ]melo ) [5°) = (0]

bzw. nach weiterer Zusammenfassung

[Jox JQ;IEJEHA;} - _[3,]- (3.16)

Die Beobachtungsabweichungen sind nun nur noch indirekt parametriert, lassen sich
mittels Gl. 3.14a bei Bedarf jedoch explizit bestimmen. Die erneute Anwendung
von Gl. A.29 auf das bereits um die Beobachtungsabweichungen reduzierte Modell
eliminiert zusatzlich die Lagrange-Multiplikatoren, sodass der Parametervektor nur
noch die Modellparameter x enthéalt. Das zusatzlich um A reduzierte Normalglei-
chungssystem lautet

(IWoJy) Ax = —J Ww, (3.17)

wobei W, = (J eDed E) - die Gewichtsmatrix der Widerspriiche ist. Durch Einsetzen
von Gl. 3.17 in die zweite Zeile von Gl. 3.16 ergeben sich die Lagrange-Multiplikatoren

zZu
A= <WWJX (TIW, I TEW,, — WW) w, (3.18)
sodass die Anwendung von Gl. 3.14a die zuvor eliminierten Beobachtungsabweichun-
gen
& = WJHIIA (3.19)
liefert.

Gl. 3.16 entspricht der verbreiteten Darstellung fiir das (strenge) Gauf-Helmert-
Modell (GHM) (Bock 1961; Béhr 1985; Lenzmann und Lenzmann 2004; Neitzel 2010).
Durch Reduktion des GHM um die Lagrange-Multiplikatoren ergibt sich mit Gl. 3.17
die Darstellung im Gauf-Markov-Modell (GMM) (Reinking 2008). Gl. 3.17 wird
héufig auch als iiberfithrtes bzw. transformiertes GMM bezeichnet (Drixler 1993, S. 20;
Jager u.a. 2005, S. 171). Seltener findet sich auch der Begriff der quasivermittelnden
Beobachtungen (Wolf 1997, S. 63; Kampmann und Renner 2004). Das Modell der
bedingten Ausgleichung enthélt keine zusétzlichen Modellparameter (Hopcke 1980,
S. 142ff; Jager u.a. 2005, S. 161ff) und kann aus Gl. 3.15 unmittelbar abgelesen

werden, d. h.,
W, -J! é 0
¢ € o~ — - . 320
s - =
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Die GIl. 3.16, 3.17, 3.20 beschreiben quadratische Programme und konnen als
Spezialfille eines allgemeinen Optimierungsproblems angesehen werden, die auf das
explizite Bilden der zweiten partiellen Ableitungen fiir die Nebenbedingungen verzich-
ten. Es ist daher wenig tiberraschend, dass diese Gleichungen Ergebnisse liefern, die
identisch mit der SQP-Losung nach GIl. 3.7 sind. Die Berticksichtigung der zweiten
Ableitung wird zwar u. a. fiir das GauB-Markov-Modell empfohlen, um das Konver-
genzverhalten mindestens in der Nahe des Minimums zu erhéhen (Schek und Maier
1976; Lenzmann und Lenzmann 2007), findet aber in der Geodésie gegenwértig kaum
Anwendung. Entsprechende Uberlegungen fiir das Gauf-Helmert-Modell finden sich
u.a. in (Bopp und Krauss 1978; Bahr 1985). Sind die Néherungswerte hingegen
nicht in der Nahe des gesuchten Optimums, kann durch die Hinzunahme der zweiten
Ableitung die Konvergenzgeschwindigkeit sinken oder das Gleichungssystem diver-
gieren, wie Schek und Maier (1976) in Untersuchungen zur Auswertung geodétischer
Netze zeigen. Neben dem erhéhten Aufwand zum Bereitstellen der Hessematrizen
diirfte dies einer der Hauptgriinde fir das Weglassen der zweiten Ableitung in der
geodétischen Ausgleichungsrechnung sein.

Nachfolgend wird das Beispiel 3.1.1, welches (Lenzmann und Lenzmann 2004) ent-
nommen ist, erneut aufgegriffen. Der Parameter der Parabel, deren Scheitelpunkt im
Koordinatenursprung liegt, und die Beobachtungsabweichungen der Punkte werden
mittels GHM nach den GI. 3.16, 3.19 bestimmt.

Beispiel 3.1.1 (Fortsetzung von S. 42)

Erfolgt die Schdtzung der unbekannten Parameter der Regressionsparabel gemdf$ dem
Vorschlag von Lenzmann und Lenzmann (2004) mittels Gl. 3.16 im GHM, so ergeben
sich die in Tabelle 3.3 zusammengefassten Ergebnisse fiir die einzelnen Iterations-
schritte k. Die Beobachtungsabweichungen wurden fiir jeden Iterationsschritt mittels
Gl. 3.19 bestimmt. Die von Lenzmann und Lenzmann (2004) publizierten Resultate
sind in der letzten Tabellenzeile zum Vergleich angegeben und werden aufgrund der
verminderten Stellenausgabe bereits nach sechs Iterationsschritten erreicht. Die Dif-
ferenz in &,, ist auf eine unterschiedliche Rundung der Ergebnisse zurickzufihren,
siche auch (Lésler 2020b). Als Niherungswerte wurden wiederum x*=°
e"=0 = 0 gewdhlt.

=1 bzw.

Das Gaufs-Helmert-Modell verzichtet auf die zweiten partiellen Ableitungen in
der Modellbildung, indem in jedem Iterationsschritt die Losung fir die Lagrange-
Multiplikatoren der letzten Iteration verworfen und der Vektor zu A¥ = 0 gesetzt wird.
Insgesamt bendtigt das GHM zwdlf Iterationen, um die gewdhlte Abbruchbedingung
|Aull <107 zu erfillen. Im Vergleich zur SQP mit Bericksichtigung der zweiten
partiellen Ableitungen sind demnach finf Iterationsschritte mehr notwendig, um die
Losung zu reproduzieren, vgl. Tabelle 3.2.

Der Vorteil, den die Sequentielle Quadratische Programmierung im Konvergenz-
verhalten in diesem Beispiel aufweist, gilt jedoch nur fiir Startwerte u*=, die bereits
in der Ndhe des gesuchten Optimums liegen, und darf nicht verallgemeinert werden,
wie u. a. Untersuchungen von Schek und Maier (1976) zeigen. Fir den bspw. ungtins-
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Tabelle 3.3: Mittels GauB-Helmert-Modell geschitzte Parameter @1 der unbekannten Parameter der
Regressionsparabel fiir jeden Iterationsschritt k. In der mit einer Raute (#) gekennzeichneten letzten
Tabellenzeile ist zum Vergleich die von Lenzmann und Lenzmann (2004) publizierte Losung angegeben.

k a Ea, ey Eas ey
1 | 0,4382786958 —0,3962996445 0,0792599289 0,2476872778 —0,0309609097
2 | 0,4395689646 —0,7224720820 0,2845753131 0,5576549155 —0,1695454552
3 | 04556137982 —0,6640088432 0,2343838492 0,6215965880 —0,2053984678
4 | 04561351746 —0,6650443079 0,2306672979 0,6228403819 —0,2023198021
5 | 04562128178 —0,6649074193 0,2302808507 0,6231453886 —0,2022619725
6 | 04562181144 —0,6649000717 0,2302490731 0,6231678328 —0,2022530996
7 | 04562185976 —0,6648992365 0,2302466453 0,6231697452 —0,2022527164
8 | 04562186316 —0,6648991879 0,2302464454 0,6231698882 —0,2022526631
9 | 04562186346 —0,6648991828 0,2302464300 0,6231699002 —0,2022526605
10 | 0,4562186348 —0,6648991825 0,2302464287 0,6231699011 —0,2022526602
11 | 0,4562186348 —0,6648991825 0,2302464286 0,6231699012 —0,2022526602
12 | 04562186348 —0,6648991825 0,2302464286 0,6231699012 —0,2022526602
# | 0,4562 —0,6649 0,2303 0,6232 —0,2023

tigeren Startwert x*=9 = 10~* benétigt die SQP bereits 30 Iterationen, wihrend die
Anwendung von Gl. 3.16 auch hier nach 2wélf Schritten konvergiert und die gewdhlte
Abbruchbedingung erfillt. O

Liegt mit W ein geeignetes stochastisches Modell fiir die Eingangsgrofien vor,
so liefert die Ausgleichungsrechnung neben den Schétzwerten @ und X auch eine
Schéitzung der zugehorigen Dispersionsmatrix (Jager u. a. 2005, S. 213ff). Aus der
inversen Jacobimatrix der KKT-Gleichung in Gl. 3.5,

2 _qr 171
211 212 Vuu£ J ’ (321)
o1 Yo J 0
konnen
Eﬁ = 211, (322&)
Y = —Xoo, (3.22b)

direkt abgelesen werden (Forstner und Wrobel 2016, S. 106). Liegt bereits ein re-
duziertes Normalgleichungssystem vor, so lassen sich die einzelnen Blockmatrizen
in Gl. 3.21 mittels Varianz-Kovarianz-Fortpflanzungsgesetz 1. Ordnung approximie-
ren. Die quadratische Gewichtsmatrix der Widerspriiche Wy, ist positiv definit und
somit regular. Ist J, weiterhin spaltenregular, so existiert die Inverse der Normal-
gleichungsmatrix in Gl. 3.17 (Zurmiihl und Falk 1984, S. 87). Ist Jx hingegen nicht
spaltenreguldr, so ist zum Auflésen des Normalgleichungssystems in Gl. 3.17 eine
verallgemeinerte Inverse notig (Zurmiihl und Falk 1984, S. 112ff). In Gl. 3.54 wird
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3. Parameterschéitzung

zur Bildung einer solchen verallgemeinerten Inverse die Verwendung zuséatzlicher
Restriktionen vorgeschlagen. Aus den Gl. 3.17, 3.18 folgen

Ve = (IWody) (3.23a)

¥, = Wy — WL I, 30 Wy, (3.23b)
sodass die Konfigurationsmatrix der linearen Transformation (Hopcke 1980, S. 162)

I1-%.J75,J,
EﬁJIWWJe (324)
S

]
|

lautet. Aus der Anwendung des Varianz-Kovarianz-Fortpflanzungsgesetzes resultiert
die Dispersion 1. Ordnung

¥ = FX.F', (3.25)

welche fiir A¥ = 0 identisch mit Gl. 3.21 ist.

Die Variation der Eingangsgrofien ldsst weiterhin eine Schatzung fiir den (globalen)
a-posteriori Varianzfaktor der Gewichtseinheit
9 aTWi

6y = Toom (3.26)

zu, wenn die Gesamtredundanz der Parameterschéitzung fpor > 0 ist. Dieser Varianz-
faktor kann zur Skalierung der Dispersionsmatrix verwendet werden. Die Skalierung
wird mitunter kritisch gesehen (Xu 2013; Schwarz und Hennes 2017), da die Schét-
zung von &3 voraussetzt, dass die Stichprobe geniigend grof} ist, d.h., fpor > 0,
und die Variationen von i reprasentativ im Sinne des spezifizierten stochastischen
Modells W sind. Insbesondere bei direkten Wiederholungsmessungen ist die resul-
tierende Streuung der Parameter aufgrund der dhnlichen Messbedingungen héaufig
geringer, sodass lediglich die Messprizision durch 62 modelliert wird und nicht die
Messunsicherheit (Brinkmann 2012, S. 38). Der Varianzfaktor kann dennoch zur
Modellbewertung herangezogen werden. Insbesondere wenn der geschatzte Varianz-
faktor 62 deutlich grofer als dessen Erwartungswert E {62} = o2 ist (Jager u. a. 2005,
S. 182; Lehmann und Losler 2016), sollte die Konformitit des funktionalen Modells

kritisch tiberpriuft werden.

3.3 Bias-korrigierte Parameterschiatzung

In Kapitel 2 konnte gezeigt werden, dass die Verwendung einer linearen Ersatzfunk-
tion anstelle des nichtlinearen Problems zu einer Verzerrung in den Schétzwerten
fithrt, da sich die statistischen Eigenschaften des linearen Ersatzmodells i. A. nicht
auf den origindren nichtlinearen Fall iibertragen lassen. Wie stark die Schatzwerte
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3.3. Bias-korrigierte Parameterschatzung

hierbei durch die Nichtlinearitiat des funktionalen Modells verzerrt werden, wird
durch die Dispersion der Eingangsgrofien gesteuert, wie Gl. 2.8 zeigt. Wahrend in
Kapitel 2 das Bias fiir nichtredundante Modelle bzw. Minimalkonfigurationen her-
geleitet wurde, soll im Folgenden der iiberbestimmte Fall betrachtet werden. Das
Miteinbeziehen der Hessematrix, wie es das in Anhang A.3 beschriebene Newtonver-
fahren motiviert, beeinflusst in Abhéngigkeit der gewédhlten Naherungswerte zwar
das Konvergenzverhalten, fiihrt aber nicht zu anderen geschétzten Parametern, wie
Beispiel 3.1.1 exemplarisch zeigt; siehe hierzu auch die Untersuchungen von Schek
und Maier (1976). Die in Abschnitt 3.1 vorgestellte Parameterschétzung mittels SQP
16st zwar nach Gl. 3.9 in jedem Iterationsschritt ein quadratisches Teilproblem, die
auftretende Nebenbedingung f wird jedoch nur in linearisierter Form berticksichtigt
(Geiger und Kanzow 2002, S. 244).

Die geschatzten Parameter resultieren somit wiederum aus dem linearen Er-
satzproblem, dessen statistische Eigenschaften i. A. nicht auf das zugrunde liegende
nichtlineare Problem tbertragen werden konnen (Neitzel 2004a, S. 20). Diese Ein-
schrankung existiert auch fiir Problemstellungen, fiir die ein direktes Losungsverfahren
existiert. Beispiel 2.2.1 ist hierbei eine anschauliche Problemstellung, bei der der
Erwartungswert der nichtlinearen Transformation E { f (&)} nicht dem transformier-
ten Erwartungswert f (E{G}) entspricht. Sowohl die Schitzwerte der bedingten
Ausgleichung als auch die Schéitzwerte des GHM bzw. des GMM sind somit nur
im linearen Modell erwartungstreu. Fiir nichtlineare Modelle ergeben sich folglich
verzerrte Schéitzwerte.

Box (1971) leitet anschaulich das Bias fiir Modelle her, die einen expliziten
funktionalen Zusammenhang 1 — & = f (%) aufweisen. Hierzu entwickelt der Autor
den nichtlinearen funktionalen Zusammenhang in einer Taylorreihe mit Gliedern
2. Ordnung. Aquivalente Darstellungen finden sich auch in der geodétischen Literatur,
siehe hierzu (Teunissen und Knickmeyer 1988; Teunissen 1989; Xu und Grafarend
1996; Losler u.a. 2020). Die Entwicklung von f in einer Taylorreihe mit Gliedern
3. Ordnung (TS3) wird von Jeudy (1988) diskutiert. Auch wenn hierdurch eine bessere
Anpassung im Sinne eines geringeren Bias zu erwarten ist, steigt der Berechnungs-
aufwand deutlich. Der mogliche Genauigkeitsgewinn durch die Berticksichtigung
von Termen hoherer Ordnung muss im Hinblick auf den simultan ansteigenden Be-
rechnungsaufwand sinnvoll abgestimmt werden. Entsprechend den Ausfithrungen in
Kapitel 2 beschrénkt sich die folgende Darstellung auf eine Taylorreihe mit Gliedern
2. Ordnung als Ersatzfunktion. Hierzu werden zunéchst die wesentlichen Gleichun-
gen zur Abschatzung des Bias mit expliziten funktionalen Modellen wiedergegeben.
Anschlieflend erfolgt eine Ubertragung auf den verallgemeinerten Fall mit implizitem
funktionalem Modell.

Ausgehend von dem nichtlinearen Problem in expliziter Darstellung
l-& = f(x), (3.27)

wobei X und € die wahren Modellparameter und Beobachtungsabweichungen dar-
stellen, sind die Modellparameter X = X + €, im Sinne der Methode der kleinsten
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(gewichteten) Fehlerquadratsumme zu bestimmen, d. h., Wy = 0. Die Zielfunktion
lautet (Koch 2007, S. 65)

Q = (1-f®) We(l- f (&) = min, (3.28)

wobei W, die positiv definite Gewichtsmatrix der normalverteilten Beobachtungsab-
weichungen & ~ N(0, W_!) beschreibt. Die Entwicklung von f in einer Taylorreihe
mit Gliedern 2. Ordnung liefert in Ubereinstimmung mit Gl. 2.10

FO) = FE+IE [IHE] (3.29)

wobei Jx und Hy die an der Entwicklungsstelle X gebildete Jacobi- bzw. Hessema-
trix von f darstellt. Aus der Substitution von GIl. 3.29 in Gl. 3.27 resultieren die
geschitzten Beobachtungsabweichungen

1
¢ = 1-fR) =8 T~ [ExHy i8] (3.30)
die sich in Abhéngigkeit von den Parameterabweichungen €, ergeben. Umgekehrt
existiert eine inverse Funktion, die fiir jede wahre Beobachtungsabweichung € eine
korrespondierende Parameterabweichung €, erzeugt. Entwickelt in einer Taylorreihe,
die Terme ab der 2. Ordnung wiederum vernachléssigt, ergibt sich diese zu

(3.31)

-9
(2

8 = J5é+;[éTHE7ié}

wobei J. bzw. H, die an der Stelle der wahren Beobachtungsabweichungen € gebildete
Jacobi- bzw. Hessematrix ist. Ein Term 0. Ordnung existiert hierbei nicht, da aus
€ = 0 unmittelbar x = x folgt.

Der Erwartungswert fiir den linearen Term in Gl. 3.31 lautet gemafl Gl. 2.11a
E{Je} = J.E{€} =0, (3.32)

wodurch sich mit Beriicksichtigung von GIl. 2.3 fiir lineare Funktionen eine erwar-
tungstreue Schétzung der Parameter ergibt, d.h., E {éx} = 0. Die Anwendung von
Gl. 2.13a liefert den Erwartungswert fiir den quadratischen Term in Gl. 3.31, d. h.,

E{[¢"Hc8|} = tr(H,W.'), (3.33)

sodass sich in Ubereinstimmung mit den Gl. 2.13 Erwartungswert und Dispersion
zu (Box 1971; Wang und Zhao 2019; Loésler u. a. 2020)

E{&} = ; [tr (Ho, W) (3.34a)

7

Var {8} = JEW;1J3+; [tr (He, W, 'H W, | (3.34b)

tj
ergeben. Nicht ndher spezifiziert sind bisher die Matrizen J. und H,, fiir die im
Folgenden geeignete Darstellungen angegeben werden.
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3.3. Bias-korrigierte Parameterschatzung

Die Forderung nach minimaler Fehlerquadratsumme in Gl. 3.28 bedeutet, dass
die notwendige Bedingung (Koch 1999, S. 160)

W, (- (%) = 0 (3.35)

an der Stelle % erfiillt ist. Hierbei stellt Jx die Jacobimatrix an der Stelle % dar, die

sich mit Berticksichtigung von Gl. 3.29 zu
Jo = Jet [81Hy| . (3.36)
ergibt (Box 1971; Wang und Zhao 2019).
Substituiert man die Gl. 3.30, 3.36 in Gl. 3.35 und betrachtet zundchst nur den
linearen Anteil der Beobachtungsabweichungen, so ergibt sich mittels
JIW, (8 - J,J&) = 0,
die in Gl. 3.31 gesuchte Matrix

I = (IWI) IIw, (3.37)

der linearen Transformation X = X + J €.

Die Betrachtung des quadratischen Anteils der Beobachtungsabweichungen in
Gl. 3.35 fithrt mit Berticksichtigung des Erwartungswertes und einigen algebraischen
Umformungen, sieche Anhang A.5, zu (Box 1971)

W (3 a B ([ } - S { [ }) = o

Nach weiterer Umstellung und unter Verwendung von Gl. 3.37 ergibt sich zunéchst

E{[¢"H.8| } = —JEE{[éTJeTHXiJeéL} (3.38)

%

und mit den Gl. 2.12 fiir den quadratischen Term schlieflich

tr (Ha W) = =3 [tr (JWS'ITHL)| (3.39)

]

sowie

tr (H W' HG W, )| = It (JEW;IJZHXiJEW;lJZHXj)},jJZ. (3.39b)

1,7 B

Durch Einsetzen der Gl. 3.37, 3.39 in GIl. 3.34 ergeben sich Erwartungswert und
Dispersion zu (Box 1971; Teunissen und Knickmeyer 1988; Wang und Zhao 2019)

F{e,) — —;JE for (S )], (3.40a)

%

1
Var {&,} = B+ 57 [tr (B2 Hy B Hy )], ¢ (3.40b)
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-1
wobei ¥z = J W LT = (JEWeJx) die Dispersionsmatrix 1. Ordnung ist. Die
Hessematrix H, muss somit nicht in expliziter Form vorliegen, sondern wird durch
J. und Hy approximiert. Wang und Zhao (2019) zeigen, dass H, in Gl. 3.39 mittels

Je[tr (I WITH,)| = [tr({Z[(Je)ijJeTijJE]}Wj)]

J

zu

Hi = ) [CANEE : SRA (3.41)

entwickelt werden kann, wobei (J¢);; das (i, j)-te Element der Matrix J ist.

Analog zu den Ausfithrungen in Abschnitt 2.1 sind bei der praktischen Anwendung
die wahren Werte unbekannt und durch geeignete Schétzwerte zu ersetzen. Weiterhin
setzen die GIl. 3.40 voraus, dass sich die Beobachtungen explizit als eigenstandige
Funktionen der unbekannten Modellparameter darstellen lassen. Die Koordinaten-
transformation mit variablem Start- und Zielsystem (Lenzmann und Lenzmann 2001;
Koch 2002; Neitzel 2010) oder die Schatzung von geometrischen Kurven bzw. Flachen
in der Formanalyse (Shakarji 1998; Losler und Nitschke 2010; Malissiovas u. a. 2016)
sind jedoch Beispiele, die diese Voraussetzung nicht unmittelbar erfiillen und mit

f(@) = f.(%8=0 (3.42)

ein implizites funktionales Modell aufweisen. Derartige Optimierungsaufgaben wer-
den i. A. durch eine Ausgleichung mit Nebenbedingung zwischen den Parametern
ul = { xt el } gelost (Jager u.a. 2005, S. 165ff), siehe auch die Ausfiihrungen in
Abschnitt 3.1.

Mittels des linearen funktionalen Zusammenhangs
fo(@ = 1-1 (3.43)

ist hierzu das Minimum der Zielfunktion {2 unter zuséatzlicher Beriicksichtigung der
nichtlinearen Nebenbedingung f. geméf Gl. 3.1 zu bestimmen. Die Modellparameter
x treten hierbei ausschliellich als zusatzliche Unbekannte in den Nebenbedingungen
auf. Die Berticksichtigung von Nebenbedingungen zur Bestimmung des Bias ist jedoch
in den Gl. 3.40 nicht vorgesehen. Um dennoch das Bias mit den Gl. 3.40 abzuschétzen,
kann das Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen in ein dquivalentes Modell
ohne Nebenbedingungen tiberfithrt werden. Hierzu sind die Nebenbedingungen als
zuséitzliche Pseudobeobachtungen mit der korrespondierenden Gewichtsmatrix W,
zu betrachten (Jéger u.a. 2005, S. 167f). Diese Modellbildung findet u. a. in der dy-
namischen Netzausgleichung breite Anwendung, bei der die Anschlusspunkte sowohl
als (direkte) Beobachtungen als auch als unbekannte Modellparameter auftreten.
Durch die Wahl der Gewichte in W, lésst sich steuern, welchen Einfluss die so
umformulierten Bedingungen auf die unbekannten Parameter im Modell besitzen
sollen. Niemeier (2008, S. 197) spricht in diesem Zusammenhang auch von einer
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3.3. Bias-korrigierte Parameterschatzung

HHexiblen Gewichtung® der fiktiven Pseudobeobachtungen. Fir W, — oo werden die
mittels Pseudobeobachtungen ausgedriickten zusétzlichen Bedingungsgleichungen
wie strenge Bedingungen im Modell berticksichtigt. Ein Beweis findet sich in (Jager
u.a. 2005, S. 167f).

Zur Schétzung des Bias in den Gl. 3.34 sind die Jacobi- und Hessematrix J.
und H, bereitzustellen, wobei H, geméfl Gl. 3.39 wiederum durch J. ausgedriickt
werden kann. Benotigt wird demnach die zu Gl. 3.37 dquivalente Jacobimatrix J,
im erweiterten Modell fT = [ foofr } Diese ergibt sich aus

I = (IIwW.) Tiwy, (3.44)
wobei
0 I
Jo = 3.45
s (3.45)

die Jacobimatrix des erweiterten funktionalen Modells an der Stelle 1 ist und

We 0 ] (3.46)

Wf:[ow

die korrespondierende Gewichtsmatrix im erweiterten Modell reprasentiert. In Ana-
logie zu Gl. 3.31 ergibt sich mittels Gl. 3.44 die lineare Transformation

Bu — J. [ f ] | (3.47)

welche die Beobachtungsabweichungen unter Berticksichtigung der Nebenbedingung
in den Parameterraum tberfithren. Fir den quadratischen Anteil in Gl. 3.31, der
zu einer Verbesserung 2. Ordnung fiir die unbekannten Parameter fiihrt, ist die
Hessematrix H,, des erweiterten funktionalen Modells f an der Stelle @1 zu bestimmen.
Aus GI. 3.39 resultiert die quadratische Transformation

7?

&, — JE[;C]—;JG ftr (S Hu)] (3.48)

wobei unter Beriicksichtigung von W;! — 0 die Dispersionsmatrix 1. Ordnung

w_l o0
Ya = Je © Jr A4

der unbekannten Parameter u gegeben ist.

Das funktionale Modell in Gl. 3.43 ist fiir f, linear, sodass die resultierenden Hes-
sematrizen ausschlieflich Nullmatrizen sind. Fiir f, existieren jedoch die partiellen
Ableitungen 2. Ordnung. Da weiterhin die Jacobimatrix J. i. A. eine vollbesetzte Ma-
trix ist, sind die Modellparameter x und die Beobachtungsabweichungen e verzerrt,
wenn diese aus einem linearen Ersatzmodell abgeleitet werden. Durch Einsetzen von
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Y4, Hy und J. in Gl. 3.40 ergibt sich das Bias fiir die Parameter und die Dispersion
entsprechend der Herleitung von Box (1971).

Die Uberfithrung des impliziten funktionalen Modells in eine dquivalente explizite
Form nutzen Teunissen und Knickmeyer (1988), um die Verzerrung der Transfor-
mationsparameter einer ebenen Koordinatentransformation mit variablem Start-
und Zielsystem abzuschétzen. Hierzu betrachten die Autoren die Koordinaten des
Startsystems als zusétzliche Pseudobeobachtungen. Xu u.a. (2012) und Wang und
Zhao (2019) tuberfithren mittels Pseudobeobachtungen das implizite funktionale Mo-
dell eines Polynoms in eine explizite Darstellung, um im Kontext des sogenannten
Total-Least-Squares das Bias der Parameter zu bestimmen.

Auch wenn das Uberfithren von impliziten funktionalen Modellen durch das
Einfiihren von Pseudobeobachtungen in eine explizite Darstellung moglich ist, werden
Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen in der Geodésie tiblicherweise direkt
mittels Gl. 3.16 abgebildet und gelost. Ausgehend von einem GHM nach Gl. 3.16 soll
im Folgenden das Bias der Schatzwerte fiir implizite funktionale Modelle abgeleitet
werden, sodass eine Uberfithrung in eine explizite Darstellung unnétig wird. Geméas
Gl. 3.3 ist die notwendige KKT-Optimalbedingung gegeben durch

Wee —JTA
~JTA = 0,
fe(X,8)+ I8+ Jo (& —8)

wobei fir f. Terme zweiter und hoherer Ordnung vernachléssigt sind. Durch An-
wendung von Gl. A.30 zur Blockmatrixreduktion lassen sich %, & und X als lineare
Transformation von € darstellen, siehe auch die Gl. 3.17, 3.18, 3.19. Mit Beschrinkung
auf die unbekannten Parameter X und é lautet diese

|

wobei f. — Je€ mit dem Widerspruchsvektor w in Gl. 3.16 korrespondiert und aus
Gl. 3.24 die Jacobimatrix

] = [0]+J(fc—Jeé), (3.50)

o> X

;oo [ ZIw.
T woalsg |

abzulesen ist. Werden die Elemente in J umgeordnet, ergibt sich die zu Gl. 3.44
korrespondierende Matrix (Losler u.a. 2020)

-3, T 3. T
T A 5

I-W_ IS J, W RIS,
fiir implizite funktionale Modelle. Auf das Einfiihren von Pseudobeobachtungen, die
das implizite Modell in eine explizite Darstellung iiberfiihrt, kann somit verzichtet
werden. Das Bias fiir die Schatzwerte in impliziten funktionalen Modellen ergibt sich
schliefllich aus (Losler u. a. 2020)

1
E{é,} = _§Je [tr (XaHuy,)],, (3.52a)

i
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1
Var {&,} = 2ﬁ+§JE [tr (ZaHyi ZaHu, )], JL - (3.52b)

Teunissen (1990) zeigt mithilfe der Differentialgeometrie anschaulich, dass zwei
Arten von Nichtlinearitiat in einem nichtlinearen Modell zu unterscheiden sind. Zum
einen ist dies die Nichtlinearitat, die durch die gewahlte Parametrierung entsteht, und
zum anderen die Nichtlinearitat, die durch die Krimmung der in den Beobachtungs-
raum eingebetteten Mannigfaltigkeit hervorgerufen wird. Diese gekriimmte Flache
bzw. Mannigfaltigkeit resultiert hierbei aus der nichtlinearen Transformation der Mo-
dellparameter bzw. kleiner Variationen dieser in den Beobachtungsraum (Teunissen
1985a). Beide Arten sind unabhéngig voneinander. Wéahrend jedoch die Nichtlineari-
tat, die aus einer gewahlten Parametrierung resultiert, durch eine alternative, aber
aquivalente Parametrierung beeinflusst werden kann, beschreibt die Krimmung der
Mannigfaltigkeit eine inhérente Eigenschaft des nichtlinearen Problems, so wie bspw.
eine Kugel invariant bleibt, wenn diese in polarer Darstellung anstatt in kartesi-
scher Darstellung parametriert wird (Teunissen 1990). Insbesondere kann durch die
Wahl der Parametrierung ein lineares Problem in ein nichtlineares Problem miinden.

Die zweidimensionale Helmert-Transformation ist hierfiir ein anschauliches Beispiel
(Lehmann und Lésler 2018).

Durch eine Anderung der Parametrierung lisst sich jedes explizit formulierte
Modell in ein korrespondierendes implizites Modell tiberfithren, ohne die Kriitmmung
der Mannigfaltigkeit selbst zu verdndern. Teunissen (1990) weist nach, dass die
Verzerrung in den Residuen ausschliellich auf die Kriimmung der Mannigfaltigkeit
zuriickzufithren ist. Hierdurch wird die Aquivalenz zwischen den Gl. 3.52 im im-
plizit formulierten Modell und den Gl. 3.34 fiir dessen korrespondierende explizite
Darstellung deutlich.

In einigen Anwendungsfillen sind zusétzliche Restriktionen f, (X) = 0 zwischen
den unbekannten Modellparametern zu formulieren, da Jx keinen vollen Spaltenrang
aufweist. Die Inverse in Gl. 3.23a existiert somit nicht. Die Ausgleichung freier Netze
ist ein typisches Beispiel in der Geodasie, bei dem Jy aufgrund des vorhandenen
Datumsdefektes keinen vollen Spaltenrang besitzt. Die erhobenen terrestrischen Be-
obachtungen beschreiben zwar die relativen Beziehungen zwischen den Punkten und
formen die innere Netzgeometrie, sie sind jedoch insensitiv bzgl. des Netzdatums, d. h.
der absoluten Lage, der Netzorientierung und ggf. des NetzmafBistabs (Neitzel 2004b).
Aber auch bei der Bestimmung von Regressionskurven bzw. -flachen entstehen unter-
bestimmte Gleichungssysteme, wenn bspw. Normalenvektoren zur Parametrierung
der Orientierung verwendet werden. Ein anschauliches Beispiel ist hierbei die Regres-
sionsebene, die in der Darstellung als Hesse’sche Normalform vier Modellparameter
enthélt. Dies ist zum einen der kiirzeste Abstand d zwischen der Ebene und dem Ko-
ordinatenursprung und zum anderen der Normalenvektor nT = ( Ng Ny N ) mit
der Linge nTn = 1. Das implizite funktionale Modell der Ebene lautet (Bronshtein
u.a. 2007, S. 214)

n™P,—d = 0,
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wobei P; ein beliebiger Punkt der Ebene ist.

Es ist leicht zu erkennen, dass die Modellparameter der Ebene nicht unabhangig
voneinander sind. So fiihrt eine Anderung der Linge des Normalenvektors n™n = my,
unmittelbar zu einer korrespondierenden Abstandséanderung /mud. Aufgrund dieser
Mehrdeutigkeit ist eine zusdtzliche Restriktion, bspw. die Forderung nTn = 1, zwin-
gend. Die notwendige Anzahl r,,; an erforderlichen unabhéngigen Restriktionen f,
ergibt sich aus dem Rangdefekt nullity (J w,J x) = ryun > 0. Die Berticksichtigung

von f, in Gl. 3.17 fithrt auf die erweiterte Normalgleichungsmatrix

WL I, I,
T o |

welche vollen Rang besitzt und somit invertierbar ist. Die Jacobimatrix J, enthalt
hierbei die ersten partiellen Ableitungen der Restriktionsgleichungen an der Stelle X.
Aus der blockweisen Auflosung des Gleichungssystems

[J)T(WWJx JH T s ] B [I 0]

Jr 0 T s 01

kann eine verallgemeinerte Inverse fir 34 = (J wW,J x)i in expliziter Form angege-
ben werden (Silvey 1975, S. 177f). Mit den Substituierten

U = (W d+313) (3.53)
=5 = (3UJdY) ' 5U, (3.53b)

lautet diese
B = U —UJ S5 (3.54)

Wie Neitzel (2004b) im Kontext der freien Netzausgleichung anschaulich zeigt,
ist das um f, erweitere Modell eine Nullvarianz-Rechenbasis, bei der mithilfe der
Restriktionen iiber die abhéngigen Modellparameter verfiigt wird. Die Beobachtungs-
abweichungen sind jedoch von diesen Restriktionen unabhangig, sodass sich mittels
Gl. 3.53b die Jacobimatrix (Losler u.a. 2020)

—3 WL, S JTW,, BT
J. = [ x x K (3.55)

- W IS J, WolITs,

fir das erweitere Modell f* = [ P P i } ergibt.

Da der Vektor €, in GIl. 3.52a sowohl Zuschlige fiir die Modellparameter als
auch fiir die Beobachtungsabweichungen enthélt, ist der nach GIl. 3.26 geschétzte
a-posteriori Varianzfaktor ebenfalls verzerrt, wenn das Bias unberticksichtigt bleibt
(Schaffrin und Wieser 2008; Shen u.a. 2011). Die Berticksichtigung des a-posteriori
Varianzfaktors in Gl. 3.52 liefert

~2

E{eu} = — 2 Jc[tr(SaHu)l,. (3.56a)
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3.3. Bias-korrigierte Parameterschatzung

Var {&,} = 6(2]213—1—6261.16 [t (zﬁHUizﬁHuj)]ijJZ. (3.56b)

Hierbei zeigt sich, dass €, und 6y abhéngig voneinander sind. Die Bestimmung des
Varianzfaktors kann iterativ erfolgen, wobei Gl. 3.56 als Startlosung fungiert (Xu
u. a. 2012; Tong u. a. 2015). Anstelle dieser iterativen Vorgehensweise greifen Shen
u.a. (2011) auf die Monte-Carlo-Methode zuriick, um einen unverzerrten Schitzwert
fiir den Varianzfaktor abzuleiten.

In Kapitel 2 wurden in Anlehnung an (Julier u.a. 2000) die Methoden, die
eine geringere Verzerrung in den Schéatzwerten hervorrufen, in zwei Klassen einge-
teilt. Wahrend die Taylorreihenentwicklung eine Approximation der nichtlinearen
Funktion bzw. Transformation beschreibt und zur 2. Klasse gehort, konnen die Ver-
zerrungen auch mit Methoden der 1. Klasse, die die Wahrscheinlichkeitsverteilung
approximieren, abgeschatzt werden. Methoden, die zur 1. Klasse gehoren, sind die in
Abschnitt 2.2 vorgestellte Monte-Carlo-Methode und die in Abschnitt 2.3 beschrie-
bene Unscented Transformation. Beide Methoden kénnen direkt auf iberbestimmte
Gleichungssysteme iibertragen werden, sodass eine nahere Erlauterung entfallen kann
und auf die Ausfiihrungen in Kapitel 2 verweisen wird. Entsprechende Untersuchun-
gen und Anwendungen in der Geodésie finden sich u.a. in (Calkins 2002; Wang und
Zhao 2017).

Am Beispiel 3.1.1 werden nachfolgend die Losungen fiir den Modellparamater a
der Regressionsparabel gegeniibergestellt, die sich mittels TS1, TS2 sowie MCM und
UT ergeben.

Beispiel 3.1.1 (Fortsetzung von S. 42)

Zur Bestimmung des Parameters a einer Parabel, deren Scheitelpunkt im Koordina-
tenursprung liegt, sind in (Lenzmann und Lenzmann 2004) zwei Punkte gegeben, siehe
Tabelle 3.1. Zur Bildung des stochastischen Modells dieser Punkte liegen nur relative
Informationen vor, d. h., die Koordinatenkomponenten dieser Punkte sind lediglich
gleichgenau und unkorreliert. In der bisherigen Betrachtung wurde dies durch We =1
im stochastischen Modell beriicksichtigt. Um diese relativen Informationen absolut
2u quantifizieren, ist tiber den a-priori Varianzfaktor o} zu wverfigen. Da fir den
Modellparameter der Parabel a-priori keine stochastischen Informationen vorliegen,
erqibt sich mat

. = ol

das stochastische Modell der Beobachtungen. Fine reprisentative Schdtzung von &
erscheint aufgrund der geringen Datengrundlage von lediglich zwei Punkten nicht
zielfiihrend. Der Freiheitsgrad bzw. die Gesamtredundanz der Parameterschdtzung
betrdgt lediglich fpor = 1. Die Festlequng eines geeigneten stochastischen Modells
ist zwingend, da der Einfluss der Nichtlinearitit des funktionalen Modells auf die
Schatzwerte durch die Dispersion der FEingangsdaten gesteuert wird, wie fiir nicht-
redundante Modelle in Kapitel 2 gezeigt wurde.

In Abbildung 3.2 ist das Bias fiir den geschdtzten Modellparameter a dargestellt,
der sich mittels TS1 bzw. TS2 sowie durch die SUT bzw. SSUT fiir unterschiedlich
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Abbildung 3.2: Bias des Modellparameters a der Regressionsparabel in Abhéingigkeit des gewéhlten
stochastischen Modells og. Hierin sind arg1, drs2, asur, adssut und aycnm die ermittelten Losungen
fiir den Parabelparameter der TS1, TS2, SUT, SSUT bzw. MCM. Zur besseren Visualisierung ist das
dargestellte Bias mit dem Faktor 1000 skaliert worden.

gewdhlte oy ergibt. Die FErgebnisse der SSUT wurden mit einem mittleren Gewicht
wo = 0,5 bestimmt. Da die MCM asymptotisch gegen den wahren Wert strebt, kann
aniom als Referenzlosung angesehen werden. Diese wurde aus myem = 108 unabhdin-
gigen Stichprobenwiederholungen abgeleitet. Die dargestellten Kurvenverldufe sind
aufgrund der zufilligen Charakteristik der MCM nicht glatt.

Die TS1-Lésung kann hierbei den Tabellen 3.2, 3.3 entnommen werden. Sie
lautet Grsy = 0,4562 (Lenzmann und Lenzmann 2004; Lésler 2020a), und ist bzgl.
der Wahl von oy invariant. Im Vergleich zur Referenzlosung ayem der MCM zeigt
sich, dass diese Losung mit zunehmenden oq die starkste Verzerrung im geschdatzten
Modellparameter hervorruft. Die TS2-, SUT- bzw. SSUT-Lésungen arse, asur und
assut sind praktisch gleichwertig und weisen auch fiir sehr grof$ gewdhlte oy kaum
Differenzen zur Referenzlosung anicm auf. Bedenkt man weiterhin, dass die SUT bzw.
die SSUT lediglich neun bzw. sechs ¥-Punkte bendtigt, so wird der groffe Vorteil der
UT gegeniiber der MCM deutlich, der insbesondere fiir echtzeitnahe Anwendungen
eine wesentliche Rolle spielt.

3.0

2.5

Varianz 1/1000

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
09

Abbildung 3.3: Geschitzte Varianz des Modellparameters a der Regressionsparabel in Abhéangigkeit des
gewédhlten stochastischen Modells o¢. Hierin sind &%Sl, &%32, &éUTi ‘%SUT und &12\/[CM die ermittelten
Varianzen der TS1, TS2, SUT, SSUT bzw. MCM. Zur besseren Visualisierung ist diese Varianz mit dem
Faktor 1000 skaliert worden.
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3.4. Zusammenfassung

Neben dem Modellparameter wird auch die geschdtzte Dispersion durch die Nicht-
linearitdt des funktionalen Modells verzerrt, wenn die Lésung aus einem linearen
Ersatzproblem abgeleitet wird, siche die Gl. 3.52. Das Bias der Dispersion ist in die-
sem Beispiel jedoch auch fir sehr grofS gewdhlte o vernachldissigbar, wie Abbildung 3.3
zeigt. Im Vergleich zur Referenzldsung 6yicm sind die auftretenden Differenzen der
ibrigen Verfahren < 1/1000 und fir praktische Anwendungen als unproblematisch
zu bewerten. [

3.4 Zusammenfassung

Zum effizienten Losen von nichtlinearen Optimierungsproblemen hat sich die in
Abschnitt 3.1 beschriebene Sequentielle Quadratische Programmierung als Standard-
verfahren in der numerischen Optimierung etabliert. Aufgrund des universellen Cha-
rakters zdhlen Geiger und Kanzow (2002, S. 234) die SQP zur ,vielleicht wichtigsten
Klasse von Verfahren zur Losung von allgemeinen nichtlinearen Optimierungsproble-

13

men-.

In der Geodasie wird die SQP, die aufgrund des Newtonverfahrens die Hessema-
trix benotigt, zur Parameterschatzung bisher kaum verwendet. Die hier etablierten
und bewahrten Verfahren — insbesondere das Gau3-Helmert-Modell und das Gauf3-
Markov-Modell — lassen sich jedoch unter Verzicht der Hessematrix als Spezialfélle
der SQP entwickeln. Die giinstigere Konvergenzgeschwindigkeit, welche die Anwen-
dung des Newtonverfahrens motiviert, kann nur fiir Startwerte erzielt werden, die
sich bereits in hinreichender Ndhe vom gesuchten Optimum befinden. Fiir ungiinstig
gewdhlte Startwerte kann die Anzahl der notwendigen Iterationen im Vergleich zu
Modellen, die auf das explizite Aufstellen der Hessematrix verzichten, sogar anstei-
gen, wie Untersuchungen von Schek und Maier (1976) zeigen. Sowohl die geringere
Empfindlichkeit bzgl. ungiinstig gewahlter Startwerte als auch die Reduzierung des
numerischen Aufwands durch das Entfallen der zweiten partiellen Ableitungen sind
wesentliche Griinde fiir den Einsatz des GHM bzw. GMM in der Geodaésie. Die ge-
schatzten Parameter sind, Konvergenz vorausgesetzt, unabhéngig vom verwendeten
Verfahren und identisch, wie exemplarisch in Beispiel 3.1.1 gezeigt.

Unabhéngig vom gewéhlten Optimierungsverfahren und insbesondere auch bei
der Existenz eines direkten Losungsalgorithmus sind die Schatzwerte aufgrund von
Gl. 2.4 i. A. nicht erwartungstreu, wenn das zugrunde liegende funktionale Modell
nichtlinear ist, jedoch die statistischen Eigenschaften aus einem linearen Ersatzmodell
abgeleitet werden. Wie stark die Parameter aufgrund dieser Nichtlinearitat verzerrt
werden, hingt vom stochastischen Modell ab, wie Lehmann und Losler (2018) am
Beispiel der Koordinatentransformation zeigen.

Fiir iiberbestimmte Gleichungssysteme mit explizitem funktionalem Modell schétzt
Box (1971) das Bias der Schétzwerte durch eine Taylorreihe mit Gliedern 2. Ordnung
ab. Identische Herleitungen finden sich auch in der Geodésie, siehe hierzu (Teu-
nissen und Knickmeyer 1988; Xu und Grafarend 1996; Wang und Zhao 2019). In
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3. Parameterschéitzung

Abschnitt 3.3 wurde die Herleitung von Box (1971) verallgemeinert und auf implizite
funktionale Modelle iibertragen. Hierbei zeigt sich, dass bei Verwendung des GHM
bis auf die Hessematrix H, bereits alle Modellmatrizen vorliegen. Wird das SQP-
Verfahren angewendet, liegen die zweiten partiellen Ableitungen bereits vor, sodass
lediglich mit einem moderaten numerischen Mehraufwand zu rechnen ist. Sowohl
die in Abschnitt 2.2 vorgestellte Monte-Carlo-Methode als auch die in Abschnitt 2.3
beschriebene Unscented Transformation lassen sich direkt auf den iiberbestimm-
ten Anwendungsfall iibertragen. Dies unterstreicht noch einmal die grundsétzlichen
Vorteile dieser beiden numerischen Methoden bzgl. der Verwendung in bereits beste-
henden Algorithmen. Die in Abschnitt 2.4 genannten Vor- und Nachteile der einzelnen
Methoden lassen sich direkt auf den iiberbestimmten Anwendungsfall iibertragen.

Fiir den geschétzten Modellparameter der Regressionsparabel im Beispiel 3.1.1
ergeben sich mittels TS2 und UT praktisch keine Unterschiede zur Referenzlosung,
die mittels MCM bestimmt wurde. Wird die Taylorreihe bereits nach dem linearen
Glied abgebrochen, so ergeben sich deutliche Differenzen zur Referenzlosung, siehe
Abbildung 3.2. Wie Abbildung 3.3 zeigt, sind die resultierenden Varianzen in diesem
Beispiel fiir alle Methoden praktisch identisch. Losler u. a. (2020) zeigen jedoch am
Beispiel einer ausgleichenden Ebene, dass auch das Bias der Parameterdispersion in
Abhéngigkeit des gewahlten stochastischen Modells signifikante Gréflenordnungen
erreichen kann.

Das stochastische Modell beeinflusst, wie stark die Schatzwerte aufgrund der
Nichtlinearitdt des funktionalen Modells verzerrt werden, wenn ein vereinfachtes
Ersatzmodell anstelle des urspriinglichen nichtlinearen Modells verwendet wird. Alle
betrachteten Methoden setzen daher voraus, dass das stochastische Modell a-priori
hinreichend bekannt ist. Liegen derartige Informationen nicht in repréasentativer Form
vor, so bieten sich Methoden wie das Bootstrapping an (Efron 1979). Hierbei werden
die gesuchten Statistiken aus einem Resampling der Eingangsdaten abgeleitet, und die
theoretische, aber unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eingangsdaten wird
durch die empirische Wahrscheinlichkeitsverteilung der Stichprobe ersetzt. Das Ver-
fahren impliziert, dass alle gesuchten Statistiken bereits in der erhobenen Stichprobe
enthalten sind und keine externen Informationen zur Beschreibung der Statistik der
Daten benotigt werden. Diese Eigenschaft wird héufig als Plug-in-Prinzip bezeichnet
(Efron und Tibshirani 1994, S. 35ff). Anwendungen in der Geodésie und Messtechnik
finden sich u. a. in der Werkstiickpriifung (Lanza und Peters 2010), in der Bewertung
von Parametern (Kargoll u.a. 2019) und der Bestimmung von Unsicherheiten bzw.
Konfidenzbereichen (Neuner u.a. 2014; Losler u. a. 2018a).
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4. Geometrischer Referenzpunkt
geodatischer Raumverfahren

Die Definition der geometrischen Referenzpunkte der jeweiligen Raumverfahren
wird durch die Technikzentren des International Earth Rotation and Reference Sys-
tems Service (IERS) bereitgestellt. Im Gegensatz zum elektronischen Referenzpunkt,
welcher bspw. durch elektromagnetische Storungen, Beobachtungsstrategien oder
Abweichungen in der Instrumentenfertigung variieren kann, stellt der geometrische
Referenzpunkt einen eindeutigen Bezugspunkt dar. Hierdurch wird eine nachvoll-
ziehbare und reproduzierbare Bestimmung des Bezugspunktes gewahrleistet. Haufig
wird der geometrische Referenzpunkt Prrp auch als invarianter Referenzpunkt (IRP)
bezeichnet. Die TAG /TERS-Working Group on Site Survey and Co-location empfiehlt
die einheitliche Verwendung des geometrischen Referenzpunktes als technikspezifi-
schen Bezugspunkt. Mogliche Abweichungen zwischen dem elektronischen und dem
geometrischen Referenzpunkt sind hierbei durch die jeweiligen Technikzentren bei der
Datenaufbereitung und -analyse zu berticksichtigen (Bergstrand u.a. 2014). Entspre-
chend der Resolution der IAG/IERS-Arbeitsgruppe beschrianken sich die folgenden
Ausfithrungen ausschliefllich auf den geometrischen bzw. invarianten Referenzpunkt.
Auf den Zusatz geometrisch wird daher im Weiteren verzichtet.

Wihrend der Referenzpunkt an IGS- und IDS-Antennen durch das Messen von
neuralgischen Referenzpositionen an der Antenne direkt und prozessbegleitend ab-
geleitet werden kann (Poyard 2017), ist die Bestimmung der Referenzpunkte von
SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen herausfordernd, insbesondere wenn diese im regu-
laren Stationsprozess erfolgen soll. Daher beschrinken sich die nachfolgenden Aus-
fiihrungen auf die Referenzpunktbestimmung von SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen.

4.1 SLR/LLR- und VLBI-Referenzpunkt

Der Referenzpunkt von SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen ist als Schnittpunkt zwi-
schen der Primér- und der Sekundéirachse definiert, sieche Abbildung 1.4. Schneiden
sich beide Achsen konstruktionsbedingt nicht, resultiert der Referenzpunkt aus der
orthogonalen Projektion der Sekundérachse auf die Priméarachse (Dawson u. a. 2006).

Da sich der Referenzpunkt im Inneren der Teleskopkonstruktion befindet, ist
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4. Geometrischer Referenzpunkt geodétischer Raumverfahren

dieser iiblicherweise von auflen unzugénglich und nicht materialisierbar, sodass eine
direkte Bestimmung, z. B. durch taktile Messverfahren, nicht mdoglich ist. Einige
wenige Teleskope, bspw. das 20 m Radioteleskop Wettzell (Deutschland), besitzen
zwar eine Plattform zur Aufnahme eines Zielzeichens in der unmittelbaren Néhe
des Referenzpunktes, welche sich in bestimmten Teleskopstellungen terrestrisch be-
obachten lasst, die Verbreitung ist jedoch begrenzt. Weiterhin steht das gezielte
Verfahren des Teleskops einem prozessbegleitenden Mess- und Auswertekonzept, wie
es das GGOS anregt, entgegen. Zur indirekten Bestimmung des Referenzpunktes
werden tiblicherweise Marken am drehbaren Teil des Teleskops befestigt und diese
unter unterschiedlichen Primér- und Sekundarwinkeln des Teleskops messtechnisch
erfasst. Der Referenzpunkt wird anschliefend aus den resultierenden Trajektorien
dieser Marken indirekt abgeleitet.

Um geeignete Strategien zur indirekten Referenzpunktbestimmung zu entwickeln,
ist es zweckdienlich, zwei Koordinatensysteme zu definieren. Das erste Koordinaten-
system ist ein globales terrestrisches kartesisches Koordinatensystem. In Abhéngigkeit
des Anwendungsfalls kann dieses ein lokales topozentrisches oder ein globales geo-
zentrisches System sein. Dieses terrestrische Koordinatensystem ist iiblicherweise
Teil des Stationsnetzes und durch dauerhaft vermarkte Punkte, z. B. Messpfeiler,
realisiert. Es definiert das geodatische Datum fiir den gesuchten Referenzpunkt.
Punkte im terrestrischen Koordinatensystem werden im Folgenden mit einem grofien
Buchstaben bezeichnet, d.h., PT = ( XY Z ) Neben dem terrestrischen Koor-
dinatensystem existiert ein Objekt- oder Teleskopkoordinatensystem, welches sich
aus der idealisierten Teleskopgeometrie ergibt. Die - und z-Achse dieses Koordi-
natensystems korrespondieren mit der Sekundér- und Priméarachse des Teleskops.
Beide Achsen stehen senkrecht aufeinander und schneiden sich in einem Punkt. Die
y-Achse komplettiert das rechtshandige kartesische System, steht senkrecht auf der -
und z-Achse und verlauft durch den gemeinsamen Schnittpunkt. Punkte, die sich auf
dieses Teleskopsystem beziehen, werden nachfolgend mit Kleinbuchstaben bezeichnet,

d.h.,pT:(a: y z)

Die eindeutige Beschreibung der Marken im terrestrischen Koordinatensystem
wird durch die Notation P;; erreicht. Hierbei ist P der Koordinatenvektor der
i-ten Marke. Der zusétzliche Index j beschreibt die Orientierung des Teleskops
zum Messzeitpunkt, welche durch den Primarwinkel x; und den Sekundérwinkel w;
definiert wird. Der korrespondierende Punkt im Teleskopkoordinatensystem ist p;

In Abschnitt 4.1.1 wird zunéchst ein Uberblick iiber bestehende geometrische
Modelle gegeben, die eine Bestimmung des Referenzpunktes und ggf. zusatzlicher
Teleskopparameter erlauben. Vor- und Nachteile dieser Verfahren werden hinsicht-
lich der geometrischen Einschrankungen und bzgl. der Anforderungen des GGOS
genannt. Anschlieend wird als Alternative zu den geometrischen Modellen in Ab-
schnitt 4.1.2 das Transformationsmodell hergeleitet, welches die GGOS-Anforderung
an eine prozessintegrierte Referenzpunktbestimmung erfiillt. Fiir dieses hergeleite-
te Transformationsmodell, welches keine geometrischen Einschrénkungen aufweist,
werden zwei Losungsstrategien entwickelt.
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4.1. SLR/LLR- und VLBI-Referenzpunkt

4.1.1 Geometrische Modelle zur Referenzpunktbestimmung

Die Bestimmung des Referenzpunktes erfolgt gegenwértig i. A. mittels geometrischer
Modelle. Die beobachteten Punkttrajektorien werden hierbei zunachst in geometri-
sche Primitive zerlegt. Basierend auf diesen geometrischen Primitiven wird anschlie-
Bend auf die Referenzpunktposition zuriickgeschlossen. Im Folgenden werden das
Kugelmodell, das Torusmodell sowie verschiedene Kreismodelle vorgestellt.

Kugelmodell

Stehen beide Teleskopachsen senkrecht aufeinander und schneiden sich in einem
Punkt, beschreiben alle beobachteten Punkttrajektorien an der Teleskopstruktur Ku-
geln mit unterschiedlichen Radien r;, aber einem identischen Mittelpunkt Pc; = Pgrp.
Das funktionale Modell der Kugel lautet

|Pij —Pcill, = (4.1)

und wird u. a. zur Referenzpunktbestimmung an Laserteleskopen eingesetzt (Kliigel
u. a. 2012; Riepl u. a. 2019). Abbildung 4.1 zeigt exemplarisch fiir die beiden Marken
pP1, p2 die resultierenden Kugeln mit den Radien rq, ro sowie den Referenzpunkt
Pirp als gemeinsamen Kugelmittelpunkt.

Primarachse

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung der Referenzpunktbestimmung mittels Kugeln. Der Referenz-
punkt Pigrp im Kugelmodell entspricht dem Schnittpunkt zwischen der Primérachse und der Sekundérachse.
Die Normaleneinheitsvektoren np, ng korrespondieren mit der Primér- bzw. Sekundarachse des Teleskops.
Der Referenzpunkt Pirp ist identisch mit den Mittelpunkten der Kugeln, die durch die Trajektorien der
Punkte p1, p2 definiert sind. Da die Positionen fiir p1, p2 frei wéahlbar sind, ergeben sich fiir die einzelnen
Kugeln unterschiedliche Radien r1, ra.
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4. Geometrischer Referenzpunkt geodétischer Raumverfahren

Torusmodell

Schneiden sich beide Teleskopachsen nicht in einem Punkt, ist der vorhandene Offset
zwischen der Primér- und Sekundérachse ey zu berticksichtigen. Ein unberticksich-
tigter Achsenoffset fithrt bei der globalen Analyse von SLR/LLR- bzw. VLBI-Daten
zu einer systematischen Verfalschung der globalen Stationskoordinaten, insbesondere
in der vertikalen Koordinatenkomponente (Combrinck und Merry 1997; Nilsson u. a.
2016) und beeinflusst u. U. den geschétzten TRF-Netzmafistab. Die Trajektorie eines
Punktes p;, der in der yz-Ebene des Teleskopkoordinatensystems liegt, beschreibt
unter Berticksichtigung von exo die Geometrie eines Rotationstorus

(Vaty ot —eno) +5 = R (12)

wobei R; den Abstand zur Kreislinie in der zy-Ebene beschreibt, von welcher der
Oberflachenpunkt p; den Abstand exo besitzt (Nitschke 2018, S. 45). R; korrespon-
diert mit dem Abstand von p; zur Sekundérachse, sieche Abbildung 4.2.
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Sekundarachse

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung der Referenzpunktbestimmung mittels rotationssymmetri-
schem Torus. Der Referenzpunkt Pigp im Torusmodell befindet sich auf der rotationssymmetrischen Achse
des Torus. Diese korrespondiert mit der Primérachse des Teleskops und ist durch den Normaleneinheits-
vektor np parametriert. Im Gegensatz zum Kugelmodell, siche Abbildung 4.1, berticksichtigt das Modell
des rotationssymmetrischen Torus einen Abstand eso zwischen beiden Teleskopachsen. Der Radius Ry
entspricht dem Abstand des Punktes p; von der Kreislinie und korrespondiert mit dem Abstand zur
Sekundérachse ng. Der Referenzpunkt Pirp und der Abstand eso zwischen der primédren und sekundéren
Achse sind invariant bzgl. der Teleskoporientierung.

Zur Beschreibung des Referenzpunktes im tibergeordneten terrestrischen Koordi-
natensystem ist eine Koordinatentransformation notwendig. Die allgemeine raumliche
Koordinatentransformation ohne Mafstab ist gegeben durch (Losler 2011; Losler und
Eschelbach 2014)

P, = Pr+Rx(&) Ry (&) R, (&) Pi (4.3)

wobei p; und P; korrespondierende Koordinaten des ¢-ten identischen Punktes im
Start- bzw. Zielsystem sind, Pt der Translationsvektor ist und die Matrizen R
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4.1. SLR/LLR- und VLBI-Referenzpunkt

orthogonale Rotationsmatrizen reprasentieren, die eine Drehung um den geklam-
merten Eulerwinkel um die indexierte Koordinatenachse beschreiben (Nitschke und
Knickmeyer 2000), d. h.,

1 0 0
Ry (&x) = 0 cosex —sine, |, (4.4a)
0 sine, coSéy

cosey, 0 siney
R, (ey) = 0 1 0 , (4.4b)

—sine, 0 cosey

cose, —sine, 0
R,(¢,) = sine, cose, O |. (4.4¢)
0 0 1

Mittels der allgemeinen Transformationsvorschrift nach Gl. 4.3 lasst sich der
Referenzpunkt Prp im gewiinschten Datum bestimmen, d. h.,

Pi; = Pre+R:(8)Ry(a)p: (4.5)
Der Translationsvektor, der die Verschiebung zwischen dem Ursprung des Teleskop-
koordinatensystems und dem Ursprung des terrestrischen Koordinatensystems be-
schreibt, entspricht hierbei dem Referenzpunkt. Die Eulerwinkel o und g parame-
trieren die Neigung der xy-Ebene des Teleskopkoordinatensystems gegeniiber der
XY-Ebene des terrestrischen Koordinatensystems. Die dritte Drehung R, entfallt
aufgrund der Rotationssymmetrie des Torus.

Bedingt durch die Restriktion, dass p; exakt in der yz-Ebene des Teleskopkoordi-
natensystems liegen muss, ist das Modell eines Tours in der praktischen Anwendung
mindestens herausfordernd. Sobald sich p; an einer beliebigen Position auflerhalb der
yz-Ebene befindet, entsteht eine Torsion innerhalb des gekriimmten Zylinders, der
Toruswulst, die durch GIl. 4.2 nicht berticksichtigt wird. Ein ahnlicher Effekt tritt auf,
wenn Primér- und Sekundéarachse nicht orthogonal aufeinander stehen. Lanotte u. a.
(2008) nutzen das geometrische Modell eines Rotationstorus zur Bestimmung des
VLBI-Referenzpunktes an der Station in Matera (Italien). Die Autoren lassen jedoch
offen, wie die vier verwendeten Corner-Cube-Reflektoren am Hauptreflektor des VLBI-
Radioteleskops positioniert wurden. Der geschéitzte Antennenachsenoffset epo weist
jedoch eine Diskrepanz von bis zu 5mm im Vergleich zu globalen VLBI-Losungen
verschiedener Analysezentren auf (Lanotte u.a. 2008). Dies legt eine Positionierung
der vier Reflektoren auflerhalb der yz-Ebene des Teleskopkoordinatensystems na-
he, welche unzuldssig ist und eine systematische Verfilschung in den Ergebnissen
hervorruft.
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Kreismodelle

Gelingt es, Marken in Verlangerung der Sekundéarachse zu montieren, z. B. an den bei-
den Endpunkten der Sekundérachse, so beschreiben die Trajektorien dieser Marken
bei Rotation um die Primérachse Kreise mit unterschiedlichen Radien. Die Kreis-
mittelpunkte liegen auf der Priméarachse und sind identisch mit dem Referenzpunkt,
wenn beide Teleskopachsen senkrecht aufeinander stehen. Stehen diese nicht senk-
recht aufeinander, resultiert Pigp durch orthogonale Projektion der Sekundarachse
auf die Priméarachse. Hierzu ist zunédchst das Kreuzprodukt zwischen den Richtungs-
vektoren der Primér- und Sekundéarachse np und ng zu bilden, sodass hieraus der
Richtungsvektor des Achsenoffsets resultiert. Die Ebene, die dieser Richtungsvektor
zusammen mit ng aufspannt, enthilt den Referenzpunkt Pigrp als Durchstopunkt
der Primérachse. Fiir Drehungen um die Sekundérachse sind die Markenpositionen
invariant, sodass dieser Ansatz im Folgenden als Modell mit Primérachsenkreisen
(P-Kreismodell) bezeichnet wird. Abbildung 4.3 zeigt eine schematische Darstellung
dieses geometrischen Modellansatzes fiir zwei Teleskoporientierungen. Die dargestell-
ten Teleskopachsen schneiden sich nicht in einem Punkt und bilden keine orthogonale
Basis.

IR —

ng;
e

Sekundarachse

o e e e e e e

PP W I

)
Q

T

Pj.

Abbildung 4.3: Schematische Darstellung der Referenzpunktbestimmung mittels Primérachsenkreisen.
In Verldngerung der Sekundérachse befinden sich P;, P3. Durch Drehung um die Primérachse np
beschreiben die Trajektorien beider Marken Primérachsenkreise mit den Kreismittelpunkten Pc 1, Pc 2
und den Radien 7], r}. P1, P2 sind gegeniiber Drehungen um die jeweils mitdrehende Sekundarachse
ng ; bzw. ng o invariant. Der Referenzpunkt Pirp ergibt sich durch orthogonale Projektion von ng auf
np. Sowohl der Referenzpunkt Pigp als auch der Abstand e zwischen der priméren und sekundaren
Achse sind invariant bzgl. der Teleskoporientierung.

———rt e ——————
=]
v}

Der Kreis ist eine zweidimensionale Figur, sodass keine geschlossene Modellglei-
chung zur expliziten Parametrierung eines rdumlichen Kreises existiert. Im Kontext
der Referenzpunktbestimmung sind unterschiedliche Losungsanséitze dokumentiert.
Nothnagel und Binnenbruck (2000) zerlegen die Koordinaten der Kreispunkte in ihre
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horizontalen und vertikalen Koordinatenkomponenten. Basierend auf den abgetrenn-
ten horizontalen Koordinatenkomponenten der Punkte erfolgt die Bestimmung von
horizontalen Kreisen. Der Kreismittelpunkt korrespondiert in dieser Modellannahme
mit den horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes. Die fehlende
vertikale Koordinatenkomponente ergibt sich durch Mittelwertbildung von allen verti-
kalen Koordinatenkomponenten der Kreispunkte (Nothnagel und Binnenbruck 2000;
Nothnagel u.a. 2001). Diese Modellbildung fithrt jedoch nur dann zu unverfélschten
Ergebnissen, wenn die Primérachse des Teleskops parallel zur Z-Achse des tiberge-
ordneten terrestrischen Koordinatensystems steht, sodass die Kreisebene parallel zur
XY-Ebene liegt (Sarti u.a. 2004). Fiir die in Abbildung 1.4b dargestellte Aquatorial-
montierung ist dieses Bestimmungsverfahren somit ungeeignet. Untersuchungen von
Becker und Fischer (2003) am 20 m Radioteleskop Wettzell zeigen weiterhin, dass
auch Teleskope mit Azimut-Elevation-Montierung, siehe Abbildung 1.4a, gegentiber
der Z-Achse des tibergeordneten terrestrischen Koordinatensystems geneigt sind
und die notwendige Parallelitdtsbedingung nicht erfiillen. Die Verwendung des von
Nothnagel und Binnenbruck (2000) vorgeschlagenen Losungsverfahrens ist daher mit
starken Einschrankungen verbunden und besitzt keine allgemeine Giiltigkeit.

Um die Schiefstellung der Primérachse in der Auswertung zu kompensieren,
schlagen Leinen u.a. (2007) eine zweistufige Analyse vor. Hierbei wird zunéchst
die Regressionsebene des Kreises geschatzt. Der Normalenvektor dieser Kreisebene
korrespondiert mit dem Richtungsvektor np der Primarachse. Dieser muss nicht not-
wendigerweise parallel zur Z-Achse des terrestrischen Koordinatensystems stehen. Die
Schétzung des Kreises erfolgt anschliefend auf der Basis der projizierten Punkte in
der Kreisebene. Die horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes erge-
ben sich wiederum aus dem geschatzten Kreismittelpunkt. Die vertikale Komponente
resultiert aus der Regressionsebene an der Stelle des geschatzten Kreismittelpunktes.
Ahnlich wie beim Ansatz von Nothnagel und Binnenbruck (2000) wird auch in die-
sem Fall nicht das originare raumliche Problem gel6st, sondern zwei Teilprobleme,
welche eine Trennung bzw. Zerlegung der Koordinatenkomponenten vorsehen. Da die
Losung dieser beiden Teilprobleme nicht notwendigerweise mit der Optimallésung
des origindren Problems gleichgesetzt werden darf, ist diese Herangehensweise nicht
unproblematisch (Eschelbach und Haas 2003).

Die sachgerechte Parametrierung eines Kreises in allgemeiner Raumlage gelingt
durch das Verschneiden zweier Flachen zweiter Ordnung (Quadrik). Schnittkreise
resultieren u. a. aus der Verschneidung von zwei Kugeln, einem Zylinder und einer
Ebene, oder einer Kugel und einer Ebene. Insbesondere die Kombination aus Kugel
und Ebene wird hiufig verwendet, da diese besonders anschaulich ist und weitgehend
unempfindlich gegeniiber ungiinstig gewahlten Startwerten. Die Ebene in Hesse’scher
Normalform ist gegeben durch (Bronshtein u.a. 2007, S. 214)

Hierbei beschreibt d den kiirzesten Abstand zum Koordinatenursprung und n, mit

n"n = 1, den normierten Normalenvektor der Ebene. Weiterhin ist eine zusétzliche
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Schnittbedingung zu beriicksichtigen, die beide Geometrien miteinander verkniipft.
Ublicherweise wird gefordert, dass der Kugelmittelpunkt in Gl. 4.1 gleichzeitig ein
Punkt der Ebene ist, d. h.,

Im Gegensatz zur zweistufigen Herangehensweise bei der Kreisschiatzung, bei der
lediglich ein Optimum fiir das jeweilige Teilproblem bestimmt wird, wird durch die
direkte Kombination zweier Quadriken das origindre raumliche Problem fiir den
Kreis gelost (Eschelbach und Haas 2003; Losler und Nitschke 2010).

Ahnlich wie bei der Verwendung des Torus besitzt das Modell der Primérachsen-
kreise modellbedingte Einschrankungen bzgl. der Wahl der Markenpositionen. Diese
missen sich innerhalb der Sekundéarachse befinden und kénnen nicht nach messtech-
nischen Vorgaben, z. B. Sichtbarkeiten, ausgewéhlt werden. Befinden sich die Marken
nicht exakt in der Sekundérachse, entsteht eine systematische Abweichung, die u. U.
die geschétzte Referenzpunktposition verfalscht. Weiterhin erlauben die meisten Tele-
skope nur das Anbringen von zwei Marken, jeweils ein pro Sekundarachsenendpunkt.
Da eine Achse bzw. eine Gerade durch zwei Punkte eindeutig definiert ist, liegt keine
Uberbestimmung vor. Die Gesamtredundanz beim P-Kreismodell ist daher gering
im Vergleich zu Verfahren, die das Anbringen von mehreren Marken erlauben.

Um die Nachteile der eingeschrankten Wahl der Markenpositionen aufzuwiegen,
die systematischen Abweichungen aufgrund einer inexakten Montierung der Marken
zu eliminieren, und um die Gesamtredundanz durch weitere Marken zu erhoéhen,
wird haufig ein modifiziertes Verfahren zur Bestimmung des Referenzpunktes mittels
Kreisen verwendet. Die Trajektorie einer Marke, die an einer beliebigen Position
am drehbaren Teil des Teleskops befestigt wird, beschreibt einen Kreisbogen, wenn
das Teleskop nur um eine der beiden Achsen rotiert. Aus dem Festhalten der Se-
kundérachse resultiert ein Primérachsenkreis, dessen Mittelpunkt zusammen mit
dem Normalenvektor der Kreisebene die Priméarachse eindeutig parametriert. Erfolgt
die Drehung hingegen um die Sekundarachse bei feststehender Priméarachse, liefert
der resultierende Sekundarachsenkreis analog die Parameter der Sekundarachse in
Abhéngigkeit des eingestellten Primarwinkels. Zur Bestimmung des Referenzpunktes
wird das Kreuzprodukt aus den Normalenvektoren der Primar- und Sekundérachse
gebildet. Der resultierende Vektor steht senkrecht auf beiden Achsen und liefert zu-
sammen mit der Sekundéarachse eine Ebene, die den Referenzpunkt als Schnittpunkt
mit der Primérachse enthélt. Der Offset zwischen beiden Teleskopachsen entspricht
dem kiirzesten Abstand zwischen diesem Referenzpunkt und der Sekundérachse.

Nachfolgend wird der Ansatz als Modell mit Primér- und Sekundéarachsenkreisen
(PS-Kreismodell) bezeichnet.

Durch die Verwendung mehrerer Marken und das Parametrieren der Sekundar-
achse unter unterschiedlichen Primarwinkeln sind geometrische Zusatzbedingungen
zu beriicksichtigen (Eschelbach und Haas 2003; Dawson u. a. 2006; Losler 2008):
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1. Der Abstand zwischen den Marken ist unabhéngig von der Teleskoporientierung
und bleibt konstant.

2. Kreise, die durch Rotation um eine Achse gleichzeitig entstehen, besitzen iden-
tische Normalenvektoren und sind somit parallel.

3. Kreise, die durch Rotation um eine Achse gleichzeitig entstehen, besitzen kolli-
neare Mittelpunkte.

4. Der Abstand zwischen den Kreisebenen der Sekundarachsen ist konstant fir
alle parametrierten Sekundéarachsen.

5. Sekundéarachsenkreise einer Marke, die unter unterschiedlichen Primérwinkeln
beobachtet wurden, besitzen identische Radien.

6. Sowohl Winkel als auch Abstand zwischen der Priméarachse und der jeweils
parametrierten Sekundéarachse sind konstant.

Dawson u. a. (2006) zeigen, dass das Vernachléssigen dieser geometrischen Restrik-
tionen zu signifikanten Abweichungen in der geschétzten Referenzpunktposition
fithrt, welche die Messunsicherheit gegenwértiger Instrumente z. T. um ein Vielfaches
iberschreitet.

ngs ng

<Primaéarachse

np

Abbildung 4.4: Schematische Darstellung der Referenzpunktbestimmung mittels Primér- und Sekun-
dérachsenkreisen. Durch Rotation um die Sekundéarachse bei feststehender Priméarachse beschreiben die
beiden Marken P71, P2 jeweils eine Kreistrajektorie. Die Mittelpunkte Pc 1,1, Pc,2,1 der resultierenden
Kreise sind kollinear zur Sekundéarachse ng ;. Wird diese Messkonfiguration unter einem anderen (dann wie-
derum festen) Primérwinkel wiederholt, ergeben sich die Kreise mit den Mittelpunkten P¢ 1 2, Pc 22, die
wiederum kollinear zur mitgedrehten Sekundérachse ng o sind. Unabhéngig vom Priméarwinkel sind sowohl

die Radien 71, ro als auch die Abstdnde zwischen den Kreisen HPC’Q’Q —Pc,1,2 ||2 = HPC’Q’l —Pc11 HQ
identisch. Fiir P ist zusétzlich auch der resultierende Priméarachsenkreis mit dem Mittelpunkt P’Q1 und
dem Radius r] dargestellt, der sich durch Drehung um die Primérachse bei feststehender Sekundérachse
ergibt. Die Mittelpunkte der Primérachsenkreise sind kollinear zur Primérachse np. Der Referenzpunkt
Pirp und der Abstand exo zwischen der priméaren und sekundiren Achse sind invariant bzgl. der Tele-
skoporientierung.
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Abbildung 4.4 zeigt schematisch fiir zwei Marken das Prinzip zur Referenzpunkt-
bestimmung unter Verwendung von Primér- und Sekundérachsenkreisen. Durch
gezieltes Drehen um jeweils nur eine der beiden Teleskopachsen ergeben sich fiir die
angebrachten Marken Kreistrajektorien, deren Mittelpunkte kollinear zur Primér-
bzw. Sekundérachse sind.

Im Vergleich zu den vorherigen Bestimmungsverfahren mittels Kugel, Torus oder
Priméarachsenkreisen ist das PS-Kreismodell somit deutlich komplexer. Es ermoglicht
aber eine freie Wahl der Markenpositionen und beriicksichtigt konstruktionsbedingte
Abweichungen vom idealen geometrischen Teleskopmodell. Auf der anderen Seite ist
dieses Modell nur dann anwendbar, wenn das Teleskop ausschliellich um eine der
beiden Achsen gedreht wird. Fiir Referenzpunktbestimmungen sind daher entspre-
chend grofle Zeitfenster zu definieren, die fiir konventionelle Radioteleskope haufig
nicht zur Verfigung stehen (Kallio und Poutanen 2012). Im Kontext von GGOS wird
ein 24h/74-Betrieb diskutiert (Rothacher u.a. 2009), sodass tendenziell mit geringer
werdenden Zeitfenstern zu rechnen ist. Eine prozessintegrierte Referenzpunktbestim-
mung, wie es das GGOS anregt, ist mit diesem Verfahren somit nicht moglich.

4.1.2 Transformationsmethode — IRP

Wahrend im vorherigen Abschnitt Modelle vorgestellt wurden, die zur Referenzpunkt-
bestimmung geometrische Primitive aus einem Teil der beobachteten Trajektorien
extrahieren, wird im Folgenden ein Transformationsmodell hergeleitet, welches die
Trajektorien der Marken direkt beschreibt. Fiir dieses Modell werden zwei Losungsvor-
schlage erarbeitet, die denselben funktionalen Zusammenhang verwenden, aber sich
hinsichtlich der zu beobachtenden und zu parametrierenden Grofien unterscheiden.

Das Transformationsmodell zur Bestimmung des invarianten Referenzpunktes
(IRP) stellt den funktionalen Zusammenhang zwischen einer Position p; im Tele-
skopkoordinatensystem und der korrespondierenden Position P; ; im terrestrischen
Koordinatensystem her. Hierbei sind insbesondere die drei moglichen konstruktions-
bedingten Abweichungen zu berticksichtigen.

1. Die Primér- und Sekundarachse des Teleskops schneiden sich nicht in einem
Punkt, sodass der Achsenoffset ey zu berticksichtigen ist.

2. Die Primér- und Sekundérachse des Teleskops stehen nicht senkrecht aufeinan-
der und weichen um einen kleinen Winkel v von der Orthogonalitat ab.

3. Die Priméarachse des Teleskops ist gegeniiber der Z-Achse des terrestrischen
Koordinatensystems geneigt.

Aufgrund dieser Irregularitaten in der Teleskopkonstruktion lasst sich der funktionale
Zusammenhang nicht durch eine klassische Helmert-Transformation abbilden, wie
Losler und Hennes (2008) anschaulich zeigen.
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IRP-Modell mit Eulerwinkel

Wird zunachst von einem idealen Teleskopsystem ohne Irregularitdten ausgegangen,
welches kongruent mit dem terrestrischen Koordinatensystem ist, dann wird ein
Punkt in beiden Koordinatensystemen durch

pgl) = (x Y z)T (4.8)

eindeutig beschrieben. Zur besseren Darstellung wird die Herleitungsschrittfolge im
Folgenden durch einen hochgestellten Index angegeben.

Rotiert das Teleskop um die Sekundérachse, welche in einem idealen Teleskop-
system mit der xz-Achse korrespondiert, um den Sekundarwinkel w, ergibt sich mittels
Gl. 4.4a die rotierte Position

1 0 0 x
PE?} = Ry (wj) pgl) =] 0 cosw —sinw y | - (4.9)
0 sinw cosw i\ 2/,
Die Beriicksichtigung von epo als Offset zwischen der primaren und der sekundéren
Teleskopachse verschiebt den Punkt PE? entlang der y-Achse, d. h.,

x
Pf}) = epo+ PE?} = | eao +ycosw — zsinw : (4.10)

ysinw + z cosw i
wobel exp = ( 0 exp0 O )T die vektorielle Darstellung des Achsenoffsets beschreibt.
Hierdurch wird die erste konstruktionsbedingte Restriktion im Modell berticksichtigt.
Die zweite zu modellierende Restriktion ist die Nichtorthogonalitit zwischen beiden
Teleskopachsen. Diese lasst sich durch einen Korrekturwinkel v beschreiben und
mittels Gl. 4.4b ins Modell integrieren, sodass

4 3
Pz(,j) = Ry (7) Pz(',j) (4.11)
cosy 0 sinvy x
= 0 1 0 eao +ycosw — zsinw
—siny 0 cosvy ysinw + zcosw iy
folgt.
Eine Drehung des Teleskops um die Priméarachse mittels Gl. 4.4c um den Winkel
k ergibt
5 4
P{) = R] (x)P}) (4.12)
cosk sink 0 xcosy + siny (ysinw + z cosw)
= —sink cosk O eao +ycosw — zsinw ,
0 0 1 ; —zsiny + cosvy (ysinw + z cosw) i

wobei der Drehsinn zu beriicksichtigen ist. Ausgehend von einer Azimut-Elevation-
Montierung, bei der die positive Drehung um die Sekundérachse geméfl Gl. 4.9 gegen
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den Uhrzeigersinn definiert ist (Drehsinn des Elevationswinkels), erfolgt eine positive
Drehung um die Priméarachse in Gl. 4.12 hingegen im Uhrzeigersinn (Drehsinn des
Azimutwinkels). Die in Gl. 4.4c¢ definierte Rotationsmatrix beschreibt eine Drehung
gegen den Uhrzeigersinn. Da jede Rotationsmatrix eine orthogonale Matrix ist, fiir
die gilt (Nitschke und Knickmeyer 2000; Bronshtein u.a. 2007, S. 257)

R'TR = RR' =1, (4.13a)

R = RT, (4.13b)

ist in Gl. 4.12 die Rotation durch R} parametriert.

Da die Primérachse des Teleskops tiblicherweise nicht parallel zur Z-Achse des
terrestrischen Koordinatensystems verliuft — insbesondere wenn eine Aquatorialmon-
tierung vorliegt oder ein geozentrisches Koordinatensystem als Datum verwendet
wird —, ist diese Schiefstellung in der Modellgleichung zu beriicksichtigen. Diese Achs-
schiefe lasst sich mit den GI. 4.4a, 4.4b durch zwei aufeinanderfolgende Drehungen
um die Korrekturwinkel o und 5 durch die Rotationssequenz

Ryx (@, 8) = Rx(6)Ry(a) (4.14)

beschreiben, siche Gl. 4.5. Weiterhin besitzen beide Koordinatensysteme keinen
gemeinsamen Koordinatenursprung, sodass neben dieser Schiefstellung noch ein
Translationsvektor zu berticksichtigen ist, d. h.,

P = Pgp+ Ry (o, 5) P (4.15)

Der Translationsvektor enthélt hierbei die kartesischen Koordinaten des zu bestim-
menden Referenzpunktes Pgrp.

Die direkte Verwendung der Primarwinkel in Gl. 4.12 setzt voraus, dass das
terrestrische System gegeniiber dem Teleskopkoordinatensystem keine Verdrehung
aufweist. Um eine unabhangige Datumsdefinition fiir das terrestrische Koordina-
tensystem zu gewahrleisten, ist die Nullstellung des Teilkreises der Primérachse als
Orientierungsunbekannte xy im Modell zu berticksichtigen. Durch Zusammenfassen
der Gl. 4.8 bis 4.15 ergibt sich der finale funktionale Zusammenhang

P;; = Prp+Ry(a,8) R} (k; + ko) Ry (7) (eao + Rx (wj) i), (4.16)

der eine Transformation von Punkten im Teleskopkoordiantensystem ins iibergeord-
nete terrestrische Koordinatensystem beschreibt (Losler und Hennes 2008; Losler
2008, 2009b). Wahrend das Modell der PS-Kreise noch zuséatzliche Bedingungsglei-
chungen benotigt, sind diese geometrischen Restriktionen bereits implizit in Gl. 4.16
berticksichtigt (Kallio und Poutanen 2011).

Abbildung 4.5 zeigt schematisch das funktionale Modell zur Bestimmung des
Referenzpunktes unter Beriicksichtigung der geometrischen Irregularititen. Fir die
i-te Marke p; sind exemplarisch die Positionen P; ; im globalen terrestrischen Koor-
dinatensystem angegeben, die durch Rotation um die Sekundérachse entstehen.
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Primarachse = z

Sekundarachse

Abbildung 4.5: Schematische Darstellung des funktionalen Zusammenhangs zur Bestimmung des Refe-
renzpunktes Pirp unter Berticksichtigung des Achsenoffsets eao und der Nichtorthogonalitét zwischen
der priméren und sekundaren Achse 7. Die beiden Korrekturwinkel «, 8 zur Kompensation der Neigung
der Priméarachse des Teleskops gegentiber der Z-Achse des iibergeordneten terrestrischen Referenzsystems
sind nicht eingezeichnet, da es sich hierbei um eine Rotationssequenz um mitdrehende Koordinatenachsen
handelt. Die Neigung der Achse ist jedoch angedeutet. Wahrend das iibergeordnete terrestrische Koordi-
natensystem blau dargestellt ist, ist das Koordinatensystem des Teleskops in Griin dargestellt. Fur die
i-te Marke im Teleskopsystem sind die durch Rotation um die Sekundéirachse im Winkel w resultierenden
Positionen P; ; exemplarisch im terrestrischen Koordinatensystem eingezeichnet.

IRP-Modell mit Eulerachse und -winkel

Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wiederum eine orthogonale Matrix
(Zurmiihl und Falk 1984, S. 32; Bronshtein u. a. 2007, S. 257), sodass das Produkt meh-
rerer Drehmatrizen wiederum eine Drehmatrix beschreibt, die als zusammengesetzte
Rotationssequenz von Einzeldrehungen interpretiert werden kann. Im Gegensatz zu
den in GI. 4.4 definierten Matrizen, die eine Drehung um jeweils eine Koordinaten-
achse beschreiben, rotiert das Produkt mehrerer raumlicher Einzeldrehungen i. A.
um eine beliebige im Raum orientierte Achse rT = ( Ty Ty T ) mit rr =1, d. h.,

r = R,(e)r. (4.17)

Hierbei entspricht r den zum Eigenwert +1 gehorenden Einheitseigenvektor der
Drehmatrix

R, () = cosel+ (1—cose)rr’ —sinelr], , (4.18)
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wobei I eine Einheitsmatrix ist und [r], die schiefsymmetrische Matrix

], = r, 0 —r,

beschreibt (Nitschke und Knickmeyer 2000). Der Drehwinkel ergibt sich aus
cose = TR, (e)ry, (4.19)

wobei r; ein Einheitsvektor ist, der rechtwinklig auf r steht. Die Darstellung einer
Drehung durch eine beliebig im Raum orientierte Achse und einen Drehwinkel wird
als Eulerachse und -winkel bezeichnet (Knickmeyer und Nitschke 1994; Nitschke und
Knickmeyer 2000).

Mittels dieser Darstellung lasst sich die Rotation um die Primérachse Rp () und
die Rotation um die Sekundérachse Rg (w) direkt parametrieren. Hierdurch ergibt
sich die zu Gl. 4.16 dquivalente Darstellung (Kallio und Poutanen 2011, 2012)

P;; = Prp+ Rp (k;) (Eao — Pwre + Rs (w))pi), (4.20)

wobei Epp der Punkt der Sekundérachse ist, der durch orthogonale Projektion der
Primérachse auf die Sekundérachse entsteht, und

Rp (5;) = Ryx(a,B)R, (k) Ry (7) (4.21)

die Rotation um die Priméarachse beschreibt. Im Gegensatz zu Gl. 4.16 definiert
der Richtungsvektor (Exo — Prp) die Orientierung des Primérwinkels, sodass kg
entféllt. Die Lénge dieses Richtungsvektors entspricht dem Abstand zwischen beiden
Teleskopachsen, d. h.,

EAOQ — ||EAO_PIRP||2- (422)

In Gl. 4.20 wird unterstellt, dass die Normalenvektoren np bzw. ng der priméaren
bzw. sekundéren Teleskopachse Einheitsvektoren sind und der Vektor (Exo — Pirp)
sowohl senkrecht auf np als auch auf ng steht. Die zu beriicksichtigenden Nebenbe-
dingungen lauten

ninp = 1, (4.23a)
ngng = 1, (4.23b)
(Eao — Pmp) ' np = 0, (4.23¢)
(Eao —Pmp) ' ng = 0. (4.23d)
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Die mogliche Schiefstellung zwischen den Teleskopachsen ergibt sich aus

v o= g — arccos npng. (4.24)

Li u.a. (2013) zeigen, dass Gl. 4.16 und Gl. 4.20 ineinander iiberfithrbare Modell-
gleichungen sind. Die Darstellung mittels Eulerwinkel und die Darstellung mittels
Eulerachse und -winkel beschreiben somit dasselbe mathematische Problem und
stellen daher keine unterschiedlichen Verfahren zur Referenzpunktbestimmung dar.
Wiéhrend Gl. 4.16 teleskopspezifische Parameter wie bspw. den Abstand exp zwi-
schen Primér- und Sekundarachse direkt parametriert, sind diese z. T. nur implizit
in Gl. 4.20 modelliert, siehe auch die Gl. 4.22, 4.24. Gl. 4.20 lasst sich aufgrund der
Rotationsdarstellung mittels Eulerachse und -winkel jedoch geometrisch einfacher
interpretieren, da die physischen Elemente des Teleskops explizit in der Gleichung
erkennbar sind.

Losung im impliziten funktionalen Modell — IRP 1

Die zu bestimmenden Modellparameter in Gl. 4.16 sind neben der Referenzpunktpo-
sition Pirp der Abstand zwischen der Primér- und Sekundérachse exg, die Winkel
a, 3 zur Beschreibung der Neigung der Primérachse sowie der Korrekturwinkel ~
zur Modellierung der Nichtorthogonalitat zwischen beiden Teleskopachsen und die
Orientierungsunbekannte des Primédrwinkels xy. Weiterhin sind die Positionen der
Marken p; im Teleskopkoordinatensystem unbekannte Modellparameter. Insgesamt
ergeben sich 8 + 3my, Modellparameter, wobei my die Anzahl der Punkte im Tele-
skopkoordinatensystem ist (Losler und Hennes 2008; Losler 2008).

In Gl. 4.20 ergeben sich hingegen 12 + 3mj, Modellparameter. Dies sind die
Referenzpunktposition Pirp, die Richtungsvektoren der Primér- und Sekundérachse
np bzw. ng, die projizierte Position Exp des Achsenoffsets sowie die Positionen
der Marken p; im Teleskopkoordinatensystem (Kallio und Poutanen 2011). Diese
Parameter sind jedoch nicht unabhéngig voneinander, da die vier Restriktionen aus
den Gl. 4.23 noch zu berticksichtigen sind. Da jede Restriktion als direkte Bestimmung
eines Modellparameters interpretiert werden kann, betriagt die effektive Anzahl an
unbekannten Modellparametern 12 + 3mp — 4 und ist identisch mit der Anzahl, die
sich fiir GI. 4.16 ergibt.

Zur indirekten Bestimmung der Modellparameter sind die in unterschiedlichen
Teleskoporientierungen beobachteten Positionen P; ; sowie die korrespondierenden
Teleskopwinkel x; und w; vorzugeben. Weiterhin ist die Dispersion der Beobachtungen
a-priori abzuschédtzen und in Hinblick auf Gl. 3.10 als Gewichtsmatrix W bereit-
zustellen. Wahrend die Abschéatzung der Messunsicherheiten fiir das terrestrische
Messverfahren i. A. keine Schwierigkeiten bereitet, ist die sachgerechte Ermittlung
der Winkelmessunsicherheiten des Teleskops herausfordernd. Vollbesetzte Dispersi-
onsmatrizen, wie sie Losler u.a. (2016b) herleiten und wéihrend der Datenanalyse
beriicksichtigen, werden héaufig durch vereinfachte stochastische Modelle ersetzt, z. B.
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durch Dispersionsmatrizen mit diagonaler Struktur (Lésler 2008; Kallio und Pouta-
nen 2012; Ning u. a. 2015). Hierdurch ergibt sich eine unzutreffende Dispersion fiir
die geschatzten Modellparameter (Jager u.a. 2005, S. 214ff).

Gl. 4.16 bzw. Gl. 4.20 liefert pro Beobachtungstupel [ P! x w } _drei implizite
J

nichtlineare funktionale Beziehungen f (u) = 0, in denen mehrere Beobachtungen
und Unbekannte gemeinsam auftreten. Eine Schétzung der Modellparameter und der
Beobachtungsabweichungen erfolgt mit den Verfahren aus Kapitel 3 auf der Basis
von Gl. 3.7 (Losler und Hennes 2008; Ning u. a. 2015).

Im Gegensatz zum geometrischen Modell mit Primér- und Sekundéarachsenkreisen,
welches ein gezieltes Rotieren um nur eine Teleskopachse erfordert, ermoglicht das
IRP-Modell eine Verarbeitung von gemessenen Positionen in beliebigen Teleskopori-
entierungen. Eine automatisierte und prozessintegrierte Referenzpunktbestimmung
wéhrend reguldrer SLR/LLR- bzw. VLBI-Experimente, wie es durch das GGOS
angeregt wird, ist demnach moglich.

Evaluierungen des IRP-Modells erfolgten durch Simulationen (Kallio und Pouta-
nen 2010; Li u. a. 2013; Zhang u. a. 2018) sowie statische und dynamische Experimen-
te w.a. am Geodétischen Observatorium Wettzell (Deutschland), am Onsala Space
Observatory (Schweden), am Goddard Geophysical & Astronomical Observatory
(Maryland, USA) oder am Metsahovi Radio Observatory (Finnland). Fir die prakti-
sche Umsetzung sind Messmittel zu wahlen, die das Beobachten von signalisierten
Zielen erlauben, um die Trajektorien der Punkte zu bestimmen.

Statische Messkampagnen, in denen das Teleskop definiert bewegt wurde, um
u. a. Messkonfigurationen zu optimieren und Vergleiche zum PS-Kreismodell zu er-
moglichen, erfolgten bisher weitgehend mit polaren Messsystemen wie Totalstationen
(Losler 2008; Losler u. a. 2013b, 2014; Mahler u. a. 2018) und Lasertrackern (Losler
2009a; Kliigel u.a. 2012; Losler u.a. 2018c). Prozessintegrierte Referenzpunktbe-
stimmungen im reguldren Stationsbetrieb wurden bisher nur mit automatisierten
Totalstationen (Losler u.a. 2013a; Kallio u.a. 2016; Losler u.a. 2016b) und tracken-
den GNSS-Antennen erfolgreich durchgefithrt (Kallio und Poutanen 2011, 2012; Ning
u.a. 2015).

Die prozessintegrierte Referenzpunktbestimmung setzt eine Synchronisation zwi-
schen dem terrestrischen Messsystem und dem Teleskop voraus, da neben der ge-
messenen Position die beiden Teleskopwinkel als Beobachtungen bereitzustellen sind.
Im reguldren Betrieb vollziehen die Teleskope jedoch eine permanente Bewegung,
um die Erdrotation auszugleichen bzw. dem Satelliten auf seiner Umlaufbahn zu
folgen. Untersuchungen wihrend CONT14® am Onsala Space Observatory zeigen,
dass die verwendete numerische Synchronisation (Hennes u. a. 2014) zwischen beiden
Messsystemen zusitzliche Winkelmessunsicherheiten von bis zu 10~*rad hervorruft,
wobei in diesem Worst-Case-Szenario die Synchronisationsunsicherheit mit 1,5 sec
abgeschiitzt wurde (Lésler u. a. 2016b). Aus Winkelmessunsicherheiten von 10~* rad

resultieren korrespondierende Positionsunsicherheiten von 100 pmm™!.

8Continuous VLBI Campaign 2014 — https://ivscc.gsfc.nasa.gov/program/cont14/.
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Die messmittelbedingte Unsicherheit eines beobachteten Punktes betragt bei Ver-
wendung eines optischen Messinstruments wie bspw. eines Lasertrackers <100 pm
(Heunecke 2012; Eschelbach u.a. 2015; Hennes 2017). Betrégt der Abstand zwischen
Rotationsachse und Marke bspw. 3 m, ergibt sich durch die Synchronisationsunsicher-
heit demnach eine zusétzliche Positionsunsicherheit von 300 pm. Diese zusétzliche
Positionsunsicherheit iiberschreitet die Messunsicherheit des Lasertrackers deutlich.
Bezogen auf das Gesamtunsicherheitsbudget des Erfassungsprozesses kann die Syn-
chronisationsunsicherheit daher als wesentlich bezeichnet werden. Im folgenden Ab-
schnitt wird daher ein Losungsvorschlag fiir das IRP-Modell erarbeitet, der keine
Messmittelsynchronisation voraussetzt.

Losung im expliziten funktionalen Modell — IRP II

Die Reduktion der im vorangegangenen Abschnitt genannten Synchronisationsunsi-
cherheit erfordert idealerweise einen direkten Zugriff auf die Teleskopencoderwerte.
Selbst wenn eine entsprechende Schnittstelle zur Verfiigung steht, ist diese aufgrund
unterschiedlicher Hersteller und differierender Steuersoftwarepakete uneinheitlich,
sodass eine Ubertragbarkeit auf andere Stationen bzw. Teleskope nur bedingt moglich
ware. Eine ideale Losung sollte portabel und weitgehend frei von zuséatzlichen techni-
schen Restriktionen sein. Eine technische Losung erscheint daher nicht zielfithrend
und soll hier nicht weiterverfolgt werden. Insbesondere wiirde eine verbesserte Syn-
chronisation das Problem lediglich in einen anderen Unsicherheitsbereich verschieben,
aber nicht losen.

Um die Abhéangigkeiten zwischen den terrestrischen Beobachtungen und den
jeweiligen Encoderwerten des Teleskops wahrend der Referenzpunktbestimmung zu
umgehen, ist das Beobachtungstupel, bestehend aus beobachteten Positionen P; ; und
zugehorigen Teleskopwinkeln x; und w;, aufzulésen. Entsprechend der bisherigen Vor-
gehensweise bei der Referenzpunktbestimmung werden die Positionen P; ; mit einem
Messsystem erfasst, welches diskret signalisierte Punkte in unterschiedlichen — nicht
notwendigerweise vorzugebenden — Teleskoporientierungen registriert. Weiterhin sei
die zugehorige Dispersion a-priori als bekannt vorausgesetzt. Die Teleskopwinkel, die
im IRP I Ansatz als zuséitzliche Beobachtungen benétigt wurden, werden hingegen
den unbekannten Modellparametern zugeordnet. In Gl. 4.16 bzw. Gl. 4.20 liegt
demnach fiir jede Beobachtung ein expliziter funktionaler Zusammenhang vor.

Gl. 4.16 bzw. Gl. 4.20 beschreibt den funktionalen Zusammenhang einer Transfor-
mation eines Punktes von einem Teleskopkoordinatensystem in ein iibergeordnetes
terrestrisches Koordinatensystem. Durch die Verschiebung der Teleskopwinkel in den
Vektor der Modellparameter sind alle Parameter der rechten Seite in Gl. 4.16 bzw.
Gl. 4.20 unbekannt. Geometrisch bedeutet dies, dass sowohl die Positionen p; im Tele-
skopkoordinatensystem als auch die Parameter zur Beschreibung der Transformation
unbekannt sind. Im Kontext einer Koordinatentransformation ist dieses Gleichungs-
system nicht losbar, da die Transformationsparameter unmittelbar abhédngig von
den Koordinaten im Start- und Zielsystem sind. Aufgrund der rotativen Bewegung
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des Teleskops ist die mogliche Position der Punkte P; ; jedoch eingeschrankt. Wei-
terhin besitzt ein Punkt p; im Teleskopkoordinatensystem mehrere Realisierungen
P; ; im iibergeordneten terrestrischen Koordinatensystem, sodass sich ein Teil der
Singularitaten im Normalgleichungssystem durch eine angepasste Messkonfiguration
auflost.

Die Orientierung des Teleskopkoordinatensystems gegeniiber dem terrestrischen
Koordinatensystem ist aufgrund der unbekannten Positionen p; undefiniert. Eine
Bestimmung absoluter Drehwinkel im Teleskopkoordinatensystem ist daher nicht
moglich, Winkelanderungen sind jedoch ableitbar. Zur Bestimmung einer Winkelan-
derung (kj11 — ;) um die Priméarachse bzw. (w;4; — w;) um die Sekundérachse ist
es notwendig, mindestens zwei Punkte P; ; und P;; ; gemeinsam in den Teleskopori-
entierungen j und (j + 1) zu beobachten. Da keine absoluten Winkel schatzbar sind,
weist das Normalgleichungssystem zwei Rangdefekte auf. Im Gegensatz zu einem
Konfigurationsdefekt, der bspw. durch das Fehlen von geeigneten Beobachtungen
zur Bestimmung der gesuchten Modellparameter charakterisiert ist (Hopcke 1980,
S. 117; Forstner und Wrobel 2016, S. 108), liegt hier ein Datumsdefekt vor. Die
beobachteten Punkte P, ; sind insensitiv, um tiber die absolute Orientierung des
Teleskopkoordinatensystems zu verfiigen. Dieser Datumsdefekt lasst sich geometrisch
als Rotationsdefekt bzgl. der z- bzw. z-Achse interpretieren und ist vergleichbar mit
auftretenden Datumsdefekten im Kontext der Ausgleichung freier dreidimensionaler
geodatischer Netze (Mittermayer 1972; Illner 1985).

In Gl. 4.16 wird die absolute Orientierung der Primarwinkel auf das terrestrische
Koordinatensystem durch den zuséatzlichen Orientierungsparameter kg iibertragen,
sodass im IRP I Ansatz «; als Beobachtung verwendet werden konnte. Da x; nun
Teil der Modellparameter ist, kann iiber die Orientierung des Teleskopkoordinaten-
systems frei verfiigt werden. Eine Anderung von ko bewirkt eine korrespondierende
Anderung der Positionen p;. Der Winkel g ist demnach kein unabhingig schitzba-
rer Parameter und kann einen beliebigen festen Wert annehmen, sodass dieser in
Gl. 4.16 entfallen kann. Durch das Eliminieren von k¢ wird der Rotationsdefekt um
die z-Achse unmittelbar behoben.

Ein einheitlicher Orientierungsparameter fiir die Sekundérwinkel existiert in
Gl. 4.16 aufgrund der beliebigen Positionswahl der Marken nicht (Losler und Hennes
2008; Losler 2008). Ein Absolutbezug der Sekundarwinkel lasst sich jedoch durch
das Festhalten eines Drehwinkels wq erreichen. Die korrespondierende Restriktion
lautet (Losler u.a. 2019b)

und entspricht einer zwangsfreien Ausgleichung. Dem beliebig ausgewahlten Winkel
wq wird hierbei eine Varianz von null zugewiesen. Dies bedeutet nicht, dass der
Parameter varianzfrei ist, weshalb diese Auswahl auch als Nullvarianz-Rechenbasis
bezeichnet wird (Neitzel 2004b). Nachteilig bei dieser Vorgehensweise ist, dass der
Datumsdefekt durch einen willkiirlich gewéhlten Winkel wy behoben wird. Entfallt
die korrespondierende Position P;4 aus den Eingangsdaten, z. B. aufgrund einer
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vermuteten Modellstorung, entfiallt auch wy im Gleichungssystem und steht zur
Defektbehebung nicht mehr zur Verfiigung. Die Forderung nach einer mittleren
Orientierung fir alle w; fithrt zur linearen Bedingung (Losler u.a. 2019b)

Z w; = 0. (4.26)

Sowohl Gl. 4.25 als auch Gl. 4.26 beheben den Rotationsdefekt um die x-Achse
durch eine Winkelrestriktion, sodass die Orientierung des Teleskopkoordinatensys-
tems gegentiber dem terrestrischen Aufnahmesystem festliegt. Hierdurch sind die
Positionen der Marken p; im Teleskopkoordinatensystem abhéngig von der Bezugs-
orientierung. Andererseits ldsst sich der auftretende Defekt auch direkt tiber die
Positionen der Marken beheben. Dies setzt eine Datumsfestlegung fiir das Koordi-
natensystem des Teleskops voraus, durch welche auch die Bezugsorientierung der
Sekundérwinkel implizit definiert wird.

Aus der freien Ausgleichung geodéatischer Netze ist bekannt, dass sich die dort
auftretenden Datumsdefekte geometrisch durch die Gleichungen einer differenziellen
Helmert-Transformation mit infinitesimalen Drehwinkeln fiir differenzielle Koordina-
ten interpretieren lassen (Mittermayer 1972; Illner 1985). Die an einem Punkt im
Zielsystem anzubringenden Koordinatenzuschlage 55// ergeben sich hierbei durch
Transformation des korrespondierenden Punktes 5/ = 504—55/ im Startsystem mittels

o¢" = 8¢ + T, (4.27)

wobei der Vektor t die sieben differenziellen Transformationsparameter, d.h. drei
Verschiebungen, einen Mafistab und drei Drehungen, enthéalt und

1 00 Zo 0 —Z0 Yo
T = 010 Yo 20 0 —Xp (428)
0 0 1 20 —Yo Zo 0

die zugehorige Transformationsmatrix beschreibt, welche sich aus den Koordina-
tenkomponenten &, ergibt (Mittermayer 1972; Illner 1985; Losler und Eschelbach
2012).

Zur Datumsfestlegung im Kontext der geodatischen Netzausgleichung lasst sich
mit Gl. 4.28 die bekannte Bedingungsgleichung

T TF ... TI, 0]Ax = 0 (4.29)

aufstellen, die eine im Sinne der Helmert-Transformation optimale Lagerung des
Netzes im Schwerpunkt der Naherungskoordinaten fordert. Optimal bedeutet hierbei,
dass der Teil des Losungsvektors bzgl. der datumsgebenden Punkte minimale Norm
und die zugehorige Dispersion minimale Teilspur besitzt (Illner 1985). In Gl. 4.29
wird unterstellt, dass die Punkte, die zur Defektbehebung mit einzubeziehen sind,
durch eine entsprechende Sortierung im oberen Teil des Parametervektors x stehen.

Gl. 4.29 kann direkt zur Behebung des Rotationsdefektes in Gl. 4.16 iibernom-
men werden, wobei hier nur die fiinfte Zeile, die den Rotationsdefekt um die x-Achse
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authebt, benotigt wird. Fiir nq im Datum zu berticksichtigende Punkte p; im Tele-
skopkoordinatensystem ergibt sich mittels Gl. 4.29 die lineare Bedingungsgleichung
(Losler u.a. 2018c¢)

nd

Z (ZOJ;Ayi - yoﬂ'AZi) = 0. (430)

i=1

Wird die Darstellung nach Gl. 4.20 zur Referenzpunktbestimmung verwendet,
existieren zur Parametrierung der Koordinatensystemorientierung keine expliziten
Modellparameter. Die hier auftretenden Rotationsdefekte sind daher implizit durch
die zusétzlichen Bedingungsgleichungen

nq

> (oildw; — xo;Ay;) = 0, (4.31a)
i=1
nq
Y (20:Ay — yoidz) = 0 (4.31b)

i=1
zu beheben. Hierbei ist die zweite Gleichung zur Behebung des Rotationsdefektes
um die z-Achse identisch mit Gl. 4.30. Die erste Gleichung entspricht der siebten
Zeile in Gl. 4.29 und behebt den Rotationsdefekt um die z-Achse. Die Gl. 4.31 sind
grundséatzlich auch zur Datumsfestlegung von GIl. 4.16 geeignet, wenn der Orientie-
rungsparameter kg nicht aus dem Vektor der Modellparameter eliminiert wird.

Die Losung einer freien Netzausgleichung ist abhangig vom gewahlten Datum,
da die terrestrischen Beobachtungen nur relative Informationen zwischen den ge-
messenen Punkten bereitstellen und somit die innere Netzgeometrie definieren, aber
insensitiv bzgl. eines absoluten Koordinatenbezugs sind (Illner 1985). In Abhéngigkeit
von den gewahlten Bedingungsgleichungen, der Anzahl und raumlichen Verteilung
der Datumspunkte sowie deren Néaherungswerten variieren die geschétzten Modellpa-
rameter. Diese Eigenschaft trifft auf alle Gleichungssysteme zu, die nicht iiber eine
ausreichende Anzahl von unabhéngigen Gleichungen verfiigen, um die Modellpara-
meter eindeutig zu bestimmen, und einen Rangdefekt aufweisen (Neitzel 2004b).

Mit den GI. 4.25 bis 4.31 sind geometrisch interpretierbare Bedingungsgleichungen
formuliert, welche die auftretenden Rotationsdefekte in Gl. 4.16 bzw. Gl. 4.20 beheben,
ohne zusitzlichen Zwang auf die Schitzwerte auszuiiben. Ahnlich wie bei der freien
Ausgleichung geodétischer Netze ist ein Teil der geschatzten Modellparameter jedoch
datumsabhéngig. Wie Neitzel (2004b) zeigt, zahlen die Koordinaten in einer freien
Netzausgleichung bspw. nicht zu den eindeutig schatzbaren Grofien. Sie verletzen
das von Grafarend und Schaffrin (1976) angegebene Aquivalenztheorem zwischen
schatzbaren und invarianten Groflen, da sie nicht unabhéngig vom gewahlten Datum
immer identisch sind.

Die Datumsfestlegung im IRP II Ansatz betrifft jedoch nur die Orientierung
des Teleskopkoordinatensystems, d. h. die Festlegung der Winkelorientierung fiir den
Primér- und Sekundarwinkel. Unmittelbar abhéngig von der Datumswahl sind dem-
zufolge die Positionen im Teleskopkoordinatensystem p; sowie die Winkel w; bzw. ;.
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Die Referenzpunktposition Pigrp bezieht sich auf das tibergeordnete terrestrische Ko-
ordinatensystem und ist aufgrund der geometrischen Definition die einzige Position,
die invariant bzgl. rotativer Bewegungen des Teleskops ist. Die Referenzpunktposition
zahlt folglich zu den eindeutig schatzbaren Modellparametern. Neben dieser zahlt der
Abstand epo zwischen beiden Teleskopachsen zu den wesentlichen Modellparametern,
welcher in der Analyse der Raumverfahren zu berticksichtigen ist. Der Achsenoffset
eao entspricht einem Modellparameter, der der inneren Geometrie zuzuordnen ist
und nur relative Informationen bzgl. des Abstandes zwischen den Achsen beschreibt.
Analog zu den terrestrischen Beobachtungen in der freien Netzausgleichung, die
lediglich relative geometrische Informationen zwischen den beobachteten Punkten
bereitstellen, ist dieser Modellparameter ebenfalls datumsinvariant. Der auftretende
Datumsdefekt des IRP II Ansatzes beeinflusst die Schatzung der beiden relevanten
Modellparameter daher nicht, da diese zu den eindeutig schétzbaren Grofien zahlen.
Dies gilt zwangslaufig auch fiir die geschéatzten Unsicherheiten dieser beiden Modell-
parameter. Der Anteil der geschatzten Dispersionsmatrix, der sich auf Pirp und exp
bezieht, ist unabhéingig von der Wahl der Datumsfestlegung.

Die Entscheidung fiir bzw. gegen eine der moglichen Bedingungsgleichungen kann
daher aus praktischen Uberlegungen heraus erfolgen. Im Hinblick auf eine Imple-
mentierung ist bspw. ein kompaktes Gleichungssystem erstrebenswert, da hierdurch
Speicherplatz eingespart und Berechnungszeiten reduziert werden. Durch das Mo-
dellieren der Teleskopwinkel als Modellparameter erhoht sich die Parameteranzahl
fir jede gemessene Markenposition P; ; um die korrespondierenden unbekannten
Winkel w; bzw. k;. Fir eine Marke p;, deren Trajektorie bspw. aus 1000 unter-
schiedlichen Teleskoporientierungen resultiert, werden demnach 2000 zusétzliche
Modellparameter benotigt. Fiir die Interpretation und Bewertung der Resultate spie-
len diese Winkel jedoch nur eine untergeordnete Rolle. Es empfiehlt sich daher, diese
Modellparameter, bspw. mit der in Anhang A.4 beschriebenen Blockzerlegungstech-
nik, verlustfrei aus dem Gleichungssystem zu eliminieren. Beschriankt man sich auf
die Reduktion dieser Winkel, hangt die Anzahl der Modellparameter nur noch von
der Anzahl der installierten Marken p; ab. Fir jede angebrachte Marke erhoht sich
die Parameteranzahl einmalig um die drei unbekannten Koordinatenkomponenten
im Teleskopkoordinatensystem. Die Anzahl der zu schatzenden Modellparameter ist
demnach nur von der a-priori gewahlten Anzahl der eingesetzten Marken abhéngig
und nicht von der Anzahl der beobachteten Teleskoporientierungen. Dies motiviert
die Verwendung von GI. 4.30 bzw. Gl. 4.31 zur Behebung des Defektes.

Zu Beginn dieses Abschnittes wurde bereits darauf hingewiesen, dass der IRP 11
Ansatz nur sensitiv fiir Winkeldnderungen ist, nicht jedoch bzgl. absoluter Winkel. Im
Folgenden wird diese Eigenschaft noch einmal aufgegriffen, und deren Konsequenzen
werden fiir die praktische Umsetzung erldutert. Das GGOS strebt einen 241b/74-Betrieb
der Teleskope an und regt folgerichtig eine Referenzpunktbestimmung wéhrend des
reguldren Teleskopbetriebs an, um Ausfallzeiten aufgrund lokaler Vermessungsar-
beiten zu minimieren. Winkeldnderungen sind nur detektierbar, wenn mindestens
zwei Marken im Teleskopkoordinatensystem vorhanden sind. Dies entspricht der
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Minimalanzahl, die bereitzustellen ist. Die Anderungen der Winkel (k;.1, — ;) und
(Wjtr — w;) resultieren aus der gleichzeitigen Erfassung zweier Marken in den Tele-
skoporientierungen j und (j + k). Gleichzeitig ist hier nicht als Synonym zu simultan
zu verstehen, sondern bezieht sich lediglich auf dieselbe Teleskoporientierung. Diese
gleichzeitige Erfassung der beiden Marken in zwei Teleskoporientierungen ist die
geometrische Minimalkonfiguration, die der Beobachtungsplan erfiillen muss. Weitere
gemeinsame Erfassungen sind aus geometrischen Griinden somit nicht notwendig.
Ist die Minimalkonfiguration erfiillt, konnen diese Marken demnach unabhéngig von-
einander in unterschiedlichen Teleskoporientierungen beobachtet werden. Ist eine
Konfiguration mit mehr als zwei Marken vorgesehen, so geniigt es, eine topologische
Verkniipfung zwischen diesen herzustellen, die sich aus paarweisen Minimalkonfi-
gurationen ableitet. Das gleichzeitige Erfassen aller Marken in mindestens zwei
Teleskoporientierungen stellt somit einen moglichen Sonderfall dar, ist aber nicht
zwingend. Dies bedeutet, dass eine bestehende Konfiguration jederzeit durch zusatz-
liche Marken erweitert werden kann.

Alle Marken, fiir die eine topologische Verkniipfung im Datensatz vorliegt, reali-
sieren ein Teleskopkoordinatensystem. Fiir diese Realisierung lassen sich die beiden
Rotationsdefekte durch geeignete Bedingungsgleichungen beheben. Andert sich die
Konfiguration der Marken vollstdndig, entspricht dies einer weiteren Realisierung
eines zusétzlichen Teleskopkoordinatensystems. Diese unterschiedlichen Realisierun-
gen besitzen jedoch einen identischen Ursprung, den Referenzpunkt, und weisen eine
identische Orientierung bzgl. des Primarwinkels auf. Letzteres ergibt sich unmittel-
bar durch die Eliminierung des Winkel o aus Gl. 4.16, welche den Rotationsdefekt
um die z-Achse aufhebt. Die Orientierungen der Sekundarwinkel zwischen diesen
Realisierungen sind hingegen nicht identisch, sodass mit jedem realisierten Teleskop-
koordinatensystem ein weiterer Rotationsdefekt hinzukommt. Dieser ist durch eine
zusétzliche Bedingungsgleichung pro Teleskopkoordinatensystem durch Gl. 4.30 zu
beriicksichtigen (Losler u. a. 2018c).

Da die Teleskope wéahrend eines reguldren SLR/LLR- bzw. VLBI-Experimentes
die Erdrotation ausgleichen bzw. dem Satelliten auf seiner Umlaufbahn folgen, lasst
sich mit einem polaren Messinstrument nur eine Marke pro Teleskopstellung erfassen.
Da die Minimalkonfiguration bereits durch wenige Messungen zu realisieren ist, bieten
sich hierfur Zeitfenster vor bzw. nach dem Experiment an. SLR/LLR ist weiterhin ein
wetterabhangiges Messverfahren (Sosnica 2014; Seitz u. a. 2017). Beobachtungen bei
Bewo6lkung bzw. Regen sind nicht moglich, sodass potenzielle Zeitfenster fiir lokale
Messungen i. A. unproblematisch sind.

Eine Alternative zu polaren Messsystemen bieten GNSS-Antennen, die am dreh-
baren Teil des Teleskops angebracht werden. Gegenwértige Systeme erlauben eine
Registrierungsrate von bis zu 50 Hz. In Abhéngigkeit der gewéhlten Positionen fiir
die angebrachten GNSS-Antennen konnen durch diese Registrierungsrate zusétzli-
che Positionsunsicherheiten von etwa 5pmm™! auftreten, die unkritisch sind. Die
resultierenden Trajektorien der GNSS-Antennen liegen somit praktisch synchron

und ohne personellen Aufwand vor. Durch die Anbringung der GNSS-Antennen
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am Teleskop kommt es jedoch konfigurationsbedingt zu Abschattungen, die u. U.
genauigkeitslimitierend wirken und bei der Analyse zu beriicksichtigen sind. Refe-
renzpunktbestimmungen mit GNSS-Antennen wurden u. a. von Kallio und Poutanen
(2011, 2012) und Ning u.a. (2015) erfolgreich durchgefiihrt.

Der Einsatz photogrammetrischer Messsysteme zur Referenzpunktbestimmung
scheint eine vielversprechende Alternative zur terrestrischen Vermessung zu bieten
(Harvey 1991). Durch die simultane Aufnahme mehrerer Marken liegen die erfassten
Trajektorien ebenfalls synchron vor. Messunsicherheiten von <1 mm fiir die diskret
signalisierten Punkte sind in Abhéangigkeit der eingesetzten Messmittel und der
Aufnahmekonfiguration erzielbar, sodass dieses Messsystem ein grofies Potenzial
fiir die Referenzpunktbestimmung aufweist. Erste Untersuchungen von Lésler und
Eschelbach (2020a) am Satellite Observing System Wettzell mit dem AICON DPA
Photogrammetriesystem bestétigen dies, siehe Abbildung 4.6.
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Abbildung 4.6: Gegeniiberstellung der Variationen der IRP I und IRP II Ergebnisse einer Mehrfach-
messung fir den ILRS-Referenzpunkt Pirp und den Abstand eso zwischen beiden Teleskopachsen. Die
Konfidenzbereiche (1) sind im Mafstab 3 : 1 dargestellt. Die sieben Messkampagnen wurden am Sa-
tellite Observing System Wettzell im September 2020 mit dem AICON DPA Photogrammetriesystem
durchgefiihrt.

Abbildung 4.6 zeigt die Ergebnisse einer mehrtigigen Messkampagne. Die Er-
gebnisse, die sich mit dem IRP I Losungsverfahren fiir den ILRS-Referenzpunkt
Pirp bzw. den Abstand exo zwischen beiden Teleskopachsen ergeben, sind in Abbil-
dung 4.6a dargestellt. In Abbildung 4.6b finden sich die korrespondierenden Ergeb-
nisse bei Verwendung des IRP II Losungsverfahrens. Die Koordinatenkomponenten
des Referenzpunktes variieren in einem Bereich von ca. 100 pm. Die Variation des
Achsenoffsets betriagt lediglich £25 um. Die Differenzen zwischen den Ergebnissen
des IRP I und des IRP II Verfahrens liegen bei <50 1m bzw. <10pm fir Prp
bzw. epp. Diese vernachléassigbaren Differenzen resultieren aus der unterschiedlichen
Beriicksichtigung der Teleskopwinkel w, x bei der Parameterschatzung mittels IRP I
bzw. IRP II Verfahren. Beide Losungsverfahren liefern somit gleichwertige Ergebnisse
und sind gleichermafien zur Referenzpunktbestimmung geeignet.
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4.2 Konfigurationsabhiangiges Bias

Das funktionale Modell der IRP-Methode ist aufgrund der parametrierten Rotationen
nichtlinear. Entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt 3.3 sind die Schatzwerte
verzerrt, wenn ein lineares Ersatzproblem anstelle des origindren nichtlinearen Pro-
blems gelost wird. Die Grofle des Bias ist abhéngig vom Grad der Nichtlinearitat
des funktionalen Modells und wird durch das stochastische Modell gesteuert, wie
Beispiel 2.1.1 anschaulich zeigt.

Aufgrund der Gl. 2.6, 2.9 lasst sich diese Eigenschaft generell auf alle nichtlinearen
Modelle tibertragen. Wie stark jedoch die Modellparameter verzerrt werden, ist
problemspezifisch zu ermitteln. Im Kontext der Referenzpunktbestimmung liegt
der Fokus auf dem geometrischen Referenzpunkt Pigrp, der einen Endpunkt des
Local-Ties beschreibt, und dem Abstand exo zwischen der priméren und sekundéren
Achse. Da das in Abschnitt 4.1.2 hergeleitete Transformationsmodell den gréfiten
Anwendungsbereich aufweist, wird nachfolgend ausschliellich der IRP-Ansatz mit
explizit formuliertem funktionalem Modell hier untersucht.

Abbondanza und Sarti (2012) untersuchen den Einfluss der Netzkonfiguration
und des Beobachtungsverfahrens auf den geschétzten Referenzpunkt durch Netzsimu-
lationen fiir ein Radioteleskop auf Sardinien (Italien). Die Autoren zeigen, dass die
untersuchten Netzkonfigurationen und Beobachtungsverfahren praktisch keine Aus-
wirkungen auf den geschitzten Referenzpunkt haben. Santamaria-Gémez u. a. (2012)
evaluieren die Anzahl der notwendigen Beobachtungen sowie den Vorteil zusétzlicher
Instrumente durch Simulation fiir das Radioteleskop in Yebes (Spanien). Die Autoren
empfehlen den Einsatz von mindestens zwei Instrumenten (bzw. zwei Instrumenten-
standpunkten), da sich hierdurch die Standardabweichung des Referenzpunktes im
Vergleich zur Losung mit nur einem Messinstrument (bzw. einem Instrumentenstand-
punkt) um 57 % verbessert. Kallio und Poutanen (2010) leiten aus Simulationen u. a.
die optimale Position fiir die anzubringenden Marken am Radioteleskop in Metsahovi
(Finnland) ab. Untersucht wurden Positionen am Subreflektor, an den Réndern bzw.
der Riickseite des Hauptreflektors und in der Néahe der Sekundérachse. Die geringsten
Standardabweichungen fiir den Referenzpunkt ergaben sich hierbei fiir Positionen in
der Nihe der Sekundérachse. Die grofiten Standardabweichungen ergeben sich, wenn
sich die Marken am Subreflektor befinden. Lésler u. a. (2013b) fithren hochredundante
Messungen mit zwei Prazisionstachymetern zur Referenzpunktbestimmung an einem
der VGOS-spezifizierten Radioteleskope des Geodatischen Observatoriums Wettzell
durch. Jede Marke wurde simultan von beiden Instrumenten erfasst. Durch gezieltes
Weglassen von Beobachtungen lassen sich drei potenzielle Aufnahmeverfahren aus
diesem Datensatz ableiten:

o Verwendung aller simultan durchgefithrten Messungen beider Instrumente,

o raumlicher Vorwartsschnitt durch Weglassen der Distanzmessungen beider
Instrumente,

o getrennte Auswertung der Messungen von jeweils nur einem Instrument.
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Fiir jede Konfiguration wurde der Referenzpunkt bestimmt. Die maximalen Differen-
zen der geschéatzten Referenzpunktkoordinaten betrugen in der Lage 0,1 mm und in
der Hohe 0,2 mm. Die maximale Differenz des geschatzten Achsenoffset ergab 0,2 mm.
Alle Differenzen liegen deutlich unterhalb der spezifizierten Messunsicherheit der
eingesetzten Tachymeter.

Im Gegensatz zu Abbondanza und Sarti (2012) fithren Losler u.a. (2013b) diese
hohe Ubereinstimmung ausschlieflich auf die gewihlte Netzkonfiguration zuriick,
bei der die Standpunkte gleichverteilt um das Teleskop herum angeordnet sind. Ein
redundantes Aufnahmeverfahren besitzt in der Datenanalyse gegeniiber einem nicht-
redundanten Verfahren Vorteile, z. B. im Hinblick auf die Zuverlassigkeit oder beim
Aufdecken von Fehlmessungen. Zur Bestimmung des Referenzpunktes sind jedoch alle
untersuchten Verfahren geeignet, sofern eine Netzkonfiguration mit gleichverteilten
Standpunkten um das Teleskop herum gewéhlt wird (Lossin 2013; Losler u. a. 2013a).

Lossin (2013) zeigt, dass Messungen von nur einem Standpunkt ungeeignet sind, da
der abgeleitete Referenzpunkt hierbei nicht von den erhobenen Punkten umschlossen
wird, sondern eine Extrapolation stattfindet. Empfohlen werden mindestens drei
Standpunkte, die gleichverteilt um das Teleskop herum angeordnet sind (Lossin 2013).
Das Hinzunehmen von weiteren Standpunkten verringert die Standardabweichung
der geschatzten Parameter zwar nur unwesentlich, erhoht jedoch die Zuverlassigkeit
der Ausgleichungsergebnisse.

Die Auswirkung einer moglichen Verzerrung in der Schétzung wurde fiir die
Referenzpunktbestimmung bisher nicht analysiert und wird im Folgenden untersucht.
In Anlehnung an die Untersuchungen von Lossin (2013) werden vier Standpunkte
gleichverteilt um das Teleskop herum gewéhlt, die gleichzeitig das geodatische Datum
definieren. Jeder Standpunkt deckt hierbei 90° des Primarwinkels ab, sodass mit
Messungen von allen vier Standpunkten der volle Arbeitsbereich von 360° abgedeckt
wird. Der Abstand zwischen den Standpunkten und dem Teleskop betrédgt in dieser
Abschétzung 25m. Dies entspricht einer iiblichen Messentfernung fiir freistehende
Radioteleskope. Da Radioteleskope hohe bauliche Anlagen sind, befinden sich alle
vier Standpunkte 15 m unterhalb des angenommenen Referenzpunktes.

Tabelle 4.1: Parameter zur Definition der Teleskopgeometrie zur Abschidtzung der Verzerrung der
Schatzwerte aufgrund der Nichtlinearitdt im funktionalen Modell.

Xmp Ymmep Zmrp €A0 « B Y
Om Om Om 10cm 0,005° 0,007° —0,003°

Mittels Gl. 4.16 und der in Tabelle 4.1 gegebenen Modellparameter werden die
vier in Tabelle 4.2 gegebenen Positionen p; vom Teleskopkoordinatensystem ins
iibergeordnete Referenzkoordinatensystem transformiert. Entsprechend der Empfeh-
lung von Kallio und Poutanen (2010) befinden sich die Marken in der Nahe der
Sekundérachse. In Anlehnung an die verwendeten Konfigurationen in (Johnston und
Dawson 2004; Losler u. a. 2018¢) befinden sich die vier Marken alle auf einer Tele-
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skopseite, sodass diese gleichzeitig von einem Standpunkt aus sichtbar sind. Mit einer
Schrittweite von 30° ergeben sich fiir den Primarwinkel zwolf Positionen in einem
Bereich von 15° bis 345°. Fiir den Sekundérwinkel werden jeweils vier Positionen
zwischen 0° und 90° gewahlt. Insgesamt ergeben sich hierdurch 192 Positionen P; ; im
iibergeordneten Referenzkoordinatensystem. Die gewéhlte Netz- und Beobachtungs-
konfiguration ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Diese setzt aufgrund der dquidistant
gewahlten Winkelinkremente ein gezieltes Rotieren um die beiden Teleskopachsen
voraus, sodass bei einer praktischen Umsetzung mit polaren Messsystemen lediglich

Tabelle 4.2: Positionen p; der Marken im Teleskopsystem zur Abschétzung der Verzerrung der Schatzwerte
aufgrund der Nichtlinearitiat im funktionalen Modell.

Pi Y 4

1 1,5m 3,5m 2,0m
2 15m 3,0m —2,0m
3 1,6m —-3,5m 2,0m
4 1,bm —-35m —-20m

ein Messinstrument erforderlich wire.
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Abbildung 4.7: Lagedarstellung der Netzkonfiguration fiir das Simulationsnetz, welches aus vier Stand-
punkten und 192 beobachteten Positionen am Teleskop besteht. Sichtbarkeiten sind durch Strichpunktlinien
in standpunktspezifischen Farben symbolisiert.
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Die a-priori Dispersionsmatrix der Punkte P;; wird, um zunéchst unabhan-
gig von einem spezifischen Aufnahmeverfahren zu sein, durch eine Taylor-Karman-
Strukturmatrix modelliert. Die Taylor-Karman-Strukturmatrix ist insbesondere in
der Optimierung von geodatischen Netzen eine haufig eingesetzte Matrix, die im
sogenannten Design 2. Ordnung eine idealisierte Dispersionsmatrix im Sinne ei-
nes stochastischen Prozesses beschreibt (Schmitt 1985; Eschelbach u.a. 2019). Die
Konfidenzbereiche der Punkte weisen hierbei homogene und isotrope Strukturen
auf und lassen sich im zweidimensionalen Fall durch gleich grofie Kreise bzw. im
rdaumlichen Fall durch gleich grofe Kugeln darstellen. Fiir 02 = 1 entspricht die
Taylor-Karman-Strukturmatrix K einer Korrelationsmatrix.

Die Submatrix zwischen dem i-ten und j-ten Punkt lautet (Grafarend und Schaf-
frin 1979)

Si.j

Kij = o5 <¢t (si5) T+ (o) 5 o <Si’j)Di,j> : (4.32)

wobei s; ; = \/ Azi; + Ay?; + Az}; der Abstand zwischen den beiden Netzpunkten
ist und I die Einheitsmatrix beschreibt. Die Matrix D resultiert aus den Koordinaten-

differenzen zwischen dem i-ten und j-ten Punkt, und lautet

Ax?  AzAy AxAz
D;,, = AyAz  Ay? AyAz

AzAx AzAy  Az? i
Die Léngs- und Querkorrelationsfunktionen ¢, und ¢; ergeben sich mithilfe der
modifizierten Bessel-Funktionen zweiter Art zu (Grafarend und Schaffrin 1979)

o (s) = 4;? — 2K, (;) — 4;1CK1 (;) : (4.33a)
P (s) = ZjKl <;> — i (s), (4.33b)

wobei Ky und K7 Funktionen der modifizierten Bessel-Funktionen 0. und 1. Ordnung
beschreiben und d, die charakteristische Distanz darstellt.

Abbildung 4.8 zeigt den Korrelationskoeffizient p in Abhéangigkeit des Verhélt-
nisses zwischen dem Punktabstand s und der charakteristischen Distanz d.. Die
charakteristische Distanz d,. steuert hierbei die Grole der Korrelation p zwischen den
Punkten. Dicht benachbarte Punkte weisen eine hohere stochastische Abhédngigkeit
auf als Punkte, die weit voneinander entfernt liegen. Zur geeigneten Wahl von d,. gibt
es verschiedene Ansétze, siehe hierzu (Schmitt 1980; Wimmer 1981). Yazji (1998)
empfiehlt die Verwendung von

d. = v/2min (s,) (4.34)

fir s; ; > 0, die nachfolgend iibernommen wird.
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Abbildung 4.8: Korrelationskoeffizient p in Abhéngigkeit des Verhéltnisses zwischen dem Punktabstand
s und der charakteristischen Distanz d.. Hohe Korrelationen p ergeben sich fiir dicht benachbarte Punkte.
Je weiter die Punkte von einander entfernt liegen, desto geringer werden die stochastischen Abhéngigkeiten.

Die so gebildete Taylor-Karman-Strukturmatrix ist unabhéangig vom gewahlten
Datum des Netzes. Mit der von Baarda (1981) hergeleiteten S-Transformation lasst
sich K jedoch in jedes beliebige Datum iiberfithren, ohne dass Kenntnisse bzgl. des
Ausgangsdatums von K notwendig sind (Teunissen 1985b; Illner 1985). Mit der
Transformationsmatrix

S¢ = I-G(G'E.G)  G"Eq (4.35)
ergibt sich
Kq = SqKS! (4.36)

im gewiinschten Datum d. Dabei ergeben sich die Elemente in G aus der differenziellen
Transformationsmatrix T nach Gl. 4.28, und E4 ist eine diagonale Selektionsmatrix,
die fiir alle Punkte, die das Netzdatum d realisieren, eine Eins auf der Hauptdiagonale
besitzt und ansonsten mit Nullwerten gefiillt ist.

In Abbildung 4.9 ist fiir zehn aquidistant gewéhlte o, die in einem Bereich von
0,1 mm bis 10 mm liegen, die mittels Gl. 3.40a geschatzte Parameterverzerrung fiir
die Referenzpunktposition Pirp und den Abstand exo zwischen den Teleskopachsen
dargestellt. Das Parameterbias ist in Abhéngigkeit von oq fiir fiinf unterschiedliche
Beobachtungskonfigurationen geplottet, die aus der Verwendung unterschiedlicher
Standpunkte resultieren. Erwartungsgemaf steigt die Parameterverzerrung mit zu-
nehmenden Werten fiir oy an. Die Grofle der Parameterverzerrung ist weiterhin von
der Anzahl der Beobachtungen und der Aufnahmekonfiguration abhéngig. Das Bias
verringert sich, wenn sich die Anzahl der Beobachtungen durch das Hinzunehmen
von zusédtzlichen Standpunkten erhéht. Die gewahlte Netzkonfiguration beeinflusst
mafgeblich die auftretende Parameterverzerrung. Wahrend die Konfiguration mit
den beiden benachbarten Standpunkten 1 und 2 in der Y-Komponente noch ei-
ne deutliche Verzerrung aufweist, ist diese Verzerrung fiir die Konfiguration mit
den Standpunkten 1 und 3 nicht sichtbar. Wie Abbildung 4.7 zeigt, liegen sich die
Standpunkte 1 und 3 direkt gegeniiber, sodass sich fiir die Lage eine punktsym-
metrische Beobachtungskonfiguration ergibt. Das Bias eliminiert sich hierdurch fir
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Abbildung 4.9: Parameterverzerrung bei Verwendung der Taylorreihe mit Gliedern 1. Ordnung. Die
Verzerrungen sind fiir den Referenzpunkt Pirp und den Abstand epo zwischen beiden Teleskopachsen in
Abhéngigkeit von finf verschiedenen Beobachtungskonfigurationen und zehn unterschiedlich gewéhlten
oo dargestellt. Dunkelgraue Pluszeichen symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung des Standpunktes
1. Hellrote Diamanten symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung der beiden Standpunkte 1 und 2.
Hellrote Dreiecke symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung der beiden Standpunkte 1 und 3. Rote
Kreuze symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung der Standpunkte 1 bis 3. Rote Vierecke symbolisieren
die Ergebnisse bei Verwendung von allen Standpunkten.

die horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes. Bedingt durch die
gewahlte Beobachtungskonfiguration in diesem Beispiel ergibt sich fiir die Hohe erst
bei Verwendung von allen vier Standpunkten eine punktsymmetrische Konfiguration.
Folglich tritt erst in dieser Konfiguration keine Verzerrung mehr in der vertikalen
Koordinatenkomponente auf.

Auffallig ist, dass die Verzerrung in den horizontalen Koordinatenkomponenten
deutlich grofler ist als in der vertikalen Komponente. Dies ist ebenfalls auf die Beob-
achtungskonfiguration zuriickzufiihren. Unabhéngig von der Anzahl der Standpunkte
befinden sich stets Beobachtungen oberhalb und unterhalb der Z-Komponente des
Referenzpunktes, sodass in keiner Konfiguration eine Extrapolation der vertikalen
Koordinatenkomponente stattfindet. Wie aus Abbildung 4.7 ersichtlich, trifft dies fiir
die horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes nur auf bestimmte
Konfigurationen zu.

Wiéhrend die X-Komponente des Referenzpunktes bereits bei der Verwendung
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der Standpunkte 1 und 2 kaum noch verzerrt wird, ist in der Y-Komponente noch
ein geringer Anstieg zu erkennen. Dieser Anstieg resultiert aus dem modellierten
Abstand epo zwischen den Teleskopachsen, siehe Tabelle 4.1. Der Achsenoffset exg ist
nach GI. 4.10 in Y-Richtung definiert. Die Grole der Verzerrung von e, ist ebenfalls
abhéngig von der Anzahl der beriicksichtigten Beobachtungen und dem gewéhlten
0o. Bei exp handelt es sich jedoch um den Abstand zwischen der Primér- und
Sekundérachse innerhalb der Teleskopstruktur. Aus diesem Grund wird das Bias fiir
eao erwartungsgeméaf nicht durch punktsymmetrische Beobachtungskonfigurationen

eliminiert.
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Abbildung 4.10: Parameterbias fiir die horizontalen Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes
bei Verwendung der Taylorreihe mit Gliedern 1.Ordnung. Die Verzerrungen fiir den Referenzpunkt
sind im Maflstab 50 Mio : 1 in Abhéngigkeit von fiinf verschiedenen Beobachtungskonfigurationen und
zehn unterschiedlich gewédhlten op dargestellt. Dunkelgraue Pluszeichen symbolisieren die Ergebnisse
bei Verwendung des Standpunktes 1. Hellrote Diamanten symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung
der beiden Standpunkte 1 und 2. Hellrote Dreiecke symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung der
beiden Standpunkte 1 und 3. Rote Kreuze symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung der Standpunkte
1 bis 3. Rote Vierecke symbolisieren die Ergebnisse bei Verwendung von allen Standpunkten. Fir die
Netzkonfiguration mit einem Standpunkt ist das jeweilige oo angegeben.

Abbildung 4.10 zeigt die Parameterverzerrung fiir die Referenzpunktkoordinaten
in der Lage in Abhéngigkeit von oy und den fiinf Beobachtungskonfigurationen
bei Verwendung der Taylorreihe mit Gliedern 1. Ordnung. In dieser Darstellung
wird der Mehrwert einer Beobachtungskonfiguration mit mehreren Standpunkten
deutlich. Werden die Beobachtungen aller vier Standpunkte verwendet, wird die
Verzerrung aufgrund der Punktsymmetrie praktisch aufgehoben. Bei der Verwendung
der Standpunkte 1 bis 3 weist das maximale Bias fiir oy = 10mm die gleiche
Groflenordnung auf wie bei Verwendung eines Standpunktes und oy = 1,2mm.
Insgesamt ist das Bias in diesem Beispiel sehr klein und iiberschreitet fiir keine
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4.2. Konfigurationsabhiangiges Bias

Konfiguration 2 pm. Diese Analyse zeigt jedoch sehr anschaulich, dass durch geeignete
Netzkonfigurationen ein Bias der Schatzwerte reduziert werden kann, und bestatigt
die Empfehlungen von Lossin (2013) fiir diese Anwendung.

Durch die S-Transformation nach GIl. 4.36 weist K4 nur noch eine genéherte
homogene und isotrope Struktur auf. Bedingt durch die symmetrische Netzkonfi-
guration sind die resultierenden Konfidenzellipsoide der einzelnen Positionen P, ;
dennoch nahezu kugelférmig. In Abhéngigkeit der Netzkonfiguration, des gewéhlten
Datums und des gewéhlten Aufnahmeverfahrens wird bei einer praktischen Messung
die Struktur der Dispersionsmatrix von dieser idealisierten Form abweichen, wodurch
sich andere Parameterverzerrungen ergeben. Polare Messsysteme werden gegenwartig
am haufigsten zur Referenzpunktbestimmung eingesetzt (Dawson u.a. 2006; Leinen
u.a. 2007; Losler 2009b; Losler u.a. 2018c¢). In Anlehnung an die Optimierung des
Netzdesigns 2. Ordnung, bei der fiir eine bestehende Netzkonfiguration und eine
vorgegebene Dispersion fiir die Modellparameter das stochastische Modell der Beob-
achtungen optimiert wird (Schmitt 1985), soll nachfolgend das Bias fiir variierende
Strecken- und Winkelmessunsicherheiten abgeschatzt werden. Die Netzkonfiguration
und der Beobachtungsplan werden aus Abbildung 4.7 ibernommen. Jede Position P;
wird nur einmalig registriert. Die Standpunkte sind untereinander durch gegenseitige
Messungen miteinander verkniipft und definieren wiederum das geodétische Datum
des tibergeordneten terrestrischen Koordinatensystems. Da sich der Abgriff einer
horizontalen Richtung nicht wesentlich vom Abgriff eines Zenitwinkels unterscheidet,
werden fiir diese jeweils identische Messunsicherheiten o, v = on, = oy unterstellt.
Die gewahlten Messunsicherheiten fiir die polaren Beobachtungen orientieren sich
an gegenwartig verfiigharen Messinstrumenten, die in der Ingenieurgeodésie und
insbesondere im Kontext der Referenzpunktbestimmung empfohlen und eingesetzt
werden (Nothnagel 2005; Moser u. a. 2012, S. 239).

Durch Vorgabe von je 15 Messunsicherheiten fiir die Strecken- und Winkelbeobach-
tungen ergeben sich insgesamt 225 Kombinationen. Fiir jede Kombination wird mit
den Werkzeugen der Netzplanung (Jager u.a. 2005, S. 284ff; Niemeier 2008, S. 340f)
die a-priori Dispersionsmatrix der Positionen P; ; abgeschatzt. Um zu priifen, ob eine
Optimierung der Winkel- oder der Streckenmessung im Hinblick auf eine Reduktion
des Bias zu empfehlen ist, wird ein exponentieller Anstieg der Messunsicherheiten
gewéhlt, wobei die Messunsicherheiten der Streckenbeobachtungen einen Bereich von
0,1mm bis 2,0 mm abdecken, und die Messunsicherheiten der Winkelmessungen im
Intervall von 0,05 mgon bis 1,0 mgon liegen, siehe Abbildung 4.11.

Die geschatzte Parameterverzerrung fiir die Referenzpunktposition Prp und den
Abstand zwischen der Primér- und Sekundérachse exo sind in Abbildung 4.12 in
Abhéangigkeit von og und oy,y exemplarisch fiir die Aufnahmekonfiguration von
Standpunkt 3 dargestellt. Die Parameterverzerrungen ergeben sich aus GIl. 3.40a
und sind als Differenz zwischen der TS1- und TS2-Losung dargestellt. Mit grofer
werdenden Unsicherheiten fiir die polaren Messelemente steigen die Parameterver-
zerrungen erwartungsgemafl an, bleiben aber stets <1pm und sind fiir die meisten
Anwendungen vernachlassighar. Weiterhin ist zu erkennen, dass die Messunsicherheit
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4. Geometrischer Referenzpunkt geodétischer Raumverfahren

der Winkelmessung gegeniiber der Streckenmessung einen dominanteren Anteil an der
Parameterverzerrung aufweist. Fir oy, v < 0,3 mgon ergeben sich unabhéngig von og
praktisch keine Verzerrungen. Bei Verwendung von polaren Messsystemen ist folglich
eine Verringerung der Messunsicherheit fiir die Winkelmessung empfehlenswert, da

diese die Verzerrung der Parameter im linearisierten Modell dominiert.
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Abbildung 4.11: Angenommene a-priori Messunsicherheiten fiir Streckenbeobachtungen og und Winkel-
beobachtungen oy, v zur Bestimmung der Dispersionsmatrizen der Markenpositionen P; ; am Teleskop.

Die Messunsicherheiten steigen exponentiell, um den moglichen Mehrwert von Prazisionsmessungen zu
untersuchen.

Yrs1 — Yrso in nm

Abbildung 4.12: Geschéatzte Parameterverzerrung fiir die Koordinatenkomponenten des Referenzpunktes
sowie fiir den Abstand zwischen Primér- und Sekundérachse in Abhéngigkeit von og und op, v. Die
dargestellten Parameterverzerrungen ergeben sich aus der Differenz zwischen der TS1- und TS2-Lésung,
d.h., (a) X1s1 — Xrs2, (b) Yrs1 — Yrs2, (¢) Zrs1 — Zrs2 und (d) eaorg; — €AO g, s Wobei Messungen
zum Teleskop ausschliefllich vom Standpunkt 3 in dieser Darstellung beriicksichtigt wurden.
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4.2. Konfigurationsabhiangiges Bias

Durch die Hinzunahme weiterer Standpunkte reduziert sich die Parameterverzer-
rung. Werden alle vier Standpunkte miteinbezogen, hebt sich die Parameterverzerrung
aufgrund der symmetrischen Messkonfiguration fiir die Lagekomponente des Refe-
renzpunktes fast vollsténdig auf, wie Abbildung 4.13 zeigt. Dies entspricht auch
den Ergebnissen in den Abbildung 4.9, 4.10 und unterstreicht den Mehrwert einer
symmetrischen Standpunktanordnung um das Teleskop herum. Kleinere Differenzen
verbleiben, da die angenommene Teleskopgeometrie aufgrund der gewdhlten Parame-
ter kein exakt rotationssymmetrisches Objekt darstellt, siche Tabelle 4.1. Wahrend
fiir die horizontalen Komponenten des Referenzpunktes durch eine symmetrische
Messanordnung die Parameterverzerrung (nahezu) vollstandig eliminiert wird, lasst
sich dies auf die vertikale Koordinatenkomponente nicht iibertragen.
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Abbildung 4.13: Geschitzte Parameterverzerrungen fiir die horizontalen Koordinatenkomponenten des
Referenzpunktes fiir Messkonfigurationen von unterschiedlichen Standpunkten. In jeder Beobachtungs-
konfiguration wurde der Bias in Abhéngigkeit von og und op, v geschitzt, sodass sich pro Beobach-
tungskonfiguration 225 Einzelauswertungen ergeben. Die Parameterverzerrung ist im Maflstab 2,5 Mrd : 1
dargestellt.

Wie Abbildung 4.14 anschaulich zeigt, wird hier durch die Aufnahmekonfiguration
praktisch keine nennenswerte Verbesserung erzielt. Durch die Verwendung von pola-
ren Beobachtungen in der Netzsimulation sind die resultierenden Konfidenzellipsoide
der Positionen P; ; unterschiedlich orientiert und abhéngig von den Messunsicherhei-
ten fiir Strecken- und Winkelbeobachtungen. Wahrend die Konfidenzellipsoide bei
Verwendung der Taylor-Karman-Strukturmatrix annéhernd kugelférmig sind, ergeben
sich hier Konfidenzellipsoide mit unterschiedlichen Halbachsen und Orientierungen.
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Abbildung 4.14: Geschétzte Parameterverzerrung fiir die vertikale Koordinatenkomponente des Re-
ferenzpunktes in Abhéngigkeit von og und oy, v sowie der Anzahl der verwendeten Standpunkte. Die
Parameterverzerrung ist im Mafstab 2,5 Mrd : 1 dargestellt.

Abbildung 4.15 zeigt fiir Messungen von einem Standpunkt schematisch die Visu-
ren zu einer Marke, die sich fiir zwei unterschiedliche Teleskoporientierungen ergeben.
Die resultierenden Konfidenzbereiche sind in Form von Ellipsen dargestellt und
etwa gleich grofl. Die Orientierungen dieser Ellipsen unterscheiden sich aufgrund
der unterschiedlichen Zenitwinkel. Wéhrend in der dargestellten Konfiguration die
Unsicherheit der vertikalen Komponente bei flacher Visur mafigeblich aus der kleinen
Halbachse der Konfidenzellipse resultiert, nimmt der Einfluss der groflen Halbachse
mit steiler werdenden Visuren zu. Positionen, die sich oberhalb des Referenzpunk-
tes befinden, weisen in diesem Beispiel eine groflere Unsicherheit in der vertikalen
Komponente auf, sodass sich trotz symmetrischer Punktverteilung eine einseitige
Verzerrung fiir die vertikale Komponente des Referenzpunktes ergibt.

Die Abschétzung der Parameterverzerrung erfordert zwingend ein repréisentatives
stochastisches Modell. Durch geeignete Messanordnungen lédsst sich das Bias auf
die geschatzten Parameter reduzieren oder u. U. sogar eliminieren. Bei identischen
Beobachtungen, aber unterschiedlich strukturierten Dispersionsmatrizen ergeben sich
unterschiedliche Verzerrungen. Eine repriasentative Abschiatzung muss daher stets
problembezogen erfolgen. Im Kontext der Netzoptimierung kann die Abschéatzung
der Parameterverzerrung verwendet werden, um optimierte Messanordnungen und
erforderliche Messgenauigkeiten zu evaluieren. Im Rahmen der Referenzpunktbestim-
mung fithrt eine moglichst symmetrische Aufnahmekonfiguration in Kombination mit
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einer Dispersionsmatrix, die moglichst homogene und isotrope Strukturen aufweist,
zu weitgehend unverzerrten Ergebnissen.

¢ Standpunkt
Y  Referenzpunkt Pirp
. Marker Pi,l
B Marker P;,
o)
<
0
=
v
v
v
v
v
v
v
v
v
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/ - —
-
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Abbildung 4.15: Schematische Darstellung der von einem Standpunkt aus durchfithrbaren Visuren zu
einer Marke p;, die sich fur die j = 1,2 Teleskoporientierungen ergeben, mit zugehérigen Konfidenzberei-
chen. Die konfigurationsbedingten Konfidenzbereiche, die sich fiir jeweils identische og und oy, v ergeben,
sind fiir beide Positionen P; 1, P; 2 durch Ellipsen dargestellt.

4.3 Zusammenfassung

Der geometrische Referenzpunkt eines SLR/LLR- bzw. VLBI-Teleskops ist i. A. ein
unzuganglicher Punkt, der sich nicht materialisieren lésst. Eine direkte Bestimmung
mit bspw. taktilen Messverfahren ist daher nicht moéglich. Zur indirekten Bestim-
mung gibt es eine Reihe von unterschiedlichen methodischen Herangehensweisen.
Geometrische Modelle wie das Kugel- oder Torusmodell reduzieren die Aufgabe auf
eine einfache Parametrierung, besitzen aber einen limitierten Anwendungsbereich.
Aus dem Ansatz iiber ausgleichende Kreise ergeben sich zwei Verfahren: zum einen
das Modell mit Primérachsenkreisen und zum anderen das Modell mit Primar- und
Sekundarachsenkreisen.

Neben der Anwendung von geometrischen Primitiven lasst sich das Achssystem
des Teleskops mathematisch beschreiben und durch einen Transformationsansatz
mit einem tubergeordneten terrestrischen Koordinatensystem verkniipfen. Dieses
IRP-Modell bestimmt den Referenzpunkt unter Beriicksichtigung von teleskopspezi-
fischen Parametern wie z. B. des Achsenoffsets. Aufgrund der zu parametrierenden
Drehungen in diesem Modellansatz gibt es verschiedene Darstellungsmoglichkeiten.
Gebrauchlich ist der Einsatz von Eulerwinkeln, die eine Drehung um eine Koordi-
natenachse beschreiben, sowie die Darstellung mittels Eulerachse und -winkel. Auf
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die geschatzten Parameter hat die Wahl bzgl. der Rotationsparametrierung keinen
Einfluss.

Das Bestimmen des Referenzpunktes und moglicher Zusatzparameter kann so-
wohl in einem implizit als auch in einem explizit formulierten funktionalen Modell
erfolgen. Wahrend das implizite IRP I Verfahren eine synchrone Erfassung der Mar-
kenpositionen und der zugehorigen Teleskopwinkel voraussetzt, benotigt das explizite
IRP II Verfahren ausschliellich die Trajektorien der angebrachten Marken. Im Ge-
gensatz zum IRP I Verfahren weist der IRP II Ansatz jedoch zwei Rotationsdefekte
auf, der durch zusétzliche Bedingungsgleichungen sachgerecht zu beheben sind. In
Abschnitt 4.1.2 wurden mogliche Bedingungen und deren Konsequenzen diskutiert,
wobei ausschliellich geometrisch interpretierbare Bedingungen betrachtet wurden.
Sowohl die Position des Referenzpunktes als auch der Offset zwischen der Primér-
und Sekundérachse gehoéren zu den eindeutig schatzbaren Groflen und sind von der
Wahl der verwendeten Bedingungsgleichungen unabhéngig. Beide Verfahren erlauben
eine in-situ Referenzpunktbestimmung, sodass die Teleskopausfallzeiten aufgrund
von lokalen Vermessungsarbeiten reduziert werden. Anhand von Realdaten konnte
demonstriert werden, dass beide Losungsverfahren praktisch gleichwertige Ergebnisse
liefern und gleichermafien zur Referenzpunktbestimmung geeignet sind.

Tabelle 4.3 fasst wesentliche Eigenschaften der vorgestellten Methoden hinsicht-
lich der beriicksichtigten Modellparameter und beziiglich Einschrénkungen in der
messtechnischen Realisierung zusammen. Wahrend die Kugel und der Torus vor allem
Einschrankungen bei der Parametrierung des Teleskops aufweisen, beziehen sich die
Einschrankungen der iibrigen Verfahren auf die praktische Umsetzung. Das Kugel-
bzw. Torusmodell sollte daher nur Anwendung finden, wenn das Vorhandensein eines
moglichen Achsenoffsets ausgeschlossen werden kann bzw. beide Teleskopachsen
senkrecht aufeinander stehen. Sowohl der Torus als auch das P-Kreismodell weisen
messtechnische Restriktionen auf, da diese nur Marken an definierten Stellen zulas-
sen. Das PS-Kreismodell besitzt eine identische geometrische Beschreibung wie das
IRP-Transformationsmodell, setzt jedoch ein gezieltes Rotieren des Teleskops um
jeweils nur eine Achse voraus und erfiillt daher die Anforderung an eine in-situ Refe-
renzpunktbestimmung nicht. Da das IRP-Transformationsmodell unabhéngig von
einer Geometrie definiert ist, entstehen keine Restriktionen bzgl. der Positionswahl
der Marken und der Rotation des Teleskops.

Sowohl die in Abschnitt 4.1.1 vorgestellten geometrischen Modelle als auch die
in Abschnitt 4.1.2 hergeleitete IRP-Transformationsmethode besitzen nichtlineare
funktionale Zusammenhéange, sodass die Schatzwerte aufgrund von Gl. 2.4 nicht
erwartungstreu sind, wenn ein lineares Ersatzproblem anstelle des originaren nicht-
linearen Problems gelost wird. Die mogliche Verzerrung der Parameter wurde in
Abschnitt 4.2 fir die explizite Darstellung des IRP-Transformationsmodells analy-
siert. Neben unterschiedlichen stochastischen Modellen wurde hierbei der Einfluss der
Aufnahmekonfiguration auf die Parameterverzerrung untersucht. Hierbei zeigt sich
zum einen, dass eine Steigerung der Messgenauigkeit erwartungsgemafl zu kleineren
Verzerrungen fithrt, zum anderen lésst sich die Verzerrung aber auch durch eine geeig-
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nete Aufnahmekonfiguration minimieren, u. U. sogar eliminieren. Die Verzerrungen
sind insgesamt sehr gering und iiberschreiten in keiner der untersuchten Konfigura-
tionen 2pum. Im Vergleich zur angenommenen Messunsicherheit der Eingangsdaten
kann dies praktisch als vernachléssigbar angesehen werden.

Tabelle 4.3: Vergleich der einzelnen Methoden zur Referenzpunktbestimmung hinsichtlich der Bertick-
sichtigung von konstruktionsbedingten Abweichungen des Teleskops im funktionalen Modell und beziiglich
Einschrénkungen bei der messtechnischen Umsetzung. Wahrend ein Pluszeichen (+) symbolisiert, dass
das Vergleichskriterium durch die Methode erfiillt wird, zeigt ein Minuszeichen (-), dass die Methode das
Kriterium nicht erfillt.

Kugel Torus P-Kreis PS-Kreis IRP1 IRP II
Parametrierte Teleskopparameter
Achsenoffset - + +9 + + +
Nichtorthogonalitét + - +9 + + +
Neigung der Primérachse + + +10 + + +
Messtechnische Restriktionen

Beliebige Markenposition + - - + + 49
Beliebige Teleskopdrehung + + + - + +
Keine Synchronisation + + + + - +1

9Erfordert mindestens zwei Marken.
10Bei strenger Losung und sachgerechter Parametrierung, z. B. mittels Gl. 4.1, 4.6 und 4.7.
HTopologische Beziehung zwischen Marken muss erfasst werden.
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

Die Position des geometrischen Referenzpunktes definiert den invarianten Bezugs-
punkt (IRP), auf den sich alle Beobachtungen eines Raumverfahrens beziehen. Der
IRP ermoglicht die Kombination von unterschiedlichen Raumverfahren miteinander,
z. B. zur Bildung eines globalen geodatischen Referenzrahmens. Die Zuverléssigkeit
der aus verschiedenen Raumverfahren abgeleiteten globalen Produkte hangt jedoch
nicht nur von der Genauigkeit des IRP ab, sondern mafigeblich von den Messergebnis-
sen, die die einzelnen Techniken erzielen. Das ambitionierte Ziel, welches das Global
Geodetic Observing System anstrebt, ist eine Positionsgenauigkeit von 1 mm sowie
eine zeitliche Stabilitit von 0,1 mma~! im globalen geoditischen Referenzrahmen.
Neben einer technischen Weiterentwicklung, wie sie u. a. durch die Umsetzung der
Agenda VLBI2010 erfolgt, miissen hierfiir insbesondere systematische Messabweichun-
gen in den geodétischen Raumverfahren identifiziert und messtechnisch quantifiziert
werden. Zur Korrektur der Daten sind weiterhin geeignete Modelle zu entwickeln,
sodass sich die Beobachtungen der Raumverfahren auf den IRP beziehen.

Die Empfangseigenschaften von VLBI-Radioteleskopen werden mafigeblich durch
die Reflektionseigenschaft und die rdumliche und zeitliche Stabilitdat des Haupt-
und ggf. Subreflektors bestimmt. Neben dufleren Einfliissen wie Temperatur, Wind,
Sonneneinstrahlung oder Schneelasten konnen Verformungen auch durch das Eigen-
gewicht des Haupt- und Subreflektors verursacht werden. Insbesondere bei Drehung
des Teleskops verschiebt sich der Schwerpunkt des Hauptreflektors und kann eine last-
fallabhéngige Deformation verursachen (Carter u.a. 1980; Sovers u.a. 1998). Clark
und Thomsen (1988) untersuchen das durch Lastfallinderungen hervorgerufene De-
formationsverhalten am Radioteleskop in Fairbanks (Alaska) und leiten fiir dieses
Azimut-Elevation-Teleskop ein Modell zur Beschreibung der Signalwegénderungen
AL her. Die Autoren identifizieren drei Haupteinfliisse, AF' (w), AV (w) und AR (w),
welche in Abhéngigkeit des Sekundarwinkels w

« die Anderung der Brennweite des Hauptreflektors,
o die Variation des Hauptreflektors zur Sekundérachse und somit zum IRP sowie

o die Verschiebung des Empfingers bzw. Subreflektors

beschreiben. Durch das Einfithren zugehériger linearer Gewichtskoeffizienten ap, ay
und ap lassen sich die Signalweganderungen durch eine gewichtete Summenbildung

AL(w) = apAF(w)+ ayAV(w) + AagAR(w) (5.1)
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ausdriicken. Hierbei ist fiir Radioteleskope, deren Systembrennpunkt Fy mit dem
Brennpunkt des Hauptreflektors F; zusammenfillt (Primér-Fokus-Design), A = 1
und fir Radioteleskope, die das reflektierte Signal des Hauptreflektors tiber einen Sub-
reflektor zum Systembrennpunkt Fy leiten (Sekundér-Fokus-Design), A = 2 (Clark
und Thomsen 1988; Abbondanza und Sarti 2010). Wahrend AF, AV und AR die
geometrischen Verformungen in GIl. 5.1 représentieren, resultieren die Gewichtsko-
effizienten ap, ay und agr aus der teleskopspezifischen Illumination der Apertur.
Clark und Thomsen (1988) zeigen, dass diese Gewichtskoeffizienten linear abhéngig
voneinander sind, d. h.,

ap = )\(1—0412), (52&)
ay = —1—Jdag. (5.2b)
Hierbei ergibt sich
aR = /In (P) h(P)dl (5.2¢)
r

aus der Integration der einzelnen Signalwege tiber die gesamte Reflektionsflache I'.
Die Funktion h beschreibt die Anderung des Signalweges infolge einer Verschiebung
des Empfangers bzw. Subreflektors, und I,, ist die teleskopspezifische normierte
[Mluminationsfunktion (Clark und Thomsen 1988; Abbondanza und Sarti 2010; Artz
u.a. 2014).
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Abbildung 5.1: Schnitt durch ein Sekundér-Fokus-Paraboloid mit Signalverldufen. Der Subreflektor
befindet sich hinter dem Brennpunkt des Hauptreflektors (gregorianische Konfiguration) und ist durch
eine Ellipse parametriert, welche durch eine gepunktete schwarze Linie dargestellt ist. Die Brennpunkte
dieser Ellipse korrespondieren jeweils mit dem Brennpunkt des Hauptreflektors F1 (roter Kreis) und
dem Systembrennpunkt Fg (roter Stern). Physische Elemente des Haupt- und Subreflektors sind als
durchgezogene schwarze Linien angedeutet.

Abbildung 5.1 zeigt schematisch die gregorianische Konfiguration eines Sekundér-
Fokus-Radioteleskops mit Signalverlaufen. Der Hauptreflektor dieses konventionellen
Sekundér-Fokus-Radioteleskops wird iiblicherweise als gewohnliches Rotationspara-
boloid entworfen. Das eintreffende Signal wird zunichst vom Rotationsparaboloid
in Richtung des Brennpunktes des Hauptreflektors (Primérfokus) F; reflektiert.
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Vom Subreflektor wird dieses Signal anschliefend zum Systembrennpunkt (Sekun-
dérfokus) F reflektiert. In der dargestellten gregorianischen Konfiguration befindet
sich der Subreflektor hinter dem Brennpunkt des Hauptreflektors und lésst sich
geometrisch durch ein Rotationsellipsoid parametrieren. Befindet sich der Subreflek-
tor hingegen vor dem Brennpunkt des Hauptreflektors, so handelt es sich um ein
Sekundar-Fokus-Radioteleskop nach dem cassegrainischen Prinzip. In diesem Fall
entspricht der Subreflektor einem zweischaligen Rotationshyperboloid (Milligan 2005,
S. 409). Abbildung 5.2 zeigt schematisch die cassegrainische Konfiguration eines
Sekundar-Fokus-Radioteleskops.

@® Primérfokus
%  Sekundarfokus
A Scheitelpunkt

|
|
|
|
—

Abbildung 5.2: Schnitt durch ein Sekundér-Fokus-Paraboloid mit Signalverldufen. Der Subreflektor
befindet sich vor dem Brennpunkt des Hauptreflektors (cassegrainische Konfiguration) und ist durch eine
Hyperbel parametriert, welche durch eine schwarze Linie dargestellt ist. Die Brennpunkte dieser Hyperbel
korrespondieren jeweils mit dem Brennpunkt des Hauptreflektors F; (roter Kreis) und dem Systembrenn-
punkt Fg (roter Stern). Physische Elemente des Haupt- und Subreflektors sind als durchgezogene schwarze
Linien angedeutet.

Veréndert sich die geometrische Form der Empfangsgeometrie des Radioteleskops,
so variiert die Signallauflange, wie Abbildung 1.5 schematisch zeigt. Wéhrend die
Abbildungen 5.1, 5.2 jeweils den Schnitt eines undeformierten Radioteleskops zeigen,
sind in Abbildung 5.3 die drei geometrischen Deformationsanteile dargestellt, die
in eine Signalwegdnderung AL miinden (Clark und Thomsen 1988). Bleiben diese
Signalwegidnderungen unberiicksichtigt, so verfalschen diese die VLBI-Messergebnisse
systematisch und fithren zu einem Fehler in den abgeleiteten globalen Stationskoordi-
naten, insbesondere in der vertikalen Koordinatenkomponente. Untersuchungen von
Sarti u.a. (2010) zeigen, dass hierdurch der aus VLBI geschétzte Netzmafistab im
ITRF systematisch verfilscht wird. Bei der Bestimmung des [TRF2020 sollen daher
erstmals lastfallabhéngige Deformationen von Radioteleskopen korrigiert werden
(Altamimi u. a. 2018).

Der iiberwiegende Teil konventioneller Radioteleskope wurde mit einem gewohn-
lichen rotationssymmetrischen Paraboloid als Hauptreflektor entworfen, siehe die
Abbildungen 5.1, 5.2. Bedingt durch Konstruktionselemente in der Néhe des System-
brennpunktes, wie bspw. den Subreflektor, wird jedoch ein Teil des Hauptreflektors
verschattet. Je kompakter hierbei der Hauptreflektor ist, desto grofier ist der prozen-
tuale Fliachenanteil mit geringerer Intensitat (Cutler 1947). Fir kompakte VGOS-
spezifizierte Radioteleskope, wie sie im Zuge der Umsetzung der Agenda VLBI2010

103



5. Ring-Fokus-Paraboloid

' Fy, o
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Abbildung 5.3: Schematische Darstellung der drei geometrischen Deformationsanteile AF (w), AV (w)
und AR (w) zur Modellierung der Signalwegéinderung AL (w) in Abhingigkeit des Sekundarwinkels w
nach Clark und Thomsen (1988). Dargestellt ist die Anderung der Brennweite des Hauptreflektors AF (a),
die Variation des Hauptreflektors AV zur Sekundérachse (b), die einer Verschiebung des Scheitelpunktes
Py entspricht, und die Verschiebung des Subreflektors AR (c). Wihrend graue und hellrote Elemente
die unverformte Ausgangssituation symbolisieren, sind die jeweils deformierten Elemente in Schwarz bzw.
Dunkelrot dargestellt.

vorgesehen sind, wird daher haufig ein verbessertes Reflektordesign verwendet. Die-
ses verbesserte Design wird als Ring-Fokus-Paraboloid bezeichnet (Neidhardt u. a.
2011; Haas 2013; Gémez-Gonzalez u.a. 2014). Im Gegensatz zu einem gewohnlichen
Paraboloid lasst sich ein Ring-Fokus-Paraboloid nicht durch eine Fléche 2. Ordnung
beschreiben.

Wahrend die geometrische Variation AF" aus der Verformung des Hauptreflektors
indirekt zu bestimmen ist, lassen sich AV und AR direkt messtechnisch erfassen
(Artz u.a. 2014; Bergstrand u.a. 2018) oder kénnen aus der Verformung des Haupt-
reflektors indirekt abgeleitet werden (Losler u.a. 2019¢; Nothnagel u. a. 2019). Zur
Bestimmung von AF ist die Geometrie des Hauptreflektors aus geeigneten Messun-
gen abzuleiten und die Brennweite F' als Formparameter zu bestimmen. Es handelt
sich um eine klassische Aufgabe des Reverse Engineering, die in Abhangigkeit der
Genauigkeitsanforderungen gegenwértig mit Holographie (Tuccari u.a. 2001; Hunter
u.a. 2011), Methoden der Nahbereichsphotogrammetrie (Findlay 1964; Subrahma-
nyan 2005; St u.a. 2012) oder polaren Messsystemen, wie Laserscannern (Sarti
u.a. 2009b; Wrona u.a. 2014; Bergstrand u.a. 2018), Totalstationen (Nothnagel
u.a. 2010), Lasertrackern (Baars 2007, p. 167f) oder Laserradar (Usoff u.a. 2014),
messtechnisch realisiert wird.

Da AF keine direkt bestimmbare Messgrofie darstellt und indirekt aus einer
Analyse der geometrischen Form zu rekonstruieren ist, fokussieren die nachfolgen-
den Darstellungen auf die mathematische Beschreibung des Hauptreflektors. In
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5.1. Elliptisches Paraboloid

Abschnitt 5.1 wird zunachst das mathematische Modell eines allgemeinen elliptischen
Paraboloids als Flache 2. Ordnung beschrieben. AnschlieBend wird in Abschnitt 5.2
das mathematische Modell eines allgemeinen Ring-Fokus-Paraboloid hergeleitet. Wie
sich zeigt, kann das gewohnliche Paraboloid als Spezialfall aufgefasst werden und lasst
sich direkt aus dem Modell des Ring-Fokus-Paraboloids ableiten. Das hergeleitete
Modell ist somit sowohl fiir konventionelle Radioteleskope, deren Hauptreflektoren
ein gewoOhnliches Paraboloid beschreiben, als auch fiir VGOS-spezifizierte Radio-
teleskope, die ein Ring-Fokus-Paraboloid als Hauptreflektorgeometrie verwenden,
universell anwendbar. Abschnitt 5.3 widmet sich der Funktion h, die die geome-
trische Anderung des Signalweges infolge einer Verschiebung des Empfiangers bzw.
Subreflektors AR beschreibt und zur Losung des Integrals in Gl. 5.2¢c bereitzustellen
ist. Die Darstellung beschréinkt sich hierbei auf Sekundéar-Fokus-Radioteleskope. Fiir
Primér-Fokus-Radioteleskope sei auf die Arbeiten von Clark und Thomsen (1988)
und Sarti u.a. (2009a) verwiesen.

Im Folgenden werden Punkte im Objektkoordinatensystem der kanonischen Form
mit Kleinbuchstaben symbolisiert, z. B. pT = ( x Yy z ), und Punkte, die sich auf
das iibergeordnete terrestrische Koordinatensystem beziehen, mit Groflbuchstaben,

z.B.PT:(X Y Z).

5.1 Elliptisches Paraboloid

Ein gewohnliches rotationssymmetrisches Paraboloid in kanonischer Form entsteht,
wenn ein Parabelast in der xz-Ebene um die z-Achse des Koordinatensystems rotiert
wird. Die z-Achse des Koordinatensystems entspricht der Hauptachse des rotations-
symmetrischen Paraboloids, dessen Scheitelpunkt P im Koordinatenursprung liegt.
Das funktionale Modell des rotationssymmetrischen Paraboloids in kanonischer Form
lautet

al (a:f + yf) = z, (5.3)

wobei a; der einzige datumsinvariante Formparameter ist, der die Offnung des Para-
boloids beschreibt. Das Paraboloid ist in dieser Darstellung stets nach oben geoffnet,
da z; > 0. Der Vektor p} = ( T Y % ) beschreibt einen beliebigen Punkt auf
der Mantelfliche des Paraboloids. Da das rotationssymmetrische Paraboloid fir
viele konventionelle Radioteleskope der Geometrie des geplanten Hauptreflektors
entspricht, wird Gl. 5.3 héufig zur geometrischen Beschreibung in der Formanalyse
verwendet (Clark und Thomsen 1988; Sarti u.a. 2009b; Holst u. a. 2012; Wrona u. a.
2014; Bergstrand u. a. 2018).

Gl. 5.3 ist ein Spezialfall des allgemeinen elliptischen Paraboloids. Dieses ergibt
sich durch die Hinzunahme eines weiteren Formparameters as, sodass die Koordina-
tenkomponenten x; und y; unterschiedlich skaliert werden, d. h.,

a3r? +azy; = 2. (5.4)
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

Die datumsinvarinaten Modellparameter xggp = ( ap Qg )T beschreiben hierbei zwei
senkrecht aufeinanderstehende Parabeldste. Verschneidet man das elliptische Para-
boloid mit einer vertikalen Ebene, die durch den Koordinatenursprung geht und die
z-Achse enthélt, werden die Parabelparameter aller resultierenden Parabeln im Inter-
vall [aq, as] liegen. Die Parameter a;, as konnen daher als Extremstellen interpretiert
werden. Anstelle von a1, as werden haufig die korrespondierenden Brennweiten

1
4a?

verwendet, da diese geometrisch anschaulicher und besser zu interpretieren sind.

F(a) = (5.5)

Zur Beschreibung des Paraboloids in einer beliebigen Raumlage und -orientierung
ist eine Transformation

pi = R(P;—Py) (5.6)

notwendig, siche auch Gl. 4.3. Hierbei beschreibt die orthogonale Matrix R die Rotati-
onssequenz zur Definition der Orientierung und der Vektor P} = ( Xo Yy Zy ) die
verschobene Position des Scheitelpunktes im iibergeordneten Koordinatensystem. Die
Position p; des Oberflachenpunktes der kanonischen Form wird somit aus einer Ver-
schiebung und einer Drehung der korrespondierenden Position P} = ( X, Y, Z; )
im iibergeordneten Koordinatensystem gewonnen. Die Rotationssequenz R lésst sich
auf verschiedene Arten parametrieren. In der Darstellung mit Eulerwinkeln, siehe
die Gl. 4.4, lautet eine der zwolf moglichen Sequenzen

R = R:(&)Ry ()R, (€,) (5.7)

wobeli €, €, €, die jeweiligen Drehwinkel bezeichnen. Wahrend fiir Gl. 5.4 alle sechs
Transformationsparameter Xy, = ( Xo Yo Zy & € € ) zu bestimmen sind,
entfillt die Parametrierung der Rotation um die z-Achse in Gl. 5.7 bei Verwendung
von Gl. 5.3 aufgrund der Rotationssymmetrie, d. h., ¢, = 0.

Das elliptische Paraboloid nach Gl. 5.4 zahlt zu den Flachen 2. Ordnung (Quadrik),
die sich allgemein durch die quadratische Gleichung

P/QP;, +P/q+q = 0 (5.8)

darstellen lassen (Nitschke 2018, S. 129ff). Hierbei enthélt die symmetrische Matrix
Q die quadratischen Anteile, d. h.,

0 %%
Q= |% « % | (5.9)
95 g6
\/5\/5(13

und der Vektor q die Koeffizienten

qT = (CI7 qs qg)~ (5.10)

Insgesamt besitzt die Quadrik zehn Parameter, die sowohl die raumliche Position und
Orientierung als auch die datumsinvarianten Formparameter der Geometrie implizit
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5.1. Elliptisches Paraboloid

beschreiben. Von diesen zehn Parametern sind jedoch nur neun unabhangig, sodass
eine zusétzliche Parameterrestriktion zu berticksichtigen ist. Faugeras (1989, S. 101)
empfiehlt die Normierung

7 (QQ") = 1L (5.11)

Die resultierenden Parameter der Quadrik sind hierdurch invariant bzgl. Drehungen
und Verschiebungen und somit unabhéngig vom gewéhlten tibergeordneten Koordi-
natensystem (Drixler 1993, S. 29).

Mittels Hauptachsentransformation lassen sich die datumsabhéngigen Transfor-
mationsparameter der Gl. 5.6 bestimmen (Drixler 1993, S. 31ff; Kutterer und Schén
1999; Lehmann 2019). Ausfithrliche Beschreibungen zur Hauptachsentransformation
finden sich in Biichern zur linearen Algebra (Burg u.a. 2012, S. 328ff), sodass auf
eine Wiedergabe hier verzichtet wird. Im Ergebnis der Hauptachsentransformation
liegt die Quadrik in der 1. bzw. 2. Normalform vor (Drixler 1993, S. 33; Kutterer
und Schon 1999). Sind alle Eigenwerte \; der Zerlegung

M 000
R'QR = A=| 0 X\ 0 (5.12)
0 0 X

von Q ungleich null, ergibt sich mit d, = g — iqTQ_lq die 1. Normalform
p;Ap;+d, = 0. (5.13)

Beim Paraboloid ist ein Eigenwert in A null. Durch entsprechende Sortierung sei
0.B.d. A. der Eigenwert \3 = 0, sodass aus der Hauptachsentransformation die
2. Normalform

p;Ap; +mqz = 0 (5.14)

resultiert, wobei my, = q'r3 und r3 den zu A3 gehorenden Eigenvektor symbolisiert
(Kutterer und Schon 1999). Der Vektor rs beschreibt hierbei die Hauptachse des
Paraboloids und korrespondiert in der kanonischen Form mit der z-Achse des Ko-
ordinatensystems. Aus Gl. 5.14 kénnen die korrespondierenden formbeschreibenden
Parameter der Gl. 5.4 direkt abgelesen werden, d.h., a? = ;\1—2 fir j =1,2.

Wiéhrend die Quadrik neun unabhédngige Parameter besitzt, werden zur explizi-
ten Beschreibung des elliptischen Paraboloids nur acht Modellparameter benotigt.
GI. 5.8 ist demnach gegeniiber Gl. 5.4 iiberparametriert. Bis auf wenige Ausnahmen,
z. B. Punkt, Kugel, Gerade oder Ebene, kann der gewiinschte Formtyp fiir GI. 5.8
nicht explizit vorgegeben werden, sondern ergibt sich erst nach der Hauptachsen-
transformation (Burg u.a. 2012, S. 339). In Abhéngigkeit der Punktverteilung und
der Messunsicherheiten kann es daher zu Fehlklassifikationen kommen (Drixler 1993,
S. 61; Losler und Nitschke 2010; Losler 2020a).

Neben der Bestimmung von Nédherungswerten ist die Anwendung von GI. 5.8
insbesondere dann empfehlenswert, wenn keine Vorinformationen bzgl. des konkre-
ten Formtyps vorliegen (Drixler 1993, S. 28). So nutzen Dutescu u.a. (1999) das
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

Modell der Quadrik, um u.a. den Formtyp und die formbeschreibenden Parameter
fir das Radioteleskop in Weilheim (Deutschland) zu bestimmen, fiir welches aus
den Konstruktionsplanen die Sollgeometrie nicht rekonstruiert werden konnte. Fiir
die meisten VLBI-Radioteleskope existieren jedoch detaillierte Konstruktionspléane,
sodass der Formtyp i. A. als bekannt vorausgesetzt werden darf und sich eine explizi-
te Parametrierung nach Gl. 5.3 bzw. Gl. 5.4 empfiehlt. Fehlklassifikationen werden
dadurch ausgeschlossen.

5.2 Elliptisches Ring-Fokus-Paraboloid

Ein Ring-Fokus-Paraboloid lésst sich nicht durch eine Fliache 2. Ordnung beschreiben.
Es entsteht jedoch aus der Kombination zweier Fléachen 2. Ordnung, einem Paraboloid
und einem Zylinder. Die Hauptachse des Paraboloids wird hierbei durch den inte-
grierten Zylinder ersetzt, der das Paraboloid im Scheitelpunkt P, auseinanderzieht.
Konstruktionselemente wie bspw. der Subreflektor, die sich innerhalb dieses Zylinders
befinden, verschatten somit die Paraboloidoberfliche nicht. Abbildung 5.4 zeigt einen
Schnitt durch ein rotationssymmetrisches Ring-Fokus-Paraboloid mit Sekundarfokus
nach dem gregorianischen Prinzip, d. h., der Subreflektor befindet sich hinter dem
Priméarfokus. Im Gegensatz zum rotationssymmetrischen Paraboloid, welches einen
einzelnen Brennpunkt F; besitzt — siehe Abbildung 5.1 —, entsteht durch den inte-
grierten Zylinder ein Kreis, auf dem alle Brennpunkte des Hauptreflektors liegen. Die
Geometrie des Subreflektors lasst sich durch einen elliptischen Torus beschreiben,
der das vom Hauptreflektor reflektierte Signal wiederum im Systembrennpunkt F
biindelt.

Punkte, die sich auf der Oberfliche des Paraboloids befinden, erfiillen die kanoni-
sche Bedingungsgleichung (Losler u. a. 2017, 2018a)

ai (i — ring)’ + a3 (yi — ring)® = 2, (5.15)

in der nach Gl. 5.4 die Parameter a1, as die beiden formbeschreibenden Modellparame-
ter des elliptischen Paraboloids sind. Der Abstand von der Hauptachse des Ring-Fokus-
Paraboloids zur Mantelflache des Zylinders ist r;. Der Vektor niT = ( ngy nyi 0)
ist ein auf der Hauptachse senkrecht stehender Normaleneinheitsvektor, der den
Oberflichenpunkt p} = ( z; %; 2 ) um r; in Richtung der Hauptachse verschiebt.
Hieraus resultieren Positionen ( z; — ring; i —rminy,; 2z ), die wiederum Gl. 5.4
erfilllen. Die Vektorkomponenten von n; lauten (Losler u.a. 2018b; Losler 2020a)

Npi = — (5.16a)
Vi +
Ny, = ———o (5.16b)

Vi +

und stellen keine zusétzlichen Modellparameter dar.
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5.2. Elliptisches Ring-Fokus-Paraboloid
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Abbildung 5.4: Schnitt durch ein Ring-Fokus-Paraboloid mit Sekundérfokus und Signalverldufen. Im Ge-
gensatz zum rotationssymmetrischen Paraboloid, welches einen eindeutigen Primérfokus F; besitzt, weist
das rotationssymmetrische Ring-Fokus-Paraboloid unendlich viele Brennpunkte auf, die auf einem Kreis
liegen. Im dargestellten Schnitt sind diese durch zwei rote Punkte symbolisiert. Der Subreflektor befindet
sich hinter dem Brennpunkt des Hauptreflektors (gregorianische Konfiguration) und ist durch zwei Ellipsen
parametriert, welche durch eine gepunktete schwarze Linie dargestellt sind, siehe auch Abbildung 5.6. Die
Brennpunkte der Ellipsen korrespondieren zum einen mit den auf einem Kreis angeordneten Brennpunkten
des Hauptreflektors und zum anderen mit dem eindeutigen Systembrennpunkt Fg (roter Stern). Physische
Elemente des Haupt- und Subreflektors sind als durchgezogene schwarze Linien angedeutet.

Fiir a1 = a, geht das integrierte elliptische Paraboloid wiederum in ein rotations-
symmetrisches iiber, siehe die Gl. 5.3, 5.4. Der integrierte Zylinder in Gl. 5.15 ist fir
konstante r;, mit r; > 0, ein Kreiszylinder. Zur Berticksichtigung eines Zylinders mit
elliptischer Grundfléche ist

1
b, + b2,

(5.17)

T

zu wahlen, wobei by, by die inverse groe bzw. kleine Ellipsenhalbachse darstellt und

My = Ng;COSP+ Ny, sing, (5.18a)

My; = Ny, COSP — Ny ,;sin . (5.18b)

Die Orientierung der groflien Halbachse des elliptischen Zylinders gegeniiber der
grofien Halbachse des Paraboloids beschreibt hierbei der Winkel ¢ (Lésler u. a. 2018a,
2019¢). Aufgrund der Integration eines elliptischen Zylinders in ein elliptisches Pa-
raboloid beschreibt Gl. 5.15 den Allgemeinfall eines doppelelliptischen Ring-Fokus-
Paraboloids, wobei alle Parabelaste radial zum Ursprung verlaufen und hierdurch
einen gemeinsamen Scheitelpunkt Py besitzen.

Die fiinf datumsinvarianten Formparameter lauten ng = ( a; as by by @ )
Losler u.a. (2017) zeigen, dass diese Anzahl durch geeignete Restriktionen verrin-
gert werden kann. Fir die Darstellung eines rotationssymmetrischen Ring-Fokus-
Paraboloids, welches i. A. der vorgesehenen Hauptreflektorgeometrie entspricht, sind
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

a1 = as, by = by und ¢ = 0 zu setzen. Fiir r; = 0 verschwindet der integrierte
Zylinder vollstandig, sodass sich in Abhéngigkeit von a; und as unmittelbar Gl. 5.3
bzw. 5.4 ergibt. Gl. 5.15 ist demnach durch die Wahl geeigneter Parameterrestrik-
tionen sowohl fiir konventionelle Radioteleskope, deren Hauptreflektor durch ein
gewoOhnliches rotationssymmetrisches Paraboloid beschreibbar ist, als auch fiir vie-
le VGOS-sperzifizierte Radioteleskope, die das verbesserte Ring-Fokus-Paraboloid
verwenden, universell anwendbar. Mit Gl. 5.6 lasst sich die kanonische Darstellung
in Gl. 5.15 unter Beriicksichtigung von xjgo = ( Xo Yo Zy & € & ) in ein
beliebiges Datum tiberfithren. Fiir das rotationssymmetrische Ring-Fokus-Paraboloid
ist in Gl. 5.7 wiederum ¢, = 0 zu setzen.

Die Schatzung der Modellparameter eines Ring-Fokus-Paraboloids erfolgt in einem
impliziten funktionalen Modell f, welches durch die Gl. 5.6, 5.15 gegeben ist. Der
vollstindige Vektor der Modellparameter x* = [ X3 Xiso } lasst sich hierbei in die
fiinf datumsinvarianten Formparameter des Paraboloids und des Zylinders,

XgF = (Cll as b1 b2 ¢), (519&)

und die sechs datumsabhéangigen Transformationsparameter,
xiso = (Xo Yo Zo & € € ), (5.19b)

zur Beschreibung der rdumlichen Lage und Orientierung unterteilen.

Liegen beobachtete Punkte P; auf der Oberflache des Paraboloids vor, so er-
folgt die Parameterbestimmung entsprechend den Ausfithrungen in Kapitel 3 geméafl
Gl. 3.1. Liegen keine Vorinformationen bzgl. der Dispersion von x vor, so ist zur
Spezifizierung des stochastischen Modells ausschliefilich W, a-priori vorzugeben. Da
die Oberflachenpunkte P; haufig keine direkten Beobachtungen darstellen, sondern
entsprechend dem gewéhlten Aufnahmeverfahren bspw. aus redundanten polaren
Beobachtungen bei Verwendung z. B. eines Lasertrackers resultieren oder aus photo-
grammetrisch erhobenen Bildkoordinaten abgeleitet werden (Baars 2007, S. 167ff),
ist zur Bestimmung der Koordinaten i. A. eine Vorauswertung, d. h. eine Netzausglei-
chung bzw. Biindelblockausgleichung, notwendig. Fiir eine sachgerechte Analyse ist
die hieraus resultierende Dispersionsmatrix der ausgeglichenen Oberflichenpunkte
zur Bildung des stochastischen Modells bei der Parameterbestimmung des Ring-
Fokus-Paraboloids heranzuziehen.

Gegeniiber der geplanten geometrischen Form des Hauptreflektors stellt Gl. 5.15
eine Uberparametrierung dar. Losler u. a. (2018b) zeigen jedoch, dass hierdurch auf-
tretende systematische Formabweichungen u. U. geometrisch interpretierbar werden.
Abbildung 5.5 zeigt die resultierenden Formabweichungen V fiir das norddstliche
Onsala Twin Teleskop (ONSA13NE), die sich aus Messungen zur Justierung der
einzelnen Paneele des Hauptreflektors 2016 ergeben. Die Schatzung eines rotations-
symmetrischen Ring-Fokus-Paraboloids weist geringe systematische Abweichungen
in den Residuen auf, welche anndhernd symmetrisch zu den Koordinatenachsen
verlaufen, siche Abbildung 5.5a. Wird die Annahme der Rotationssymmetrie, d. h.
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5.3. Modellierung der Variation der Strahllinge
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Abbildung 5.5: Gegeniiberstellung der Formabweichungen V eines rotationssymmetrischen Ring-Fokus-
Paraboloids (a) mit a1 = a2 und eines elliptischen Ring-Fokus-Paraboloids (b) mit a1 # a2 fir das
nordédstliche Onsala Twin Teleskop (ONSA13NE). Rote Punkte symbolisieren die Positionen der 224
photogrammetrischen Marken, die 2016 vom Hersteller zur Justierung und Kontrolle der einzelnen Paneele
des Hauptreflektors angebracht wurden. Die Formabweichungen sind farblich kodiert und liegen in einem
Bereich von £300 pm.

a1 = ag, zugunsten eines elliptisches Ring-Fokus-Paraboloid mit a; # ay verworfen,
so reduzieren sich diese Formabweichungen deutlich. Systematische Abweichungen
sind nicht mehr erkennbar, wie Abbildung 5.5b zeigt.

5.3 Modellierung der Variation der Strahllange

Zur Bestimmung der Gewichtskoeffizienten in Gl. 5.2 ist neben der Illuminations-
funktion I die Funktion h bereitzustellen, die die Strahllingendnderung infolge
einer Verschiebung des Empfangers bzw. des Subreflektors AR beschreibt. Die
teleskopspezifische Illuminationsfunktion gewichtet hierbei das eintreffende Signal
radialsymmetrisch in Abhéngigkeit vom Abstand zur Reflektorhauptachse bzw. vom
Einfallswinkel des Signals im Empféanger. Mogliche Funktionen I werden u.a. in
(Baars 2007, S. 57ff; Abbondanza und Sarti 2010; Artz u.a. 2014) diskutiert. Da
die Iluminationsfunktion teleskopspezifisch ist, wird sie nachfolgend als bekannt
vorausgesetzt und ausschliellich der geometrische Anteil h betrachtet.

In den Abbildungen 5.1, 5.4 sind Sekundér-Fokus-Radioteleskope nach dem gre-
gorianischen Prinzip dargestellt, d.h., der Subreflektor befindet sich hinter dem
Brennpunkt des Hauptreflektors. Entspricht der Hauptreflektor einem rotations-
symmetrischen Paraboloid, lasst sich der Subreflektor durch ein Rotationsellipsoid

beschreiben. In kanonischer Form lautet die Gleichung fiir das Rotationsellipsoid
(Nitschke 2018, S. 131)

‘ L4+ L = 1 5.20
FERETY (5.20)

Hierbei bezeichnen A;, A, mit A; < A,, die beiden Halbachsen des Rotationsel-
lipsoids. Im dargestellten Schnitt in Abbildung 5.1 ergibt sich somit eine stehende
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achsparallele Ellipse mit den korrespondierenden Halbachsen A;, A,. Das Rotati-
onsellipsoid besitzt genau zwei Brennpunkte. Der erste Brennpunkt entspricht dem
Brennpunkt des Hauptreflektors F; und der zweite korrespondiert mit dem System-
brennpunkt Fy.

Ist der Hauptreflektor hingegen ein rotationssymmetrisches Ring-Fokus-Parabo-
loid, so existiert kein einzelner punktférmiger Priméarfokus, sondern es ergeben sich
unendlich viele Brennpunkte. Diese befinden sich auf dem Mantel des Zylinders und
bilden demnach einen (Brenn-)Kreis mit dem Zylinderradius r. Da das Rotationsel-
lipsoid nach Gl. 5.20 lediglich zwei Brennpunkte besitzt, ist es fiir die Kombination
mit einem Ring-Fokus-Paraboloid ungeeignet. Um das Signal vom Brennkreis zum
eindeutigen Systembrennpunkt Fy umzulenken, ist ein rotationssymmetrischer ellip-
tischer Torus notwendig. Die implizite Form dieses Torus in kanonischer Form ist
gegeben durch (Losler u.a. 2019c¢)

2 2
il% + fé =1 (5.21)

mit

(1 = zsinf+ (\/x? +y? — R) cos 0, (5.22a)
G = zcosl— <\/x22 +y? — R) sin 6. (5.22b)

Der Abstand zwischen dem Mittelpunkt der elliptischen Réhre und dem Mit-
telpunkt des Torus ist R. Weiterhin sind A;, As die kleine und grofle Halbachse
der elliptischen Rohre, und 6 ist der Torsionswinkel dieser Rohre. Im dargestellten
Schnitt in Abbildung 5.6 ergeben sich somit zwei zueinander geneigte Ellipsen mit
den Halbachsen A, A,. Beide Ellipsen besitzen als gemeinsamen Brennpunkt den
Systembrennpunkt Fy, wenn die Bedingung

\A3 — A}sinf = R (5.23)

erfiillt ist, siehe Abbildung 5.6. Der jeweils zweite Brennpunkt F; der Ellipsen fallt
mit einem Brennpunkt des Ring-Fokus-Paraboloids zusammen und liegt auf dem
Zylindermantel, siehe auch Abbildung 5.4. Fiir # = 0 wird R = 0, sodass Gl. 5.21
in Gl. 5.20 iibergeht und ein Rotationsellipsoid beschreibt. Da jeder Punkt, dessen
aufsummierte Abstinde zu den Brennpunkten der Ellipse identisch mit der doppelten
Lange der grofien Halbachse As sind, einen Punkt auf der Ellipse darstellt (Losler
und Nitschke 2010; Losler 2020a), d. h.,

[FoPill, + [[F1Pgl, = 2A4,, (5.24)

besitzen alle reflektierten Signale identische Lauflangen.

Der Subreflektor von Radioteleskopen, die nach dem cassegrainischen Prinzip
arbeiten, befindet sich vor dem Brennpunkt des Hauptreflektors, siehe Abbildung 5.2.
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Abbildung 5.6: Schematische Darstellung der Geometrie des Subreflektors als Schnitt durch einen rota-
tionssymmetrischen elliptischen Torus. Die beiden resultierenden Ellipsen sind rot bzw. grau dargestellt.
Aus der Rotation der roten Ellipse um die Hauptachse des Torus resultiert die graue Ellipse. Der Ellipsen-
mittelpunkt M ist als rotes Dreieck, der Priméarfokus F; als roter Kreis und der Sekundérfokus Fg als roter
Stern dargestellt. Dieselben Gréfien sind nach der Rotation um die Torusachse in Grau dargestellt und mit
einem Hochstrich versehen. Ein rotes Quadrat symbolisiert den Mittelpunkt des Torus. Der Drehwinkel
der Ellipse ist 6. Die beiden Halbachsen der Ellipse A1, A2, die lineare Exzentrizitit 4 /A% — A% und der
Abstand zwischen der Torusachse und dem Ellipsenmittelpunkt R sind als Strichpunktlinie dargestellt.
Der Abstand R erfiillt in dieser Darstellung die Bedingung in Gl. 5.23, sodass sich F(; = Fo ergibt.

Entspricht der Hauptreflektor einem rotationssymmetrischen Paraboloid, beschreibt
die geometrische Form des Subreflektors ein zweischaliges Rotationshyperboloid.
Bezeichnen A, A,, mit A; < A,, wiederum die beiden Halbachsen, ergibt sich das
zweischalige Rotationshyperboloid in kanonischer Form zu (Nitschke 2018, S. 131)

S R ) (5.25)
At A3

Analog zum Rotationsellipsoid nach Gl. 5.20 besitzt das Rotationshyperboloid in
Gl. 5.25 genau zwei Brennpunkte. Der erste Brennpunkt ist identisch mit dem
Brennpunkt F; des Hauptreflektors, und der zweite entspricht dem Systembrennpunkt
Fy. Aufgrund der Rotationssymmetrie entsteht im dargestellten Schnitt eine stehende
achsparallele Hyperbel.

Entspricht der Hauptreflektor einem rotationssymmetrischen Ring-Fokus-Para-
boloid, so ist die Ellipsengleichung in Gl. 5.21 durch die Gleichung einer Hyperbel
(Nitschke 2018, S. 120),

G, G
—==+-== =1 5.26
zu ersetzen. Mit den Gl. 5.22 ergeben sich wiederum die Substituierten (;, (5. Anstelle
der beiden in Abbildung 5.4 dargestellten Ellipsen ergeben sich in einer Schnittdar-
stellung zwei zueinander geneigte Hyperbeln, die unter der Bedingung nach GI. 5.23
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den Systembrennpunkt Fy wiederum als gemeinsamen Brennpunkt besitzen. Der
jeweils zweite Brennpunkt F; ist identisch mit einem Brennpunkt des Hauptreflek-
tors. Fiir # = 0 wird R = 0, und Gl. 5.26 geht in Gl. 5.25 iiber und beschreibt ein
Rotationshyperboloid.

Aufgrund der Rotationssymmetrie des Subreflektors kann die Bestimmung der
Strahllingenénderung h aufgrund einer Variation AR durch eine zweidimensionale
Darstellung vereinfacht werden. Cha (1987) approximiert fiir Radioteleskope, die nach
dem cassegrainischen Prinzip konfiguriert sind, die resultierende Léngenanderung
des Strahls durch ein gleichschenkliges Dreieck. Diese Herleitung lédsst sich direkt auf
Radioteleskope mit gregorianischer Konfiguration tibertragen, sodass diese ebenfalls
fur die meisten VGOS-spezifizierten Radioteleskope anwendbar ist (Losler u. a. 2019c¢).

- @ = =8= = = < Brennpunktebene

Abbildung 5.7: Schematische Darstellung des Signalweges der rechten Hélfte des Subreflektor I' eines
Ring-Fokus-Paraboloids. Der dunkelgrau gepunktete Ellipsenbogen des Subreflektors mit den beiden
Brennpunkten Fg und F; wird aufgrund der Gravitation verschoben und miindet in den Ellipsenbogen,
der durch eine schwarze durchgezogene Linie symbolisiert ist. Der Reflektionspunkt P wird um AR in
Richtung rT = (0 — 1) verschoben und miindet in Pag. Der Punkt P’ reprisentiert die projizierte
Position von P g auf den Gradientenvektor i von I' im Reflektionspunkt P. Die Punkte K und J sind
Projektionen von P’ auf den Vektor des einfallenden Strahls k bzw. des ausgehenden Strahls j. Die
Vektoren i, j, k und r sind Einheitsvektoren.

Abbildung 5.7 zeigt einen Ausschnitt der rechten Hélfte des Subreflektors eines
Ring-Fokus-Paraboloids. Der Ellipsenbogen I', der die Brennpunkte Fy und F; be-
sitzt, ist dunkelgrau gepunktet dargestellt. Der einfallende Stahl verlduft durch den
Brennpunkt F; in Richtung k und beriihrt den Ellipsenbogen im Punkt P. In P wird
dieser Strahl in Richtung j zum zweiten Brennpunkt F reflektiert. Verschiebt sich
der Subreflektor um AR in Richtung r* = ( 0 -1 ), so ergibt sich Pag auf dem
verschobenen Ellipsenbogen, der durch eine schwarze durchgezogene Linie abgebildet
ist. Da die Verschiebung des Subreflektors AR im Verhéltnis zur Dimension des
Subreflektors sehr klein ist, d.h. AR < /A3 — A2, kann die Signalweginderung
durch

h(P) = |[PK|,+ |PJ[l,=2AR (") (ik). (5.27)

approximiert werden (Cha 1987). Hierbei sind die beiden Punkte K und J die
Projektionen von P’ auf den Vektor des einfallenden Strahls k bzw. des ausgehenden
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Strahls j, und P’ stellt die projizierte Position von Pag auf dem Gradientenvektor i
von I' im Reflektionspunkt P dar.

Artz u.a. (2014) schlagen eine weitere Méglichkeit zur Approximation der Weg-
langendnderung vor, indem sie die in Gl. 5.24 gegebene geometrische Definition der
Ellipse auf die um AR verschobene Ellipse anwenden. Die resultierende Wegléngen-
anderung

R (P) = [[FGP"[ly + [[F.P"|l, — 24, (5.28)

ergibt sich hierbei aus dem Abstand des tatsichlichen Reflektionspunktes P” zu
den beiden Brennpunkten F{ bzw. F;. Durch die Verschiebung AR endet, wie
in Abbildung 5.7 dargestellt, der in P” reflektierte Strahl nicht in Fy, sodass der
Schnittpunkt F{ mit der Ebene gewédhlt wird, in der der Systembrennpunkt liegt
(Artz u.a. 2014).

4L|— & —h ‘7
—-o-—h 4=
—s—h-h ‘4&

Signalwegénderung in mm
o
T
R
\-
|

AR in mm

Abbildung 5.8: Vergleich der resultierenden Strahllangendnderungen in Abhéngigkeit von AR. Wéahrend
die Langendnderungen nach Gl. 5.27 durch hellrote Dreiecke dargestellt sind, symbolisieren graue Kreise
die resultierenden Anderungen nach Gl. 5.28. Die Differenz h (P) — h’ (P) zwischen beiden Verldufen ist
rot dargestellt. Der Einfallswinkel im Empfanger betragt 20°.

Unter Berticksichtigung der geometrischen Parameter des Subreflektors des nord-
ostlichen Onsala Twin Teleskops (ONSA13NE) sind in Abbildung 5.8 fiir verschiedene
AR die aus Gl. 5.27 und GI. 5.28 resultierenden Signalweganderungen gegentiberge-
stellt. Der verwendete Einfallswinkel

cosy = rij’ (5.29)

betrigt 20°. Die Verlaufe der resultierenden Strahlléingendnderungen sind praktisch
identisch. Die maximale Abweichung |h (P) — h' (P)] ist <0,2mm und ergibt sich
fir AR = —3mm. Die von Losler u.a. (2019¢) aus photogrammetrischen Daten
abgeleitete Variation fiir dieses Radioteleskop betréigt lediglich AR = 0,6 mm und
ist somit fiinfmal kleiner als im Maximum in Abbildung 5.8 angenommen. Fiir
AR = 0,6 mm ergibt sich eine Differenz von <50 pm.

Abbildung 5.9 stellt die Differenz h (P) — h' (P) in Abhéngigkeit des Einfalls-
winkels 7 fiir drei verschiedene AR dar. Die groiten Differenzen sind fiir 65° zu
erkennen. Dies entspricht dem maximal moglichen Einfallswinkel fiir ONSA13NE
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Abbildung 5.9: Differenz h (P) — h’ (P) in Abhéngigkeit des Einfallswinkels v fiir drei verschiedene
AR, d.h. AR = —3mm (schwarz gestrichelte Linie), AR = —2mm (hellrote Strichpunktlinie) und
AR = —1mm (dunkelrote durchgezogene Linie).

(personliche Mitteilung, Jonas Flygare, 2018), der sich fiir Strahlen ergibt, die direkt
am Zylinderrand auf das Ring-Fokus-Paraboloid treffen, siehe Abbildung 5.4. Fiir
7 < 60° und AR = —1 mm sind die (absoluten) Differenzen jedoch stets <0,5 mm.
Die Differenzen im Randbereich resultieren aus den unterschiedlichen Modellierungen
der Strahllangenénderungen. In Gl. 5.27 wird diese Lingenédnderung durch ein Hilfs-
dreieck approximiert, wobei weiterhin unterstellt wird, dass der reflektierte Strahl
im Systembrennpunkt Fy endet. Wie Abbildung 5.7 zeigt, ist dies geometrisch nur
fir v = 0° moglich, wenn AR # 0. Durch die Verwendung der Ellipsengleichung
beschreibt Gl. 5.28 den geometrischen Verlauf des Strahls im Subreflektor. Die Be-
dingung, dass der reflektierte Strahl im Systembrennpunkt endet, wird hierbei jedoch
verworfen.

Zur Bildung des Integrals in Gl. 5.2¢ werden die aus h resultierenden Funk-
tionswerte mit der teleskopspezifischen (normierten) Illuminationsfunktion I,, ge-
wichtet. Die Illuminationsfunktion fiir ONSA13NE ist eine Gaufl-Funktion, die mit
ansteigendem Winkel v das Signal heruntergewichtet. In Abbildung 5.10 ist der
Verlauf der normierten Illuminationsfunktion in Abhéngigkeit vom Einfallswinkel
v fir ONSA13NE dargestellt. Da die gewichtete Strahlldnge fiir v > 50° praktisch
vernachlassigt werden kann, sind die in Abbildung 5.9 dargestellten Differenzen fiir
~ > 50° unkritisch. Zur Modellierung der Lingenénderung des Strahls sind Gl. 5.27
und GI. 5.28 gleichermaflen geeignet.

Fiir Radioteleskope, die nach dem cassegrainischen Prinzip konstruiert sind, kann
zur Beschreibung der Strahllingendnderung Gl. 5.27 direkt iibernommen werden
(Cha 1987; Abbondanza und Sarti 2010). In Analogie zu Gl. 5.28 kann alterna-
tiv zur Beschreibung der Strahllingendnderung auf die Definition einer Hyperbel
zuriickgegriffen werden (Nitschke 2018, S. 120),

[[[FoPill, — [F1Psl[,] = 2A4,. (5.30)
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Abbildung 5.10: Normierte Illuminationsfunktion Iy, fir ONSA13NE in Abhéngigkeit vom Einfallswinkel
5.

5.4 Verzerrung der Schitzwerte eines Ring-Fokus-
Paraboloids

Um den Einfluss der Nichtlinearitat auf die geschétzten Formparameter eines rota-
tionssymmetrischen Ring-Fokus-Paraboloids abzuschéatzen, werden die Modellpara-
meter aus einer 100 Punkte umfassenden synthetischen Stichprobe abgeleitet. Die
Punkte sind auf fiinf konzentrischen Kreisen zu je 20 Punkten angeordnet. Sowohl
der Abstand zwischen den Kreispunkten eines Kreises als auch der Abstand zwischen
den Kreisen ist jeweils dquidistant. Abbildung 5.11 zeigt die gewdhlte Punktkonfi-
guration, welche héufig auch zur Justierung der einzelnen Paneele, aus denen sich
der Hauptreflektor zusammensetzt, verwendet wird. In Anlehnung an bereits beste-
hende VGOS-sperzifizierte Radioteleskope (Haas 2013; Lépez-Fernandez u. a. 2014;
Schiiler u. a. 2015) wird eine Brennweite von F' = 3,7m und ein Zylinderradius von
r = 0,74 m gewahlt.

Zur Bildung der a-priori Dispersionsmatrix wird aufgrund der unterschiedlichen
Erfassungsmethoden (Baars 2007, S. 152ff) auf die in Gl. 4.32 eingefiihrte Taylor-
Karman-Strukturmatrix K zuriickgriffen. Die charakteristische Distanz zur Bildung
von K ergibt sich mittels Gl. 4.34 zu d. ~ 33 cm. Diese Matrix wird mit elf ver-
schiedenen Varianzfaktoren o7 skaliert und als stochastisches Modell bei der Para-
meterschatzung berticksichtigt. Diese Untersuchung entspricht somit einem Vergleich
zwischen Instrumenten, die ein vergleichbares Messprinzip aufweisen, aber durch un-
terschiedliche Genauigkeitsklassen gekennzeichnet sind, wie bspw. eine Totalstation
und ein Lasertracker. Ein rotationssymmetrisches Ring-Fokus-Paraboloid besitzt nur
zwei datumsinvariante Parameter, die Brennweite F' und den Zylinderradius r, sodass
nachfolgend nur die Ergebnisse dieser beiden Formparameter betrachtet werden.

In Abbildung 5.12 sind die Schétzwerte fiir die beiden Formparameter F bzw. 7
sowie die resultierenden Parameterunsicherheiten in Abhéngigkeit des Varianzfak-
tors o? fiir die Taylorreihe mit Gliedern 1. Ordnung, die Taylorreihe mit Gliedern
2. Ordnung sowie fiir die Unscented Transformation und die Monte-Carlo-Methode
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Abbildung 5.11: Verteilung der synthetisch erzeugten Stichprobe, bestehend aus fiinf konzentrischen
Kreisen mit jeweils 20 Punkten. Der integrierte Zylinder weist einen Radius von » = 0,74 m auf, und die
Brennweite des Paraboloids betrdgt F' = 3,7m. Der Durchmesser des Ring-Fokus-Paraboloids betriagt
etwa 13m und entspricht somit der Groflenordnung eines VGOS-spezifizierten Radioteleskops.

dargestellt. Die MCM wurde mit einem Stichprobenumfang von maicy = 5 - 10°
durchgefiihrt. Da die MCM-Losung asymptotisch gegen den wahren Wert strebt, kann
diese als Referenzlosung zur Bewertung der anderen Verfahren verwendet werden.

Erwartungsgemaf steigen die Unsicherheiten der geschiatzten Formparameter mit
zunehmenden o( an, wie an den dargestellten Konfidenzintervallen zu erkennen ist.
Die Differenzen zwischen der geschétzten Unsicherheit der Monte-Carlo-Methode
und den anderen Verfahren liegt auch fiir oy = 1cm bei maximal 1%, sodass die
Verzerrung der geschatzten Dispersion hier praktisch vernachlassigt werden kann.
Dem stehen die Verzerrungen der beiden Formparameter aufgrund des nichtlinea-
ren Zusammenhangs in Gl. 5.15 gegeniiber. Die TS1-Resultate sind unabhéngig
vom gewahlten oy. Im Gegensatz dazu fithrt die TS2-Losung, welche zusétzlich den
quadratischen Term in der Taylorreihenentwicklung beriicksichtigt, in Abhangigkeit
von oy zu einem kleiner werdenden Wert fiir die Brennweite F' bzw. zu einem gro-
Ber werdenden Wert fiir den geschatzten Zylinderradius r, siehe Abbildung 5.12.
Die Differenz zwischen der TS1- und der TS2-Losung betrégt bei o = 1cm etwa
FTSI — FTSQ = 0,7mm bzw. 7'rg; — F'rge = —0,5 mm.

Tabelle 5.1 stellt die Differenzen zwischen der MCM und den Ergebnissen der
TS1, der TS2 sowie der UT gegeniiber. Differenzen zwischen den Ergebnissen der UT
und der TS2 sind im dargestellten Stellenbereich nicht vorhanden. Die Abweichun-
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Abbildung 5.12: Resultierende Brennweiten F' (oben) und Zylinderradien # (unten) des Ring-Fokus-
Paraboloids fiir unterschiedlich gewéhlte Varianzfaktoren 0(2). Die Lésungen der MCM, UT, TS2 und TS1
sind durch graue Quadrate, dunkelrote Rauten, rote Dreiecke bzw. hellrote Kreise jeweils symbolisiert.
Die dargestellten Konfidenzintervalle (1) sind im MaBstab 250 : 1 geplottet, um Uberlagerungen zu
vermeiden.

gen zwischen der MCM und der UT bzw. der TS2 sind <50 pm und variieren im
Vorzeichen. Diese Differenzen sind hier im Wesentlichen auf die generierten Pseudo-
zufallszahlen zurtickzufithren, die einem numerisch exakt reproduzierbaren Ergebnis
entgegenstehen, siche Abschnitt 2.4. Weiterhin beschreibt die T'S2 ein quadratisches
Ersatzproblem, welches Terme hoherer Ordnung vernachlassigt. Aufgrund der ge-
ringen Differenzen zwischen der MCM und der TS2 erscheint das Berticksichtigen
von Termen hoherer Ordnung jedoch unnétig und motiviert den Abbruch nach dem
quadratischen Glied.

Die Grofle, mit der sich die Verzerrung in den Schétzwerten zeigt, wird bei ge-
gebenem funktionalem Modell durch das stochastische Modell gesteuert. Prézisere
Messungen sind daher grundsatzlich zu bevorzugen, um die Verzerrung der Schétz-
werte zu reduzieren.

Im Folgenden soll untersucht werden, ob eine Erhéhung der Anzahl der Beobach-
tungen die Verzerrung der Schatzwerte teilweise oder gar vollstandig kompensieren
kann. Heinz u. a. (2019) evaluieren Messungen von terrestrischen Laserscannern auf
ebene Zielzeichen mit unterschiedlichen Abtastraten am Objekt und variierenden
Messunsicherheiten. Sowohl die Erhéhung der Diskretisierung am Objekt als auch
die Verbesserung des Signal-Rausch-Verhéltnisses fiihrt zu einer Steigerung des Mess-
aufwandes — insbesondere der Messzeit. Heinz u. a. (2019) zeigen exemplarisch, dass
die Dispersion der geschitzten Modellparameter durch eine Erhéhung der Abtastrate
schneller reduziert wird als durch eine Verbesserung des Signal-Rausch-Verhaltens bei
gleicher Messzeit. Anstelle die Messunsicherheiten der Einzelmessung zu reduzieren
und somit das Signal-Rausch-Verhéltnis zu verbessern, wird eine Erhéhung der Dis-
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Tabelle 5.1: Resultierende Differenzen (Bias) zwischen der MCM und den Losungen der TS1, der TS2
sowie der UT fiir die beiden Formparameter eines Ring-Fokus-Paraboloids, die Brennweite F' (links) und
den Zylinderradius 7 (rechts), in Abhéngigkeit des Varianzfaktors O'g. Alle Werte sind in mm angegeben.

Brennweite £ Radius 7

oo TS1 TS2 uT TS1 TS2 uT

1 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
2 0,03 0,00 0,00 —0,02 0,00 0,00
3 0,07 0,01 0,01 —-0,06 —-0,02 —0,02
4 0,09 -0,02 -0,02 -—-0,07 0,01 0,01
5 0,15 -0,02 —-0,02 -0,10 0,02 0,02
6 0,27 0,02 0,02 —-0,21 -0,03 —0,03
7 0,34 0,00 0,00 —0,24 0,00 0,00
8 043 -0,01 —-0,01 —-0,28 0,03 0,03
9 0,56 0,02 0,02 —-041 -0,01 -0,01
10 0,66 —-0,02 -0,02 —0,47 0,02 0,02

kretisierung empfohlen. Wie stark die Modellparameter aufgrund des ungiinstigeren
Signal-Rausch-Verhéltnisses verzerrt werden, untersuchen die Autoren nicht.

Um im Kontext der Schatzung eines rotationssymmetrischen Ring-Fokus-Pa-
raboloids zu untersuchen, ob eine Erhohung der Diskretisierung die Verzerrung
der Schitzwerte reduziert oder moglicherweise eliminiert, wird die Anzahl der in
Abbildung 5.11 dargestellten konzentrischen Kreise variiert. Beginnend bei vier
Kreisen wird die Anzahl kontinuierlich erhoht, bis 75 Kreise erreicht sind. Die Anzahl
der Punkte pro Kreis betragt wiederum 20, sodass zur Parameterschétzung zwischen
80 und 1500 Punkte zur Verfiigung stehen. In diesem Zusammenhang soll weiterhin
untersucht werden, wie stark sich eine mogliche Vereinfachung bei der Formulierung
des stochastischen Modells auf die Schétzwerte auswirkt.

In dieser Simulation wird das stochastische Modell der Punkte mittels Gl. 4.32
durch eine Taylor-Karman-Strukturmatrix K als zutreffend angenommen. Durch das
Hinzuftigen weiterer Oberflichenpunkte verringert sich der radiale Punktabstand
und somit die charakteristische Distanz d. nach Gl. 4.34. Wie Abbildung 4.8 zeigt,
definiert die charakteristische Distanz die abstandsabhéngige Korrelation zwischen
den Koordinatenkomponenten und somit die resultierende Dispersionsmatrix. Eine
Erhohung der Punktanzahl wiirde aufgrund der unterschiedlichen charakteristischen
Distanzen zusétzlich eine strukturelle Anderung in der resultierenden Dispersion
hervorrufen. Mogliche Anderungen in den geschitzten Formparametern koénnten
somit nicht zweifelsfrei der erh6hten Punktanzahl zugeordnet werden. Aus diesem
Grund, und um Vergleichbarkeit zu den bereits in Abbildung 5.12 bzw. Tabelle 5.1
dargestellten Resultaten herzustellen, wird die charakteristische Distanz zur Bildung
von K einheitlich mit d. ~ 33 cm gewahlt. Dies entspricht der charakteristischen
Distanz fiir fiinf konzentrische Kreise, siche Abbildung 5.11.
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5.4. Verzerrung der Schéitzwerte eines Ring-Fokus-Paraboloids

Eine tibliche Vereinfachung im stochastischen Modell besteht darin, die stochas-
tischen Abhéngigkeiten zwischen den Beobachtungen zu vernachlassigen und ledig-
lich die Hauptdiagonalelemente der urspriinglich vollbesetzten Dispersionsmatrix zu
berticksichtigen (Jager u.a. 2005, S. 211f). Die Hauptdiagonale der Taylor-Karman-
Strukturmatrix ist eine Einheitsmatrix I. Das als zutreffend angenommene stochas-
tische Modell ergibt sich zu 0yK. Das durch Vernachlassigung der stochastischen
Abhéngigkeiten entstehende vereinfachte stochastische Modell lautet ogl. In bei-
den Fallen wird mit g = 5mm ein identischer Varianzfaktor gewéhlt. Aufgrund
der hohen Ubereinstimmung zwischen der Monte-Carlo-Methode, der Unscented
Transformation und der Taylorreihe mit Gliedern 2. Ordnung fiir oy < 1cm, siehe
Abbildung 5.12, werden im Folgenden ausschliellich die TS1- bzw. TS2-Ergebnisse
betrachtet.
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Abbildung 5.13: Differenz zwischen den TS1- und TS2-Ergebnissen fiir die Modellparameter F' (oben)
und 7 (unten) in Abhéngigkeit der Anzahl der konzentrischen Kreise. Da jeder Kreis aus 20 dquidistanten
Punkten besteht, ergeben sich Konfigurationen zwischen 80 und 1500 Punkten. Grau dargestellt sind
die Ergebnisse, die sich unter Verwendung der Einheitsmatrix als stochastisches Modell ergeben. Fiir das
stochastische Modell mittels Taylor-Karman-Strukturmatrix ergeben sich die rot dargestellten Resultate.
Die Konfidenzintervalle (1) ergeben sich aus der Taylorreihe mit Gliedern 2. Ordnung. Diese sind im
MagBstab 250 : 1 geplottet, um Uberlagerungen zu vermeiden.

Abbildung 5.13 zeigt die ermittelten Differenzen zwischen der TS1- und TS2-
Losung fiir die Brennweite F' und den Zylinderradius r. Die dargestellten Konfidenz-
intervalle entstammen der TS2-Losung. Der Unterschied zur TS1-Losung kann hier
wiederum vernachléssigt werden, siehe auch Abbildung 5.12. Erwartungsgemaf redu-
zieren sich die geschatzten Unsicherheiten der beiden Modellparameter mit steigender
Punktanzahl. Deutlich zu erkennen ist jedoch, dass diese Reduzierung sehr stark
vom stochastischen Modell abhéngt. Wahrend sich fiir das vereinfachte stochastische
Modell mit Einheitsmatrix die Parameterunsicherheiten um mehr als 60 % verringern,
ist die Verringerung um <10 % bei Verwendung der Taylor-Karman-Strukturmatrix
praktisch vernachlassigbar. Zu beachten ist, dass diese grofie Differenz nicht aus der
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

Anwendung der Taylorreihe mit Gliedern 2. Ordnung resultiert, sondern ausschliellich
auf die Struktur der Dispersionsmatrix im stochastischen Modell zurtickzufithren ist.
Die Verwendung einer skalierten Einheitsmatrix ist in der Praxis gebréuchlich, stellt
aber i. A. eine sehr starke Vereinfachung der tatsédchlichen Dispersion der Beobach-
tungen dar. Insbesondere das Vernachlédssigen von algebraischen Korrelationen, die
bei der Umformung von Elementarbeobachtungen in abgeleitete Beobachtungen ent-
stehen, z. B. der nichtlinearen Umformung von Strecke und Richtung in kartesische
Koordinaten, fithrt zu einer Verfdlschung der abgeschétzten Parameterunsicherheiten
und hieraus abgeleiteten Qualitédtsmerkmalen (Zhao u.a. 2019). Jager u.a. (2005,
S. 214) sprechen in diesem Zusammenhang auch von einer ,scheinbaren Genauigkeit*
der geschatzten Parameter.

Die Verzerrung der Modellparameter ist sowohl abhéngig von der Anzahl als auch
von der Dispersion der Punkte. Die in Abbildung 5.13 dargestellten Differenzen weisen
unabhéngig von der Wahl des stochastischen Modells sehr dhnliche Verlaufe auf. Das
Hinzunehmen von weiteren Beobachtungen reduziert gerade am Anfang das Bias
der Modellparameter deutlich. Mit zunehmender Anzahl an beobachteten Punkten
weisen die Kurven jedoch einen asymptotischen Verlauf auf, sodass eine weitere
Erhohung untkonomisch wird. So bleiben die Ergebnisse, die mittels Taylor-Karman-
Strukturmatrix erzielt werden, ab zehn konzentrischen Kreisen praktisch unverandert
bei etwa 0,15 mm fiir die Brennweite bzw. etwa —0,1 mm fiir den Zylinderradius.
Um das Bias zu reduzieren, ist eine Verbesserung des Signal-Rausch-Verhaltnisses
gegeniiber der Erhohung der Diskretisierung daher vorzuziehen. Ahnliche Ergebnisse
konnten Losler u.a. (2020) auch fir die Schétzung einer Regressionsebene erzielen.

Werden die fiinf konzentrischen Kreise mit jeweils 20 Punkten durch eine zweite
unabhéngige Messung mit 0y = 5mm erneut aufgenommen, so reduziert sich das
Bias fiir die Brennweite und den Zylinderradius auf FTSl — FTSQ = 0,09 mm bzw.
7rs1 —Frse = —0,06 mm. Wie Tabelle 5.1 zeigt, sind diese Ergebnisse vergleichbar mit
den Resultaten fiir 09 = 4 mm. Dies lasst sich auch aus der Varianz des Mittelwertes

M. Dass eine Verbesserung des Signal-

Rausch-Verhaltnisses im Hinblick auf eine geringe Verzerrung der Schéatzwerte zu

nidherungsweise ablesen, da 4 mm =~

favorisieren ist, wird hierdurch noch einmal unterstrichen. Die unabhéangige Doppel-
messung fithrt zu einer Registrierung von lediglich 200 Punktbeobachtungen. Diese
reduziert die Parameterverzerrung jedoch starker als bei Verwendung von bspw. 1 500
Punkten, wie Abbildung 5.13 zeigt. Die Doppelmessung ist somit 6konomischer. Dass
die ausschlieflliche Erhohung der Diskretisierung das Bias nicht mafigeblich reduziert,
lasst sich mit Abbildung 2.4 unmittelbar nachvollziehen. Die hier grau dargestellten
Einzelrealisierungen der durchgefiithrten Monte-Carlo-Methode formen den Kreisbo-
gen. Die resultierende Schétzung der kartesischen Koordinatenkomponenten muss
daher, unabhéngig von der Anzahl der Beobachtungen, stets innerhalb des Kreises
liegen. Die Bogenlinge dieses Kreises resultiert ausschlieSlich aus der Unsicherheit
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5.5. Zusammenfassung

der Winkelmessung und nicht aus dem Umfang der Stichprobe. Je hoher folglich die
Genauigkeit der Winkelmessung ist, desto geringer ist das Bias der Schétzung.

Neben der zu optimistischen Schétzung der Parameterdispersion fiihren die Ver-
nachlassigungen im stochastischen Modell hier zu einer deutlichen Unterschétzung
des Parameterbias. Die Hauptdiagonalen der Dispersionsmatrizen sind in beiden
stochastischen Modellen identisch, sodass die in Abbildung 5.13 dargestellten Diffe-
renzen ausschliefllich aus den Korrelationen zwischen den Punkten resultieren. Diese
Korrelationen werden, wie Abbildung 4.8 zeigt, durch die charakteristische Distanz
d. bei der Taylor-Karman-Strukturmatrix gesteuert. Durch das Erhoéhen der konzen-
trischen Kreise reduziert sich der Abstand zwischen den Punkten. Bei 50 Kreisen
betrdgt die minimale Distanz min (s) ~ 10cm, sodass sich mit d. ~ 33 cm sehr
hohe stochastische Abhéngigkeiten zwischen benachbarten Punkten ergeben. Diese
treten bei Verwendung einer skalierten Einheitsmatrix strukturbedingt nicht auf.
Insbesondere bei hohen Messraten konnen stochastisch unabhangige Messwerte nicht
erwartet werden (Kermarrec und Losler 2021). Losler u. a. (2016b) leiten bspw. fiir
eine tachymetrische 48 h Messreihe (zeitabhédngige) Korrelation von p > 0,5 fir die
polaren Messelemente ab. Koch (2010) ermittelt aus Wiederholungsmessungen mit
einem terrestrischen Laserscanner (rdumliche) Korrelation von p > 0,9 zwischen den
resultierenden Koordinaten. Betrachtet man die Taylor-Karman-Strukturmatrix als
zutreffendes stochastisches Modell und die Verwendung der Einheitsmatrix als korres-
pondierende Approximation, so zeigt Abbildung 5.13 deutlich, dass eine Datenanalyse
mit einem unzureichend formulierten stochastischen Modell zu Fehlinterpretationen
fithren kann.

5.5 Zusammenfassung

Das GGOS strebt eine Positionsgenauigkeit von 1 mm sowie eine zeitliche Stabilitét

1'im globalen geoditischen Referenzrahmen an. Um dieses Ziel zu

von 0,lmma~
erreichen, sind systematisch wirkende Messabweichungen in den geodatischen Raum-
verfahren zu identifizieren und messtechnisch zu quantifizieren. VLBI-Radioteleskope
sind grofie bauliche Anlagen, deren Messergebnisse u.a. durch Temperaturverande-
rungen (Haas u.a. 1999), Sonneneinstrahlung (Losler u. a. 2010) oder Windlasten
(Clark und Thomsen 1988) beeinflusst werden. Neben diesen dufleren Einfliissen
fithren Strukturverformungen, die durch das Eigengewicht des Hauptreflektors her-
vorgerufen werden, zu systematischen Messabweichungen. Diese Verformung variiert
in Abhéngigkeit des Sekundérwinkels w und ist somit lastfallabhdangig (Sarti u.a.
2009b). Clark und Thomsen (1988) identifizieren die drei in Abbildung 5.3 dargestell-
ten Haupteinfliisse AF (w), AV (w) und AR (w), die die Anderung der Brennweite
des Hauptreflektors, die Variation des Hauptreflektors zur Sekundéarachse und die
Verschiebung des Empfangers bzw. Subreflektors beschreiben. Die Kombination die-
ser drei geometrisch beschreibbaren Deformationen erfolgt durch eine gewichtete

Summenbildung, wobei die zugehorigen linearen Gewichtskoeffizienten ap, oy und
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5. Ring-Fokus-Paraboloid

ag aus der teleskopspezifischen Illumination und der Anderung der Strahllinge in-
folge einer Verschiebung des Empfangers bzw. Subreflektors resultieren. Wahrend
AF aus der geometrischen Verdnderung des Hauptreflektors indirekt abzuleiten ist,
lassen sich die Variationen von AV und AR durch direktes Messen bestimmen oder
indirekt aus AF ableiten (Losler u.a. 2019¢; Nothnagel u.a. 2019).

Das geometrische Modell des Hauptreflektors eines konventionellen VLBI-Radio-
teleskops ist in den meisten Fallen ein gewohnliches rotationssymmetrisches Parabo-
loid. In Abschnitt 5.1 wird das mathematische Modell des allgemeinen elliptischen
Paraboloids als Flache 2. Ordnung eingefiihrt, welches das rotationssymmetrische
Paraboloid als vereinfachten Spezialfall inkludiert. Die vorgesehene Geometrie des
Hauptreflektors vieler VGOS-spezifizierter Radioteleskope entspricht hingegen einem
Ring-Fokus-Paraboloid. Da diese Geometrie nicht zu den Flachen 2. Ordnung zahlt,
wird in Abschnitt 5.2 ein implizites mathematisches Modell hergeleitet, welches ein
allgemeines doppelelliptisches Ring-Fokus-Paraboloid beschreibt. Das rotationssym-
metrische Ring-Fokus-Paraboloid ist wiederum ein Spezialfall, der durch entsprechen-
de Vereinfachungen im Modell entsteht. Aber nicht nur das rotationssymmetrische
Ring-Fokus-Paraboloid, sondern auch das elliptische und rotationssymmetrische Pa-
raboloid resultiert aus Vereinfachungen in der Modellannahme. Das durch GIl. 5.15
beschriebene Modell des allgemeinen doppelelliptischen Ring-Fokus-Paraboloids ist
somit sowohl zur Formanalyse des Hauptreflektors vieler konventioneller als auch fiir
die meisten VGOS-spezifizierten Radioteleskope geeignet. Gegeniiber der geplanten
geometrischen Form des Hauptreflektors stellt Gl. 5.15 eine Uberparametrierung
dar. Abbildung 5.5 zeigt jedoch anschaulich, dass diese Modellbildung u. U. eine
geometrische Interpretation von auftretenden systematischen Formabweichungen
ermoglicht (Losler u. a. 2018b).

Zur Bestimmung der Gewichtskoeffizienten ar, ay und ag ist neben der Illumina-
tionsfunktion die Funktion h erforderlich, die die Strahllangenénderung infolge einer
Verschiebung des Empféngers bzw. des Subreflektors AR beschreibt. In Abschnitt 5.3
werden fiir Sekundar-Fokus-Radioteleskope mathematische Beschreibungen fiir ver-
schiedene Subreflektorgeometrien aufgefithrt. Cha (1987) leitet eine Approximation
zur Beschreibung der Strahllangenédnderung fiir Priméar-Fokus-Radioteleskope her,
welche auf Sekundar-Fokus-Radioteleskope iibertragen wird. Eine von Artz u.a.
(2014) angegebene alternative Darstellung, die zur Beschreibung der Strahllangenéan-
derung die geometrischen Eigenschaften des Subreflektors ausnutzt, wird angegeben.
Beide Anséatze werden auf den Subreflektor eines Ring-Fokus-Paraboloids iibertragen.
Ein Vergleich zwischen beiden Funktionsverldufen ist in Abbildung 5.8 dargestellt und
weist eine hohe Ubereinstimmung auf. Fiir Radioteleskops mit Ring-Fokus-Paraboloid
sind zur Parametrierung der Signalwegédnderung infolge einer Verschiebung AR beide
Ansétze geeignet.

Abschnitt 5.4 widmet sich der moglichen Verzerrung der Schétzwerte aufgrund der
Nichtlinearitat von Gl. 5.15. Es zeigt sich, dass das Bias der Dispersion der geschétzten
Parameter vernachlassigt werden kann. Fiir die geschatzten Modellparameter ist in
Abhéngigkeit von oy im stochastischen Modell ein deutlicher Anstieg der Verzerrung
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zwischen der linearisierten und der nichtlinearen Losung vorhanden. Wie Abbil-
dung 5.12 zeigt, betragt fiir 0y = 5 mm die Parameterverzerrung fiir die Brennweite
bereits 0,15 mm. Berticksichtigt man, dass fiir VGOS-spezifizierte Radioteleskope
Signalwegvariationen von <0,3 mm angestrebt werden (Petrachenko u. a. 2009), so ist
eine Verzerrung allein in der Bestimmung von AF von 0,15 mm durchaus kritisch zu
bewerten. Wie Abbildung 5.13 weiterhin zeigt, kann diese Parameterverzerrung nur
bis zu einem gewissen Grad durch eine Erhohung der Beobachtungsanzahl reduziert
werden. Prézisere Messungen fithren hingegen automatisch zu einer Reduktion der
Verzerrung. Fir oy = 3mm halbiert sich das Bias bereits fiir eine Konfiguration mit
100 Punkten, siehe Tabelle 5.1.

Eine belastbare Abschétzung erfordert, dass das stochastische Modell zutref-
fend formuliert ist. Starke Vereinfachungen, die bspw. durch das Vernachlassigen
von stochastischen Abhéangigkeiten zwischen den Beobachtungen entstehen, sind zu
vermeiden. Werden lediglich die Hauptdiagonalelemente der vollbesetzten Dispersi-
onsmatrix im stochastischen Modell berticksichtigt, so werden Dispersion und Bias
in der durchgefithrten Analyse zu optimistisch geschéatzt. Fiir bspw. 1000 Punk-
te und o9 = 5mm ergibt sich fiir die Brennweite 6 = 4 mm, wenn stochastische
Abhéngigkeiten vernachléssigt werden. Werden die stochastischen Abhéngigkeiten
hingegen berticksichtigt, so ergibt sich 6 = 12,8 mm. Bei der Schitzung der Pa-
rameterverzerrung ist das durch die Vernachldssigung im stochastischen Modell
entstehende Missverhaltnis noch groBler. Werden hier die stochastischen Abhéngig-
keiten beriicksichtigt, so ergibt sich ein 10-fach gréfleres Bias als bei entsprechender
Vernachlassigung der Korrelationen.
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6. Fazit und Ausblick

Das Global Geodetic Observing System strebt eine Positionsgenauigkeit von 1 mm

L'im globalen geoditischen Referenzrah-

sowie eine zeitliche Stabilitdt von 0,1 mma~
men an. Um dieses ambitionierte Ziel zu erreichen, miissen Abweichungen, die die
globalen Produkte systematisch verfilschen, identifiziert und quantifiziert werden,
sodass geeignete Beobachtungsstrategien und Korrekturmodelle entwickelt werden
konnen. Systematische Abweichungen kénnen hierbei sowohl im Messprozess, d. h.
in der Datenerhebung, als auch im Analyseprozess, d. h. bei der Schatzung der Para-
meter, entstehen. Diese beiden Prozesse lassen sich sowohl im lokalen als auch im

globalen Kontext analysieren.

Aufgrund der geringen physischen Verkniipfung zwischen den vier geodéatischen
Raumverfahren GNSS, DORIS, SLR/LLR und VLBI ist eine Kombination dieser
Raumverfahren zur Bestimmung eines globalen geodéatischen Bezugsrahmens nur
durch zusétzliche geometrische Informationen sinnvoll méglich (Seitz u.a. 2012).
Local-Ties stellen die notwendigen dreidimensionalen Informationen zwischen den
invarianten Referenzpunkten der vier Raumverfahren bereit. Sie sind nach Schuh
u.a. (2017) die Schlisselkomponente bei der Inter-Technik-Kombination, da sie die
verschiedenen Raumverfahren an Co-Location-Stationen zu einem gemeinsamen
integrierten Erdsystemsensor verkniipfen. Da Local-Ties zeitvariant sein kénnen, regt
das GGOS eine moglichst regelméBige Uberpriifung an. Diese sollte idealerweise
automatisiert erfolgen, um den angestrebten 24b/74-Betrieb der Raumverfahren nicht
zu behindern (Rothacher u. a. 2009). Sowohl inaktuelle als auch fehlerbehaftete Local-
Ties verfalschen die globalen Produkte systematisch. Local-Ties stellen somit eine
kritische Komponente im Kombinationsprozess dar, da sich Abweichungen in den
lokal bestimmten Vektoren in den globalen Resultaten fortpflanzen.

Die Bestimmung der Referenzpunkte, zwischen denen der Local-Tie definiert ist,
erfolgt durch prazise terrestrische Vermessung an Stationen, die mindestens zwei
verschiedene Raumverfahren betreiben. Der IRP einer IDS- bzw. GNSS-Antenne lasst
sich durch das Messen von neuralgischen Referenzpositionen an der Antenne meist
ohne Schwierigkeiten bestimmen (Poyard 2017). Die Bestimmung des geometrischen
Referenzpunktes von SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen ist hingegen herausfordernd,
da dieser i. A. unzugénglich und nicht materialisierbar ist. Die Bestimmung erfordert
daher ein indirektes Verfahren.

Systematische Abweichungen kénnen bei der Datenerhebung der Raumverfahren
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entstehen. So hdngen die Empfangseigenschaften eines VLBI-Radioteleskops von
den geometrischen Eigenschaften sowie der rdumlichen und zeitlichen Stabilitat des
Haupt- und ggf. Subreflektors ab. Clark und Thomsen (1988) identifizieren drei
wesentliche Einfliisse, die zu Signalwegadnderungen fithren und unberiicksichtigt zu
einer systematischen Abweichung, insbesondere in der vertikalen Komponente der
Stationskoordinate, fithren und hierdurch u. U. den Netzmafistab im TRF verfilschen
(Sarti u.a. 2010). Hierzu zéhlen die Variation des Scheitelpunktes, die Verschiebung
des Empfingers bzw. Subreflektors sowie die Anderung der Brennweite des Hauptre-
flektors, jeweils in Abhéngigkeit des Sekundérwinkels. Wéhrend die Brennweitenénde-
rung indirekt aus einer Formanalyse zu bestimmen ist, lassen sich die Variationen des
Scheitelpunktes sowie die Verschiebungen des Empfingers bzw. Subreflektors direkt
messtechnisch erfassen oder aus der Brennweitendnderung ableiten. Fiir konventionel-
le Radioteleskope sind in der Literatur Brennweitendnderungen von z. T. mehreren
Zentimetern dokumentiert (Sarti u.a. 2009a; Holst u. a. 2012; Bergstrand u. a. 2018).
Weiterhin zeigen die bisherigen Untersuchungen, dass jedes Radioteleskop ein spezi-
fisches Deformationsverhalten aufweist. Eine Ubertragung von Korrekturfunktionen
auf andere Radioteleskope ist daher nicht moglich, sodass fiir jedes Radioteleskop
oder zumindest fiir jeden Typ das spezifische Deformationsverhalten zu ermitteln ist
(Gipson 2019).

Fir VGOS-spezifizierte Radioteleskope existieren bisher nur sehr wenige Unter-
suchungen. Durch die sehr kompakte Bauweise dieser Teleskope sind deutlich gerin-
gere Variationen zu erwarten. Mess- und Analysestrategien, die fiir konventionelle
Radioteleskope geeignet erscheinen, konnen aufgrund der gesteigerten Genauigkeits-
anforderungen und des gednderten Reflektordesigns nicht direkt tibertragen werden.
Losler u. a. (2019¢) analysieren am Onsala Space Observatory erstmals das lastfallab-
hangige Deformationsverhalten eines VGOS-spezifizierten Radioteleskops und leiten
Brennweitendnderungen von ca. 2 mm aus photogrammetrischen Messungen ab. Im
Vergleich zu Studien konventioneller Radioteleskope ist diese Variation etwa 10-fach
geringer und somit deutlich schwieriger messtechnisch nachzuweisen.

Neben systematischen Abweichungen, die durch den Messprozess verursacht wer-
den, konnen zusétzliche Abweichungen aus dem Analyseprozess resultieren. Praktisch
alle Problemstellungen in der Geodésie und Messtechnik weisen einen nichtlinearen
funktionalen Zusammenhang auf. Erfolgt das Ableiten der statistischen Eigenschaften
durch Linearisierung, so gelten diese Eigenschaften nur fiir das lineare Ersatzproblem
(Neitzel 2004a, S. 20). Bezogen auf das origindre nichtlineare Problem sind diese
Schatzwerte jedoch verzerrt und somit nicht erwartungstreu. Die Verzerrung der
Schétzwerte wird durch die Nichtlinearitdt im funktionalen Modell hervorgerufen.
Die Grofle, mit der sich die Verzerrung in den Schétzwerten zeigt, wird jedoch durch
das stochastische Modell gesteuert (Lehmann und Losler 2018; Losler u.a. 2020).
Ob die auftretenden Verzerrungen vernachlissigt werden kénnen, ist daher zwingend
kontextabhangig zu eruieren.

In dieser Arbeit wurde ein mathematisches Modell entwickelt, das eine Bestim-
mung des geometrischen Referenzpunktes von SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen
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ermoglicht. Die bisher haufig eingesetzten geometrischen Modelle setzen u. a. eine
bestimmte geometrische Teleskopkonfiguration voraus oder bendtigen ein spezielles
Messkonzept. Sie besitzen daher nur einen begrenzten Anwendungs- und Giiltigkeits-
bereich. Bei der Modellentwicklung konnten diese Restriktionen aufgelost werden.
Das hergeleitete Transformationsmodell besitzt keine Einschrankungen bzgl. der Tele-
skopgeometrie. Neben dem geometrischen Referenzpunkt werden teleskopspezifische
Zusatzparameter, wie bspw. der Abstand zwischen der Primér- und Sekundéarach-
se, direkt mitbestimmt. Weiterhin ist kein gezieltes Verfahren des Teleskops notig,
sodass eine prozessbegleitende Referenzpunktbestimmung moglich wird, wie es das
GGOS anregt. Fiir das hergeleitete Transformationsmodell wurden die beiden Lo-
sungsstrategien IRP I und IRP II herausgearbeitet. Wéahrend IRP I eine zuséatzliche
Synchronisation zwischen dem terrestrischen Instrument und dem Teleskop erfordert,
entfallt diese Synchronisation fiir IRP II. Der auftretende Defekt der Normalglei-
chung der IRP II Losungsstrategie lasst sich durch eine angepasste Messkonfiguration
und durch geeignete Datumsbedingungen sachgerecht beheben. Losler u.a. (2018c¢)
zeigen, dass beide Strategien gleichwertige Resultate fiir den Referenzpunkt und den
Abstand zwischen der Primér- und Sekundérachse liefern und somit fiir eine in-situ
Referenzpunktbestimmung gleichermaflen geeignet sind.

Local-Ties bilden eine Schliisselrolle beim Ableiten eines globalen geodatischen
Bezugsrahmens. Das hergeleitete Modell zur Bestimmung von Referenzpunkten an
SLR/LLR- und VLBI-Teleskopen ist daher eine wesentliche Weiterentwicklung, um
die Zuverlassigkeit und die Aktualitat von Local-Ties zu steigern. Abbildung 6.1
stellt die wesentlichen Schritte zur Bestimmung des Referenzpunktes und zusétzlicher
Teleskopparameter in einem Flussdiagramm mit kurzen Zusammenfassungen dar.

Die geometrische Form des Hauptreflektors eines VGOS-spezifizierten Radiotele-
skops entspricht in den meisten Féllen keinem gewo6hnlichen rotationssymmetrischen
Paraboloid, sodass bisherige Analysestrategien nicht direkt auf die neue Generati-
on von Radioteleskopen iibertragen werden konnen. Um die Verschattungen des
Hauptreflektors durch Konstruktionselemente zu reduzieren, nutzen viele VGOS-
Radioteleskope ein verbessertes Reflektordesign, welches als Ring-Fokus-Paraboloid
bezeichnet wird (Cutler 1947). Ein implizites mathematisches Modell, welches ein dop-
pelelliptisches Ring-Fokus-Paraboloid parametriert, wurde in dieser Arbeit hergeleitet.
Dieses Modell inkludiert sowohl das rotationssymmetrische Ring-Fokus-Paraboloid
als auch das elliptische und rotationssymmetrische Paraboloid. Durch eine geeignete
Beschréankung der formbeschreibenden Modellparameter kann dieses Modell univer-
sell sowohl auf eine Vielzahl konventioneller VLBI-Radioteleskope als auch fiir die
meisten VGOS-spezifizierten Radioteleskope zur Formanalyse des Hauptreflektors
eingesetzt werden. Da die geplante Form des Hauptreflektors i. A. rotationssymme-
trisch ist, beschreibt das mathematische Modell eine komplexere geometrische Form.
Losler u.a. (2018b) analysieren auftretende systematische Oberflichenabweichun-
gen und zeigen, dass mit diesem Modell diese Systematiken in den Residuen z.T.
geometrisch interpretierbar werden.
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Das funktionale Modell zur Bestimmung des Referenzpunktes
und zusétzlicher Teleskopparameter ist durch Gl. 4.16 gegeben.
Das implizite IRP I Modell erfordert eine Synchronisation zwi-
schen dem terrestrischen Messsystem und dem Teleskop bei der
Datenerhebung, da neben den beobachteten Markenpositionen
P; ; die zugehdrigen Teleskopwinkel x; und w; Beobachtungen
darstellen. Ist keine Synchronisation zwischen beiden Instru-
menten moglich, empfiehlt sich die Anwendung des expliziten
IRP II Modells.

Zur Erfassung signalisierter Punkte ist prinzipiell jedes Messver-
fahren geeignet, das direkt oder indirekt kartesische Koordina-
ten fiir die gemessenen Positionen liefert. Hierzu zédhlen neben
GNSS insbesondere polare und photogrammetrische Messsyste-
me. Das GGOS regt eine kontinuierliche und weitgehend auto-
matisierte Bestimmung der geometrischen Referenzpunkte an.
Hierfiir muss das eingesetzte Messsystem iiber eine program-
mierbare Schnittstelle verfiigen (Losler u. a. 2013a, 2018c).

Die Realisierung des Teleskopkoordinatensystems erfolgt durch
Marken. Durch Simulationen identifizieren Kallio und Pouta-
nen (2010) die optimale Markenpositionen in der Nahe der
Sekundérachse.

Zur Erfassung der Marken am Teleskop, bspw. mit einem pola-
ren Messinstrument, empfiehlt Lossin (2013) die Verwendung
von mindestens drei symmetrisch um das Teleskop angeordne-
ten Standpunkten. Wie Abbildung 4.7 zeigt, wird hierdurch
der Referenzpunkt von den beobachteten Punkten umschlos-
sen, sodass keine Extrapolationseffekte auftreten.

Die Verwendung symmetrischer Konfigurationen bietet weiter-
hin den Vorteil, dass sich hierdurch die mittels Gl. 3.40 bzw.
Gl. 3.52 geschitzten Parameterverzerrungen (nahezu) vollstéan-
dig eliminieren lassen.

Die Erfassung der Marken am Teleskop und weiterer Groen
wie bspw. meteorologischer Parameter erfolgt prozessbeglei-
tend fiir unterschiedliche Teleskoporientierungen. Zur Uberfiih-
rung einzelner Standpunkte in ein einheitliches Datum sowie
zum Ableiten der kartesischen Koordinaten der registrierten
Markenpositionen und deren Dispersion sind Voranalysen not-
wendig, wie bspw. eine Netz- oder Biindelblockausgleichung
(Losler u.a. 2016b).

Basierend auf Gl. 4.16 erfolgt die Bestimmung des geometri-
schen Referenzpunktes und weiterer Teleskopparameter sowie
deren Dispersion im impliziten IRP I bzw. im expliziten IRP II
Losungsansatz mittels Gl. 3.7.

Auf eine Bestimmung der Verzerrung der Schitzwerte nach
Gl. 3.40 bzw. GIl. 3.52 kann aufgrund der geringen Messun-
sicherheiten i. A. verzichtet werden, insbesondere wenn eine
symmetrische Aufnahmekonfiguration verwendet wird.

Zur Verkniipfung verschiedener Raumverfahren bei der Ablei-
tung eines TRF sind die geometrischen Verbindungsvektoren
(Local-Ties) und deren Dispersionsmatrizen im SINEX-Format
bereitzustellen. Der Local-Tie kann bereitgestellt werden, wenn
der geometrische Referenzpunkt eines weiteren Raumverfah-
rens vorliegt.

Abbildung 6.1: Ablaufdiagramm mit Zusammenfassungen zur Bestimmung des geometrischen Referenz-
punktes und zusétzlicher Teleskopparameter unter Verwendung des entwickelten Transformationsmodells
nach Gl. 4.16 sowie der vorgeschlagenen Losungsstrategien IRP I bzw. IRP II. Ablaufpunkte mit gestri-
chelter Umrandung sind fiir die praktische Umsetzung notwendig, aber nicht Teil dieser Arbeit.
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Zur Modellierung der Signalwegvariationen nach Clark und Thomsen (1988) sind
neben den drei geometrischen Verdnderungen auch die Variationen der Strahllén-
ge infolge einer Verschiebung des Empfingers bzw. Subreflektors zu modellieren.
Mit diesen Strahlléngenvariationen und unter Berticksichtigung der teleskopspezi-
fischen Illumination lassen sich die linearen Gewichtskoeffizienten ableiten, die zur
Gewichtung der geometrischen Deformationen heranzuziehen sind. Hierfiir ist eine Be-
schreibung der geometrischen Form des Subreflektors notwendig. In dieser Arbeit wur-
den fir Sekundér-Fokus-Radioteleskope, die ein Ring-Fokus-Paraboloid verwenden,
Gleichungen zur Beschreibung der raumlichen Reflektorgeometrie des Subreflektors
angegeben. Analog zum entwickelten Modell zur Beschreibung der Hauptreflektor-
geometrie zeigt sich, dass diese Gleichungen durch entsprechende Vereinfachungen
auch zur geometrischen Beschreibung des Subreflektors der meisten konventionel-
len Radioteleskope geeignet sind. Diese geometrischen Beschreibungen bilden somit
eine universelle Grundlage zur Modellierung und Analyse der auftretenden Strahl-
langenvariationen infolge einer Subreflektorverschiebung. Zur Approximation der
Signallingendnderung konnten weiterhin zwei Anséatze, die fiir konventionelle Radio-
teleskope entwickelt wurden (Cha 1987; Artz u.a. 2014), direkt adaptiert werden.
Losler u. a. (2019¢) zeigen, dass beide Ansétze fir VGOS-spezifizierte Radioteleskope
mit Ring-Fokus-Paraboloid geeignet sind und gleichwertige Ergebnisse liefern.

Die Beriticksichtigung von Signalweganderungen bei der Bestimmung eines globa-
len geodatischen Bezugsrahmens ist erstmals fir den ITRF2020 vorgesehen (Altamimi
u.a. 2018). Die in dieser Arbeit hergeleiteten Modelle sind essenziell, um das Defor-
mationsverhalten von Radioteleskopen zukiinftig zu evaluieren. Abbildung 6.2 stellt
die wesentlichen Schritte zur Bestimmung der Modellparameter eines Ring-Fokus-
Paraboloids und zur Ableitung eines Modells zur Kompensation der resultierenden
Signalwegvariation in einem Flussdiagramm mit kurzen Zusammenfassungen dar.
Dieses Schema gilt sinngeméafl auch fiir Untersuchungen an konventionellen Radiote-
leskopen.

Sowohl die Bestimmung des Referenzpunktes als auch die Beschreibung der geo-
metrischen Form des Hauptreflektors erfolgt in einem nichtlinearen Modell. Liegen
mehr Beobachtungen als unbekannte Modellparameter vor, erfolgt die Schétzung
der Parameter in der Geodasie haufig iterativ im Gaufl-Helmert-Modell oder Gauf-
Markov-Modell bzw. durch eine bedingte Ausgleichung. In der numerischen Optimie-
rung zahlt die Sequentielle Quadratische Programmierung nach Geiger und Kanzow
(2002, S. 234) ,,zu den wichtigsten Verfahren zum Losen von allgemeinen nichtlinearen
Optimierungsaufgaben®. Unter Verwendung der Lagrange-Funktion zur Beriicksichti-
gung von Nebenbedingungen bestimmt die SQP die unbekannten Parameter mittels
Newtonverfahren, wodurch das Bereitstellen der Hessematrix notwendig wird. In
dieser Arbeit wurde gezeigt, dass die in der Geodésie gebréduchlichen Verfahren qua-
dratische Programme sind und als Spezialfalle der SQP aufgefasst werden kénnen,
die auf das explizite Aufstellen der Hessematrix verzichten.
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Ring-Fokus-Paraboloids

Korrektur der Varia-
tionen des Signalwegs

Zur eindeutigen Bestimmung der Modellparameter eines dop-
pelelliptischen Ring-Fokus-Paraboloids sind lediglich elf Punkt-
beobachtungen notwendig. Um eine reprédsentative Beschrei-
bung der Geometrie durch neuralgische Punkte sicherzustellen
und um die Zuverléssigkeit der Schétzung zu erhohen, ist eine
groflere Punktanzahl empfehlenswert. Hierflir eignet sich eine
symmetrische Punktkonfiguration, die sich an den Strukturele-
menten des Hauptreflektors orientiert, siche Abbildung 5.11.

Die Punktanzahl hangt von der Zielsetzung ab. Sind lediglich
einzelne Formparameter wie bspw. die Brennweite F' zu ermit-
teln, kann eine deutlich geringere Punktanzahl gewahlt werden,
als sie zur Prifung der Formschliissigkeit notwendig wére.
Zur Erfassung von signalisierten neuralgischen Punkten bieten
sich photogrammetrische Messsysteme an (Losler u.a. 2019a).
Fiir Untersuchungen beziiglich lokaler Oberflachenabweichun-
gen, z. B. aufgrund fehlausgerichteter Paneele, sind Mehrpunkt-
verfahren wie z. B. Laserradar vorzuziehen (Usoff u.a. 2014).

Das funktionale Modell zur Beschreibung eines Ring-Fokus-
Paraboloids ist nichtlinear, siche Gl. 5.15. Erfolgt das Ableiten
der statistischen Eigenschaften durch Linearisierung, so konnen
diese aufgrund von GIl. 2.4 nicht auf das origindre nichtlineare
Problem tibertragen werden. Die Groéflie der Verzerrung der
Schatzwerte hangt hierbei vom stochastischen Modell ab. Pra-
zisere Messungen fithren stets zu einer geringeren Verzerrung
und sind daher zu empfehlen, siche Abbildung 5.12. Insbe-
sondere wird ein ungiinstiges Signal-Rausch-Verhéaltnis nicht
durch eine Erhéhung der Punktanzahl kompensiert. Wie Abbil-
dung 5.13 zeigt, rufen starke Vereinfachungen im stochastischen
Modell, z. B. das Vernachldssigen von algebraischen Korrela-
tionen, zusétzliche Verzerrungen hervor und kénnen u. U. zu
unplausiblen Ergebnissen und Fehlinterpretationen fiihren.

Unter Verwendung von Gl. 5.15 werden die Modellparameter
des Ring-Fokus-Paraboloids mittels Gl. 3.7 bestimmt. Die Gro-
Be der Verzerrung der Schatzwerte lasst sich mittels Gl. 3.52
abschitzen. Insbesondere bei der Verwendung von Messsyste-
men, die ein unginstiges Signal-Rausch-Verhéltnis besitzen,
ist die Berticksichtigung der Verzerrung der Schéitzwerte emp-
fehlenswert.

Clark und Thomsen (1988) kombinieren die Anderung der
Brennweite des Hauptreflektors, die Variation des Hauptreflek-
tors zur Sekundéarachse und die Verschiebung des Empfangers
bzw. Subreflektors und leiten mit Gl. 5.1 ein Modell zur Be-
schreibung der Signalwegvariation her. Liegen Messungen fiir
verschiedene Teleskoporientierungen vor, ldsst sich das lastfall-
abhingige Verformungsverhalten des Hauptreflektors analysie-
ren und korrigieren (Sarti u.a. 2010; Losler u. a. 2019c¢).

Abbildung 6.2: Ablaufdiagramm mit Zusammenfassungen zur Bestimmung der Modellparameter eines
Ring-Fokus-Paraboloids mit dem hergeleiteten Oberflaichenmodell nach Gl. 5.15, welche u. a. den geome-
trischen Anteil der resultierenden Signalwegvariationen parametrieren. Ablaufpunkte mit gestrichelter
Umrandung sind fiir die praktische Umsetzung notwendig, aber nicht Teil dieser Arbeit.
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Unabhéngig vom gewéhlten Optimierungsverfahren und insbesondere auch bei
Existenz eines direkten Losungsverfahrens kénnen keine unverzerrten Schétzwerte
erwartet werden, wenn das zugrunde liegende funktionale Modell nichtlinear ist,
jedoch die statistischen Eigenschaften aus dessen linearisiertem Modell abgeleitet
werden. Box (1971) schéatzt fur explizit formulierte funktionale Modelle das Bias
der Schitzwerte durch eine Taylorreihe mit Gliedern 2. Ordnung ab. Eine Ubertra-
gung auf den allgemeinen Fall mit implizit formuliertem funktionalen Modell ist
Bestandteil dieser Arbeit. Hierdurch wurde es moglich, die vom Autor entwickelten
geometrischen Modelle hinsichtlich einer moglichen Verzerrung zu untersuchen. Diese
Verzerrung ist mit einer systematischen Abweichung im Analyseprozess gleichzuset-
zen. Die Untersuchungen in dieser Arbeit zeigen, dass die Grofie des Bias von der
Konfiguration und dem stochastischen Modell abhéngig ist. Insbesondere in der For-
manalyse erreicht die Parameterverzerrung Grofenordnungen, die unberiicksichtigt
als kritisch zu bewerten sind.

Diese Arbeit widmete sich ausschliefllich der Erstellung von geeigneten Modellen,
um das ambitionierte Ziel von 1 mm Positionsgenauigkeit im globalen geodéatischen
Bezugsrahmen realisierbar zu machen. Bewusst ausgeblendet wurden Messverfahren
und Instrumente, die fiir eine konkrete messtechnische Umsetzung geeignet sind.
Nachfolgende Arbeiten kénnen hier ankniipfen, insbesondere da jede Empfehlung
flir ein spezielles Messkonzept eine detaillierte Analyse der zu erwartenden Mes-
sunsicherheiten zwingend nach sich ziehen muss und im Kontext der jeweiligen
Genauigkeitsanforderungen zu bewerten ist.

Die Abschétzung der moglichen Verzerrung der Schétzwerte darf als weiteres
statistisches Analysewerkzeug aufgefasst werden. Es bietet die Mdoglichkeit, systema-
tische Abweichungen in den Schéitzwerten, die aus der Verwendung eines u. U. zu
stark vereinfachten Ersatzproblems anstelle des urspriinglichen nichtlinearen Pro-
blems resultieren, abzuschétzen und bei Bedarf zu minimieren. Wie mit dieser Arbeit
gezeigt wurde, ist dieses Werkzeug dabei nicht auf die Analyse von Realdaten be-
schréankt, sondern eignet sich insbesondere auch zum Validieren von Messkonzepten
und Auswertestrategien bereits wihrend der Planungsphase.
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A. Anhang

A.1 Varianz einer nichtlinearen Funktion

Die Taylorreihe einer skalaren nichtlinearen differenzierbaren Funktion f (1) sei gege-

ben durch (Teunissen 2003, S. 142; Caspary und Wichmann 2007, S. 18)
> 1 I 1 " 1 " _-«
f) = ng(k)é’“:erféJrif 52+6f &+ 0, (A1)
k=0

wobei f®) die k-te Ableitung der Funktion f an der Stelle [ darstellt, und f© := f
zu setzen ist. Die wahre Abweichung der Realisierung [ gegeniiber dem wahren Wert [
beschreibt & = { — I, und O symbolisiert Terme héherer Ordnung. Durch Anwendung
des Verschiebungssatzes (Krystek 2012, S. 167),

Var {f (0} = E{(f() ~E{f (O}*} (A.2)
= E{f 0} —2B{f OYE{F D} + (B{f )}
= E{f ("} - ®{r )",
ergibt sich das zweite zentrale Moment, die Varianz der Funktion f.

Die Quadrierung der Funktion f liefert unter Berticksichtigung ihrer Taylorreihe

FOP=2+ 7%+ i e+ 316 Fre (A.3)
+offe+ ff et + ;ffmés

FPFE S

+ é e+ o.

Durch Einsetzen der jeweiligen Erwartungswerte in f ergibt sich der Minuend in
Gl. A2, d.h,

E{f )’} =+ E{&)+ if“ E{et) + 316f”’2 E{e} (A.4)
+2ff B{er+ fFE{&} + ;ff'"E{é?’}
VIR 4L R

+ éf”f"'E{éE’} +0.
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A. Anhang

Ausgehend von é ~ N (0, 0.) lassen sich alle zentralen Momente in Abhéngigkeit
von o, darstellen. Tabelle A.1 fasst die zentralen Momente bis zur (k = 6)-ten
Ordnung zusammen. Aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung sind die zentralen
Momente mit ungerader Ordnungszahl k& stets null. Werden die zentralen Momente
der Normalverteilung in GIl. A.4 beriicksichtigt, so ergibt sich

E{f0?} = P+ o+ f L ffel f el 0. (A

12 2 "2 4

Tabelle A.1: Zentrale Momente der Normalverteilung E {ék} in Abhéngigkeit der Ordnungszahl k, siehe
auch (Wolf 1968, S. 490f).

ko1 2 3 4 5 6
E{é”“}‘l 0 02 0 30% 0 1509

Der Subtrahend in Gl. A.2 entspricht dem Quadrat des Erwartungswertes von f

B} = [+5/02+0 (A.6)

und lautet
1" 2 4

E{fODN* = £+ f

Die Anwendung des Verschiebungssatzes nach Gl. A.2 liefert die Varianz der Funktion
f, d.h.,

S PG} (A7)

12 2 "2 4 "2 6

Var{f ()} = [ oo+ f f S+ f el 0. (A.8)

Mit Beschrankung auf die quadratische Approx1mation ergibt sich schliefllich die
Naherung fiir die gesuchte Varianz von f zu

/22 1//24

Var{f ()} ~ f oe+§ o, (A.9)

A.2 Erwartungswert und Dispersion der Unscen-
ted Transformation

Gemaf GIl. 2.10 ist die Taylorreihe einer nichtlinearen Funktion f gegeben durch

1
F(X) = f(X%)+J&+ g |&fHs] +0. (A.10)
Wird die Funktion f in Gl. 2.20a durch ihre Taylorreihe ersetzt, so ergibt sich
2n
E{a} = Zwif (Xi) (A.11)
i=0
1 2n 1 K
= 50 Xo) +J& + - |& H;g, ) X) .
Q(HH);(J*( )+ 38+ 5 [T HE] +0) + L f (X)
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A.2. Erwartungswert und Dispersion der Unscented Transformation

Aufgrund der symmetrischen Anordnung der ¥-Punkte &; in Gl. 2.18 folgt €; = —&,,;
fiir + > 0, wodurch alle Terme mit ungeraden Potenzen in dieser Reihe entfallen
(Simon 2006, S. 442f), d.h,

E{a}= ~ Z —f (o) + wi (; &HE] + (’)) n ﬁf (X)) (A.12)
= f (&) + i["TH ezl 2(”1“)22{0

Aus GI. 2.18 folgt weiterhin &; = ( (n+ R) Ee> . Eingesetzt in Gl. A.12 und unter
Vernachléssigung von Termen vierter und héherer Ordnung ergibt sich der Erwar-
tungswert der UT zu

t s 2 | (Vo) 1 (Vo) |

1
= F () + 5 [ (%),
Ein Vergleich mit Gl. 2.13a zeigt, dass dies einer Approximation 2. Ordnung entspricht,

E{a} = f (%)

welche Terme vierter und héherer Ordnung vernachléssigt (Gustafsson und Hendeby
2008; Wang und Zhao 2018).

Entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt A.1 ergibt sich fiir die Dispersion
der UT durch Anwendung des Steiner’schen Verschiebungssatzes entsprechend Gl. A.2
zunachst

Var {a} = zw (f (%) — E{a}) (f (%) — E{a})" (A14)

_ ZZwif (X)) f ()" —E{a}E{a}"

K

= F (%) F (%) + Zf ~E{a}E{a}".

n—+ kK

Durch Substitution der G1. A.10, A.12 in Gl. A.14 und Bildung der &uleren Produkte
folgt

n

Var {a} ~ JEJ7 + TS [ (H, S, HL S, )| (A.15)
4 = gk
1 T
— 5 [tr (HEe )] [tr (HiXe )],
wobei Terme héherer Ordnung wiederum vernachlissigt wurden und X, = &;&; .

Die modifizierte Unscented Transformation, aus der stets eine positiv semidefinite
Dispersionsmatrix resultiert, fithrt fiir eine bessere Approximation der Dispersion mit
Gl. 2.22 einen zusatzlichen Summanden ein (Julier 2002). Wird dieser in Gl. A.15
berticksichtigt, so ergibt sich

varfay v st SN S s s (o

i=1
B—a?
* 4

[tr ()], [tr (HiZe)],,
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A. Anhang

wobei k = o (n + \) —n substituiert wurde (Wan und Merwe 2000). Fiir n = 1 lisst
sich GL. A.16 weiter zusammenfassen (Wang und Zhao 2018), d.h.,

+O{2A n
g > [tr (HZH S )], -

=1

Var {i} =~ J2JT +

Wird A = 0 und g = 2 gewahlt (Gustafsson und Hendeby 2012), so lautet die
Dispersion

1 n
Var {ti} ~ JXJT + 3 > [tr (H;ZH X)), - (A.17)

=1

Diese stimmt mit der Dispersion bzw. der Varianz der T'S2 iiberein, wie ein Vergleich
mit den Gl. 2.7, 2.13b zeigt. Fiir n > 1 approximiert die UT hingegen nur die Losung
der TS2 (Gustafsson und Hendeby 2008, 2012).

A.3 Newtonverfahren

Das Newtonverfahren zéhlt zu den wichtigsten Verfahren in der numerischen Opti-
mierung und bestimmt das Minimum einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion
(Geiger und Kanzow 1999, S. 83)

min (@) (A.18)
durch iteratives Losen der (lokalen) quadratischen Approximation, siehe auch G1. A.1,

O () = Q(u")+V'Q (G- ")+ ; (8- uk)T VQ (- ut). (A19)

Hierbei sind V2 und V2Q der Gradient und die symmetrische Hessematrix, die die
ersten bzw. zweiten partiellen Ableitungen von {2 an der aktuellen Entwicklungsstelle
u”* enthalten. Der Vektor u” reprisentiert die Losung des k-ten Iterationsschrittes.
Erfillt der Gradient V@, die notwendige Bedingung

Vo, = 0 (A.20)

und ist weiterhin die Hessematrix positiv definit (hinreichende Bedingung), so ist @
ein stationdrer Punkt und ein lokales Minimum der quadratischen Ersatzfunktion

min Oy, (). (A.21)
Der Gradient der Funktion ®; an der Stelle u” ist gegeben durch
Vo, = VQ+V2Q (1 - uf) (A.22)

und liefert mittels Gl. A.20 das zu losende lineare Gleichungssystem, welches auch
als Newtongleichung bezeichnet wird (Geiger und Kanzow 1999, S. 84),

VEQAu = -VQ, (A.23)
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A.4. Blockmatrixreduktion

wobei @i = u* 4+ Au die um den Zuschlagsvektor Au akkumulierte Entwicklungsstelle
fir den (k+1)-ten Iterationsschritt darstellt. Die Iteration kann abgebrochen werden,
wenn die notwendige Bedingung

VQ = 0 (A.24)

fiir das in Gl. A.18 gesuchte Minimum erfiillt ist.

Q (u) \ !

>

Abbildung A.1: Eindimensionale Skalarfunktion € (u), die als graue Strichpunktlinie visualisiert ist,
und deren quadratische Approximation ® (u), welche als gestrichelte rote Linie dargestellt ist. Fiir die
Entwicklungsstelle u* ist die Tangente in  angegeben, deren Anstieg im Minimum null ist, sodass die
notwendige Optimalbedingung erfiillt wird.

Abbildung A.1 zeigt exemplarisch fiir die eindimensionale Skalarfunktion €2 (u)
die zugehorige quadratische Approximation ® (u) an der Entwicklungsstelle u*. Die
notwendige Bedingung in Gl. A.24 ist erfiillt, wenn der Anstieg der dargestellten
Tangente null ist.

Zur Initialisierung des Newtonverfahrens sind geeignete Startwerte u*=° vorzu-

geben, die bereits in der Nahe des Optimums liegen miissen. Ist diese Bedingung
erfiillt, ist die Hessematrix positiv definit und die Newtongleichung konvergiert su-
perlinear bzw. quadratisch (Geiger und Kanzow 1999, S. 84f; Nocedal und Wright
2006, S. 44f). Ist die Startlosung hingegen nicht in unmittelbarer Umgebung des Op-
timums, so sind geeignete Strategien zur Schrittweitensteuerung (Geiger und Kanzow
1999, S. 45ff) oder Trust-Region-Verfahren (Geiger und Kanzow 1999, S. 286ff) zu
implementieren, auf modifizierte Verfahren zurtickzugreifen, die eine positiv definite
Hessematrix garantieren — wie bspw. der Levenberg-Marquardt-Algorithmus (Leven-
berg 1944; Marquardt 1963) —, oder ein Quasi-Newtonverfahren anzuwenden, welches
die Approximation einer positiv definiten Hessematrix inkludiert, bspw. die nach den
Mathematikern Broyden, Fletcher, Goldfarb und Shanno benannte BFGS-Methode
(Nocedal und Wright 2006, S. 135ff). Details zu den einzelnen Verfahren kénnen der
Standardliteratur zur numerischen Optimierung entnommen werden, sodass an dieser
Stelle auf eine ausfithrliche Beschreibung verzichtet wird und vorausgesetzt sei, dass
eine hinreichend genaue Startlésung u*=° vorliegt.
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A. Anhang

A.4 Blockmatrixreduktion

Aufgrund der moglichen Groflie eines zu losenden Gleichungssystems ist eine direkte
Losung u. U. unwirtschaftlich. Insbesondere ist man hédufig nur an einem kleinen
Teil der geschatzten Modellparameter interessiert, wahrend die tibrigen lediglich
als Hilfsgroflen fungieren. In der geodéatischen Netzausgleichung wird bspw. fiir
Richtungssatzmessungen eine Orientierungsunbekannte in die Modellgleichungen
eingefiihrt, die die Differenz zwischen der Nullstellung des Teilkreises und der X-
Achse des gewédhlten Datums beschreibt. Dieser Parameter ist zwar zur sachgerechten
Modellierung notwendig, bleibt in der weiteren Analyse aber meist unberticksichtigt.
Es kann daher zweckdienlich sein, eine explizite Bestimmung von Hilfsgroflien durch
eine implizite Darstellung zu umgehen (Hépcke 1980, S. 94ff; Caspary und Wichmann
2007, S. 130ff). Untersuchungen von Stark (1984) zeigen, dass hierdurch der Rechen-
und Ressourcenaufwand z. T. deutlich reduziert werden kann.

Das lineare Gleichungssystem Mu = m mit der Koeffizientenmatrix M, dem Abso-
lutgliedvektor m und dem Vektor der Modellparameter u lésst sich in ein dquivalentes,
reduziertes Gleichungssystem Mu = m umformen. Hierzu wird M in Blockmatrizen
zerlegt, sodass quadratische Diagonalblocke entstehen. Diese Diagonalblécke seien
weiterhin regular, sodass ihre Inverse existiert. Die Zerlegung der Vektoren m und u
erfolgt sachlogisch. Das auf vier Blocke aufgeteilte Gleichungssystem lautet (Zurmihl
und Falk 1984, S. 297ff)

] - (] o

Ausgehend von einem linearen Gleichungssystem, welches durch entsprechende
Zeilen- und Spaltensortierung die zu eliminierenden Parameter us am Ende des
Parametervektors enthélt, ergibt sich die zweite Zeile in G1. A.25 zu

Mzzllz = Ing — leul (A26)
bzw. nach Multiplikation beider Seiten mit Mg,
Uy = M;21m2 — M2_21M21111. (AQ?)

Durch Substitution von Gl. A.27 in die erste Zeile des urspriinglichen Gleichungssys-
tems, siehe GI. A.25, ergibt sich die reduzierte Gleichung zu

M11u1 + M12 (M;zlmz — M521M21u1> = Imjg, (A28)
welche sich durch
(Mll - M12M£21M21) u; = 1M — M12M;21m2 (A29)

zusammenfassen lasst.
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A.5. Erwartungswert und Dispersion der Parameterschétzung (Box 1971)

Durch Setzen von

M = M11 — M12M2_21M21, (A30a)
m = m; — M12M2_21m2, (A30b)
u = uyg, (A.30c)

ergibt sich die o.g. Kurzschreibweise des linearen Gleichungssystems
Mu = m. (A.31)

Die Parameter ug treten hierbei nur noch in impliziter Form auf, kénnen jedoch mit
Gl. A.27 stets aus der reduzierten Losung explizit bestimmt werden.

A.5 Erwartungswert und Dispersion der Parame-
terschiatzung (Box 1971)

Geméf Gl. 3.35 ist die notwendige Bedingung fiir das Minimum in Gl. 3.28 an der
Stelle & = X 4 &, gegeben durch (Koch 2007, S. 65)

IW.(1-f(®) = o0. (A.32)

Durch Einsetzen von Gl. 3.30, 3.35 folgt weiterhin

(I + [éEHX,Z}i)T W, (é — JBy — ; [ Hméx]i) = 0, (A.33)

sowie nach weiterer Umformung und unter Beriicksichtigung von GI. 3.31

0 = JIW, (& —J,J.8&) (A.34)
- ;JEWG (7« [8"H 8] + [6"IIHL 8] )
+ [Hy i J e8], We (& — J,J.8)
1

— 5 [HiJ e8], We (Jx [6"H 8] + 87T H,J8) ).

% %

Werden zunachst nur die linearen Anteile der Beobachtungsabweichungen € in
Gl. A.34 betrachtet, d. h.,

0 = JIW, (& —J,J8&)
= TIWeE — IIWI, (JIWT,) TIWes,

so ergibt sich die Matrix der linearen Transformation in GIl. 3.31 zu

Jo = (W) IIw.. (A.35)
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A. Anhang

Aus dem quadratischen Anteil der Beobachtungsabweichungen & in Gl. A.34

o VL] ]

+ [Hy,iJ €], We (€ — JxJE)
resultiert unter Beriicksichtigung von Gl. A.35
&H. 8] = -3 [§" I H, I8
+2(IIWI,) [Hedod], We (8 — 1,J.8).
Werden die Erwartungswerte der einzelnen Terme betrachtet, d. h.,
E{|g"H. 8| } = I E{[e"I[H,J¢| } (A.36)

+2(IIW.I,)  E{[H.J8, W (6 - TJ@)},

7

so ergibt sich mit den GI. 2.12

(2

tr (HaW.Y)| = =3 [tr (W ITHY,)| (A.37a)
bzw.

[tr (H, W H W) | = 3 [tr (W H, I W I H, )| J2 (A37h)
2, 2y

Hierbei wurde die Invarianz der Spur eines Matrizenproduktes zweier nicht notwen-

digerweise quadratischer Matrizen, einer (o X p)-Matrix M und einer (p x o)-Matrix

N, beztglich eines Faktorentauschs ausgenutzt (Zurmiihl und Falk 1984, S. 22), d. h.,

tr (MN) = tr(NM). (A.38)

Ein Beweis, dass der zweite Summand [Hy ;J €], W (I — JxJ.) & der rechten Seite
in Gl. A.36 einen Erwartungswert von null besitzt, soll nachfolgend in Anlehnung
an Box (1971) skizziert werden. Mittels des Extraktionsvektors €;, der an der j-ten
Position mit einer Eins und ansonsten mit Nullen besetzt ist, lautet die j-te Zeile

€ [HyJe8], We (I - JyJ)& = &I [Hye;], We (I—JJo)&.
Durch Anwendung von Gl. 2.12a folgt fiir dessen Erwartungswert

E{&"J] [Hyse,], We (I - 3, Jo) 8} = tr (37 [Hyie)], We (T— T J) W)
Da nach GIl. A.38 allgemein die Spur eines Matrizenproduktes beziiglich eines Fakto-
rentauschs invariant ist, ergibt sich fiir den Erwartungswert des zweiten Summanden
der rechten Seite in GIl. A.36 unter Beriicksichtigung von Gl. A.35

%

tr ([Hy€5], We (I = 3, J) W IT) = 0. (A.39)

Wie Gl. A.37 zeigt, ist das explizite Aufstellen der Hessematrix H, zur Bestim-
mung des Erwartungswertes und der Dispersion in Gl. 3.34 nicht notwendig. Gemaf
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A.5. Erwartungswert und Dispersion der Parameterschétzung (Box 1971)

Gl. 3.34 ergeben sich Erwartungswert und Dispersion von &, durch Einsetzen der
~1
Gl. A.35, A.37 und unter Beriicksichtigung von X3 = J W 1JT = (JIWeJX) zu

7

E{&) = —;JE [tr (SxHie,)]. | (A.40a)

1
Var {8} = D + 5 [tr (B3 H, B H,y )], e (A.40Db)
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Abkiirzungs- und Akronymverzeichnis

DGFI Deutsches Geodétisches Forschungsinstitut

DORIS Doppler Orbitography and Radiopositioning Integrated by Satellite
DTRF  DGEFI Terrestrial Reference Frame

EKF Extended Kalman Filter

GEOSS Global Earth Observing System of Systems

GGOS  Global Geodetic Observing System

GHM Gauf-Helmert-Modell

GMM GauB-Markov-Modell

GNSS Global Navigation Satellite System
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GUM Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement

IAG International Association of Geodesy

IDS International DORIS Service

IERS International Earth Rotation and Reference Systems Service
IGS International GNSS Service

ILRS International Laser Ranging Service

IRP Invarianter Referenzpunkt

ITRF International Terrestrial Reference Frame

ITRS International Terrestrial Reference System

IVS International VLBI Service for Geodesy and Astrometry
JPL Jet Propulsion Laboratory

JTRF JPL Terrestrial Reference Frame
KKT Karush-Kuhn-Tucker

LLR Lunar Laser Ranging

MCM Monte-Carlo-Methode

MUT Modified Unscented Transformation
SINEX  Software Independent Exchange
SLR Satellite Laser Ranging

SQP Sequentielle Quadratische Programmierung
SSUT Spherical Simplex Unscented Transformation
SUT Standard Unscented Transformation

TRF Terrestrial Reference Frame

TRS Terrestrial Reference System
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TS1
TS2
TS3
UKF
UN
UT
VGOS
VLBI
VTIRF

Taylorreihe mit Gliedern 1. Ordnung
Taylorreihe mit Gliedern 2. Ordnung
Taylorreihe mit Gliedern 3. Ordnung
Unscented Kalman Filter

United Nations

Unscented Transformation
VLBI2010 Global Observing System
Very Long Baseline Interferometry
VLBI Terrestrial Reference Frame
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meter eines Ring-Fokus-Paraboloids, die Brennweite F (links) und
den Zylinderradius 7 (rechts), in Abhéngigkeit des Varianzfaktors

o2. Alle Werte sind in mm angegeben. . . . . . . ... ... ..

Zentrale Momente der Normalverteilung E {ék} in Abhéingigkeit
der Ordnungszahl k, siehe auch (Wolf 1968, S. 490f). . . . . . . .
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