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UBERSICHT

Seit Jahrzehnten bemiiht sich eine Anzahl von Forschern, aus Beobachtungen der
Schwankungen des Ultrakurzwellenemptanges Schliisse auf Vorgénge in der Troposphire
zu ziehen. Man konnte dabei Schwankungen des mittleren Gradienten der Dielektrizitéts-
konstante der Troposphire ermitteln. Mit Radargeriten konnte man Reflexionen fest-
stellen, die man als von Regen- oder Nebeltropfen herrithrend annahm. Fiir eine ge-
nauere Analyse fehlte bisher eine tiefere Studie der mathematischen Zusammenhinge zwi-
schen der Stérung der Dielektrizititskonstante und dem Streufeld die in eindeutig um-
kehrbarer Weise die Groflen des Streufeldes und der e-Stérung verbindet und so aufzeigt,
welche GroBen auf Grund welcher Messungen ermittelt werden kénnen.

Dieses Problem wird in der vorliegenden Arbeit behandelt. Wir sehen dabei, daf3 aus
Messungen des Streufeldes, die sich auf dessen Amplitude beschrinken, ohne die Phase
miteinzubeziehen, tiefere Erkenntnisse kaum gewonnen werden kénnen: reine ,,Fading-
registricrungen‘‘ liefern nicht gentigend Daten fiir eine Analyse, auch wenn man sich auf
die Gewinnung statistischer Werte beschrianken will. Um die fiir eine feinere Analyse der
Atmosphire notwendigen Daten zu gewinnen, sind, wie sich aus dem folgenden ergibt,
aullerordentlich schwierige Experimente notwendig, so daB es fraglich erscheint, ob bei
dem heutigen Stande der experimentellen Technik eine solche Feinanalyse der Atmosphire
iiberhaupt méglich ist. Doch scheint die theoretische Klirung dieser Fragen notwendig
und interessant zu sein.

1. EINFUHRUNG

In zwei vorhergehenden Arbeiten [1], [2] waren folgende Probleme behandelt worden:

1. Die dielektrische Turbulenz, d. h. es waren statistische Untersuchungen iiber die
kleinen Stérungen der Dielektrizititskonstante der Troposphire durchgefiihrt worden,
die mit der atmosphirischen Turbulenz in Zusammenhang stehen.

2. Die Streuung elektrischer Wellen an Zonen dielektrischer Turbulenz.

Die Aufgabe der vorliegenden Untersuchung ist die Umkehrung des letzteren Problems.
Wir wollen aus Streufeldbeobachtungen auf die e-Stérung in einer Zone dielektrischer Tur-
bulenz schlieBen. Eine vorlaufige Lésung dieser Frage wurde in [4] geliefert fiir einen spe-
ziellen Fall. In der vorliegenden Arbeit soll das ganze Problem nochmals neu behandelt
werden in viel allgemeinerem Rahmen. Es handelt sich also darum, eindeutig umkehr-
bare Beziehungen zwischen Streufeld und DK-Stérung anzugeben. Die Versuche, aus
Fadingregistrierungen bei Ultrakurzwellen auf troposphirische Vorginge zu schlief3en,
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gehen auf Jahrzehnte zuriick. So konnten z. B. Beziehungen zwischen Intensititsschwan-
kungen des Empfangsfeldes und Variationen des Dichtegradienten der Troposphire veri-
fiziert werden, wie sie die Theorie fordert. Auch Radarreflexionen wurden verwendet, um
Zonen mit Wassertropfen (Regen, evtl. auch Nebel) zu studieren. Doch muften eine An-
zahl von Fragen der Feinstruktur der Dielektrizititskonstante unbeantwortet bleiben,
weil man keine prizise Kenntnis liber die Zusammenhinge zwischen dielektrischer Tur-
bulenz und Streufeld besa3, insbesondere was die Umkehrbarkeit der Beziehungen anbe-
langt, d. h. die Autlésbarkeit der Gleichungen nach der e-Stérung in Abhingigkeit vom
Streufeld. Es wird sich hier unter anderem ergeben, dal} es fiir eine Feinanalyse unerlif-
lich ist, das Streufeld nach Amplitude und Phase zu messen. Ganz allgemein soll in der
vorliegenden Arbeit diese Auflésbarkeit der Gleichungen untersucht werden fiir eine
direkte Analyse der e-Stérung und fir den Fall statistischer Untersuchungen. Inwieweit
die zur praktischen Durchfiihrung auBerordentlich schwierigen Experimente bei dem heuti-
gen Stand der Technik moglich sind, ist noch zu entscheiden. Auf alle Fille erscheint aber
die theoretische Klirung dieser Zusammenhinge wichtig und interessant.

2. DIE ANALYSE DER MITTEL
EBENER SCHICHTEN IM FALLE EINES SENDERS
UND EINES EMPFANGERS

Die einfachste Versuchsanordnung fiir Fadingstudien besteht aus einem Sender und
einem Empfinger. Wir wollen diese Anordnung zunichst studieren. Die Arbeit [2] hat
schon gezeigt, daf3 Amplitude und Phase des Streufeldes studiert werden mussen. Doch
wird sich dies im folgenden noch mehr herauskristallisieren. Wir setzen die Anordnung
voraus, deren Schema in [2] Fig. 1 dargestellt ist.

Aus einer ,,sehr groen’’ Entfernung R&; strahle ein gerichteter Sender auf die riumlich
begrenzte Streuzone, so daf} sich diese im Strahlungsmaximum der Sendercharakteristik
in einem so engen Bereich befinde, daBB man ohne zu groBen Fehler die einfallende Feld-
stirke in der ganzen Stérzone als von konstanter Amplitude annchmen kann, und daf3
Gangunterschiede einfach als Projektionen auf die Strahlrichtung gemessen werden kén-
nen, wie es etwa in der Theorie der Gitterbeugung iiblich ist. Die Entfernung R, des Emp-
fingers von der Stdrzone sei ebenfalls grof3 genug, daB bei einer Integration des Streufeldes
liber sie R, vor das Integral genommen werden kann und Gangunterschiede wie oben zu
beriicksichtigen sind. Wir kénnen dies auch so ausdriicken: die Entfernungen R, und R,
sollen so groB sein, daB} wir es in Streuzone und Empfinger praktisch mit ebenen Wellen
zu tun haben, die einfach mit !'/®, und !/R, zu multiplizieren sind, wo & und R,
die Abstinde des Senders und Empfingers von irgendeinem Punkt der Stérzone sind.
Dann hatten wir in [2] gesehen, daB3 das Streufeld die Fourier-Transformierte von
Mittelwerten der e-Stérung ist, die tiber die Ebenen zu nehmen sind, die parallel zu der
Winkelhalbierenden von Sende- und Empfangsrichtung liegen. Um eine Analyse der
e-Stérung, d. h. hier dieser Ebenenmittel vorzunehmen, brauchen wir dann nur diese
Fourier-Transformation zu invertieren. Wir kénnen hier sowohl mit Impulsen als auch
mit ,,Dauerstrich®, d. h. kontinuierlichen Wellenziigen arbeiten, miissen aber im letzteren
Falle die Frequenz variieren, wie wir weiter unten sehen werden.
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a) Die Analyse mittels Impulsen

Wenn wir Impulse vom Sender ausstrahlen, so nehmen wir an, daf 1. die Impulsdauer
und 2. die Zeit, die der Impuls zum Durchlaufen der Stdrzone benétigt, schr klein sei
gegeniiber der Zeit, in der sich 4d¢ an einer Stelle merklich dndert. Wir setzen also voraus,
daB die zeitliche Anderung von 4 e relativ langsam vor sich geht, so da83 der durchlaufende
Impuls eine ,,Momentaufnahme** der Stdrzone erzeugen kann. An der Stelle (oder in der
Niveauebene y == 0) habe der Impuls die zeitliche Form:

(1) JF(t) = cos Qto(d)

wo 2 die Kreisfrequenz der Trigerwelle und ¢(¢) die Amplitudenkurve oder die Hiillkurve
bedeuten mége, die aus einem Rechteck oder einem Dreieck oder einer Glockenkurve
oder sonst eciner geeigneten Form bestehen kann. 4 f* seien die Richtungskosinus der
Einfalls- und der Ausstrahlungsrichtung in bezug auf die y-Achse. Die Stérzone befinde
sich zwischen y = o und ¥; auBerhalb sei 4& = o und natiirlich auch auflerhalb der oben
beschriebenen zentralen Zone in den Maxima der Richtcharakteristiken von Sender und
Empfinger. Die Welle kommt nun vom Sender, durchliuft unverzerrt die Zone bis ¥ = o;
dann strahlt die Streuzone. Wenn die Streustrahlung nach unten die Zone y = o durch-
laufen hat, lauft sie unverzerrt weiter bis zum Empfinger. Wenn wir die Zeiten, die die
Welle braucht, um diese verzerrungsfreien Zonen zu durchlaufen, herausnehmen, also
Sende- und Empfangszeit auf die Ebene ¥ = o beziehen, so lautet die im Empfinger an-

kommende Strahlung im HEeRrTzschen Vektor 7] , geschrieben:

0
4

< =g Ty Te@) rle—2) 2y = @)

y=0

_x,: . . .
wo A &(y) das liber x und # genommene Ebenenmittel der Stérung von ¢ bedeutet. Mit

7= Jli,f(t — R[;") der HERTzschen Losung ist das uns hier interessierende Fernfeld in E

E

E, = sin® f'(t—R[c)[y. 2

das beobachtete Z-Feld ist in ein II-Feld umzurechnen. 2y ist der Lichtweg, den das
Signal von ¥, = o nach y und zuriick nach y, = o durchliuft, ¢ ist die Lichtgeschwindig-
keit in der ungestorten Atmosphire.

Nun betrachten Wirf(t—»z—-y,ﬂi) im Lichte der Gleichung (1): Es ist

¢

®) £(r= 222 = cos 2 (s~ 22%) o (r—222)

c <

= (cos Q¢ cos -%}c',ﬂx + sin 27 sin _2_}/_EX) P (l,__g}{/ﬂx)

! ¢

d. h. aber: im Empfinger kommt eine Komponente an, die in Phase ist mit cos 2¢ und
eine um go° dagegen verschobene Komponente.
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Dies ist in Gleichung (2) enthalten. Wenn wir sagen, wir haben @(¢) ,,beobachtet”, so
missen wir tiber diese beiden Anteile Bescheid wissen. Eine Beobachtung der Ampli-
tudenfunktion des Streufeldes, d. h. der Hiillkurve genigt allein nicht. Mit

b g
G v [f (420 cos 2275 g (1= 22F)) cos Qrdy
¥

+ l‘ (Zx::(y) sin »2);f3x (p(t—_yé,ﬂi)) sin .Qtdy] =

0

= P, (£) cos Q¢ + D(¢) sin Q¢

(die Bedeutung von @, und @, tritt unmittelbar in (4) in Erscheinung) erhalten wir die bei-
den Integralgleichungen:

1
—xz X
(s) [ A5y cos 22 ple— 22F%) ay = 4aes iRy 0.(0)5
0
Vv
—xz . X x
©) [ A% ) sin 22P% p(e—22P%) 2y = 4mes RiRe 0,00
1]

Diese beiden Gleichungen kénnen wir leicht nach A e(y) cos 2 ‘i,xz und 4 & (»
sin 2—};,’3—’( auflésen. Aus beiden Gleichungen mufl dann dasselbe a4 e(y) resultieren.
Wir sehen nun: Eine Lésung des Problems der Schichtmittelanalyse ist schon mit ciner
der Komponenten (cos- oder sin-Komponente) moglich. Diese mul3 aber fiir sich gemessen
und herausgeschilt sein. Zunichst wollen wir einmal die beiden Integralgleichungen (3)
und (6) losen:

Da wir auBerhalb des Intervalls (o, ¥) 4Ae = o vorausgesetzt hatten, kénnen wir ohne
Schwierigkeit die Integrationsgrenzen nach - oo verlegen. Wir fithren ferner die

Variable y' = 287 ¢in und erhalten aus (5) und (6)

CI
+ o0 ﬂx
il ¢ I ' 2
(7 IA E (ﬁxy) cos ¥ p(t—y)dy = amey Ry Ry~ D(2)
+00 p g
et s (g C I} : ' ' ' 2
® J 4 8(2—5xy) siny' o(¢—y) dy' = ame, Ry Ry, = D,(2)

Dies sind Integralgleichungen vom Faltungstypus im Intervall (—oo, -} 00), die mittels
der FouriEr-Transformation leicht zu 16sen sind. Schreiben wir:

+o0

©) Sle@); o} = ’1/12_;; J‘ @(?) exp [—jwt] dt

— 00

= Fourikr-Transformierte von ¢ (¢)
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400
(10) FA7 () 0) = 171;5 f A’s (y") exp [—joy"] dy" Y=g
— Fourier-Transformierte von 4" e(v'"
+oo
) FHe@s ) =L | v e oyl do
= inverse FourIiER-Transformierte von p(w) (y beliebig)

so bekommen wir nach dem Faltungssatz der FourieEr-Transformation:

(12) GLA e(s) cos ¥'5 0} x Flo@); o} = ame R R, ZJ‘?* G (2, (0); o)
(13) T4 e(y) sin ¥ 0} X §le@®; o) = ame, Ry Ryt B S (D,0); 0}

Daraus ergibt sich dann:

2 8%
: a0 (¢ N AmaRR L (8(90); o)
(14) A 8(2—/‘5“"/) - cosy'__“ s Flo@; o) y>
B 47!81R R " %{@; o,
T sy %{qz(t o ’y}'

womit unser Problem gel6st ist.

Wir sehen dabei, dafl es notwendig ist, mindestens @,(#) oder @ (¥) zu kennen; ¢(#)
stellt die Hullkurve des Impulses dar. Damit haben wir das Streufeld in bezug auf eine
normale Phase, z. B. diejenige beim Eintritt in die Stdrzone bei y = o zu messen. Wenn wir
eine andere Phase wihlen, d. h. auf der Verbindungsleitung zwischen Sender und Emp-
finger einstellen, so wiirde dies nur einer Verschiebung der Ebene y = o entsprechen. Wir
sehen auch, daB3 es nicht genligt, nur die Hiilllkurve des Impulses zu betrachten, es muB die
Phasenfeinstruktur des Signals studiert werden. Dies wire bei einer direkten Behandlung
von Gleichung (2) mittels der FouriEr-Transformation nicht so explizit in Erscheinung
getreten. Wir hatten in [5] diese mehr globale Methode gewihlt, die Losung dort ist aber
auch im Sinne der vorliegenden Betrachtung zu verstehen.

b) Die Analyse der Mittel ebener Schichten

mittels kontinuierlicher Wellen (Frequenzdurchdrehaufnahmen)

Wenn wir fur die Analyse der Schichtenmittel keine Impulse, sondern kontinuierliche
Wellenziige verwenden wollen, so finden wir folgendes:

Wir schreiben zunichst einmal das Streufeld in einem Empfianger unter Voraussetzung
derselben rdumlichen Anordnung an wie oben, aber jetzt nicht fiir einen Impuls, sondern
fiir einen kontinuierlichen Wellenzug der Frequenz £ und nehmen dabei das Streufeld

wieder auf den HERrTzschen Vektor J7 reduziert an: (—ﬁé2 sin® = Z siehe [2], 14D

Miinchen Ak. Abh. math. nat. 1956 (Eckart III) =2
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1%
(15) H@0) =z | 475000 exp [—j248"5) dy
mit £ = 0/ = 2af}. ' = Wellenlinge in der homog. Atmosphire

Wir haben hier einen Faktor exp [—7£2#] bereits unterdriickt. Wenn wir bei einer Kreis-
frequenz Q die GroBe IT nach Amplitude und Phase beobachten, so haben wir in jedem

—Xx32
Augenblick die Fourier-Transformierte der 4 e-Verteilung aber nur in einem reellen
Punkt £ vorliegen. Dabei haben wir wieder angenommen, daf} die Zeit, die eine Phase
braucht, um die Stérzone zu durcheilen, klein sei gegeniiber der Dauer, innerhalb derer

—xz

sich 4 ¢ an irgendeiner Stelle merklich dndert. Um nun eine Variable zu finden, abhingig

von der das IT in jedem Augenblick beobachtet werden kann, betrachten wir das Produkt
2£p* = 2p*8/c'. Diese GréBe kénnen wir variieren a) durch Variation von 2, b) durch
Variation von *, d.h. des Einfalls- und Abstrahlungswinkels zu gleicher Zeit. Diese M6g-
lichkeit wiirde wohl schwer zu realisieren sein. Es bleibt also doch nur die Frequenz iiber
als zu variierender Parameter. Schreiben wir jetzt:

(16) ~ 2By ="

so bekommen wir:

i
RR,¢ —az i
(17) ASTC Q) = [ Ae(y", 8 exp [ 25" dy"

woraus 4 ¢ (»'") direkt durch Fourier-Inversion folgt.

1 2 fx

-+ oo
S TR R, .
(18) de(y ) = ,;, X 7—4—77—7717723—.‘[.]7(9, f)exp [jRy")dQ.

In diesem Ausdruck lauft £ von —oo bis +oo. Wir denken dabei daran, dal3 A'e ('
stets reell ist; damit mul3 nach bekannten Satzen tiber die Fourier-Transformation

(19) (=2, 8 = 1I*, 9

sein, wo der Stern den konjugiert komplexen Wert andeutet.

Man miilte eigentlich die Frequenz in dem Band von o < £ <Cco durchdrehen und
anschlieBend die nach GréBe und Phase bekannte Variable /T nach FoURIER invertieren.
Man kann aber auch dic Fourier-Inversion nach Art eines Interpolationsproblems durch-
fithren, wenn die zu invertiecrende Funktion nur in einem beschrinkten Band vorliegt, wenn
man sie aulerhalb dieses Bandes mit gentigender Niherung vernachldssigen kann und
erhilt dann eben Niherungen. Die dazu notwendigen Hinweise findet man in [6] S. 75-84.
Da schr tiefe Frequenzen (4> ¥) und schr hohe Frequenzen nur kleine Amplituden I7
liefern, so wird sich ein Band zum Durchdrehen finden lassen, das praktisch brauchbar ist

und geniigend Niherung fiir Ae (y) liefert.

Damit wire die Schichtenanalyse behandelt. Wir schen, dal} diese die Kenntnis des
Streufeldes nach GréBe und Phase erfordert; die {iblichen Fadingregistrierungen, die sich
auf die Amplitude beschrinken, liefern kein brauchbares Resultat,
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3. PUNKTWEISE ANALYSE
MITTELS IMPULSABTASTUNG

Wir betrachten noch einmal unser Versuchsschema Fig. 1. Wir hatten die Streuzone in
zwei Strahlungskegel, denjenigen des Senders und denjenigen des Empfingers, sc einge-
schlossen, dal3 alle Punkte mit ungefdahr gleicher Intensitit erregt wurden. Dann liefern
uns die obigen Methoden die Mittel der ebenen Schichtschnitte parallel zu x, z-Ebene. Wir
verdndern nun die rdumliche Anordnung von Sender und Empfinger in folgender Weise:
die Empfingeranordnung bleibe erhalten, den Sender biindeln wir auBlerordentlich stark,
so daB sein Richtdiagramm in der x, z-Ebene héchstens noch die Breite und Tiefe & hat
und nicht mehr den ganzen Schnitt umfaBt. Wenn wir dann wieder wie in 2.a mit Impul-
sen arbeiten, so liefert uns cine Aufnahme die Mittel tiber die relativ kleinen Querschnitte
des Strahlenbiindels anstelle der Mittel {iber die ganzen Schichten. Durch geeignetes
Variieren der Richtung des Senderstrahles, die naturgemifB nur sehr kleine Winkelver-
inderungen erleidet, kann damit eine vollstindige Abtastung erreicht werden. Da wir die
Stérzone in einem an sich sehr kleinen Winkelbereich befindlich vorausgesetzt hatten und
nur kleine Ausschnitte aus den fritheren Ebenen herausgenommen werden, so werden diese
kleinen Winkelvariationen nicht stéren. Bei geniigend schneller Steuerung der Abtastung
miiffite diese in einem Zeitraum moglich sein, der klein ist gegenliber Zeiten, in denen

—Xz
sich 4 ¢ an eciner Stelle merklich dndert.

4. PUNKTWEISE ANALYSE
MITTELS RICHTCHARAKTERISTIKEN

In [4] hat der Verfasser eine vorlidufige Lésung dieses Problems gegeben, die wir im
folgenden Abschnitt 4.a kurz referieren werden, um dann in 4.b eine weitere Losung
anzugeben. ey

Wir wollen dabei aber ausdriicklich betonen, dal} es sich hier um Gedankenexperimente
handelt, die Aufschliisse {iber eindeutig umkehrbare Bezichungen zwischen Stérzone und
Feldstreuung liefern; der folgende Text zeigt, daB fiir eine Realisierung ein ungeheurer
Aufwand nétig wire, da ja wieder jede Streufeldmessung GréBe und Phase liefern muf3.
Wir erkennen wieder, wie unzuldnglich die gewthnlichen Fadingmessungen sind.

a) Analyse bei ciner Frequenz mittels variablem

Einfallswinkel

Wir referieren in diesem Abschnitt einen Teil von [4], der aber sowieso zum Verstindnis
des darauf folgenden notwendig ist.

Bedeuten «, f, y; a*, 7, »™ bezichungsweise die Richtungscosinus der einfallenden und
ausstrahlenden Wellen, fur die letzteren also der Richtungen zum jeweiligen Aufpunkt,
dann stellt sich das Streufeld wie folgt dar:

2%
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(2o} IT = E—SI-IRIR fjf Ae(x,3,2) exp [jA((a—a )2 +(B~ )y +(y—y*)z)|dxdy dz

2 Stirzone
mit

(21) = k@—a™), uy=~rB—p%), uy=4rk{y—y")

ist I1 eine Funktion der 3 Verdnderlichen #, #,, #,, die 3 dimensionale Fourier-Transfor-
mierte von de (x, v, 2). Dabei miissen wir aber {iber dic finf unabhingigen Variablen
kyo, 0, B, p* so verfiigen, dal die 3 GroBlen uy, #,, #3 voneinander ,,fast tiberall® unab-
hingig sind, d.h. in einem Kontinuum bis auf eine Menge von Punkten vom ridumlichen
MaB o. Wir errcichen dies in der Weise, dall wir 2 = const wihlen und « als Funktion der
drei GroBen a*, B, f* so festsetzen, dafl die Funktionaldterminante der #, nach «*, g, 8* in
einem Kontinuum nicht verschwindet. Dann ist, wie in [4] gezeigt wurde, dic FOURIER-
Transformierte von A& in einem solchen Kontinuum eine ganze analytische Funktion und
eindeutig ins Unendliche fortsetzbar. Ein solches Funktionselement von IT (&*, £*, f) der
FouriEr-Transformierten ist dann wie folgt zu gewinnen (siehe[4]). Wir wihlen e = const.,
d. h. wir lassen die Einfallsrichtung einen Kegel um die x-Achse durchlaufen in dem
Oktanten, in dem:

x <0, y<o0, >0, a <0, <0, y>o0

und messen fur jedes f bei diesem festen a eine Richtcharakteristik in a*, f* in demjenigen
Oktanten, in dem

x>0, y>0, 2>0, a*>0, >0, p*> 0.

Dieses 3-dimensionale Gebilde in f, &*, B* stellt in 2, u,, %, ein Funktionselement der
FourIigr-Transformierten von d¢ dar, das von seinem endlichen Anfangsbereich beliebig
fortgesetzt werden kann. Diese Funktion von zy, #,, #3 mull dann nach FOURIER invertiert
werden und liefert dann de (x, y, 2).

Diese Mecthode ist praktisch kaum realisierbar, wir sehen wieder, daB die I7-Werte alle
nach GroBe und Phase vorliegen miifiten. Als Gedankenexperiment hat die Methode aber
den Wert, daB man sieht, was fiir Kenntnisse vorliegen miissen, um eine 4e-Analyse zu
ermdglichen. Sie war bereits in [4] angegeben, wurde aber hier referiert, einesteils der Voll-
stindigkeit halber, andernteils, weil wir sie im folgenden zum Verstindnis nétig haben.
Wir geben ein zweites Gedankenexperiment, das etwas einfacher zu realisieren sein diirfte,
aber wohl auch kaum durchgefiihrt werden kann.

b) Punktweise Analyse der Stér-Zone bei festem Einfallswinkel

mittels Variation der Frequenz
Wir wollen jetzt die 3 Funktionen zy, #,, #; in (21) folgendermaBen fixieren: Wir wihlen

(22) a=0, f=1, y=o0,

d. h., wir setzen einen in der —y-Achse weit entfernt befindlichen Sender voraus. Dann
sind 2y, #,, 24, abhingig von den 3 Verinderlichen «*, %, 2 und wir suchen in diesen
Variablen ein Gebiet heraus, in dem #,, #,, #3 voneinander unabhingig sind, in dem also
die Funktionaldeterminante nicht verschwindet:
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duy 01y ouy X
Wk dax 3% AN A

. duy duty Dy o x
(23) A = -a"é "é—ax- Eﬂx == 1_‘3 (o] ~ k4
Ouy Dty 1y x AaX £px

9k dax  9px Tyx ¥

= _kz(%_},x+(l_‘;;’z_)ﬂ§) %= 0,

Diese Determinante verschwindet fiir:
(24) 1—2a*2 + % = o,

also auf einer Kurve in «™, 8* identisch in £, somit im «™, %, £-Raum auf einer Fliche,
also einer Menge vom riaumlichen LEBEsGUEschen Malle Null.

Wir brauchen jetzt nur in einem o™, p*-Gebiet, das die Kurve (24) nicht enthilt, mittels
Durchdrehen der Frequenz, Richtcharakteristiken aufzunchmen, d. h. in ciner geniigend
groflen Anzahl von Punkten in groBer Entfernung Empfinger aufzubauen, im Sender die
Frequenz von ,,Null bis Unendlich®, d. h. in einem geniigend breiten Band durchzudrehen
und in jedem Empfinger das IT in Abhingigkeit von der Frequenz nach Groe und Phase
zu registrieren. Im Falle unendlich vieler Empfinger wiirden wir so ein Funktionselement
gewinnen, das wir umgerechnet in z,, #,, #3 analytisch fortsetzen und FOURIER-Invertieren.
Dies liefert A e in der Stérzone. Wird das Durchdrehen so schnell gemacht, daB sich wihrend
einer Aufnahme Ae nirgends merklich dndert, so kann man prinzipiell durch Wiederholen
des Vorgangs de als Funktion von Raum und Zeit angeben. Bei endlicher Zahl von
Empfingern und einem beschrinkten Frequenzband verweisen wir wieder auf [6], S. 75-84
und das im Abschnitt 2.2 Gesagte.

5. DIE GEWINNUNG STATISTISCHER DATEN
UBER DIE ZONE DIELEKTRISCHER TURBULENZ

Wir wollen uns in diesem Falle wieder auf die Analyse der Schichtmittel, d. h. die An-
ordnung eines Senders und eines Empfingers mit Frequenzdurchdrehaufnahmen be-
schrinken.

Eine zunachst einfache Methode, statistische Daten iiber die Streuzone zu erhalten,

besteht darin, mittels der obigen Methoden eine grole Anzahl von Ae (»)-Verldaufen in y
mittels FouriEr-Inversion von Durchdrehaufnahmen zu ermitteln und aus diesen dann
statistische Daten, d. h. Hiufigkeitsfunktionen beliebig hoher Ordnung herzustellen.

Es ist aber autf alle Fille von Interesse, statistische Kenngréfen der e-Stérung mittels
statistischer Kenngroen des Streufeldes anzugeben. In [2] waren wir den umgekehrten
Weg gegangen und hatten gesehen, dall wir zur Angabe einer Haufigkeitsfunktion
1. Ordnung des Streufeldes eine Hiufigkeitsfunktion N-ter Ordnung mit N — oo der
e-Storung bendtigten. Auch sehen wir in [2], daB fir den umgekehrten Fall wir nicht ein-
fach irgendwelche GréBen der e-Storung mittels FOURIER-Inversion der entsprechenden
GroéBe des Streufeldes gewinnen kénnen. Um eine erste Haufigkeitsfunktion der e-Stérung
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zu bekommen, miissen wir ebenfalls wieder von einer solchen N-ter Ordnung mit NV — co
ausgehen, wobei das Streufeld nach reellem und imaginidrem Teil vorliegt, wiahrend Ade
stets reell ist.

Wir wollen jetzt also vom Streufeld aus statistische Daten der e-Stérzone gewinnen.

Zu jeder ,,Realisation’’ von Ae () gehort eine Streufeldfunktion im Empfinger, die eine
analytische ganze Funktion von £ ist. Dies folgt einfach daraus, daB jede Realisation von

ng(y) auf den Raum o < y <Y beschrinkt und endlich, stetig angenommen werden
kann. Das Streufeld ist dann in 7 durch (17) gegeben und hat die wesentliche Eigen-

schaft (19). Wenn wir daraus A_x;(_y) angeben wollen, so kénnen wir (18) wegen (19)
folgendermaBen umformen: ;

27

+ 00
—xs RR Yo
(25) Aoy, = o AAR2L [ 112, exp 125" 42

o0

AL LA R 2j R{IT (2,5} cos 2y dQ.

27 2

o

D. h. wir miissen R{I7 (L, )} beobachten und kénnen es dann als FouRrier-Cosinus-
Transformierte betrachten und invertieren. Wenn wir jetzt in einer gewissen Analogie zu
dem statistischen Teil der Arbeit [2] aus den Haufigkeitsfunktionen von R {17 (2, £)} auf

diejenigen von 4 " (3'") schlieBen wollen, so haben wir hier die Erleichterung, daB3 wir es nur
mit lauter reellen, einphasigen Vektoren zu tun haben, deren Summenverteilung uns
interessiert. Da wir hier im Intervall (0,00) zu operieren haben (in £2), so gehen wir zunichst
bis zu einer oberen Grenze £, das wir spiter — 0o gehen lassen; das Intervall (o, 2,)
zerlegen wir in V gleichgroBe Teile. Wir nehmen an, daB fiir ein £; in jedem dieser Inter-
valle die Haufigkeitsfunktionen bekannt sind, wobei diese nicht voneinander unabhingig
zu sein brauchen; also:

(26) O = QT Il 0L Q=M . ana =0 O

wobei jeweils £ dem Intervall angehére, dessen obere Grenze Q; ist. In Analogie zu dem
in [2] gewiihlten Vorgehen nechmen wir folgendes an:

fi = R{IT (2, ©)} habe die Hiufigkeitsfunktion 7, (f;, 4)

fo = R{II (Q,, £)} habe die Haufigkeitsfunktion 7, (fo, % | 1, &)

Jfs = R (£2;, )} habe die Haufigkeitsfunktion 4 (75, %5 | fo, 22, /1 1)

Sfx = R{II (2, ?)} habe die Haufigkeitsfunktion ©y(fu, ta| far1 Loy - - - s

(27)

Natiirlich kénnen wir die ¢ alle gleich wihlen. Wir nehmen nur dieses Scherna als gegeben
an, um spiter den Weg zu tieferen Studien nicht verbaut zu haben, die wir aber in dieser
Arbeit nicht mehr vornehmen wollen.

Alle #; gleich vorausgesetzt wiirde dann die gleichzeitigen Hiufigkeitsfunktionen liefern.
Die Hiufigkeitsfunktionen fiir f(£,7) cos 2y = ,,f werden dann im Vergleich mit (27)
beziechungsweise:
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1 h
—_— T == e t
(&) cos Q/y" 1 (cos Qi 1)

A S _.fz— N j,fl z
cos 2,y" 2\ cos 2y’ 2 cos Qy’ .

1 ( i | fwm f1 )
N i S

cos Qyy"’ cos Qv N | cos Qyyy AL cos Q' y

Dann wird die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit fiir die Werte von _ f:

1 N n = )
(29) T = 171 T (&{2'7’ tn | vvcoTj!r;”ll},l' " tn——l .......... EOG g,y,, , tl)
IT cos Q" "~ e ' LR i
n=1 }’
Wir betrachten nun einmal den Fall, in dem bei # = #, = . . . #,, die Hiufigkeitsfunktionen
1 2 N g

unabhidngig von der Zeit sind. Da wird die Hiufigkeitsfunktion erster Ordnung fir
Ae (¥ /K = A mit

(0) K =0lpe RiRs
Ae(y" da e :
Gy w220 )aa= T [ A exp [-jendl dey vel [o)

Wir bedienen uns hier wieder der MArkorrschen Methode in der Form, in der sie in [9]
von CHANDRASEKHAR dargestellt ist. In (31) ist

N

(32) Ao = I ..... fa’fldfz....dfjv exp [jglbév’lfk] x 11 r”‘

N
=1 IT cos Q, 4"
D=1
+ o ] N
:J ..... I exp[]glé'fu]rdfl....dfjv

Damit hitten wir fiir einen stationdren ProzeB, in dem die Haufigkeitsfunktion erster
Ordnung unabhingig von #ist, diese Funktion angegeben und gehen gleich zu dem Spezial-
fall Gauss-LarLacEscher Verteilung Giber; analog zu [2] schliefen wir uns dabei an [8] an
und definieren die Gréfen:

(33) m; = E{f; t;} = Erwartung (Mittelwert) von f; zur Zeit 7,

(34) A= 0? =£ {(”Zx"_fi>2}
(35) by = E{(fi—m) (fi—mp)}.
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Dann wird wieder wie in [2] die charakteristische Funktion der Verteilung der NV-GréBen

Jor tv(h-o fa)
(36) oty ..... ty) = exp [—; ZN’ n t,,J exp []f* m,.t,.]

f,k=1 i=1

Mit A bezeichnen wir wieder die Momentenmatrix

111....2,11\/‘
(37) A:(s : )

\ANI- .o -ANN

Mit 4;; bezeichnen wir wieder das algebraische Komplement, den Cofaktor von 4, in |A]
Determinante der 4,,.

Nun erhilt man fiir die Hiufigkeitsfunktion der /;

G SUaheo S = Gt VAT P [T 5 At md G )]

k=1
Somit wird
(39) 2 l { (cos g' o cosj.;;' L R m*s!—j;{v—-;;) -
{]1 cos _Q:.y" ly 94 NY
1 1 1 1 i (f; —m; cos 2:9'") (fé—ﬂik cos 23y"")
IR R X exp [—- S > Ay i~ ‘?2—'_”} T s 2
I.T cos Q:‘}’" (2 n) 2 V:A; 2| o cos £2;y cos 2,y

i=1
Somit wird [vgl. (32)]

+

(40) A(Q)=I...O?.J‘a’fl....diexp[onN'f].__-1 T
Tia ﬁcos Q.9 (2 ”)N/Z Via
=1

-0

1 ~ v (fi—m; cos 2;3"") (fo—my cos 2py"")
age=h z|A| “Z;I B cos Qiy” cos Qv

Dieses Integral ist leicht mittels der bei CRAMER angegebenen Methoden auszuwerten;
in Analogie zu [2] ergibt sich:

2 N N "

(41) A0 =exp [— }’? D cos iy cos £Q ¥y A, +jo D m; cos z'.Q'y”J

< k=1 o

wenn wir die Einteilung des Intervalles gleichmiBig vornehmen, so dafl 2, = £2', wo

2' = Q. Entsprechend (31) haben wir dieses 4 noch nach FOURIER zu invertieren und
stellen dazu die folgende Uberlegung an:

Da wir hier gegeniiber [2] Gleichung (51) nur die eine Variable ¢ haben, so wird die
FouriEer-Inversion hier einfacher. In der gesuchten Hiufigkeitsfunktion haben wir dann

= — 3% . . o .
die Variable 4'¢ (¥ —A4 €(3"), wo in der letzteren Groe die zweite Uberstreichung
den stationiren Erwartungswert bedeuten soll. Dann erhalten wir also:
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(42) w (Ae00) gp = 24 TA 04
e Gty (0) exp [—jed] deo =
dq  _@-ar Ade(y” ==
T € 2, wo d= 4--6—1?—-), a =E{d}y=A4¢e(y")

o= E{(d—ay)

Wir haben noch @ und 62 explizit anzugeben; aus (41) folgt:

N oo
(43) a = Z m; COS iQ'_y" s f m (_Ql> Cos Qlyll 40
=1 y
N N
(44) =D 3 A, cos i y" cos £Q'y"
i=1 A=1

— J‘f ARy, 2y9") cos 2]y cos 5" Q] dQ2;,
o0

worin wir bereits den Grenziubergang von den diskreten Mittel- und Correlationswerten
zum Continuum und in £ den Ubergang zum unendlichen Intervall vorgenommen haben.

Damit haben wir die erste Hiufigkeitsfunktion von A'e (3'") erhalten. Die zweite Ver-
teilung, die sich mit Ae-Werten an 2 verschiedenen Stellen, evtl. auch zu verschiedenen
Zeiten befafit, kénnte analog zu [2] mit einer gewissen Verecinfachung erhalten werden.
Wir brauchen aber, auch schon fiir die erste Verteilung, in A¢ die N-te (mit N — o) des
Streufeldes. Wir wollen dies aber hier nicht weiter verfolgen.

Wir haben hier den Zusammenhang der ersten Verteilung von A'e (»'") mit den statisti-
schen KenngroBen des Streufeldes aufgezeigt. Um sie praktisch aufzustellen, wiirde man
wohl schneller dadurch zum Ziele kommen, da3 man jede Streufeldaufnahme invertiert
und aus der daraus entstehenden Menge von Ae-Verliufen sich die statistischen Ver-
teilungen verschaftt.

6. BEMERKUNGEN UBER ZEITLICH STATIONARE
DIELEKTRISCHE TURBULENZ

Bei der Untersuchung stochastischer Prozesse legt man gewohnlich das folgende Schema
zugrunde:

Man betrachtet eine ,,sehr groBe Anzahl von Realisationen’’ des Prozesses und ermittelt
aus ihnen die interessierenden Daten, d. h. Hiaufigkeitsfunktionen mit den sie charakteri-
sierenden Gr6Ben, z. B. ihren Momenten. Auf Grund ergodischer oder stationirer Eigen-
schaften kann man dann in manchen Fillen Mittelwerte Giber die Zeit an Stelle der Er-
wartungswerte setzen, die aus Mittelungen {iber die Realisationen gewonnen werden.

Diese letztere Moglichkeit diirfte sich bei dielektrischer Turbulenz dann bieten, wenn
man die e-Stérung hinter einem Gitter in einem Windkanal untersuchen will. Es scheint
jedoch fraglich, inwieweit dielektrische Turbulenz in stationirer Form in der freien

Minchen Ak. Abh. math.-nat. 1956 (Eckart IIT) 3
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Atmosphire auftritt; denken wir z. B. Luftschlieren, die von einer sonnenbestrahlten Ebene
oder einer sonnenbestrahlten Stadt mit flachen Dichern und Asphaltstrafien und Plitzen
aufsteigen! Es erhebt sich die Frage, ob hier nicht bei jeder einzelnen Realisation des
Prozesses die meteorologischen Anfangsbedingungen so verschieden sind (z. B. Baro-
meterstand, Feuchtigkeit, Windstirke und Windrichtung), dal man die Prozesse nicht
streng miteinander vertauschen kann, worauf die stationire Eigenschaft hinfithren wiirde.
Oder betrachten wir einen Sandsturm in einer Wiiste: hier wire es interessant zu wissen,
inwieweit Sandstiirme in ihrer ZugstraBle, Zugrichtung, Geschwindigkeit, Ausdehnung
und innerer Struktur {ibereinstimmen, um ein Urteil zu ermoglichen liber die Frage, ob
und in welchem Mafle eine gréBere Anzahl von Sandstiirmen als Realisationen von
homogenen und stationdren stochastischen Prozessen gelten kénnen. Diese Frage wiirde
allerdings ein umfangreiches Forschungsprogramm darstellen.

7. ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Untersuchung wurde festgestellt, daB3 eine erfolgreiche Analyse von
Zonen dielektrischer Turbulenz mittels Streufeldern nur méglich ist, wenn das Streufeld
nach GréBe und Phase bekannt ist. Dies gilt fiir die verschiedensten Méglichkeiten der
Analyse, mittels Impulsen, mittels kontinuierlicher Wellenziige auch im statistischen Falle.

Damit ist klar geworden, dal3 sehr viele der bisher angestellten experimentellen Ver-
suche, das vorliegende Problem zu l6sen, nur unvollkommene Resultate liefern konnten.
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