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Bemerkungen iiber verknotete und verkettete Linien I.

Uber die speziellen Simony-Knoten und Simony-Ketten.
Von Heinrich Tietze, Miinchen.

Vorgelegt in der Sitzung vom 4. Juli 1942.

Die sogenannten Torusknoten, die fiiglich auch nach Simony
benannt werden koénnen (s. u.), sind mit gruppentheoretischen
Hilfsmitteln schon verschiedentlich untersucht worden. Es zeigt
sich, daB ein Teil dieser Knotenlinien sowie analog gebildete Ver-
kettungen zweier Linien der von Reidemeister herrihrenden
Theorie unmittelbar zuginglich sind, da die zu der Linie bzw.
dem Liniensystem gehorige quadratische Form in besonders ein-
facher Weise als Summe rein-quadratischer Glieder dargestellt
werden kann (vgl. Gleichung (5), Nr. 6).

1. Die zwei von 4 und von B ausgehenden Schniire @’ 6" &'’ ...
und &' &' §""... (s. Fig. 1) denken wir nach Art eines Zopfes
verflochten, derart, daf3 fiir den Beschauer # Uberkreuzungen
erscheinen (es sind das die Stellen, an denen in der Figur 1, wo
# = 6 gewihlt ist, ein Zeichen +- steht). Dabei moége # eine ganze
positive Zahl = 2 sein.! Was die Figur zeigt, ist die Projektion
der Schniire auf eine Ebene. In dieser Ebene entstehen dabei
n-—— 1 Gebiete, jedes von einem Bogen ¢ und einem Bogen &
begrenzt (in der Figur sind es die mit den Nummern 1 bis 5 be-
zeichneten Gebiete). Verbindet man die Schnurenden C mit B
und D mit A durch die in der Figur strichlierten mit ¢ und &
bezeichneten Schnurteile, so erhilt man bei ungeradem 7 eine
einzige verknotete geschlossene Raumkurve,? dagegen bei ge-
radem 7z zwei miteinander verkettete Linien, von denen jede

! Wegen Einbeziehung des Falles # = 1 vgl. Anm. 2.

2 Im Falle 2 = 3 ist die Kurve einer sogenannten ,,Kleeblattschlinge‘
gleichwertig. Nur in dem durch Fig. 2 dargestellten Fall 2 = 1 (vgl. Anm. 1)
ist die Raumkurve unverknotet.
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54 Heinrich Tietze

cinzelne unverknotet ist. In beiden Fillen werde mit Z, die so
erhaltene Linien-Projektions-Figur bezeichnet. Gelegentlich wer-
den wir das Zeichen Z, auch fiir das durch diese Projektion dar-
gestellte riumliche Liniensystem verwenden; mit Z, werde
dann das Spiegelbild? dieser raumlichen Figur (vgl. Nr. 2),
ebenso aber auch dessen ebene Projektion bezeichnet,
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Das durch Z, dargestellte rdumliche Liniensystem ist dem auf einem

Torus
r=o-+Bcosnu, z=fBsinx (x>p >0) (1)

liegendem System [#2, 7] fiir # = 2 gleichwertig, wobei 7, », 2z Zylinder-
koordinaten (x = rcos#, y = rsinz und z cartesische Koordinaten) und
22, v (mod. 27) die Parameter der Fliche (1) sind, deren Achse A durch» = o
und deren Mittellinie M durch z = 0, » = « gegeben ist; wobei ferner fiir

2 Vgl J. W. Alexander-G.B.Briggs, Annals of Math., ser. 2, vol. 28
{1927), S. 564. Doch ist dort die analoge Bezeichnung nur bei einer einzigen
Linie angewendet, wobei diese orientiert angenommen wird, wihrend in
unseren Betrachtungen die Linien ohne Richtungssinn genommen werden.
{Bei zwei und mehr orientierten Linien eines Systems scheint eine einheit-
liche Bezeichnungsweise nicht eingefiihrt, die sowohl die Spiegelung der
Gesamtfigur als auch die Richtungsinderung nur einiger — nicht aller — Li-
nien des Systems umfaft.)
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zwei ganze Zahlen 2, 7, die nicht beide null sind, (72, #; #,, v¢] dasjenige
Liniensystem auf (1) bedeute, das alle Punkte (%, ) umfafit, fiir die

n (v —wvg) = m(nw—u,) (mod.2w) (2)

ist, — ein Liniensystem, das, falls 7 < o ist,® aus dem Liniensystem [z, #] =
= [m, n; 0,0] durch bloBe Drehung um A, nimlich durch die Drehung

m . .
v =v—vy + ,, o entsteht. Ist nun £ = (s, #) der groBte gemeinsame

Teiler von 7z und »#, m = km,, = = kny, dann besteht [, »] fir 2 = 1 aus
einer geschlossenen Linie, filr £ > 1 aus £ miteinander verketteten geschlos-

.. . 2T .
senen Linien, von denen die einzelne durch [mz,, #,; )\—/_k , 0] gegeben ist

(A =o0,1, ..., #— 1) und die aus [7,, 7;] durch Drehungen um A hervor-
gehen. Ersichtlich ist stets [— #2, — 2] = [m, #], ferner [, — 7] gleich-
wertig mit dem Spiegelbild von [z, 7].

Mit eben diesen Verknotungen und Verkettungen [, #] hat sich seiner~
zeit O. Simony?* ausfiihrlich — der damaligen Lage nach experimentell —
beschiftigt: durch Zusammenfiigen der Enden tordierter Bander und Aus-
einanderschneiden lings der Mittellinie des Bandes erhielt er diespeziellen
durch Z, dargestellten Gebilde [2, #], wihrend er allgemeine Gebilde [z, 7]
herstellte durch Zerschneiden von Gummi-Hohlringen lings Schnitten, die sich
bei der Herumfiihrung um die Ring-Achse zugleich um die Mittellinie des
Ringes winden. Die bekannte Tatsache, daf [z, ] und [, ] topologisch
gleichwertig (ineinander iiberfiithrbar) sind, wird auch bereits von Simony
(ohne Beweis®) hervorgehoben.

®Im Falle 7 = o besteht [wz, n; 1y, vy] = [, 0; 24, 0] aus | | Breiten-
kreisen des Torus (1).

* Siehe etwa in Poggendorft’s biographisch-literarischem Handwdrterbuch
zur Geschichte der exacten Wissenschaften Bd. III (1858-1883), 2. Abt,,
S.1251-1252, und Bd. IV (1883-1904), 2. Abt., S. 1400, die einschligigen
unter den aufgefithrten Publikationen. Ein Bild von der Vielseitigkeit O. Si-
mony’s erhilt man aus dem Nachruf im Centralblatt fiir das gesamte Forst-
wesen, Wien, Jgg. 42 (1916), S, 64-69. Vgl. auch ib. Jgg. 44 (1918), S. 167-170;
Osterr, Forst- u. Jagd-Zeitung, 36. Jgg., Wien 1918, S. 63 und L. c. Anm. 7,
S. 44, 45.

® Eine Torusfliche 7, aus der eine kleine Kreisscheibe X herausgeschnit-
ten ist (die so angebracht werden kann, daB sie das Liniensystem [#z, 7] nicht
trifft), JaBt sich so deformieren, daB nach anfinglicher Ausdehnung und spite-
rem Zusammenschrumpfen der Randlinie von KX wieder eine Torusfliche 77
mit einer kleinen Offnung entsteht, wobei die Meridiankreise von 7 in die
Breitenkreise von 77 iibergefiihrt sind und umgekehrt. (Man kann diese
Uberfithrung auch in dem durch Einfithrung eines uneigentlichen Punktes &/
aus dem euklidischen &; entstehenden sphirischen Raum deuten, wobei die
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