BAYERISCHE AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHE KLASSE

SITZUNGSBERICHTE

JAHRGANG
1970

MUNCHEN 1971

VERLAG DER BAYERISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
In Kommission bei der C.H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung Miinchen



Vertauschbarkeit von Basis und Exponenten
und iterierte Potenzen

Dem Andenken an Robert Sauer (1898-1970) gewidmet

Von Josef Lense in Miinchen

Vorgelegt am 23. Oktober 1970

Mit 17 Abbildungen

I

Die Beziehung 2% = 4% = 16 regt die Frage an: Wann ist

Ina Ind

= b oder blna= aln b bzw. = ——? Zur Beantwor-

. . I . .
tung betrachten wir die Kurve y = nTx Die erste Ableitung
. —1 . . Inz — ]
liefert 3" = 17n£, die zweite 3" = 2—“;—3 Die Kurve

(Bild 1) schneidet die X-Achse bei # = 1, hat ein Maximum bei
x=¢=2,72, y = ¢~ 1 = 0,368, einen Wendepunkt bei x = e

= 4,47,V = % ¢~"* = 0,325 und die negative Y-Achse und posi-

tive X-Achse zu Asymptoten. Jede Parallele y = ¢(0 < ¢ < e7?)

zur X-Achse schneidet die Kurve in genau zwei Punkten x =«

Ina Iné

= ist. Diese reellen Zahlen a

und 4 sind einander umkehrbar eindeutig zugeordnet. Wenn &

von ¢ bis 1 wandert, durchlduft 4 von ¢ an wachsend die positive
Iné Ina

X-Achse. Fiir geniigend grofles 4 wird ¢ = —— = —— beliebig

klein, daher auch ¢ = @ — 1, weil die Kurve die X-Achse unter
45° schneidet und demnach bis auf Glieder héherer Ordnung
e = ¢ ist.

Aus diesen Betrachtungen erhilt man fur die durch die Glei-
chung x” = % oder y In x = x In y als Funktion von x definierte
Funktion y = f(x) folgende Eigenschaften: Die betreffende
Kurve (Bild 2) ist spiegelbildlich zur Winkelhalbierenden y = x
(diese, die ja auch der Definitionsgleichung gentigt, schlieBen wir

und x = 4, fir die y =
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natiirlich von der Betrachtung aus) und hat die Geraden x = 1
und y = 1 zu Asymptoten. Die Steigung im Punktx =y = ¢
ist wegen der genannten Symmetrie — 1. Als Ableitung ergibt
sich durch Differenzieren der Definitionsgleichung
1 — 2EIny—y)

fx= z(ylnx—zx)°
Die Klammerausdriicke in Zihler und Nenner werden nur fir
x =y =-c¢null. Denn man hat xIny—y =yInx—y und
ebenso y Inx —x = 2 Iny — 2. Um lim f'(x) zu berechnen, setzt
man x = ¢(1 + &), daher ist wegen der Symmetrie y = ¢(1 — &) bis
auf erste Potenzen von & und man erhilt lim f(x) = — 1 = f'(e).
Die erste Ableitung f'(x) ist also stetig und immer negativ.

Wir wollen jetzt noch die Potenzen selbst betrachten, also die
durch F(x) = 2 = y* dargestellte Kurve, wobei y die durch die
vorhergehenden Untersuchungen definierte Funktion f(x) ist.
Aus diesen ergibt sich: Die neue Kurve (Bild 3) y = F(x) =
= ¢/®@= hat die Gerade y = 1 zur Asymptote und ein Mini-
mum bei x = ¢ wegen

Fl(x) = g/ @) Inx [f'(x) Inx + _f(7x)_]

Diese Ableitung ist stetig und fiir x == ¢ niemals null. Zum
Beweis setzen wir f'(x) gemiB den vorigen Betrachtungen ein
und erhalten
’ x) Inx : 1 -
F'(x) = /®* o () mit g(x) = @[%ﬁx—_{iﬁ Inx + 1]=
o Inf{x)lnx—1
= f(®) flx)Inzx—=x
Der Nenner verschwindet, wie wir wissen, fur x == ¢ nicht, also
haben wir nur den Zihler zu untersuchen, d. h. zu fragen, wann
In f(x)In x =1 fur x 5= ¢ ist. Wir ersetzen In f(x) gemiD

der Definitionsgleichung fiir 7(x) durch %f(x) In x, woraus sich
Jlx) = '(lnx_x)z’ also In f(x) = In x — 2 In (In x), somit schlieB-

lich (Inx)? — 2 In (Inx) — 1 = o ergibt. Bezeichnen wir daher
die linke Seite dieser Gleichung mit yx(x), so ist nachzuweisen
2(x) o fur x Fe. Es ist
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2 (x) = 29 i px)=Inx—In (Inx) — 1.

Fihren wir z=1Inx ein, so wird y =9(¢*)=2z—1—Inz
(Bild 4). Nun ist z— 1 > In 2 fiir alle 2 > o mit Ausnahme von
z =1, d. h. 9(x) > o fur alle x > 1, ausgenommen x = ¢. Dem-
nach wichst y(x) fortwidhrend mit x > 1, ist also nur gleich Null
flirx = e.

Wir berechnen jetzthTmF'(x). Nach den fritheren Unter-

suchungen ist f(x) = 1 - e mit ¢ = lr;—x bis auf Glieder hoherer

Ordnung fur alle gentigend groBen x, somit ebenso

14 ¢ elnxr—1
x (1 +¢ee—1

elnx

=zxe* " @ (x) — 1 flir x — + oo.

p(x) = und F'(x) = AT p(x) =

Fiir die Ordinatendifferenz der Kurve ¥y = F(x) und der Winkel-

halbierenden v = x ergibt sich auf dieselbe Weise 2! *¢—x =

=x(ef"" — 1) = x(elnx +...) = (In x)? + Glieder niedrigerer

Ordnung durch Reihenentwicklung der Exponentialfunktion, die

Winkelhalbierende ist also keine Asymptote der Kurve (Bild 3).
Wir geben noch einige Zahlenwerte an:

a — 1 1,1 1,5 1,38 2 2,5 2,72
é = OO 4379 7:39 4’47 4 3:00 2 7
ab = 0 = o0 65,0 20,0 16,6 16 15:6 15,2

Die Zahlen mit héchstens zwei Ziffern sind exakt, bei solchen mit
drei Ziffern ist die letzte Ziffer unsicher, weil diese Zahlen nur mit
dem Rechenstab berechnet sind.

11

Man kann sich folgende Frage stellen: Was ergibt sich, wenn
man eine positive reelle Zahl a fortwihrend mit sich selbst poten-
ziert ? Genauer ausgedriickt: es sei "% = g2~ D* mijt oW* = 4*,
man untersuche ¢”#*, insbesondere auch fiir 7 — co und x = 1.
Aus dem bekannten Verlauf der Kurven y = ¢ fiir verschiedene
Werte von @ und der Tatsache, dal} sie sich stetig aneinander
schlieBen, wenn « alle positiven reellen Zahlen durchliuft, erkennt
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man folgendes: Fir e <1 wird die Kurve (Bild 5) von der
Winkelhalbierenden y = x genau in einem Punkt 7, geschnitten,
der sich vom Nullpunkt bis zum Punkt (1,1) bewegt, wenn « stetig
von 0O bis 1 wiichst. Gleichzeitig wichst die Steigung 3’ der Kurve
in diesem Schnittpunkt von — co bis 0. Sie hat daher genau ein-
mal den Wert — 1. Der zugehdrige Wert von ¢ und die Koordi-
naten x, = ¥, des Punktes P, ergeben sich aus den Gleichungen:
x=adxIna=Ilnzx,—1=ac*lne=xlne=Inxzux, =¢",
a = ¢ * = 0,0658. In diesem Fall (Bild 6) wird die Winkelhalbie-
rende von der Kurve rechtwinkelig geschnitten. Flir ¢ > 1 sind
zunichst (Bild 7) zwei Schnittpunkte 2, und 2, mit den Abszissen
1 << x; < x, vorhanden, die bei weiterem Wachstum von a zu-
sammenriicken, d. h. die Kurve (Bild 8) berithrt dann die Winkel-
halbierende. Die Steigung in P; wichst gleichzeitig von o bis 1,
die in 2, nimmt von -{- co bis 1 ab. Flr 2, = P, ergeben sich aus
den obigen Gleichungen die Koordinaten (¢,¢), fiir @ = ¢¢~! = 1,44.
Ubersteigt @ diesen Wert, dann hat die Kurve (Bild g) mit der
Winkelhalbierenden keine Schnittpunkte mehr.

Wir spiegeln nun die Kurve an der Winkelhalbierenden, d. h.
wir betrachten neben ihr eine zweite Kurve x = 4’. Sie schneidet
natlirlich die Winkelhalbierende und daher auch die erste Kurve
in denselben Punkten, fiir die Steigungen gelten die reziproken
Werte. Weil fiir @ << ¢™¢ die Steigung der ersten Kurve in 2,
einen Wert < — 1 hat, die zweite dagegen einen solchen > — 1,
und die erste fiir ¥+ — 0 in den Punkt (0,1), die zweite aber nach
-+ oo strebt, miissen sich die beiden Kurven noch in einem Punkt
Py (x5, v4) schneiden, wobei 0 << x5 <<xyund xy == ¥, << y3<<1-—2a3
ist, und wegen ihrer spiegelbildlichen Lage ebenso in einem
Punkt P, (x4, vy) mit y3 = x,, ¥, = x4 (Bild 10).

DaB keine weiteren Schnittpunkte vorhanden sind, sieht man
folgendermaBen ein: Wir bilden die Ordinatendifferenz der beiden

Kurven f(x) = a* , demnach f'(x) = &* In a — L _ =

zlna

1_
In

=2 [ (x) — 0 a)z], wenn wir @(x) = xa® setzen. ¢'(x) =

=a" (1 + 2 In @) wird nur Null fir v =% = — l_anz- Somit ist
- ’ . 1 zlme _ 1 _
(P(O> =0, 9 (O) = L (x) Ina & - elna > (In @)*

wegen In a << —e¢, p(x) —o fiir x — 4 00, also @(x) > o fiir
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x > 0, demnach hat die Kurve y = @(x) (Bild 11) ein Maximum
bei x = ¥ und wird daher von der Geraden y = (l—nla)—z in genau

zwei Punkten mit den Abszissen #; << Z und %, > % geschnitten,
sonach hat f(x) genau drei Nullstellen mit 0 < x3 < xy <<z, < 1.
Fiir @ — o hat man 23 —0, 2y —o0, x,— 1, fir 2 =¢"° wird
Xy =Xy =Xy =%y = X = Xy = ¢ 1. Ist e7* << a < 1, dann sind
die Schnittpunkte mit den Abszissen %, und %, nicht mehr vor-
handen, f'(x) hat keine Nullstellen mehr, f(x) nur eine, die beiden
Kurven schneiden sich nur auf der Winkelhalbierenden. Fiir
a = 1 gehen sie in die Geraden y = 1 und x = 1 {ber.

I1I

Wir wenden uns jetzt zu den iterierten Kurven y = a®*. Es ist

“
y' =11a®* (Ina)". Fir a<1 ist Ina<o, also (Ina)” >o0
v=1
bzw. < 0, je nachdem 7 gerade bzw. ungerade ist. Wenn dem-
nach x wachsend alle reellen Zahlen durchliuft, wachsen die
Kurven fortwihrend fiir gerades », dagegen nehmen sie fortwih-
rend ab fir ungerades . Wegen 2 < 1 hat man y = "~
firr —»—oo,y =a" Vfirx=o0,y=a"flrx=1,y=a
fiir x — 4+ oo, also a™V < a® < a® < a® < ... <a® < a®
< a9 < 259, Dabei bedeutet o~ = + oo, a"V = 0, a¥ = 1.
Wir gehen nun von einem Punkt 2 der X-Achse aus, bestimmen
das zugehorige ¥ aus der Gleichung y = ¢%, mit diesem y das
zugehorige x aus der Gleichung x = @, mit diesem x das zu-
gehorige y der ersten Kurve, mit diesem y das zugehorige x der
zweiten Kurve usw. Es sei @ <C ¢7°. Dann erhalten wir fur jedes
x < x,;, wie sich aus der Gestalt der beiden Kurven ergibt
(Bild 10), @"* — x; wachsend, wenn # alle positiven geraden
Zahlen, dagegen abnehmend — y3 = x,, wenn 7 alle positiven
ungeraden Zahlen durchliuft. Ist x3 << x << xy, so erfolgt die
erste Anndherung abnehmend, die zweite wachsend. Fir
7y < x < x4 erhalten wir " * — x, wachsend fiir die geraden 7,
— v, == x5 abnehmend fur die ungeraden ». Ist 2, << x < 1, so
hat man wachsend mit abnehmend zu vertauschen. Schlieflich
ist a"* = x, flir x = x, und = x, fiir ¥ = x, fiir alle positiven
geraden 7, dagegen = y;=u2a, flir x =253 und =y, =13

(n—2)
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flir x = x4 fiir alle positiven ungeraden ». Fiir die gemeinsamen
Schnittpunkte P, P, P, der beiden Kurven mit der Winkel-
halbierenden ergibt sich «”* =, (v = o, 1, 2) fiir alle @ >o0
und alle natlirlichen Zahlen 7.

Setzen wir also x = 1, so sehen wir, da3 die Folge af
wachsend gegen x;, die Folge *# abnehmend gegen x, konver-
giert, also tatsichlich x, — 1 fiir 2 — 0 wegen a®? — 1. Weil
jede der beiden Kurven bei wachsendem x fortwihrend abnimmt,
hat man &™ > 4!, also 23> a. Ist ¢7° < a << 1, (Bild 5 und 6),
dann fallen die beiden Punkte 23 und 2, im Punkte 2, zusammen,
es ist @"* — x, wachsend fiir + < x, und gerade 7, abnehmend
tir ungerade, dagegen fiir x > x, abnehmend fiir gerade,
wachsend fiir ungerade, und a™ — x, fiir n — 0, @ < x,.

Fiir @ > 1 ist die Ableitung der iterierten Kurven stets positiv,
die Kurven wachsen fortwihrend. Ferner ist y = o”~2 fir
x—>—00,y=a""Vfirx=0,y=a" firx =1, y - 4+ 00
fiir x — -+ oo, also immer a¥ Y < ™. Nun sei 1 < a < ¢ 1.
Gehen wir wie vorher von einem Punkt 2 der X-Achse aus, so
erhalten wir nach derselben Uberlegung (Bild 7) &™* — x,
wachsend fiir x << 2; und » — 0o, dagegen abnehmend fiir
x) <z <y Ist x >, so ergibt sich wachsend ™% — 4- co.
Somit streben die & wachsend gegen =z, indem wir x = 1
setzen. Wegen aql < 2™ ist a < x,. Fur x) = x, (P, = P,) fillt
der Zwischenbereich aus (Bild 8). Ist 2 > ¢¢~1 (Bild 9),so erhalten
wir fur jedes x nach denselben Schliissen wachsend a®™* — 4 co
fiir # — 00, also auch wachsend &® — 4 co.

Fir die Steigung der Kurven auf der Winkelhalbierenden er-
hidlt man 3" = 2" (In @)" = (In x)" wegen x = a™*. Beriicksich-
tigen wir nun alle bisher gewonnenen Erkenntnisse, so ergibt sich
folgender Verlauf der iterierten Kurven: Fiir @ < 1 sind die Kur-
ven mit wachsendem geraden » und x < x5 oberhalb der Winkel-
halbierenden von unten nach oben angeordnet, die mit wachsen-
dem ungeraden 7 dariiber von oben nach unten, aber unterhalb
der Geraden y = 1-x fiir » > 1. Solange @ < ¢ ¢ ist, gehen
erstere durch die Punkte P, 7, P; der Winkelhalbierenden mit
den Abszissen xg, xg, x4 (Bild 14), wobei nach jedem Durchgang
die Anordnung umgekehrt wird, letztere durch die Punkte P,
£y, Py, ebenfalls mit jedesmaliger Umkehrung der Anordnung,

2%k—1)
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wobei sie nach dem Durchgang durch 2, unterhalb der Kurven
mit geradem # liegen. Die Steigung dieser Kurven in £, wichst
mit wachsenden # gegen 4 0o, weil In xy << — 1 ist, die der Kur-
ven mit ungeraden » nimmt dabei bis — co ab. Fure™* <a <1
fallen alle genannten Schnittpunkte in P, zusammen. @ == ¢~ *
liefert in 2, (Bild 6) wegen Inx, = — 1 die Steigung + 1, je
nachdem # gerade bzw. ungerade ist. Fiir ¢7° << @ < 1 (Bild 153)
ist — 1 << In xy, < 0, die Steigung strebt wachsend bzw. abneh-
mend gegen Null mit wachsendem ungeraden bzw. geraden .
Fiir 2 > 1 sind die Kurven mit wachsenden » und x < x; von
unten nach oben angeordnet. Solange 1 < @ < ¢¢ ! ist (Bild 16),
gehen sie durch die Punkte 2; und 2,, wobei sich wieder nach
jedem Durchgang die Anordnung umkehrt. Wegeno << In x; <1,
In %, > 1 nimmt die Steigung in £; mit wachsendem 7 bis Nulil
ab, dagegen in 2, bis + co zu. Fiir @ = ¢¢ ! fallen die Punkte P,
und P, zusammen (Bild 8), die Kurven beriihren dort die Winkel-
halbierende ohne Anderung der Anordnung, In x; = In x, = 1.
Wird @ > ¢! (Bild 9), dann treffen die Kurven die Winkel-
halbierende nicht mehr, sondern streben wachsend ins Unend-
liche. Die Grenzlage der iterierten Kurven fir » — oo besteht
demnach fiir ¢ = o aus der negativen X-Achse und der Geraden
y = 1 mit x > 0, wenn z gerade ist. Die beiden Halbgeraden
vertauschen sich fir ungerade ». Wichst @, so steigt die untere
Gerade parallel zur X-Achse bis zum Abstand x5, die obere sinkt
bis zum Abstand x,, der Sprung findet bei x, statt. Im Bild 10
sind die Halbgeraden fiir ungerade » ausgezogen, fiir gerade ge-
strichelt. Erreicht « den Wert ¢~ ¢, dann fallen beide Geraden zu-
sammen in eine Gerade im Abstand x;. Diese steigt dann bis zum
Abstand 1, wenn ¢ = 1 wird. Bei weiterem Wachsen von « steigt
die Gerade bis zum Abstand x;, verliert aber das Stiick rechts von
x,, das ins Unendliche riickt. Ubersteigt schlieBlich @ den Wert
¢~ 1, so verschwindet die ganze Gerade ins Unendliche.

Wir berechnen noch die zweite Ableitung bei den iterierten
Kurven a e
y" = (nart [1a®* 3 II a®* (In &),

v=1 v=0p=0
wobei @?* = 1 bedeuten soll, also ist auf der Winkelhalbieren-
den wie vorher

10 Minchen AL, Sb, 1970
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n—1

= Ina (In x)"vé'o (In x)".

Fiir ¢ > 1 ist x > 1, daher dort "' > o, die Kurven liegen in
Py konvex zur X-Achse. Flira<iisto<x < 1; ¥’ = o und

x = a” oder gleich bedeutend damit IHTx = In a sind im allgemei-

nen nicht gleichzeitig erfiillt, daher liegt dann auch kein Wende-
punkt im Punkt P,. Fiir ¢ = ¢7° ist x = ¢7, somit " = 0 bei
geraden #, "' = e bel ungeraden, d. h. die Kurven mit geraden »
berithren die Winkelhalbierende in jhrem Wendepunkt, die
Kurven mit ungeraden 7 liegen in ihrem Schnittpunkt konvex
zur X-Achse, der Wendepunkt liegt links davon.

A%

Wir wollen noch die funktionelle Abhingigkeit zwischen der
Basis ¢ und dem Grenzwert hm a" = a,, genauer untersuchen.

@, geniigt der Gleichung x = 4%, die auch die Schnittpunkte
der Kurve y = & mit der Winkelhalbierenden liefert. Es ist also
a = x*!, wir haben demnach die Kurve y = f(x) = ¢"* mit

plx) = lnTx zu betrachten. MitHilfe der am Beginn von AbschnittI

erhaltenen Ergebnisse iiber die Kurve y = ¢@(x) wird
f@ = 1@ e =220~

S ()= f(x){[?’ @P+e¢"(x )} fix )[(Inx 1)?—zx (3—21Inx)].

Die Kurve y = f(x) (Bild 12) beginnt im Nullpunkt mit der
Steigung Null, geht fortwihrend wachsend durch den Punkt A4
(71, €79, liegt dauernd unterhalb der Winkelhalbierenden, die
sie nur im Punkt C(1,1) beriihrt, erreicht im Punkt D (e, ¢« ) ihr
Maximum und nihert sich dann fortwihrend abnehmend
asymptotisch der Geraden y = 1. Sie hat zwei Wendepunkte B
und £, deren Abszissen in den Intervallen (¢71, 1) bzw. (¢, ¢7)
liegen.

Die Behauptung tiber die Wendepunkte erkennt man folgen-
dermaBen: Es sei y () = (Inx — 1)%, ¢ (x) = x(3 — 2 In x), also

2 (%) =%(lnx—1),1p’(x) =1—2Inux.
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Die Kurven y = % (x) und ¥ = y (x) nennen wir C; und C,. Die
Abszissen der Wendepunkte erhilt man aus den Schnittpunkten
dieser beiden Kurven (Bild 13). € hat die positive Y-Achse zur
Asymptote, geht fortwidhrend abnehmend durch die Punkte

At 4), B(1, 1), C(el/’,—i—), beriihrt die X-Achse im Punkt
D (e, 0) und geht dann fortwdhrend wachsend durch den Punkt
E (e'/’, %) in der oberen Halbebene ins Unendliche. C, beginnt im

Nullpunkt mit der Steigung -+ oo, geht fortwihrend wachsend
durch die Punkte 4" (e, 57t << 4), B'(1, 3), erreicht im Punkte
C'(e'",2¢" > ¢) ihr Maximum und geht dann fortwihrend abneh-
mend durch die Punkte D’ (¢, ), £’ (¢*,0) in der unteren Halbebene
ins Unendliche. Die beiden Kurven haben sonach genau zwei
Schnittpunkte # und &, deren Abszissen in den oben genannten
Intervallen liegen und die Abszissen der gesuchten Wendepunkte
sind. Man erhiltfiir siedie Koordinaten roh gerechnet 5: x = 0,60,
vy =0,42, E:x = 4,37,y = 1,40. Fur y (x) 2 y (x) ist die Kurve
v == f(x) konvex bzw. konkav zur X-Achse. Diese Kurve liefert
fir y = @ die Schnittpunkte der Kurve y = &* mit der Winkel-
halbierenden, also genau einen fiir 0 < ¢ <1 und a = e},
genau zwei fiir 1 < @ <C¢¢"!. Die umkehrbar eindeutige Be-
ziehung zwischen @ und a, erhilt man aus dem Kurvenstiick (
von A bis D.

Bild 12 liefert uns auch den Verlauf iterierter Kurven X,
(n > 0) von der Gestalt x = 3™, wobei auch hier die Klammer
im Exponenten dieselbe Bedeutung hat wie bei ™. Wir verbin-
den zu diesem Zweck (Bild 17) den Punkt 4 mit dem Nullpunkt
durch ein fortwidhrend abnehmendes Kurvenstiick (5, das den
funktionellen Zusammenhang zwischen ¢ und der Koordinate xg
des Punktes P; aus Abschnitt IT (Bild 10) darstellt, und dann
ebenso Punkt 4 mit dem Punkt (1, 0) durch ein fortwihrend ab-
nehmendes Kurvenstiick C,, das den funktionellen Zusammen-
hang zwischen ¢ und der Koordinate y; des Punktes P, liefert.
Cy liegt oberhalb des Stiickes 0A der Kurve ¥ = f(x). Ferner
verlingern wir das Kurvenstlick €, vom Punkt D nach rechts
durch eine parallel zur X-Achse ins Unendliche laufende Gerade
g. Die aus Cy, C,, g bestehende Linie nennen wir X7, die aus C,
Cy, g zusammengesetzte sei mit A"’ bezeichnet.

10*
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Aus den Eigenschaften der Zahlen & ergeben sich nun fol-
gende Tatsachen. Die iterierten Kurven X, (Bild 17) mit un-
geraden » beginnen im Nullpunkt und gehen, mit wachsendem 7
von oben nach unten angeordnet, unterhalb der Winkelhalbieren-
den und oberhalb K’ durch den Punkt € ins Unendliche. X’ ist
ihre Grenzkurve fiir 72 — co. Die Kurven X, mit geraden # be-
ginnen im Punkt Q(1, o) der X-Achse und gehen links von der
Strecke QC und rechts von X’ nach C': sie sind dabei mit wach-
sendem #» von rechts nach links angeordnet. Nach dem Durch-
gang durch den Punkt ¢ verhalten sie sich wie die Kurven mit un-
geraden 7. Thre Grenzkurve ist X', Der Unterschied zwischen
geraden und ungeraden # findet also bei allen Kurven X, nur vor
dem Durchgang durch den Punkt C statt. Sie berihren dort die
Kurve €y und die Winkelhalbierende, weil sie zwischen beiden
Linien liegen.

Wir bestimmen jetzt die Ableitung von 3* im Punkt Q. Man
hat

y¥—1 ey
5 == 5 =lny 4+...>—0
fir y — 0, d. h. die Kurve &, beriihrt im Punkt @ die X-Achse.
Dasselbe gilt fir alle Kurven &, mit geradem # und die Kurve C,,
weil sie in Q unterhalb K, und oberhalb €, liegen. Nun berechnen
wir die Ableitung von 3" im Nullpunkt. Nach dem Vorher-
gehenden ergibt sich

P mit = = —1Iny +...,

1 ¥
— ) =
Y ¥ Y

1
Y

_ s
also y e___yylny+...=ey(lny) +..._,_1

fir ¥y — o, demnach ¥’ =y 4 ... fiir alle geniigend kleinen y,
somit auch ™ =y + ... fiir alle ungeraden 7 und die Grenz-
kurve C,, die Kurven X, mit ungeraden » und C; berithren da-
her im Nullpunkt die Winkelhalbierende.

Die Kurve y = a®* schneidet die Winkelhalbierende y = x
in den Punkten P’;, Py, P’y (Bild 14), die Abszissen dieser Punkte
X3, %o, X4 = Y3 geniigen sonach der Gleichung x = a®*oder Inx =

. da .
= a"ln a. Wir berechnen a,—z im Punkt 4, setzen also x = % + &,
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a = ¢~° 4 n und entwickeln bis auf Glieder zweiter Ordnung in
£ und 7. Es ergibt sich

Inzx=—1 +e£———;-e2§2,lna=—e —i—e’n——;—ez‘nz,

2e—1_92

x]nd:——l_e£+e’_1n+ee£77__;_e 77’
d*’:gxlna:%[l—ef—!—g'—ln_{_%e2§2+_;_e2e—2 (1 ___e) 772]’
ex]nalna=__1 +g§__;_g2§2___et£n _i__;_eZz-—an’

somit 7 (e’f— %22"217) =0 oder 7 =0 und 7= 2¢2"°¢,

e

Der zweite Wert von 7 liefert die Steigung 2¢* ¢ = 0,975. Das ist
die Steigung der Kurve C, im Punkt 4, wie sich aus der betref-
fenden Formel am Beginn dieses Abschnittes ergibt, entspre-
chend der Tatsache, dal durch den Punkt P, auf der Winkel-
halbierenden mit der Abszisse x, auch die Kurve y = ¢* hindurch-
geht. Der erste Wert 5 = o liefert demnach die Steigung Null der
aus C, und C; bestehenden Kurve im Punkt 4, wieder im Ein-
klang mit der Tatsache, daB durch die Punkte £’; und 2’, auf
der Winkelhalbierenden mit den Abszissen x5 und x, = y; wohl
die Kurve y = @®*, aber nicht die Kurve y = &~ hindurchgeht.

Um dem Leser die Einsicht in den Verlauf der im Abschnitt 111
und IV behandelten iterierten Kurven zu erleichtern, sind die
Bilder 14-17 beigefiigt. Wihrend die vorhergehenden Bilder
1-13 zahlenmiBig moglichst genau entworfen sind, wurden in
den folgenden Bildern 14-17 darauf verzichtet, um die Anord-
nung und den Verlauf der Kurven méglichst deutlich sichtbar zu
machen. Sie sind also sozusagen nur topologisch richtig. Kurven
mit geraden »z sind gestrichelt, solche mit ungeraden ausgezogen.
In Bild 16 fillt dieser Unterschied weg. Bild 14 entspricht dem
Fall o <a < e Bild 15 dem Fall ¢ “<a < 1, Bild 16 dem
Fall 1 < @ < e~ 1. Bild 17 zeigt die Kurven X, und ihre Grenz-
kurve.
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