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VORBEMERKUNGEN

1. ALLGEMEINES

Im Zusammenhang mit der geplanten Schaffung ecines einheitlichen weltweiten Ver-
messungssystems hat auch das Problem der Berechnung langer geodétischer Linien wieder
grundlegende Bedeutung erlangt.Der beabsichtigte ZusammenschluB3 regionaler und kon-
tinentaler Triangulationsnetze, der nunmehr durch die Methoden der Stellartriangulation
und der Satellitengeodisie realisierbar geworden ist, erfordert in weit gréoBerem Umfang
als bisher wirtschaftliche Méglichkeiten zur rechnerischen Uberbriickung sehr grofer Ent-
fernungen, die bis maximal zum halben Erdumfang reichen koénnen. Aber auch nicht-
geoditische Stellen, von denen nur das internationale Funkwesen und die Luftnavigation
genannt seien, benétigen immer hiufiger zwar nur geniherte, aber durch sphirische Be-
rechnung nicht mehr mégliche Entfernungs- und Azimutbestimmungen bei sehr groflen
Strecken bis zu 20000 km.

Zur Losung dieser als geoditische Hauptaufgaben bezeichneten Probleme wird als Re-
ferenzfliche flir das Geoid ein Rotationsellipsoid verwendet. Ein Parameternetz aus Par-
allelkreisen und Meridianen erméglicht die eindeutige Festlegung eines jeden Punktes
durch seine geographischen Koordinaten. Zur Definition von Richtungen und Entfernun-
gen zwischen je zwei Punkten wird wegen ihrer besonders glinstigen flichentheoretischen
Eigenschaften die beide Punkte verbindende kiirzeste oder geoditische Linie verwendet.
Dabei wird als Richtung das von Norden liber Osten gezihlte Azimut und als Entfernung
die Bogenlinge der zwischen den beiden Punkten verlaufenden geoditischen Linie ange-
geben.

Als erste geodiitische Hauptaufgabe wird das stets eindeutige l6sbare Problem der Be-
rechnung der geographischen Koordinaten B,, L, eines Punktes 2, und des Azimuts A,
der die Punkte 2, und P, verbindenden geoditischen Linie in 7, bezeichnet; gegeben sind
dabei die geographischen Koordinaten B,, Z, und die kiirzeste Entfernung 45 sowie das
Azimut A, der geoditischen Linie in 7;.

Bei der zweiten geoditischen Hauptaufgabe, die abgesehen vom Sonderfall zweier zu-
fillig existierender gleichlanger Verbindungslinien ebenfalls stets eindeutig lésbar ist, sind
die geographischen Koordinaten B,, Z, und By, L, zweier Punkte 2, und 7, gegeben. Ge-
sucht sind hier die kiirzeste Entfernung 4 s dieser Punkte sowie die Azimute 4,, A, der die
Punkte verbindenden geoditischen Linie in den gegebenen Punkten.

Im Prinzip sind diese Probleme auch bei langen Entfernungen lingst geldst. Die zahlen-
miBige Berechnung ist jedoch hier immer noch mit erheblichem Rechenaufwand verbun-
den, so daB das eigentliche Problem nicht mehr so sehr in der Lésung an sich, als vielmehr
in der Wirtschaftlichkeit der Losungen zu sehen ist. Es ist deshalb nicht Giberraschend, daf3
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gerade in letzter Zeit eine Reihe von Versuchen unternommen wurden, die vorliegenden
Aufgaben méglichst rationellen Lésungen zuzufihren ([6], [7], [16], [24], [26], [27], [29],
[34], [39], [40], [41]). Dabei spielt im allgemeinen die Rationalisierung durch weitgehende
Tabulierung eine entscheidende Rolle.

Die Fortschritte der letzten Jahre auf dem Gebict der elektronischen Rechentechnik las-
sen jedoch erwarten, dal3 das Problem der Wirtschaftlichkeit endgtiltig durch den Einsatz
programmgesteuerter elektronischer Rechenanlagen gelést werden kann, zumal sich die
Verwendung solcher Rechenautomaten fur die Aufgaben der niederen Geodisie inzwischen
mit gutem Erfolg bewdhrt hat. Grundsitzlich scheint sogar bei der Berechnung langer geo-
ditischer Linien cin besonders hoher Grad der Wirtschaftlichkeitssteigerung mit Hilfe die-
ser Rechenautomaten moglich zu sein, da hier auf Grund nur weniger Ausgangsdaten er-
hebliche Rechenarbeit zu bewiltigen ist und das Ergebnis dann wieder in der Form nur
weniger Zahlenwerte anféllt.

Allerdings ist zu erwarten, dafl die ncue Rechentechnik auch andere Voraussetzungen
sowohl im Hinblick auf die Losungsverfahren selbst als auch hinsichtlich der Rechenhilfs-
mittel erfordert. So kommt hier z. B. die Verwendung von Tafelwerken oder von graphi-
schen Hilfsmitteln nicht mehr in Betracht, so daB3 gleichzeitig die bisherigen Anstrengun-
gen nach einer Rationalisierung der Lésungen weitgehend an Bedeutung verlieren wiirden.

Zwar sind in der Zwischenzeit bereits Versuche zur Losung der vorliegenden Probleme
mit Hilfe programmgesteuerter Rechenautomaten bekannt geworden ([33], [35]), denen
jedoch ein befriedigendes Ergebnis entweder infolge mangelnder Genauigkeit oder eines
beschrinkten Anwendungsbereiches der Rechenprogramme bzw. der ihnen zugrunde lie-
genden Verfahren nicht zugesprochen werden kann. Mit der vorliegenden Arbeit soll des-
halb ein weiterer Beitrag zur Losung des Wirtschaftlichkeitsproblems bei der Berechnung
langer geoditischer Linien durch Anwendung der neuen Rechentechnik geleistet werden.

2. GENAUIGKEITSFORDERUNGEN FUR DIE ZAHLENRECHNUNG

Ein entscheidendes Problem bei der Loésung der vorliegenden Aufgaben mit elektroni-
schen Rechenanlagen ergibt sich aus der dabei notwendigen hohen Rechengenauigkeit,
da die Rechenautomaten selbst nur mit Zahlen begrenzter Stellenzahl arbeiten.

Es ist deshalb zunichst eine allgemeine Untersuchung iiber die bei der Lésung der geo-
didtischen Hauptaufgaben erforderliche Genauigkeit notwendig. Diese ist sehr unterschied-
lich und hingt ab vom Verwendungszweck der Ergebnisse. Sie ist am groBten bei Berech-
nungen flir geoditische Zwecke. Hier wird fiir den geographischen Breitenwert B und
Lingenwert L im allgemeinen eine Genauigkeit von

0B" = 0L" = 1"-107*
gefordert. Dies entspricht im linearen Maf3 auf dem Meridian

0B"-a  1"-107%-6,38-10°
a" 2/06 + 10°

0B = cm = 3,1 mm

und auf dem Parallelkreis

ﬁ=%€—-c058,



2. Genauigkeitsforderungen fiir die Zahlenrechnung 9

also maximal fir B=o0

ST 1”- 1074+ 6,38 - 108
0L, = 156 A +1 = 3,1 mm.

In Polnihe ist fiir den Lingenwert eine geringere Genauigkeit ausreichend.
Mit den Werten 6B und 8 Z 148t sich die fiir die Azimute erforderliche Genauigkeit ab-
schitzen. Einer Querabweichung von 6 = 3,1 mm entspricht eine Winkelgenauigkeit von

”

84" =2 .4,

S| et

Die reduzierte Linge m der geoditischen Linie kann maximal gleich ¢ oder 6,38 - 108
cm werden. Damit wird

" __ 3,1 . . Bl e L g
04 = oa it 2,06 - 10% = 1" 1074

Die Azimute sind also ebenfalls mit einer Genauigkeit von 1”+ 10~* anzugeben.
Diesem Wert entsprechen

¢° = 2,8 - 1078 Altgrad oder
8 = 4,810 0im Bogenmal.
Fiir geoditische Zwecke ist die Zahlenrechnung also mit einer Genauigkeit von 10710

auszufiithren.
Umgekehrt entspricht

ciner Rechen- eine Lage- und eine Winkel-
genauigkeit von genauigkeit von genauigkeit von
10710 6= 3mm 0" =1"-10™*
101" = giem =@
10—8 = 30 cm =: 1721072
1077 = 3m =u"eio7t
1075 = 30m =92

Die oben geforderte Genauigkeit von 10710 ist mit elektronischen Rechenautomaten nicht
ohne weiteres zu erreichen. GréBere Rechenanlagen arbeiten zwar teilweise mit einer Man-
tissenldnge von 38 bis 40 Bindrstellen, was etwa 11 bis 12 Dezimalstellen entspricht; bei
mittleren Rechenanlagen ist die Wortldnge im allgemeinen wesentlich kiirzer. Die Man-
tissenldnge ist jedoch keineswegs identisch mit der erreichbaren Endgenauigkeit der Er-
gebnisse, da bereits bei der Konvertierung der Zahlen, inshesondere aber durch eine nicht
kontrollierbare Akkumulation von Rundungsfehlern wihrend des Rechenprozesses ein er-
heblicher Genauigkeitsverlust eintritt. Testberechnungen auf der PERM (programmge-
steuerte elektronische Rechenanlage Miinchen), die mit einer ca. 12 Dezimalstellen ent-
sprechenden Mantissenldnge arbeitet, ergaben, daB3 bei der Losung der vorliegenden Pro-
bleme hier nur etwa 9 Dezimalstellen als sicher zu betrachten sind. Um eine Endgenauig-
keit von 10710 in jedem Fall sicher zu erreichen, miissen demnach die Berechnungen mit
einer ca. 13 bis 14 Dezimalstellen entsprechenden Mantissenlinge ausgefithrt werden. Das
bedeutet, daBl bei Berechnungen fur geoditische Zwecke die einfache Wortlidnge nicht mehr
ausreicht, die arithmetischen Operationen also mit doppelter Genauigkeit auszufiihren sind.
Berechnungen mit doppelter Wortlidnge sind zwar grundsitzlich bei jeder Rechenanlage

2 Miinchen Ak.-Abh. 1966 (Miller)
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mdéglich. Fiir vereinfachende Formelsprachen wie Algol oder Fortran fehlen jedoch zur
Zeit noch die erforderlichen Unterprogramme, so daf3 die Rechenprogramme im jeweiligen
Maschinen-Code zu erstellen wiren.

Speziell flir die Rechenanlage ZUSE Z 23 wurde von der Firma ZUSE KG, Bad Hers-
feld, ein Unterprogramm zur Berechnung mit doppelter Wortlidnge erstellt (Programm Nr.
23044, Hersteller Suppes), das eine weitgchende Verwendung des Freiburger Codes er-
laubt. Die Rechenzeiten erhéhen sich dabei zwar auf etwa das Dreifache (Rechengeschwin-
digkeit bei einfacher Wortldnge ca. 60, bei doppelter Wortldnge ca. 20 Operationen pro
Sekunde); die Mantissenlidnge betrigt jedoch anstatt urspriinglich 30 (ca. 9 Dezimalstellen)
nunmehr 70 Binirstellen, was etwa 20 Dezimalstellen entspricht.

Die Rechenprogramme zur Losung der geoditischen Hauptaufgaben werden deshalb
in der vorliegenden Arbeit zunichst speziell fir die ZUSE Z 23 erstellt. Die der eigentlichen
Programmierung vorausgehenden Ausfithrungen iiber die mathematischen und verfahrens-
technischen Grundlagen werden jedoch bewult allgemein gehalten, auBBerdem werden aus-
fiihrliche FluBdiagramme beigegeben, so daf eine spitere Ubersetzung der Programme
in eine andere Formelsprache ohne Schwierigkeiten moglich ist.

3. DERINHALT DER ARBEIT

Die Berechnung langer geoditischer Linien mit der oben geforderten Genauigkeit setzt
geeignete Unterprogramme zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen und der
Arcusfunktionen mit mindestens derselben hohen Genauigkeit voraus. Da jedoch solche
Unterprogramme nicht zur Verfiigung stehen, muf} ihre Herstellung der eigentlichen Be-
rechnung der geoditischen Hauptaufgaben vorausgehen.

Die Arbeit gliedert sich demnach in zwei Teile. In Teil A werden zunichst die rechen-
technischen Voraussetzungen fiir die Losung der geoditischen Hauptaufgaben durch Er-
stellung von Unterprogrammen zur genauen Berechnung der Winkel- und Arcusfunktionen
geschaffen, wofiir allerdings zuvor die Herleitung geeigneter Niherungsfunktionen er-
forderlich ist. AuBlerdem werden Unterprogramme zur Winkelumwandlung vom Grad-
maf ins Bogenmal und vom Bogenmal zuriick in Altgrad erstellt.

Der Teil B befalt sich dann mit der cigentlichen Berechnung langer geodétischer Linien,
wobei ein besonderes Augenmerk auf eine hochsten Anspriichen geniigende Genauigkeit
gelegt wird. In einem ersten Abschnitt werden zunidchst die hierzu notwendigen mathe-
matischen Grundlagen aufgezeigt. Die dabei behandelten Lésungsverfahren werden an-
schlieBend zur Verwendung fiir programmgesteuerte Rechenanlagen umgestellt und
schlieBlich durch Entwicklung von Rechenprogrammen fiir die ZUSE Z 23 der clektroni-
schen Berechnung zugiinglich gemacht. Die Leistungsfihigkeit der Rechenprogramme
wird an einer Reihe von Zahlenbeispielen fiir geoditische Linien verschiedener Linge er-
probt. Dadurch ergibt sich schlieSlich die Méglichkeit, die einzelnen Rechenprogramme
und anschlieBend die ihnen zugrunde liegenden Lésungsverfahren selbst miteinander zu
vergleichen und die verschiedenen Methoden hinsichtlich ihrer Eignung fiir die Berech-
nung mit elektronischen Rechenanlagen zu beurteilen.



TEIL A. BERECHNUNG DER WINKEL- UND ARCUSFUNKTIONEN
MIT HOHER GENAUIGKEIT

1. EINLEITUNG

Die Berechnung langer geoditischer Linien erfordert eine hdufige Verwendung der tri-
gonometrischen Funktionen und deren Umkechrfunktionen. Die Ermittlung dieser Funk-
tionswerte erfolgt in Rechenautomaten mit Hilfe sog. Unterprogramme, die vom Ober-
programm an entsprechender Stelle aufgerufen werden und nach Berechnung des Funk-
tionswertes wieder zum Oberprogramm zuriickfiihren. Diese Funktionswerte miissen na-
tlrlich im Hinblick auf die an die Ergebnisse gestellten hohen Genauigkeitsforderungen
von 1071% mindestens eine etwas hohere Genauigkeit als 10710 aufweisen. Entsprechende
Unterprogramme, die diesen Erfordernissen geniigen kénnen, sind jedoch zur Zeit nicht
verfugbar. Die fur die ZUSE Z 23 an der Rechenstelle des Geoditischen Instituts der
Technischen Hochschule Miinchen verwendeten Unterprogramme fiir die Winkel- und
Arcusfunktionen ermoglichen eine Genauigkeit von héchstens 1078, auch die entsprechen-
den Prozeduren fiir die PERM besitzen Maximalfehler von 1078 bis 1079 ([31] S. 3).

Es ergibt sich somit die Aufgabe der Herstellung ausreichend genauer Unterprogramme
fiir die Funktionen sin x, cos x, arcsin x, arccos x und arctg x. Sie werden zunichst nur fiir
die Rechenanlage ZUSE Z 23, und zwar fiir Berechnungen in doppelter Zahlenldnge er-
stellt. Da beabsichtigt ist, die Unterprogramme auch zu Genauigkeitsuntersuchungen iiber
die Formelsysteme und Verfahren zur Berechnung langer geodiitischer Linien zu verwen-
den, soll verlangt werden, daB sie die Funktionswerte fiir sin x und cos x mit einer Genauig-
keit von 107 und die Werte fiir arcsin x, arccos x, arctg x mit einer Genauigkeit von
5 - 10713 liefern.

Die genannten Funktionen werden in Rechenautomaten aus Niherungsfunktionen be-
rechnet. Deshalb miissen zunichst geeignete Niherungsfunktionen hergeleitet werden, aus
denen sich die Funktionswerte moglichst einfach und mit geringem Rechenaufwand, aber
mit der geforderten hohen Genauigkeit ergeben. Erst auf der Grundlage dieser Niherungs-
funktionen kénnen dann die eigentlichen Rechenprogramme erstellt werden.

2. ABLEITUNG VON TSCHEBYSCHEFFSCHEN POLYNOMEN

Die trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen lassen sich aus Tay-
lorentwicklungen berechnen. Um die oben geforderte Genauigkeit zu erreichen, miissen
dabei jedoch verhiltnismiBig viele Glieder beriicksichtigt werden.

2*
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Die Konvergenz dieser Reihenentwicklungen kann erhtht werden, indem die Taylor-
reihen durch schrittweise Reduktion mit Hilfe Tschebyscheffscher Polynome auf Polynome
niedrigeren Grades zurlickgefithrt werden. M. Nidbauer hat in [28] dieses Verfahren be-
reits fiir die Funktionen sin x und arcsin x durchgefiihrt. Die in [28] hergeleiteten Nihe-
rungspolynome fiir sin x und arcsin x besitzen jedoch einen fiir die vorliegenden Zwecke zu
groBen Maximalfehler von 3,3-107®% bzw. 3,8-1078. Es ist deshalb die Berechnung von ge-
naueren Polynomen fiir diese Funktionen und aullerdem eines Niherungspolynoms fiir
cos x erforderlich.

Hierfiir werden die Tschebyscheffschen Polynome 773(8) bis 733(%) fiir das Intervall
—1 £ & < +1 benétigt. Die Polynome bis 735(¢) sind in [28] angegeben; die héheren
Polynome 77,(&) bis 7,5(&) mussen aus den niedrigeren hergeleitet werden. Es gelten hier-
flir die Rekursionsformeln

(2.1) Zpa(®) = & T, —  T,u(§) und
(2.2) Toua(®) = (£—2) 7. — 5 Tua (®.

Nachstehend werden die Tschebyscheffschen Polynome 7(&) bis 754(&) fiir das Inter-
vall —1 £ & £ + 1 angegeben:



2. Ableitung von Tschebyscheffschen Polynomen 13

Tschebyscheffsche Polynome 7,(&) bis 753(%)

Toe) ~ 1

Tig) = &

Tog) = € -3

Tse) = & - 38

Tug) = € - € +3

T = € - 56 + 5

T = 6§ -3€+ 8¢ -4

Tre) = € - 26+ 3€ - &t

Ta) = € - 26+ 3¢ - 1€ + i (2:3)

R 8
Tol= € S St s mE e ag s
T - € - B€+ L -FE + HE - s
1 8 "
Tel) = £ - SE+ 6 -%6 + e - KL+ mn

1 1 9 7 5 3
13 65 39 91 91 13
Tale) = & - e+t -5E +opf - mmS o qoms

’

+

8 6 5 2
7 77 105 7 49 L9
Tug) = & - 36+ 76 -Ge + 26 - B+ 456

<o
-
o
™~

Tis(e) = és --1;15+ %é’ "%Zt;ség“%sg i %%_ES + 130_52u€ S

To = £ - 4@+ nf-gf.mé - g¢ + 25€ - €+ m

Tog) = g %€5+ 311—913—%22’-“+9§—2ég —-55%&7 +2—305;75§5 -%&3+#57—35E

Tale) = e %1e+1—13§1“—3§7§12+‘”{;°—§%§8 +%5E6 - J-g%g+33%6§2‘ o107z

Tole) = §2°—5g8+%és-%§éq+%%§u'wmgo %é'%é“‘%g sszgse g*s’z:_zaa

Tufg) = € - %é’+1136_gé’_1¥’5 +763—513 P 1507—33" *%ggg 'LZTZ':E i 625057396 - - 22;51,%%%3+10i213576

Taf§) = £l éo'* méa_%m + %Sék 3 11%%1%2 b 1_‘:3_;;“_ %%gzia 7o %6.. 5 £+ o £ - TErE:

23 21 19 17 1 1 9 7 5 3
23 115 1173 2737 2093 _ 16 1wy _ 3289 253 v 23
Tol) - € -PE+ FE-JE+ 7 E -5t + 5w 63846 * §5536 5~ zoowm 5 * BZhass &~ WOy 30k ©
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3. HERLEITUNG VON NAHERUNGSFUNKTIONEN

3.1 Niherungsfunktionen vermittels Tschebyscheffscher Polynome

3.1.1 Ndherungspolynom fiir sin x
Die Funktion sin x soll im Intervall
: L
3.1 7 ST S - p

durch ein Polynom mit méglichst wenigen Gliedern ersetzt werden, ohne daB3 der dabei
begangene Fehler groBer als 1074 ist.
Die Taylorentwicklung lautet

: 1 1 1 1 1 1
(3.2) sinx = x——2° -{——5—'—2:5—— —x7 20— — M —

Bl 13_ ' a5
3! 7! 9! 11! % 2t + Ry

13! 15!
Durch die Beziehung
7T
(3-3) &=
wird entsprechend [28] die Unbekannte £ eingefiihrt, die nunmehr im Intervall

(3-4) Sl S

liegt. Damit lautet (3.2)

i = 34l o+ e 6 e

(3.5) 4 4 7t \4
i -l e e e

Auf beiden Seiten von (3.5) wird das Polynom -1;—' (%)15 T15(&) addiert:

s (5] ) =

il - e e -

I e ) T
(5 o 2 - e - )
el - ) )+ s

Wegen sich dabei ergebender Vereinfachungen fiir die numerische Berechnung der
Reihenkoeffizienten erfolgt bereits hier die Riickkehr zu x durch Einsetzen von (3.3) auf
der rechten Seite von (3.6):
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1 n\14 1 3 1 1 a\12 35
e R e B
o =) = bl
51 150 \4 512 7' 141 4) ) 128}
o [ 1 _ 1 (m\® 275 et e LR fIT e 8 W
(37) + x {9 1|(4) 64 } £2 11! 14! (4) STy }
T R Y L) o _l_l (15)
+x {3 1'(4) 4 +Rsmx'
Dabeli ist
15
(3.8) Rgﬁ = Ry; +— 15| (I) 715(8).

Bei Vernachlissigung von R{® wird ein Fehler begangen, der sich durch Abschitzen

von | R | iiberschlagsmiBig ermitteln ldBt. Es ist nach (3.8)

sinx

(3.9) R < | Rl + |11 (B)” 70s®]-

Darin entspricht R;; dem ersten vernachlissigten Glied in (3.5):

1 7 \17
(3.10) |R15| = T (7) .

Fiir das Polynom 7, (&) gilt entsprechend [28] S. 3 die Beziehung

(3.11) G
Also ist
(3-12) HHGIES

Durch Uberschlagsrechnung ergibt sich

1
(3-13) —1—(1) i < 4,63+ 10717, 15' ( ) < 2,05+ 10714, -217; < 6,11+ 1073

17! \ 4
und damit
(3.14) | RU| << 4,76+ 10717,
Die Berechnung der Koeffizienten in (3.7), die mit sy, 53, ..., 513 bezeichnet werden, ergibt
51 = 0,99999 99999 99999 976
s3 = 0,16666 66666 66665 226
55 = 0,83333 33333 308121072

(3.13) $7 = 0,19841 26982 180761073
g = 0,27557 31151 154+ 107"
$11 = 0,25050 47163 5:1077
$13 = 0,15882 1505 -107?
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und damit das Niherungspolynom
(3.16) sinx = s;x—s552% + 5525 — 5,27 + s 2% — 57, 2+ 55278,

Die Koeffizienten sind mit einer Genauigkeit von etwa 10718 berechnet Das Polynom

(3.16) liefert deshalb die Funktionswerte sin x im Intervall — T Sr= —|— Z sicher mit einem
Fehler, der kleiner als 4,8 - 10717 ist.

Da dieser Fehler noch weit unterhalb der geforderten Genauigkeit liegt, kann das Poly-
nom (3.16) durch nochmalige Reduktion auf cine sechsgliedrige Reihe zuriickgefiihrt wer-
den. Dazu mul} von beiden Seiten von (3.7) das Polynom A4 -73(&) subtrahiert werden,
wobei

EOWEL (0 b e ) .3 L LT
(3-17) ey (4) 151 (4) 4

ist. Der Maximalfehler |R{?) |, der diesem sechsgliedrigen Polynom anhaftet, kann so-

fort abgeschitzt werden. Es gilt
S S e
131 (4) 151 (4) 4 ]TB@

(318) R4 = R+ (3" 7@ + [
= R+ A-Ty(®)

sinx

und damit
(3-19) | RED] < | RG]+ |4-Tw(8)]-
Fiir die Abschidtzung von 4 kann gesetzt werden

I

(3.20) A FeT

z\13 . 1012
(4) < 6,95 ' 10713,

withrend fiir 773(&) nach (3.11) gilt

(321) Tp(®) < < 245107
Damit wird unter Verwendung von (3.14) die Abschitzung

(3.22) |R§}3;| < 1,76 10715
erhalten. Der Fehler des sechsgliedrigen Polynoms liegt also immer noch innerhalb der ge-
forderten Genauigkeitsgrenze.

Zur Berechnung der Koeffizienten dieser Reihe wird zweckmiBig zunichst das Polynom
A T3(&) tir sich gesondert betrachtet. Es lautet:

At = o (o) (e L) ()
o ) B e e e

aad P o () — el
el o) ()]
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Vermittels (3.3) erfolgt auf der rechten Seite von (3.23) die Riickkehr zu x:

y . N Ry A N :_1_ z)m__l_ e e o
AT = =« {13!(4) 14!(4) 4 }4096 e 141 \4] "4 | 1024

T i
e A e e e ke
el o o
Die Koeffizienten in (3.24), die mit py, ps, ..., p1; bezeichnet werden, wurden mit einer

Genauigkeit von etwa 10718 berechnet. Sie lauten:

0,27769 70642+ 10713
ps = 0,12605 19466+ 10~11
0,16347 8175110710
p7 = 0,00864 2864110710
P9 = 0,24550 605461077

1 =0,3183995398-107%.

=S
A
{

S
o
I

(3.25)

Die Subtraktion der Reihe
(3.26) AT3(8) = prx—pax® + psa®—pr a7 + poa® —ppatt + pppa’®
von (3.16) ergibt wegen p,3 = 515 das sechsgliedrige Polynom
(00 sinx = sjx—sg 4% + 5525 — 5727 4 55 2% — 5[, 21,

wobei die Koeffizienten sy, 53, ..., si;, die ebenfalls eine Genauigkeit von etwa 10-18 be-
sitzen, folgende Werte haben:

$1 = 0,99999 99999 99972 206
0,16666 66666 65404 706
(3.28) ; = 0,83333 33316 9603051072
$; = 0,19841 26073 53790 1073
Sy = 0,27554 856450991072

S = 0,24 73207200 5510

e
ol

Die Reihe (3.27) liefert innerhalb des Bereiches —%— x4 % die Funktionswerte sin x

infolge (3.22) mit einer Genauigkeit, die unterhalb 1,8+10715 liegt.
Testberechnungen fiir ¥ = 30° und den ungiinstigsten Fall x = 45° brachten folgende
Ergebnisse:

sin 30° sin 45°
Polynom (3.16) 0, 50000 00000 00000 000 0,70710 67811 86547 477
Polynom (3.27) 103 5 800
Sollwerte 000 7 524

3 Minchen Ak.-Abh. 1966 (Miller)
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3.1.2 Ndherungspolynom fiir cos x

Zur Anndherung von cos x im Intervall (3.1) wird von der Taylorentwicklung

22 Al 28 28 10 12

(3-29) COS g e L) 55 4! 6! iy RIS TSI S 14!

+ Ry

ausgegangen. Vermittels (3.3) wird wieder die Unbekannte & eingefiihrt, womit (3.29)
ibergeht in

(3.30) cosx = 1——( ) £ 4 —— ( )54 ( )656-!-—1,—(%)858
e el e ) e

Auf beiden Seiten von (3.30) wird das Polynom # (%)M 714(8) addiert:

cos ¥ 4+ —— 14, )14Tl4(§) =
s o 2 o e s
1 T LR e
o o B e ]
+ el G - i5)

Die Riickkehr zu x auf der rechten Seite von (3.31) vermittels (3.3), die wegen der sich
dadurch ergebenden Vereinfachungen fiir die zahlenmiBige Berechnung der Reihenkoeffi-
zienten bereits hier erfolgt, ergibt, wenn zugleich

(3:32) Rewe = Rut o7 (3" 7u®
gesetzt wird
cosx = 1 —x? ——# %)12- 4?)36

8 e e e o e el

09 oo 29—k
talt— 2 (5 L+ R

Die Abschitzung des Maximalfehlers | R, .| ergibt:
(3:39) 1Rl 1Rl + |7 (5) u®)|-

Dabei gilt

(3.35) T, (8 < _211_3‘ = 1,22-107%.
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Ferner liefert eine GberschlagsmiBige Berechnung

P S O <1013
(3.36) | Rys| < 10101071, — (4\) < 3,90+10713,
Somit ist
(3.37) (B | < 1506710718,
Die Berechnung der Koeffizienten in (3.33), die mit ¢, ¢, ¢4, - - ., 61 bezeichnet werden,
ergibt:

¢p == 0,99999 99999 99999 952

¢2 = 0,49999 99999 99992 440

¢4 = 0,41666 66666 64705 811071
(3.38) cg = 0,13888 8888698159 3-1072

cg = 0,24801 57846 7326-107¢

¢1p = 0,27555 21872 77+ 107°
€1p = 0,20629 10635 - 1078

und damit das Polynom
(3.39) oSt = ¢g— (4% + 2t — g% - cgx® g2t + £y 212,

Da dic Berechnung der Koeffizienten wieder mit einer Genauigkeit von etwa 10718
durchgefiihrt wurde und diese somit als streng richtig geltenkénnen, gibt das Polynom (3.39)

die Funktion cos x im Bereich — i;— <xr <+ ~Z— sicher mit einem Fehler, der, wie durch (3.37)

nachgewiesen wurde, stets kleiner als 1,1-1073% ist. Testberechnungen fiir x = 30° und den
Extremfall x = 45° ergaben:

cos 30° cos 45°

Polynom (3.39) 0,860602 5403784438678 0,7071067811 86546573
Sollwerte 646 7524

3.1.3 Néherungspolynom fiir arcsin x

Zur Anniherung von arcsin x im Intervall
(3.40) 0Zx < sin%
wird von der Taylorentwicklung

(3-41)

o 1
arcsin x = x + —

3 13 5 ... 1:3°5...(28—1) 2441
3x =k 2:4°5% i 03 2:4:6...2k(2k+1) e + Rapia

2
ausgegangen. Wegen der schlechten Konvergenz dieser Reihe wird das Intervall (3.40) in
die beiden Intervalle

*

3
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(3.42) o<z <sing
und
(3-43) sing < x < sin%

aufgeteilt und nur im Intervall (3.42) die Funktion arcsin x durch ein Niherungspolynom

ersetzt. Ndbauer gibt in [28] auch einen Weg an, wie Werte arcsin x mit x im Intervall (3.43)

durch einen zum Intervall (3.42) gehérigen Funktionswert ausgedriickt werden kénnen.
Zur Aufstellung des Niherungspolynoms wird zunichst mit der Abkiirzung

(3-44) sing = f

vermittels der Bezichung

(3-45) x=f¢

die Unbekannte & eingefiihrt, die jetzt im Intervall

(3.46) i

liegt. Mit (3.45) lautet die Reihe (3.41)

(3.47) arcsinyg = A, &+ Ag8® + AgE 4 -+ Ay, s Roprrs
wobel

(3.48) A=, A=

und allgemein

1

3 SENLLI 5
23 P A5_2-4-5’3

(3.49) Agiiy = 1.3.5.”(22—1)) e

24+6...2¢i(27 41

bedeuten.
Eine Abschitzung, wie viele Glieder in (3.47) notwendig sind, damit der Fehler kleiner
als 5-10713 bleibt, kann mit Hilfe der Bezichung ([28] S. 10)

(3-50) Roppn <117 Agpg

vorgenommen werden. Eine Uberschlagsrechnung ergibt

(3.51) Ay = 2,40+ 10713,

Wird die Reihe (3.47) mit dem Glied Ay £ abgebrochen, so ist der damit begangene Fehler
(3.52) Rogt<s2i81=10512:

Es genligt deshalb, von der Taylorentwicklung

(3-53) arcsiny = A, &+ A3 8 & A E5 + A 87+ A 8+ A 8 4 A 88
4 A E + A 87+ A1 818 4 Ay 8B - Ay | Ry

auszugehen.
Durch Subtraktion des Polynoms Ay 753(&) von beiden Seiten von (3.53) wird erhalten:



(3-54)

Dabei werden die B, unter Verwendung des Ausdrucks flir 7y in (2.3) erhalten aus

(3-55)
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arcsin x — ApgToy = B1E + B8 + B85 + B &+ By&® + B &1 + B3 +

B, = 4, +
Bs = 4; +
By = Ay +
By = A+
By = Ay +
By = An+

23

—=2 4
4194304 = B
3289
262144 =
16445
16384 2
2737
256 23
1311
64 A23
23 4
4 e

253
By = 44 _—5—2'4_28—8—‘(423

867
By = 41 — g6 4An

2093
By = Ay — 512 Ao

1173
By = Ay — 64 A
115

B19 == A19“ 8 Azs

Aus (3.54) folgt durch eine zweite Reduktion

(3-56)

wobei

(3-57)

bedeuten.

arcsin x — Ay 7 o3 — By Ty =

=G E+CBLCGELCE + 8+ C i - Crg B84 G 815 + (1, 817 -

+C1oE¥ + Ry,
¢ = B —
Cy = By
C= B
Ciz = By —
Ciy = By —

21

1048576 Bn

5 625057396 B
oy B
D5 By
1185? le

385
Cs = By 262144 A

1287
C7=Bv+4—o¥— 21

Cu= By + 733 By

1024

Cys = By + 1;9 By

Cyp = By + ZTI By

Durch eine weitere Reduktion ergibt sich aus (3.56)

(3-58)

mit

arcsin  — AT o — By Toy — Ci9719 =
=D 4 Dy 8 + Dgl® - Dy &7 4 Dy &% + Dy 811 + Dy 813 + Dy 815
+ D7 £17 4 Ry

+ Big£15 -+ By £17 + By 819 + By £ 4 Ry,
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D, =6 ‘*‘ﬁcw Dy = Cy _‘(z%(cm
Ds=Cs+736‘12977€19 D7=Cv—lf;+74cm

(3-59) Dy = Cy + f—g% Cho Dy =6y — 1275269 Cie
Dy = Gy + %" Cho Dy = Cy5 — _121 Cio
Dy = Cip + % Ci-

Eine nochmalige Reduktion ergibt aus (3.58)

(3.60) arcsinx — Ay Tog— By Iy — Cr9Th9— D1 117 =
= E\& + B8+ EES + E.87 + Egf® + B8 | B 813 + E581% + Ry

mit
17 1
E, =D _—WDH Ey = D, +427017
6
(3-61) Ly =D; — 2305478 Dy, E, =D, + —:%‘017

Ly = Dy — 233, D, Ey =Dy + %DH

119 17
Ey = Dy — 16 Dy Ey = Dy + e Dyy.

Zur Untersuchung, ob fiir die Reihe
(3.62) arcsiny = B & B8 + E 85 4 E 87+ Eg8% + E &0 + E 88 4
+ E15 515 + Rarcsinx

der Fehler R noch unterhalb der geforderten Genauigkeitsgrenze bleibt, wird

gebildet

(3.63) |Rarcsinx| = |R23| g |A23T23| i |321T21| + |C19T19| i IDH T17I-

arcsin x

Aus der Berechnung der 4;, B;, C;, D; wird iibernommen
(3.64) Ay = 1,86-10712, By = 2,53-107, (9= 2,22-10710,
Dy = 1,73 107,

Aullerdem ist nach (3.11)

(3:63)
|7s| £ 5o =2,39°107, |Tu| £ o7 = 9,54+ 107, |Typ| £ 5 = 3,82-1078,

= 18

| 72| £ 5 = 1,537 1075

Fir den Maximalfehler, der durch Vernachlissigung von R
somit

begangen wird, gilt

aresin x
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(3.66) lRarcsinxl <€ IR23| + lAza Tzal ¢ lel TZI] Ir [Cm T19| iR |'Dl7T17| =

= 2,81-1071 4 4,45:1071% 4 2,42+ 10717 4 8,48-10716 - 2,65 10~ 14
bzw.

(367> IRarcsinx | < 3,09 o
Der Fehler der Reihe (3.62) bleibt also unterhalb der geforderten Genauigkeit.

Auf der rechten Seite von (3.62) muB jetzt noch vermittels (3.45) & durch x ersetzt werden.
Dann ergibt sich das endgiiltige Niherungspolynom

(3.68) arcsinx = ayx 4 aga® 4 gz + a; 27 + agx® 4 a2 + a4 gy a15,

wobei die Koeffizienten a; aus

E, E, Eg
a = ﬁ ) as = -'Bé_- ’ a; = ﬂs ’
E, E E
(3'69) a7 = _ﬂ}_ ’ ay = ﬁ_; ) an = 711% ’
E
a3 ﬂ—ll: s Q5 = ﬂ1155

erhalten werden.
Die numerische Berechnung der Koeffizienten a; ergibt:

a; = 0,99999 99999 93869 593

a; = 0,16666 66670 33954 677

a; = 0,74999 96527 77190942+ 1071

a; = 0,44644 32558 50250 8151071
(3.70) ay = 0,30349 20167 04595013107}

a;; = 0,22782 1584002279 788-1071

a3 = 0,14487 35730 31350 7341071

@15 = 0,24056 10004 49562 471107}

Da die Koeffizienten a; und ebenso die Zwischenkoeffizienten 4;, B;, C;, D;, E; mit einer
Genauigkeit von etwa 10718 berechnet wurden, ist im Intervall o £ x < sin% der Fehler

der mit (3.68) berechneten Funktionswerte gemiB (3.67) stets kleiner als 3,1-10-13,
Fir Werte x im Intervall

. T . T
G sin ¢ <2 Ssin =

wird zunichst die Gré8e &/, die zwischen Null und sin —7;— liegt, vermittels der Beziehung

(3.72) x' = x cos% — V1= sin%

berechnet, woflir die genauen Werte

(3.73) sin %— = 0,38268 34323 65089 770, cos% = 0,92387 95325 11286 731
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aus (3.16) bzw. (3.39) hergeleitet wurden. Das zu x’ gehérige arcsin 2’ wird aus (3.68) erhal-
ten und schlieBlich der endgtiltige Funktionswert aus

a . 4
arcsin x = arcsin x’ + B

(3.74)

Da sin % und cos %— nur mit einem Fehler behaftet sind, der kleiner als 10715 ist, bleibt auch

im Intervall (3.71) der Fehler von arcsin x kleiner als 3,1-10713.
Far eine Anzahl von Winkeln zwischen o und % wurden zunichst vermittels des Poly-

noms (3.16) die zugehérigen Sinuswerte berechnet, die gemiB (3.14) eine Genauigkeit von
5-10717 aufweisen. Daraus wurden mit Hilfe des Polynoms (3.68) die Arcussinuswerte
abgeleitet und durch Multiplikation mit ¢° die Ausgangswinkel zuriickberechnet. Di¢ Er-

gebnisse sind in nachstehender Tabelle angegeben:

WINKEL SINUS ARCUSSINUS WINKEL

1 2 3 4

o° o o) o°

5 0,08715 57427 47658 172 | 0,08726 6462599733 951 5,00000 00000 01001 09
10 0,17364 81776 66930 348 | 0,17453 29251 99407 299 | 9,99999 99999 98529 93
15 0,25881 9045102520 762 | 0,2617993877 99143 666 | 14,99999 99999 99955 9
20 0,34202 01433 25668 731 | 0,34906 58503 98851 902 | 19,99999 99999 99197 1
22,5 | 0,38268 3432365089 769 | 0,39260 90816 98420 787 | 22,49999 99999 82618 3
25 0,42261 82617 40699 434 | 0,43633 2312998558 497 | 24,99999 99999 98630 8
30 0, 30000 00000 00000 000 | 0,52359 8775598308 550 | 30,00000 OOO00 00554 5
35 0,57357 64363 51046093 | 0,61086 52381 98033 374 | 35,00000 00000 01032 7
40 0,64278 76096 86539 319 | 0,69813 17007 97721 523 | 39,99999 99999 99409 5
45 0,7071067811 86547 478 | 0,78539 81633 97144 860 | 44,99999 99999 82613 7

Da die Sinuswerte praktisch als fehlerfrei zu betrachten sind, stellen dic Abweichungen der
Werte in Spalte 4 von den Ausgangswerten den Fehler der Arcussinusreihe dar. Er ist er-

wartungsgemiB am groBten fiir — bzw. 77:-, bleibt aber auch hier in Ubereinstimmung mit

(3.67) mit

1,747 10522 .
90

keitsgrenze.

= 3,03-10~13 (im Bogenmal) unterhalb der angegebenen Ganauig-

3.2 Kettenbruchentwicklung fir arctg x

Die Berechnung des Arcustangens aus der Potenzreihe

(3.75)

bereitet insofern Schwierigkeiten, als die Konvergenz der Reihe stark abnimmt, wenn das
Argument | x| gegen 1 wichst. Auch die Zuriickfithrung des Tangens auf den eines kleine-
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ren Winkels und Reduktion mit Hilfe Tschebyscheffscher Polynome wird hier unwirt-
schaftlich, zumal hierfir die Polynome (2.3) bei weitem nicht ausreichen.

Dagegen erweist sich, insbesondere in Anbetracht der geforderten hohen Genauigkeit,
die Berechnung des Arcustangens aus dem Kettenbruch

o Bl 2 S

x2[(2%2—1)
i3 2222 [(4%—1)

3%2x2[(62—1)

(3.76) bk 4222 (85— 1)
1+ 52x2/(10%2—1)

6222/ (122 —1)

o 72 %2/ (14%~1)

14....

arctg x =

L

als zweckmiBig. Die Konvergenz dieser Kettenbruchentwicklung kann noch erheblich
verbessert werden, wenn das Argument x auf den Bereich —1 < x < + 1 beschrinkt wird.
Argumente |x| > 1 werden deshalb zunichst durch die Umformung

(3.77) arctg x = % — arctg %

auf den Bereich —1 <x < 41 zuriickgefiihrt.
Die Kettenbruchentwicklung (3.76) kann auch in der Form

x
arctg x =
Lx
14 5
o
i taz?
(3-78) LNl 1, 2%
1+ >
tyx
14
lgx
sy Lz
142
1+
geschrieben werden, wobei
1 22 32 72
(3.79) ey L el B E ks e R et e e

bedeuten.

Der Rechenautomat vermag den Kettenbruch (3.78) sehr rasch aufzuldsen, wenn die
Werte #; bereits vorberechnet als einfache Dezimalbriiche vorliegen. Durch eine Reihe von
Testberechnungen mit einer wechselnden Anzahl von Gliedern wurde festgestellt, da3 zur
Berechnung von arctg x mit einer Genauigkeit von 5-1071% innerhalb des Bereiches
—1 Zx £ +1 insgesamt 15 Glieder des Kettenbruches, also die Werte #, bis #; erforder-
lich sind.

Die Berechnung der Werte #, bis #; wurde mit einer Genauigkeit von etwa 10718 durch-
gefihrt. Sie ergab:

4 Minchen Ak.-Abh. 1966 (Miller)
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4y = 0,333333333333333333
Z, = 0,26666 66666 66666 666
Z3 = 0,25714 28571 42857 142
#, = 0,25396 8253968253 068
Z; = 0,25252 5252525252 525
Zg = 0,25174 8251748251 748
Z, = 0,25128 20512 82051 282
Zg = 0,25008 03921 56862 745
Zy = 0,25077 39938 08049 533
t10 = 0,25002 65664 16040 100
t; = 0,25051 75983 43685 300
te = 0,25043 47826 08695 652
tj3 = 0,25037 03703 70370 370
114 = 0,25031 92848 02043 422
t;; = 0,25027 80867 63070077

Auf eine Restfehlerabschiitzung flir den Kettenbruch wurde verzichtet. Statt dessen

wurden fur die Winkel zwischen o und %von Grad zu Grad, an den kritischen Stellen

zwischen 40° und 50° in Abstinden von je einem halben Grad, zunichst vermittels der
Polynome (3.16) und (3.39) die Funktionswerte Sinus und Cosinus und aus deren Quotien-
ten die Tangenswerte berechnet, die somit eine Genauigkeit von 1,1-1071 aufweisen. Mit
Hilfe des Kettenbruches (3.78) wurden daraus die Winkelwerte zuriickberechnet. Fiir den
ungiinstigsten Fall tg x = 1 ergab sich dabei eine Abweichung von 7,3:1071® (im Bogen-
maB), womit die angegebene Genauigkeitsgrenze geringfiigig tiberschritten ist. Bei einem
Winkel von 44,3° betrigt der Fehler jedoch nur 4,8+10713, so daB eine Uberschreitung der
Fehlergrenze nur innerhalb des sehr kleinen Bereiches von 44,5° bis 45,5° vorliegt, was im
Hinblick auf die sehr weit gezogenen Genauigkeitsgrenzen in Kauf genommen werden

kann.

Die Ergebnisse der Testberechnungen sind in nachstehender Tabelle auszugsweise an-

gegeben:

WINKEL TANGENS ARCUSTANGENS WINKEL
i 2 3 4
o° o ) o°
10 | 0,17632 69807 08464 964 | 0,17453 2925199432949 | 9,99999 99999 99999 54
20 | 0,36397 02342 66202 378 | 0,34900 58503 98846697 | 19,99999 99999 98898 9
30 | 0,57735026091 89625 743 | 0,52359 8775598208 856 | 29,99999 99999 99999 1
40 | 0,8390996311 77280120 | 0,69813 17007 97721 725 | 39,99999 99999 99421 O
43 | 0,93251 50861 37662 319 | 0,75049 15783 57423 861 | 42,99999 99999 92101 5
45 1,00000 00000 00001 28 0,78539 81633 98174 896 | 45,00000 00000 41630 4
47 1,07236 87100 24681 81 0,82030 47484 37472 754 | 47,00000 00000 07898 4
50 1,19175 35925 04209 79 0,87266 46250 97174 890 | 50,00000 00000 00578 O
60 1,73205 08075 68877 34 1,04719 75511 96597 75 60,00000 00000 00000 8
70 2,74747 74104 54622 11 1,22173 04763 96049 91 70,00000 00000 01101 O
8o 5,67128 18196 17709 66 1,39626 34015 95463 66 80,00000 00000 00000 4
9o 0,24064 24012 876911018 | 1,57079 63267 94896 61 90,00000 00000 00000 O
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4. HERSTELLUNG VON UNTERPROGRAMMEN

4.1 Unterprogramme fir die Winkel- und Arcusfunktionen

Die oben hergeleiteten Niherungsfunktionen ermoglichen die Herstellung von Unter-
programmen zur genauen Berechnung der Funktionen sin x, cos x, arcsin x, arccos x und
arctg x. Fiir die Funktionen tg x und ctg x, die sich in einfacher Weise aus sin x und cos x
berechnen lassen, erlibrigen sich eigene Unterprogramme, ebenso fur arcctg x, da mit

1
(4.1 g =i

auf den Tangens libergegangen werden kann.

Die Herstellung der Unterprogramme erfolgt zunichst nur fiir die Rechenanlage ZUSE
Z 23 zur Berechnung der Funktionswerte mit doppelter Zahlenlidnge, sie kénnen jedoch,
insbesondere an Hand bei beigegebenen FluBdiagramme, leicht in jeden anderen Code
Ubergefiihrt werden. Bei simtlichen dieser Programme wird vorausgesetzt, daf3 das Unter-
programm ,,Doppelte Zahlenlinge* ab Trommelzelle 2000 gespeichert ist. Die Program-
mierung erfolgt mit festen Adressen, so daB3 jedes Unterprogramm stets mit dem gleichen
Befchl aufzurufen ist; dadurch bleibt in Anbetracht der Vielzahl der bei der Berechnung
langer geoditischer Linien benétigten Unterprogramme die Ubersichtlichkeit besser ge-
wahrt.

4.1.1 Unterprogramm fiir sin x (UP. sin x)

Zur Berechnung der Funktion sin 2 werden die Polynome (3.16) und (3.39) verwendet,
wobei nach dem Hornerschen Schema vorgegangen wird:

4-2) sinz = (8% 53— s1)%" + 59) 8% —59)2% + 55) 2% — 59 #* + s)) 7,
(4-3) cosx = (4% 1o 1) 2* + c)2* — £g)x® + c)2* — )2 + ¢ .

Diese Polynome sind nur im Intervall

A
A

X

(4-4) o

=
4
anwendbar. Das Argument x kann jedoch im Bereich
(4-3) —00 Sx X 40

liegen. Es ist deshalb unter Beachtung der Kriterien fiir das Vorzeichen des Funktions-
wertes auf das Intervall (4.4) zu reduzieren. Das Vorzeichen von sin x richtet sich sowohl
nach dem Quadranten als auch nach dem Vorzeichen von x.

Nach Umspeicherung eines Faktors /7 = 41 bzw. /7, = —1 entsprechend dem Vor-
zeichen von x wird nur noch der Absolutwert |x| verwendet. Durch fortwihrende Sub-
traktion von 27, bis |x | < 2 ist, wird | x| zunichst in das Intervall

(4.6) o= x| = 2m

N



28 Teil A. Berechnung der Winkel- und Arcusfunktionen mit hoher Genauigkeit

zuriickgefiithrt. Durch GréBenvergleich mit 7 wird festgestellt, ob |x | im Intervall

4.7) o< x| S

oder im Bereich

(4.8) n< x| S2m

liegt. Im ersteren Fall wird ein Faktor 7, = 4 1 umgespeichert, im letzteren ist /p = —1,

auBerdem muB |x | mit

(4.9) 20— x| = ||

in das Intervall (4.7) {ibergefiihrt werden. Falls | x| jetzt im Bereich
(4.10) I <lx| <

liegt, erfolgt mit

(411) m—|x| = ||

eine weitere Reduktion auf das Intervall

(@12 o<le £ T

Erst jetzt kann der Funktionswert |sin x | berechnet werden, und zwar im Bereich zwischen

o und —Z— mit Polynom (4.2) und im Intervall
(4-13) <kl <5

mit Polynom (4.3), woflir jedoch das Argument mit

(4-14) 5 |z = |x]

noch auf das Intervall (4.4) zu reduzieren ist. Der endgililtige Funktionswert wird schlief3-
lich aus

(4.15) Isinx| Fy-F, = sinx

erhalten.

Im einzelnen ist der Programmablauf aus dem FluBdiagramm Abb. 1a ersichtlich.

4.1.2 Unterprogramm fiir cos x (UP. cos x)

Zur Berechnung der Funktion cos x werden ebenfalls die Polynome (4.2) und (4.3) ver-
wendet. Das Argument x kann wieder im Bereich —oco < x < 400 liegen. Da das Vor-
zeichen der Funktion lediglich vom Quadranten von x abhingt, kann sofort auf den Ab-
solutwert | x| iibergegangen werden. Durch fortlaufende Reduktion wird wie unter 4.1.1
das Argument | x| unter Beriicksichtigung der Kriterien fiir das Vorzeichen des Funktions-
wertes in das Intervall (4.12) tibergefiihrt. Liegt nunmehr | x | im Bereich (4.4), so erfolgt die
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vom Oberprogromm vom Oberprogramm

nein

Xo(=1) = |X] E:x — /%] l
+ 1 = Fy
X =[x/

7

[x]=2m = |X]

T~ [X] =+ Py

1X1 = 2% = p,

nein
przo 2

Jo
Ix] =27 =5 |X|

27 - [x]| =-» x|

T = /x| = P2

7/2 = [X] = Py

T/h — X ==+ py

—4—-[ Polynom (4.3) == /ca.rx/_l
¥/2 =Ix] - /x|

[ Polynom (%.2) =» [cosx] l
)|

—<——|7Pa/ynam (4.2) = [sin x] l
I [cos x| -F == cos X l

I Polynom (4.3) == [sinx] I l
zum Oberprogramm

[1sinxs-F, - F2 = sinx ]

zum Qberprogramm

Abb. 1a: FluBdiagramm Abb. 1b: FluBdiagramm
zum Unterprogramm sin x zum Unterprogramm cos x

Berechnung des Funktionswertes unmittelbar mit Hilfe des Polynoms (4.3); fiir Werte | x |
im Bereich (4.13) ist noch eine weitere Reduktion auf das Intervall (4.4) mit

(4.16) 2 —|xl = x|

erforderlich, bevor auch hier mit dem Polynom (4.2) der Funktionswert berechnet werden
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Testberechnungen fiir das Unterprogramm sin x, cosx

WINKEL SINUS COSINUS

o o ,999999999999999952/ +00
% + 500000000000000000 / +00 ,866025403784438678/+00
45 ,707106781186547478/+00 ,707106781186546573/ +00
6o 8660254037844 38676/ +00 +500000000000000003/+00
90 £999999999999999952/ +00 ,415554363922959736/ 17
120 ,866025+037844 30680/ +00 ~,499999999999999996/ <00
135 , To7106781186546575/ 400 -,707106781186547475 /400
150 , 500000000000000007 [ +00 -,866025403704438674/ 400
180 ,831108727845019472/-17 ~1999999999999999952/ +00
210 -,499999999999999993/+00 -,8660254037844 38683 /400
225 -, 70T106781186547472/ 400 ~,707106781186546578 /400
2o -, 8660254037844 38672/ +00 =, 500000000000000011 / +00
2o =,999999999999999952/ +00 «,124717131153723178/-16
X0 -, 8660254037844 38685/ +00 ,499999999999999989 / +00
315 ~, 707106701186546581 /400 ,707106781186547469 /+00
3% ~, 500000000000000014 / +00 ,866025403784438670 /400
360 -,166221745569183094/-16 ,999999999999999952/ +00
o ,499999999999999985 / +00 ,866025403784438687 /400
405 ,707106781186547466/ +00 ,707106781186546584 [ +00.
42 ',8660254037844:!3668/000 ,500000000000000018 [+00
450 ,999999999999999952/ +00 1 207794122620424954 /16
480 ,866025403784438689/+00 -,499999999999999982/ +00
495 ,707106781186546587/+00 ~,707106781186547463/ +00
510 , 500000000000000021 /+00 ~,866025403784438666/+00
540 » 249434262307446357/-16 ~1999999999999999952/ +00
570 -,499999999999999978 / +00 ~,866025403784438691 /400
585 -,707106781186547460 /400 -, 707106781186546590 /+00
600 =,8660254037844 30664 /+00 -, 500000000000000025 { +00
630 =1999999999999999952/ +00 =, 290938876722907073/~16
660 -,866025403784438693/+00 »499999999999999975/ +00
615 -, 707106781186546593/ 400 »707106781186547457/+00
o «, 500000000000000029 [ +00 ,8660254037844 8662/ s00
e -,332443491138367789/-16 ,999999999999999952/ +00
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WINKEL SINUS COS{NUS
o o 1999999999999999952/ +00
-3 =, 500000000000000000 [ +00 ,8660254037844 38678 /400
-45 -,707106781186547478 [+00 , 707106781186546573/ 400
-60 -,866025403704438676/ 400 , 500000000000000003/ +00
~90 -1999999999999999952/ +00 ,415554363922959736/-17
-120 -,866025403784438680/+00 ~,499999999999999996/+00
-135 -, ToT106781186546575/ +00 -, 707106781186547475/ 00
-150 =, 500000000000000007 / +00 «,8660254037844 38674 /+00
-180 -,831108727845919472/-17 -,999999999999999952/ 00
-2lo »499999999999999993/ +00 ~,866025403784438683/+00
225 ,T07106781186547472/+00 -,707106781186546578 /+00
-Ho ,8660254037044 38672/ +00 «, 500000000000000011 /+00
270 1999999999999999952/ +00 -, 124717131153723178/ 16
-0 ,866025403784438685 /400 ,499999999999999989/ +00
~315 ,T07106761186546581 /+00 , T07106781186547469 [ +00
-3% , 500000000000000014 [ +00 ,8660254037844 38670 /+00
=360 ,16622174556018 094 /-16 ,999999999999999952/ «00
-¥o -,499999999999999985/ +00 ,866025403784438687/+00
-4o5 =, 707106781186547466/ +00 ,707106781186546584 /+00
-42 -,866025403784438668/+00 , 500000000000000018 /400
-450 -1999999999999999952/ +00 » 207794122620424954/-16
~480 ~,866025403784433689/+00 ~,499999999999999982/ +00
-495 -, 707106781186546587/ 00 -,T07106781186547463/+00
-510 - 500000000000000021 / +00 ~,8660254037844B666/+00
-54o -, 249434262307446357/-16 -1999999999999999952/+00
=570 1499999999999999978/ +00 ~,8660254037844 38691 /+00
-585 , 0710678118654 7460 /200 -,7071067811865465§o/.oo
~6oo ,866025403784438664 / v00 -, 500000000000000025 /400
~630 1999999999999999952/ +00 -1 2909 $876722907073/+16
-660 8660254037844 38693/ 00 ,499999999999999975/ +00
-675 , ToT106781186546593/ +00 , 70T106781186547457/ +00
-8 , 500000000000000029 / +00 ,8660254037844 38662/ +00
-72 5332441911 8367789 /-16 1999999999999999952/ +00

31
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kann. Das Vorzeichen wird wieder durch Multiplikation mit einem Faktor /= + 1 bzw.
F = —1 erhalten. Der Programmablauf ist in dem FluBdiagramm Abb. 1 b dargestellt.

Die Unterprogramme sin x und cos # werden unmittelbar nacheinander in den Trom-
melzellen 1050—1364 gespeichert. Die Konstanten und die Koeffizienten fiir die Polynome
werden nur einmal, und zwar unmittelbar vor den eigentlichen Programmen eingelesen.
Der Aufruf der Unterprogramme erfolgt mit dem Befehl F 1100 fiir sin x bzw. F 1250 fiir
cos . Dabei muB} das Argument x bereits umgewandelt ins Bogenmal3 im Akkumulator
und in Schnellspeicherzelle 3 stehen (oberer Mantissenteil in a, unterer Mantissenteil und
Exponent in 3). Der Funktionswert steht dann sowohl in a und SSp. 3 als auch in SSp. 6
und 16.

Die Rechenzeit ist fiir beide Unterprogramme etwa gleich und betrigt ca. 2,5 sec. Der
Maximalfehler F, ist gemi3 (3.14) und (3.37) kleiner als etwa 1-10713,

Zur Uberpriifung der Unterprogramme sin x und cos x wurden fir eine Anzahl von
Argumenten x die zugehorigen Funktionswerte sin x und cos x berechnet, die obenstehend
angegeben wurden?.

4.1.3 Unterprogramm fiir arcsin x (UP. arcsin x)

Die Berechnung der Funktion arcsin x erfolgt mit Hilfe des Polynoms (3.68), wobei wie-
der nach dem Hornerschen Schema vorgegangen wird:

(4.17) arcsin x = ((((((#2- a5 + @15)2® + ap)x® + ag)x® + az)x? + a)x? + ag)x® 4 ap«.
Dieses Polynom ist jedoch nur im Intervall
(4.18) o<« _S_sin%

anwendbar. Das Argument x kann jedoch im Intervall —1 < < + 1 liegen. Firx <o
ist auch der Funktionswert arcsin x <C 0. Im weiteren Programmablauf wird immer der Ab-
solutwert | x | verwendet.

Liegt | x| im Intervall

419 sin2 < Jx| <1,
so ist zunichst vermittels

(4.20) Vi—[zP = ||
eine Reduktion auf den Bereich

(4.21) oL || £ sin%

erforderlich. Der Funktionswert ergibt sich dann durch Komplementbildung auf %
Fir Werte | x|, die jetzt im Intervall
(4.22) sin igt— L x| £sin %

liegen, ist noch eine Uberfithrung in den Bereich (4.18) vermittels der Beziechung (3.72)

notwendig. Nach Berechnung des Polynoms (4.17) ist hier der Wert % zu addieren.

1 Die Tabelle enthilt die Originalwerte, wie sie von der Rechenanlage ausgedruckt wurden; die Ab-

; . T . 5 :
weichungen der Funktionswerte cos ~ »Sin 7 usw. vom genauen Wert Null haben ihre Ursache darin, da in

: : noz . . .
beiden Unterprogrammen die Konstantenz—, ™ 2® nur mit 17 bis 18 Dezimalstellen verwendet werden.
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Das Unterprogramm liefert somit die Funktionswerte von — - bis +2Z . Im einzelnen ist
prog 2 =

der Programmablauf aus dem FluBdiagramm Abb. 2a ersichtlich.

Das Unterprogramm wird in den Trommelzellen 1550 bis 1723 gespeichert. Der Auf-
ruf erfolgt mit dem Befehl F 1600, wobei das Argument wieder in a und SSp. 3 stehen muB.
Der Funktionswert steht dann sowohl in a und SSp. 3 als auch in SSp. 6 und 16. Er wird
mit einer Genauigkeit von mindestens 5+ 10713 erhalten. Die Rechenzeit betrigt etwa 2,7 sec.

Zur Priifung des Unterprogramms wurden fiir Sinuswerte zwischen —1 und <+ 1 die zu-

gehorigen Werte Arcussinus und daraus die Winkel berechnet. Die Ergebnisse sind in
nachstehender Tabelle angegeben:

Testberechnungen fiir das Unterprogramm arcsin x

SINUS ARCUSSINUS WINKEL SOLLNWERT

1 2 3 4

[¢] 0 [¢] L]
+1736481776669303/ 400 »1745329251994072/ 400 19999999999998527 /+01 lo
»HM20201433256687/ +00 » 390658503988518 /+00 ,1999999999999919/+02 2
+5000000000000000 { +00 ,5235987755983085/+00 , 3000000000000055 [ +02 %
,6427876096865393/+00 ,6981317007977214/+00 +3999999999999940/ +02 4o
,7660444431189779 /400 ,8726646259971748+00 ,5000000000000057/ +02 50
,8660254037844386/+00 ,1047197551196587/+01 ,5999999999999943/+02 6o
,9396926207859083/ +00 ,12217304263)6044/091 , 7600000000000078/ +02 7o
,9848077530122081/+00 ,1396263401595489/+01 ,8000000000000148 / +02 8o
', 1000000000000000 / ooi ,1570796326794896/+01 ,8999999999999999 /+02 %
-,1736481776669303/ +00 -,1745329251994072/ +00 «,9999999999998527 /+01 ~lo
-, %20201433256687/ +00 -, 490658503988518 /+00 «,1999999999999919 /402 ~20
=, 5000000000000000/ +00 -,5235987755983085/+00 « 4 3000000000000055 /402 30
-, 6427876096865393/ 400 ~,6081317007977214/+00 -, 3999999999999940 / +02 «do
-, 7660444431189779/+00 ~,8726646259971748 /+00 -, 5000000000000057 /402 ~50
-,8660254037844 86/ 400 -,1047197551196587/+01 -,5999999999999943/ +02 -6o
-,9396926207859083/+00 - ;122173047639 6044 /+01 -, 7000000000000078 [ +062 ~T0
-,9848077530122081 /+00 -,1396262401595489/+01 - ,8000000000000148/ +02 8o
»1000000000000000/ +01 -11570796326794896/+01 ~,8999999999999999 /+02 -90

4.1.4 Unterprogramm fiir arccos x (UP. arccos x)

Dem Unterprogramm arccos x liegt ebenfalls das Polynom (4.17) zugrunde. Einem Ar-

gument x im Intervall —1 < x < + 1 entspricht hier ein Funktionswert zwischen o und .
Das Argument x bzw. |x | wird wieder durch fortlaufende Reduktion in den Bereich (4.18)
ubergefiihrt, fiir den das Polynom (4.17) anwendbar ist. Der Programmablauf entspricht

5 Miinchen Ak.-Abh. 1966 (Miller)
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etwa dem bei UP. arcsin x. Der Ubergang auf einen Funktionswert zwischen o und # wird

durch Addition von % erreicht. Eine genaue Darstellung des Programmablaufs enthilt das

FluBdiagramm Abb. 2b.

Die Speicherung erfolgt von Trommelzelle 1550 bis 1581 fiir die Konstanten und Koeffi-
zienten, die mit denen des UP. arcsin x tibereinstimmen, und von 17350 bis 1877 fiir das
eigentliche Programm. Aufzurufen ist das Unterprogramm mit dem Befehl F 17350, wobei
das Argument wieder in a und SS5p. 3 stehen muBl. Der Funktionswert steht dann sowohl
in a und SSp. 3 als auch in SSp. 6 und 16 zur Verfigung. Die Genauigkeit betrigt wieder
mindestens §-10713) die Rechenzeit ca. 2,7 sec.

Testberechnungen fiir das Unterprogramm arccos x

COSHKUS ARCUSCOSINUS VINKEL SOLLWERT

1 2 3 4
1000000000000000 /401 o o o
,984867753122081/+00 ,1745329251994070 /+00 19999999999998516/ +01 10
1936926207859083/+00 » H90658503988521/+00 11999999999999921 /+02 p-J
,8660254037844 386/ +00 ,5235087755983086/+00 , 3000000000000055 /402 30
»7660444431189779/+00 »6981317007977217[+00 +3999999999999942/+02 4o
,6A21876096865393/+00 ,8726646259971751/+00 »5000000000000059 /402 50
»5000000000000000/ 400 »1047197551196588 /401 +9999999999999944 /02 6o
»H 2201433256687 /400 ,12217304769 6044/ +01 » 7000000000000080 [ +02 To
»1736481776669303/+00. »139626401595489 /+01 +8000000000000147/+02 8o
o »1570796326794896/+01 18999999999999999/+02 %
-, 1736481776669303/ +00 +1745329251994303/+01 ,9999999999999852/+02 100
-, 1 20201433256687 /+00 ,1919862177193748/+01 ,1099999999999991/ +03 110
=3 5000000000000000 / 400 »2094395102393205/+01 »1200000000000005/+03 1
-, 6427876096865393/ 400 ,2268928027592618 /401 ,1299999999999994 /+03 13
-, 7660444431189779 /400 134 3460952792071 /401 ,1400000000000005/+03 tdo
«,8660254037844366/ +00 »2617993877991484 /401 +1499999999999994 /+03 150

2,9306026207859083/+00 227192526803190941/+01 +1600000000000007/ 403 160
~,9848077530122081 /400 »,2067059728390386/ 101 +1700000000000014 [ +03 170
=+1000000000000000 +01 »3141592653589793/ +01 +1799999999999999 /403 180
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Das UP. arccos x wurde ebenfalls durch eine Reihe von Kontrollberechnungen fiir Co-
sinuswerte zwischen —1 und 41 iberpriift; die Ergebnisse sind aus vorstehender Ta-
belle zu ersehen.

vom Oberprogromm vom Oberprogramm

N

SIP T8 = IX| = P

nein

—4—!7/4'/ cosn/s - VI1-1x/2-3inT/8 = x| | _4_| 1x] cos7/8 - VT-1x12 sin1/8 = [X] l
¥
[ Polynorm (4.17) =s [arcsin x| I [ Polynom (4.17) = [arccos x/l
r[,;, ~¢larcsin x| + S3) ] Fy-Fz = g/‘csi[ﬂ l[s, - (larccos x| + S3)]-Fy-Fa + S5y =+ arccosx
zum Oberprogramm zum Oberprogramm
Abb. 2a: FluBdiagramm Abb. 2b: FluBdiagramm
zum Unterprogramm arcsin x zum Unterprogramm arccos x

4.1.5 Unterprogramm fiir arctg x (UP. arctg x)

Dem Unterprogramm zur Berechnung der Funktion Arcustangens wird die Ketten-
bruchentwicklung (3.76) zugrunde gelegt, die in der Form (3.78) unmittelbar fiir die Auto-
matenrechnung geeignet ist. Das Argument x kann zwischen —o0 und + o liegen. Dies

*

5
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entspricht einem Funktionswert im Bereich zwischen — i;— und + % . Liegt der Absolutwert

|#| im Intervall +1 < |x| £ 400, so wird das Argument vermittels (3.77) zunichst
auf den Bereich o < |x| £ 1 zuriickgefiihrt, in dem der Kettenbruch (3.78) anwend-
bar ist.

Einen Uberblick {iber den Programmablauf gibt das untenstehende FluBdiagramm
Abb. 3.

Bei der Aufldsung des Kettenbruches, die linear oder zyklisch programmiert werden
kann, wurde wegen genauerer Ergebnisse die lineare Anordnung vorgezogen.

Das UP. arctg x belegt die Speicherzellen 2700-2899. Der Aufruf erfolgt mit dem Be-
fehl F 2700. Das Argument mul3 dabei wieder in a und SSp. 3 stehen; der Funktionswert
steht dann in a und SSp. 3 und in SSp. 6 und 16. Der Maximalfehler betriigt ca. 7-10713,
die Rechenzeit ca. 6,5 sec.

vornr  Qberprogromm

I Rettenbruch (3.78) = [arclgx| '

|(S—/arctg x}) -F-5A -vdfc[_qJI

zum Oberprogramm

Abb. 3: FluBdiagramm zum Unterprogramm arctg x

Zur Priifung des UP. arctg x wurden fiir eine Reihe von Tangenswerten zwischen —o0
und + co bzw. —10%% und + 10%8 die zugehorigen Werte fiir Arcustangens und daraus die
Winkel berechnet. Nachstehende Tabelle zeigt die Ergebnisse:
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Testberechnungen fiir das Unterprogramm arctg x
TANGENS ARCUSTANGENS ¥INKEL SOLLWERT

1 2 3 4
o o o o
»1763269807084649/+00 11745329251994329 /400 19999999999999999/ 101 1o
363970234 2662023/ 400 » ¥90658503988466/+00 11999999999999689/+02 %
+5713502691896257/ 400 »5235987755962988 / +00 + 2999999999999999/ +02 %
+8390996311772801 /+00 »6981317007977217/+00 » 3999999999999942/ +02 4o
»1191753592594209/+01 ,8726646259971748 /+00 »5000000000000057/ 402 50
1173205080 7568877/ +01 »1047197551196597/+01 » 6000000000000000/ +02 6o
, 2147477419454622/ 401 4122173047639 6049 /401 , 7000000000000130 /402 7o
,5671281819617709 f+01 ,1396263401595463/ s01 +8000000000000000/ +02 8o
,2406424012876908/+18 »1570196326794896/+01 +9000000000000000 { $02 %
=1763269807084649 /900 | -,1745329251994329/ 400 «19999999999999999/+01 -1o
;36370234 2662023/ +00 -, 490658503088466/+00 -,1999999999999689 /+02 »2
-, 5713502691896257/s00 -,523987755982988 /400 =1 2999999999999999 /+02 -3
~,8390996311772801/+00 -,6981317007977217/ +00 =5 3999999999999942/+02 o
- 119175392594209/s01 | =,8726646259971748 /400 -, 5000000000000057/+02 =50
~41732050807568877/+01 -,1047197551196597/ +01 =4 6000000000000000 /402 -6
-, 2147477419454622/ 0 -y1221730476396049/ +01 =,7000000000000110/+02 <70
-, 56T1B1819617109/v01 | «,1396263401595463/s01 +,B000000600000000 / +02 8o
-y 24064M012876908/018 | -,1570796326294896/¢01 «,9000000000000000/ +02 90

4.2 Unterprogramme zur Winkelumwandlung

Bei geoditischen Berechnungen auf dem Rotationsellipsoid erfolgt die Zihlung der Win-
kel wegen der engen Beziehungen zu astronomischen Werten im allgemeinen in Altgrad
(Grad, Minuten, Sekunden). In elektronischen Rechenanlagen werden die Winkelwerte
jedoch zweckmiBig im analytischen MaB verwendet. Die Unterprogramme fiir sin x und



38 Teil A. Berechnung der Winkel- und Arcusfunktionen mit hoher Genauigkeit

cos x setzen voraus, dafl der Winkel jeweils bereits im BogenmaB vorliegt; die Arcuspro-
gramme liefern den Winkelwert stets im Bogenmal. Es sind also hidufig Winkelumwand-
lungen von Altgrad ins Bogenmaf} und umgekehrt vom Bogenmal zuriick in Altgrad er-
forderlich. Hierfiir werden deshalb zweckmiBig eigene Unterprogramme, ebenfalls fiir
doppelte Zahlenlinge, erstellt.

4.2.1 Unterprogramm sur Winkelumwandlung von Altgrad ins Bogenmaf}
(UP. Unw. Altgrad — Bogenmaf)

Der Winkel ist hier gegeben in Grad (G), Minuten (M), Sekunden (S), wobei G, M und
S vom Automaten als selbstindige Zahlengréfien aufgefalt werden. Im Bogenmal3 ergibt
sich der Winkelwert mit dem Algorithmus

(4.23) (G + M/60 + S/3600) [ 0° = WB.

Das Unterprogramm, das die Speicherzellen 1390-1449 belegt, ist aufzurufen mit dem Be-
fehl F1400. Dabei muB3 G in den Trommelzellen 1440 und 1441 (oberer Mantissenteil in
1440, unterer Mantissenteil und Exponent in 1441), M in 1442 und 1443 sowie S in 1444
und 1445 stehen. Die Genauigkeit betrigt etwa 10717, die Rechenzeit ca. 0,8 sec.

4.2.2 Unterprogramm zur Winkelumwandiung vom Bogenmaf} in Altgrad
mit Druckanweisung (UP. Umw. Bogenmaf — Altgrad)

Da bei Berechnungen mit doppelter Zahlenlinge die Abspaltung des ganzzahligen Be-
standteiles einer Zahl auf Schwierigkeiten stoBt, wird hier mit fortlaufender Subtraktion
gearbeitet. Gradzahl und Minuten werden als Strichzahlen ausgedruckt und die Sekunden
als Gleitkommazahl, da das UP. ,,Doppelte Zahlenldnge'‘ eine Ausgabe in Normalform
nicht erlaubt.

Das Unterprogramm belegt die Speicherzellen 1450-1515. Es ist aufzurufen unter dem
Befehl F14350, wobei WB in a und SSp. 3 stchen muB3. Die Rechenzeit hingt hier aller-
dings ab von der Grofle des Winkels. Da jedoch die Ausgabe der Ergebnisse bei den ge-
nannten Berechnungen im allgemeinen nur einmal am Ende des Rechenganges erfolgt,
kann die etwas gréBere Rechendauer in Kauf genommen werden.

Zur Priifung der beiden Unterprogramme zur Winkelumwandlung wurden einige Win-
kelwerte zuerst ins Bogenmal {ibergefithrt und dann wieder in Altgrad umgerechnet.
Nachstehende Tabelle zeigt die Ergebnisse:

WINKEL BOGENMASS WINKEL
1; 3; 4; +307095530025213/+00 1.7' 3;' .;29999999999999/002
96 12 46,121 »,167923035297193/ 401 96" 12' ,461233999999999/+02
157 o8 49,4500 »214273377166573 /401 157 8 ,494499999999999/+02
319 18 32,5678 ,557209419476793/+01 319° 18" ,325677999999999/+02
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5. ZUSAMMENFASSUNG VON TEIL A

Zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen mit
hoher Genauigkeit wurden zunichst fiir die Automatenrechnung geeignete Niherungs-
funktionen hergeleitet. Auf Grund dieser Niherungsfunktionen wurden Unterprogramme
zur Berechnung der Funktionswerte mit doppelter Zahlenlinge fiir die ZUSE Z 23 erstellt
und an Hand von Zahlenbeispielen gepriift.

Die Unterprogramme ermdglichen die Durchfithrung geoditischer Berechnungen mit
hochster Genauigkeit. Da derartige Berechnungen im allgemeinen nicht als Massenberech-
nungen anfallen, kann die Rechendauer von durchschnittlich einigen Sekunden ohne wei-
teres in Kauf genommen werden.

An Speicherraum benétigen die Unterprogramme zusammen mit dem Unterprogramm
»Doppelte Zahlenlinge'* die Trommelzellen 1050 bis 2900. Sie sind zur praktischen Ver-
wendung bei der Berechnung langer geoditischer Linien auf einem einzigen Lochband
zusammengefaBt, fiir dessen Einlesen ca. 1,7 Minuten erforderlich sind.

Zusammenstellung der Unterprogramme:

Unterprogramm Speicherbedarf Aufruf Maximalfehler Bemerkungen
sin x Fi100 1-10715
1050-1364

cos x Fi230 1-10710

arcsin x 1550-1723 | F 1600 5- 10718

arccos x 1;?2:123‘; Fi7s0 5-10718

arctg x 27002899 | F2700 7+10718

Umw. Altgrad — Bogenmal 1390-1449 | Fi1400 <1077 | G in 1440-1441
M in 1442-1443
S in 14441445

Umw. Bogenmal3 — Altgrad 1450-1515 | F1450 < 10717

Das Unterprogramm ,,Doppelte Zahlenlinge' muf3 dabei jeweils ab Trommelzelle 2000
(2000-2699) gespeichert sein.



TEIL B. BERECHNUNG LANGER GEODATISCHER LINIEN

1. EINLEITUNG

Zur Ldsung der geoditischen Hauptaufgaben fiir rein geoditische Zwecke kommen im
wesentlichen zwei Losungsprinzipien in Betracht: die als Legendresche Reihen bezeich-
neten Potenzreihenentwicklungen nach der Entfernung As und die Bessclsche Grund-
l6sung.

Da bei den Legendreschen Reihen die Konvergenz nur innerhalb eines beschrinkten
Bereiches gesichert ist, konnen die darauf aufbauenden Lésungsverfahren bei der her-
kémmlichen Berechnungsweise nur fiir geoditische Linien bis hochstens 200 km Lénge an-
gewandt werden. Mit Hilfe elektronischer Rechenanlagen ist es jedoch moglich, den An-
wendungsbereich auch auf lange Entfernungen auszudehnen (vgl. [25], [32], [33]). Uber
die sich damit ergebende neue Losungsmaoglichkeit fiir lange geoditische Linien, die aller-
dings auch einige entscheidende Mingel aufweist, sollen nihere Einzelheiten und Unter-
suchungsergebnisse in einer gesonderten Verdffentlichung mitgeteilt werden.

Die auf dem Besselschen Prinzip beruhenden Lésungsverfahren sind zwar speziell fiir
lange Entfernungen bestimmt; bei der praktischen Anwendung erfordern sie jedoch, wie
bereits festgestellt wurde, erheblichen Rechenaufwand. Da hier durch den Einsatz elek-
tronischer Rechenanlagen neben ciner Lésung des Wirtschaftlichkeitsproblems auch be-
fricdigende Bercchnungsergebnisse zu erwarten sind, sollen im folgenden die wichtigsten
dieser Verfahren auf die Lésung mit programmgesteuerten Rechenautomaten umgestellt
werden, so daf3 anschlieBend die entsprechenden Rechenprogramme hergestellt werden
kénnen.

Voraussetzung hierfiir ist jedoch eine genaue Kenntnis der betreffenden Verfahren selbst.
Deshalb ist es zunichst erforderlich, die wichtigsten mathematischen Grundlagen dieser
Loésungen kurz aufzuzeigen.

2. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

2.1 Grundbegriffe und Grundformeln

2.1.1 Grundbegriffe fiir das Rotationsellipsoid

Die im folgenden verwendeten Grundbegriffe fiir das Rotationsellipsoid werden nach
[20] S. 922 zusammengestellt. Dabei wird der Ubersichtlichkeit wegen eine Beschrinkung
auf moglichst wenige Grundbegriffe angestrebt.



2. Mathematische Grundlagen 41
Als Parameter werden benutzt:

B, die geographische Breite,
L, die geographische Linge,
p, die reduzierte Breite, definiert durch

Y, 2. _ _tgB
(2.1) tgf=V1—e-tg B Vs oder
z sin B cos BB
(2:2) sin f = 7an cos f = Yisa
Zur Definition der Meridianellipse werden verwendet:
a, die groBe Halbachse,
b, die kleine Halbachse,
(2.3) a = a;b , die Abplattung,
(2.4) e = aza_zbz , das Quadrat der ersten Exzentrizitit,
(2.5) R %, das Quadrat der zweiten Exzentrizitit,
=7
(2.6) n = ZT’ 3. Abplattung,
e ) 2 . 1 . .
(2.7) V=V1+e2cos® B = Vg i Hilfsfunktion,
(2.8) p = a-cos f, Parallelkreishalbmesser.

Die Bogenlinge der geoditischen Linie wird mit s und die Azimute werden mit 4 be-
zeichnet.

2.1.2 Der Satz von Clairaut

Der Satz von Clairaut, der fiir die nachstehenden Losungen von grundlegender Bedeu-
tung ist, lautet fiir das Rotationsellipsoid

(2.9) a-sin Ay = p-sin A = p,, = const.
und bei Verwendung von reduzierten Breiten

(2.10) sin Ay = cos f§ sin A = cos f§,, = const.

A ist das Azimut der geoditischen Linie,
A, ist das Aquatorazimut,

6 Minchen Ak.-Abh. 1966 (Miller)
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B, ist die geographische Breite des Maximums der geoditischen Linie,
B,, ist die reduzierte Breite des Maximums der geoditischen Linie,

P st der zu B, gehorige Parallelkreishalbmesser.

2.1.3 Die Besselschen Hilfsdreiecke

2.1.3.1 Das Besselsche Lésungsprinzip
Der Satz von Clairaut lautet fiir eine Kugel mit den Breitenf und den GroBkreisazimuten o
(2.11) sin oty = cos f§ sina = cos f3,,

und hat somit die gleiche Form wie (2.10). Durch Vergleich erhilt man

a=24A.

Das bedeutet, daB einer geoditischen Linie punktweise ein bestimmter KugelgroBkreis
mit den reduzierten Breiten § anstelle der geographischen Breiten B zugeordnet werden kann,
wobei geoditische Linie und GroBkreis in sich entsprechenden Punkten das gleiche Azimut
aufweisen. Einem sphiroidischen Dreieck entspricht also ein Hilfsdreieck auf einer Kugel.
Die geoditischen Hauptaufgaben lassen sich somit auf die Auflésung sphirischer Drei-
ecke zuriickfiihren (Bessel 1826 [3]). Abb. 4 zeigt die sphéroidischen und die zugeordneten
sphirischen Dreiecke.

Ellipsaid Kugel
Pre Pnk

Poe

2.1.3.2 Die wichtigsten Beziehungen in den sphirischen Hilfsdreiecken

In den in Abb. 5 dargesteliten sphirischen Hilfsdreiecken werden folgende Bezeichnun-
gen verwendet:

g, Ao, w, Aw Bogenlingen des GroBkreises,

2, 2, AJ sphirische Lingen.

Im rechtwinklig sphirischen Dreieck P, P, Py gelten entsprechend [20] S. 931 die
nachstehenden allerdings nicht unabhingigen Gleichungen:
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a)ycosd = —tgotgp
b)cosA = cososind
¢)sino = —ctgp,, ctg 4
d)sine = sindcosf
(2.12) e)sinf = sinf, cose
f) cosf,= «ctgitgo
g)sin f = —ctglctgA
h)cosfi,, = cosfsinA4
i) cos A = —sindsinf,,
k)cosA = ctg$, tgph.

Aus den Bezichungen (2.12)d) und (2.12)i) kann die Gleichung
(2.13) cosfpcosd = —sinfl, sinc
und aus (2.12) k) und (2.12) ¢) die Gleichung

(2.14) cos ff cosA = cosf,, coso

abgeleitet werden.

Dem rechtwinklig sphirischen Dreieck Py Py Py konnen unter Beriicksichtigung von
(2.15) w=%+a und 7=%+l

folgende den Gleichungen (2.12) entsprechende Beziehungen entnommen werden:

a)cos A = ctgwtgf f)sin Ay = tg Actg ®
b) sinA = sinwsin 4 g)sinf =tgictg A
(2.16) c)cosw = tg Ay ctg A h) sin Ay, = cos fsin 4
d) cos @ = cos A cos f8 i) cos A = cos A cos A,
e)sinff = cos Agsinw K)sini = tg A, tg p.

Fiir das schiefwinklige sphirische Dreieck P, P, Pyy gelten die Formeln der sphiiri-
schen Trigonometrie. Der Sinussatz ergibt z. B.

sinde _ cosf, _ cosfy
(2.17) sindi ~  sind; ~  sin 4,
und der Kosinussatz
(2.18) cos Ao = sin B, sin fy + cos f; cos B cos A 4.

Durch Einsetzen der fiir den Punkt P, aufgestellten Beziehung (2.12)h) in (2.17) folgt

(2.19) sin Ao cos f,, = cos By cos fy sin 42.

6%
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Die GauBlschen Gleichungen lauten

2 2, 2 2
cog et A Ao o Bamb AR
2 2 2) 2
(@:20) Ay, —A 4 Al
sin 2= 05 L% — sin bt b Sl
2 2 2 2
cos Aa=A A0 o Pah 42
2! 2 2 2

2.2. Losungsverfahren fir groBe Entfernungen

Der Besselsche Grundgedanke der Ubertragung von ellipsoidischen Stiicken in eine
sphirische Hilfsfigur erméglicht eine verhdltnismiBig einfache Losung der geoditischen
Hauptaufgaben bei beliebig groBen Entfernungen. Allerdings sind in den sphirischen
Hilfsdreiecken die Lingen 4 und die Bogenlidngen ¢ nicht identisch mit den ellipsoidischen
Werten 7 und s; es bestehen vielmehr komplizierte Zusammenhinge zwischen den sphiri-
schen und den sphiroidischen GroBen.

Aus Differentialbezichungen fiir die geoditische Linie und den GroBkreis lassen sich
zunichst die wichtigen Differentialgleichungen

(2.21) ds = % do,

(2.22) dl = —;.— di
herleiten, die mit (2.7) in die Form

(2.23) ds = a}/1—et costf do,
(2.24) dl = V1—eé® cos?f dA

gebracht werden kénnen. Die Integration der Beziehungen (2.23) und (2.24) fiihrt zur ge-
suchten Losung. Dabei treten elliptische Integrale auf, die elementar nicht lésbar sind.
Deshalb werden im allgemeinen fiir die Integranden Reihenentwicklungen angewandt und
die Integration gliedweise ausgefiihrt.

In den folgenden Abschnitten werden zunichst in den Grundziigen die Wege dargelegt,
auf denen bei den wichtigsten auf dem Besselschen Prinzip beruhenden Lésungsverfahren
durch Herleitung der Grundgleichungen die Zusammenhinge zwischen den ellipsoidischen
und den sphirischen Stiicken hergestellt werden. Dabei werden gleichzeitig die Grund-
formeln fiir die spitere Erstellung von Rechenprogrammen angegeben und auBerdem die
von den einzelnen Verfassern vorgeschlagenen Losungswege kurz aufgezeigt.

2.2.1 Die Besselsche Lisung

Bessel [3] verwendet die HilfsgroBen M und m, wobei M die vom Aquatorschnittpunkt
an gezihlte Linge des GroBkreisbogens und

(225) m==-—8,
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ist (siehe Abb. 6). Im folgenden wird jedoch der in [17] S. 104 angegebene gegeniiber der
urspriinglichen Besselschen Darstellung wesentlich tbersichtlichere Weg zur Herleitung
der Besselschen Grundgleichungen kurz aufgezeigt:

Ellipsoid Kugel

f;;s t=0 |, L
Abb. 6

Dem rechtwinklig sphirischen Dreieck P, x P, x Py in Abb. 6 kann zunichst die (2.12) ¢)
entsprechende Beziehung

(2.26) sin § = cos m sin(M +4do)
entnommen werden. Damit ist
(2.27) cos?f = 1—cos?m sin?(M 4 A40).
Mit (2.27) ergibt sich aus der Differentialgleichung (2.23), wenn noch mit
(2.28) e = Z: . ¢'?2 und 1—e% = Z:

¢? durch ¢'? ersetzt wird, folgende Beziehung fiir die sphiroidische Bogenlidnge

(2.209) 5 = bf V1-+e'? cos?m sin?(M + A o) do.
Hier fiihrt man den Parameter
(2.30) b = ¢ cosm

ein, entwickelt die Wurzel nach der binomischen Reihe und ersetzt die dabei auftretenden
Potenzen von sin(M -+ Ao) mit Hilfe der bekannten Formeln durch trigonometrische
Funktionen von Vielfachen des Winkels. Die Integration zwischen den Grenzen A/ und
(M + Ao) fithrt dann zu dem Ergebnis:

(2.31) As=6{A-Ado—Bsindo cos(2M + Ad)— Csin240 cos2(2M +Aa) —

—Dsin3docos3(2M +A40)—. ...}
mit den Koeffizienten 4 == (1 —I—%z-—é’—i#-l—??z,é“— 16125534 ,é8+...)
B=( —f:——%— +2E e 5 ,58+...)
(2.32) = a —%ks—{—T“:’éz—ks—...)
D= o i)
B T )
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Die Umkehrung von (2.31) gibt

(2.33) Ao = ocf'éi—{—ﬂ sindo cos(2M + Ao) + ysin2do cos2(2M + Ao) +
+dsin3docos3(2M+ Ao) + esingdo cos4(2 M+ 40) + . . .,

wobei
—— 1
e i
B
p==
c
(2.34) Y= —
D
6 = -
__E
S=r
bedeuten.

Fiir die Umkehrung ist also eine Iteration erforderlich, die zweckmiBig mit dem Nihe-
As
b
Aus der Differentialgleichung (2.24) fur den Lingenunterschied wird zunéchst durch

Reihenentwicklung der Wurzel erhalten

rungswert Ao = o begonnen wird.

(2.35%) a’l=(1——%cosﬂS—%cos“ﬂ—%cos“,8~—....) di.
Mit Hilfe der sphiirischen Beziehungen
(2.36) dicosf = dosind
und
- sin
(237) sin4 = W,
also
sin 2
(2.38) di = 'CW do

ergibt sich daraus
(2.39) A4l = Ai—e? sinmJ‘ (%—F—e;— cos®f -I-%—cos“ﬂ +—12—836 cos®fB 4 .. ) do.

Wird noch mit (2.27) § durch » und (M + Ao) ersetzt, so liefert, wieder nach einigen
trigonometrischen Umformungen, die Integration zwischen den Grenzen 47 und (M + Ao)

(2.40)
Al=Al—sinm{e’' Ao + f sindo cos(2M +A40)+ y' sinz2do cos2(2M + Ado) +
+ &' sin3do cos3(2M +do) +....}.

Darin bedeuten

s L ST TR | DO o ay 15 4

(2.41) a_2(1-{—4+8+64e s 1+t e
—3_ 48 costm A5 2y 35 8 (gt
+ 55 ¢°® cos (1+8e) 2048 & Cos°m

4 6
B’ =—fgcoszm(1 —|—e2+—11%e4) —;—Zcos“m(l +1—85-e2) —I-%es cosb m
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e & 4 A5 o) 35 8 cost
Y —2—56-cos m(1—|— 3 e) 4096e cos® m

s 5 8 6
) = ;353 ¢ cos®m.
Die Koeffizienten o', f#/, ', ¢’ sind nicht identisch mit den urspriinglichen Besselschen,
sondern zu diesen proportional. Entsprechend wire in (2.40) sinm zu ersetzen durch
e% sin m
]/1 — 4 2
Zur Losung der 1. Hauptaufgabe werden nach Berechnung von f; zunichst aus den

Hilfsdreiecken in Abb. 6 die GréBen 72 und M berechnet. Auf dem Wege der allmihlichen

Anniherung wird mit (2.33), ausgehend von dem Niherungswert Ao = « As dieds ent-

6 L
sprechende sphirische Bogenlinge 4o erhalten. Damit kénnen 8, und 4, im rechtwink-
ligen Dreieck P, P, x Py und A4 im Dreieck P, g P, P berechnet werden. Mit (2.40)
ergibt sich schlieBlich 4/7.

Einen Losungsweg fiir die 2. Hauptaufgabe unter Verwendung der Besselschen For-
meln, der auf der Berechnung von 44 durch sukzessive Approximation beruht, gibt Albrecht
in [1] an. Er erhilt dabei einen ersten Niherungswert fiir A4 nach der Formel von Jordan

([20] S. 1038)
(2.42) A) = V-Al 1—% [A—If;i (1+3tg®B + 172 + 652 tg? B') 4 2472 sin? B’“ ,
wobeil B’ = @ und 7? = ¢'% cos? B’ ist.

Mit dem aus (2.42) erhaltenen Wert fiir 42 werden erste Niherungswerte fiir 4, 7 und
M berechnet, mit denen dann nach (2.40) ein weitaus genauerer Wert fiir A1 gefunden
wird. Spitestens nach einigen Iterationsschritten dndert sich 44 nicht mehr. Damit sind

auch Ao, m und M bekannt. Aus dem Dreieck P, g P, Py ergeben sich die Azimute A4,
und A. Die Entfernung 4s kann nach (2.31) berechnet werden.

2.2.2 Die Helmertsche Lisung mit Modifikationen nach Bodemiiller

Helmert verwendet in seinem in [15] verdffentlichten Verfahren als Parameter die re-
duzierte Maximalbreite f,, und als Variable die vom positiven Maximum aus gezihlte
sphirische Bogenlinge o (sieche Abb. 7).

Ellipsoid
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Die Grundgleichung (2.23) wird zuniichst mit
(2.43) sinf§ = sinf,, coso

in die Form

— e2sin? f .
(2.44) ds = aV1—e? cos? B, ]ﬁ Tt p sm2 ogda

tibergefiithrt. Mit dem Parameter

esinf,,

Vi—etcost b,

(2.45) b =esinB, =

geht (2.44) tiber in

(2.46) ds=a V% V1—#2sinte do-

Anstelle von £’ fiihrt Helmert nun den Parameter

e Ak
(2.47) ky = Tryio#t

ein und erhilt unter Berlicksichtigung von

(2.48) =a)1—¢

fiir die Bogenlinge die Beziehung

e
I

(2.49) LJ'I/l—I—/éf—}—z,élcosza do.
1—4

Nach Anwendung der binomischen Reihenentwicklung fiir den Integranden und Integra-
tion zwischen den Grenzen o und o wird daraus

14 . . .
(2.50) s=256 —%1—{0 -+ (&él ——%ki’) sin 20—11—6kf sin 40 - 4%&? sin6o—...
erhalten. Angewandt auf das zwischen zwei Punkten P; und P, liegende Bogenstiick 4
lautet (2.50)
2
(2.51) Ads = sq— 5, = & _.____lltik‘ {(02~— o) + (%,él — 5’—6,%?) (sin 205 — sin 267) —
—,é (sin 46, — sin 40y) i /«:3 (sin 60, — sin 60;7) —

Durch Umkehrung der Gleichung (2.50) gelingt Helmert die direkte Lésung der 1. Haupt-
aufgabe. Mit der Abkiirzung

r__ S(1—4&)
(2.52) i —6(1 18

erhilt er

(2.53) o =g — (—;— él—%k?) SRS e ,é2 sing s ___9}63 sin 65’ + .
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womit ¢ als Funktion von s ausgedriickt ist. Angewandt auf zwei Punkte P; und 2, wird
zur unmittelbaren Berechnung von 4 ¢ die Gleichung (2.53) fiir 0, und ¢, angesetzt. Durch
Subtraktion ergibt sich

2.54) do = 0p—o0y = As’—(kl———% /ei’) cos 25 sin 4’ —I—% £} cos 45 sin2ds’ —

——:—gk? cos 65" sin3ds’+...

mit
(TR S| — 1—4
(2.55) As' =5y — 5, = FGELE As
und
(2.56) 25 = 5] 4 55 = 257 4 As'.

Dabei kann 257 mit ausreichender Genauigkeit aus der abgekiirzten aus (2.50) gefundenen
Beziehung

(2.57) 25] = 20, + 4, sin 201—%,% sin 40,

erhalten werden.
Zur Lésung der Grundgleichung (2.24) behilt Helmert den Parameter £ bei, fithrt aber
noch das Lingenverhiltnis 7 ein und erhilt zunichst

(2.38) = Z—%ez coszﬁm‘f‘(1—|—n—%,€1—%é§+....)——
——%-,él cosza—l—%}ei cos 40 + .. ..}a’a

und nach Ausfithrung der Integration zwischen den Grenzen /; und /,

(2.59) Al = Ad—Le coszﬂm{(l—}—n—%él—%k?—i—....)Aa—
——%él(sin 20,—sin20;) + Tt,)—éf (sin 40, —sin 40y) + . . ’
bzw.
(2.60) A AZ——;—ez coszﬂmi(l —I—n—%,él——i-kf + . ) Ao —
—%élcoszasinAa—l—%,éﬁ cos4asin2Aa+....I.
Dabei ist
(2.61) Al = l,— 1, Ao = 0,— 0y
Ad = dg— o= — (63— 0y).

Zur Losung der 1. Hauptaufgabe werden nach Berechnung von f; zunichst aus den
Hilfsdreiecken 2, P, P, und P, ;- P, ;- Py die Gréflen g,,, o, und 4, ermittelt. Mit den
Beziehungen (2.54) bis (2.57) ergibt sich direkt die 4s entsprechende sphirische Bogen-
linge 4 ¢ und daraus

02 o 61+A6.

Aus den oben bezeichneten Dreiecken werden dann die Stiicke f,, 4, und 4, erhalten. Der
Lingenunterschied 47 wird schlieBlich aus (2.59) berechnet.

7 Minchen Ak.-Abh, 1966 (Miller)
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Die Losung der 2. Hauptaufgabe erfordert nach Berechnung von g, und f, die Ermitt-
lung von 44 durch allmihliche Anniherung. Helmert bedient sich dabei der GauBischen
Gleichungen (2.20). Sobald A4 4 endgiiltig feststeht, sind auch die Azimute 4,, 4, und die Bo-
genlinge A o bekannt. Die zur Ermittlung von 4 s erforderlichen GroBen §,,, o, und o, werden
aus den Dreiecken P, ;- P, - P, pund P, - P, - P, p-erhalten. A s ergibt sich damit nach(z.51).

Einen fur die Zahlenrechnung glinstigeren Weg zur Lésung der 2. Hauptaufgabe, bei
dem auf die Verwendung der Gauflschen Gleichungen verzichtet wird, gibt Bodemdiller
in [9] an. Dabei werden ausgehend von einer groben Niherung A2% zunichst mit dem
sphirischen Kosinussatz ein Niherungswert flir 4 ¢ und daraus Niherungswerte fiir §,,, 0y
und o, berechnet. Mit (2.59) wird nun ein verbesserter Wert 44¢*" erhalten, mit dem die
Iteration fortgesetzt wird. Stehen 44 und damit die GréBen f§,,, 0, und o, endgiiltig fest,
dann kénnen die Entfernung As nach Gleichung (2.51) und die Azimute 4,, A, z. B. mit
Hilfe des Satzes von Clairaut gefunden werden.

Das Einschwenkverfahren von Bodemiller

Auf der Grundlage der Helmertschen Formeln entwickelt Bodemiiller in [9] ein Verfah-
ren zur direkten Losung der 2. Hauptaufgabe. Der Grundgedanke ist folgender:

Werden in den sphirischen Hilfsdreiecken 2, P, i Py und P, x P, P, in Abb. 8 die
Stiicke Ao, A, Ay, oy und §,, nicht mit A4, sondern mit einem Niherungswert 41 berech-
net, so werden an ihrer Stelle die Werte Aa’, A}, Ay, o} und B,, als Stiicke der gegeniiber
der Sollage um P2, verschwenkten sphirischen Hilfsdreiecke P,z P, P,y und
P,y Py i Py g erhalten. Dabei liegt P auf dem Parallelkreis von P,z. Mit den Helmert-

Kugel Ellipsoid

\\
Pmek| s DO\ ___ _ 4s ! \
Ko e A N P
Az < S AN
v PmE 7l b T Al

P2e \\Jq »“I\\-A'z\
4%
Abb. 8

schen Grundgleichungen (2.59) und (2.51) lassen sich die zugeordneten Stiicke A/’ und 4’
berechnen. Aus dem Vergleich von 4/’ mit dem gegebenen Lingenunterschied 4/ ergibt
sich mit

(2.62) 6/ =4/—47
der Parallelkreisbogen
(2.63) 06 = a-cospPy 0/,

um den P, , gegeniiber 2, ; verschoben ist.
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Wenn A4’ nicht sehr stark von 44 abweicht, kénnen die kleinen Dreiecke P, , 7, , F und
P,z Py, F' als eben aufgefaBt und daraus

(2.64) ds = a+cos 0/ sin Ay = a-cos f,, 8/
und die Querverschiebung
(2.63) dq = +acosPy 6/ cos Ay = +ds-ctg A,

berechnet werden.
Die gesuchte Linge der geoditischen Linie ist dann

(2.66) As = As" + os.

Das Azimut A, wird durch ,,Einschwenken’ der geoditischen Linie um
i, B0

(2.67) Gty = <

erhalten und ist
(2.68) A, = Ay -+ 64;.

In (2.67) bedeutet m die reduzierte Linge der geoditischen Linie, fiir die Bodemiiller in [9]
S. 24 die Beziehung
(2.69) m = 7 sindo¢’ — T,Ad' sing) sing, 4
7'y sin o, sin o, (sin 20, — sin 26)
entwickelt, worin

Ty=6Q 42k +2+...)

(2.70) Ty =0bChH+E+...)
£
Tg==106 2
bedeuten.

Mit 4, kann schliellich im Dreieck P, P, ;- P, das Azimut A, berechnet werden.

2.2.3 Die Lisung nach Levallois und Dupuy

Levallois und Dupuy [24] beniitzen als Parameter das Aquatorazimut A, und als Va-
riable die vom Aquator an gezihlte Bogenlinge o (siche Abb. o).

Ellipsoid Kugel
R Pax

3
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Aus der Differentialgleichung (2.23) wird durch Einfiithrung von ¢ anstelle von ¢ und
mit Hilfe der wegen cos ¢ = sin w im sphirischen Dreieck P, P, ; P geltenden Bezichung

(2.16) e) sinf = sinf,, sinw = cos 4, sinw

die Gleichung

(2.71) As = bf Vi4e'? cost Aysino do

Wy

erhalten. Nach Anwendung der Reihenentwicklung fiir die Wurzel des Integranden geht
(2.71) ber in

(2.72)

@y
1 i 1 > 1 .
As= b f (1 + - ¢'%cos 4, sino— e'4cos4Aosm4w+E e'scos“Aosm“w—l—...) do.

@y

Die Glieder von (2.72) enthalten Potenzen von sin w und haben unter Verwendung des
Parameters

(2.30) k= ¢ sinfl, = ¢ cosA,
die Form
(2.73) A,, £ sin*? .

Es treten somit Wallissche Integrale von der Form

w

(2.74) Wy, = f sin? w dw

0

auf. Thre Losung erfolgt mit Hilfe der Rekursionsformel

w (2]

_ s 25 _ cos  sin?P-1 2p—1 2?2 o
. = = — ——— + =~ | sin wdo.
(2.75) Wa, ISIn wdo 7 =
0 0

Fir die ersten vier Glieder ergibt sich

Wo=w
1 .
Wy = — (0 —sinw cosw)
(2.76)
: 1 '

W4=%(w—smw cosw)—Tcosw sin® w
W —l—s(w—sinw cosw)——s—cosw sin®  — — cos @ sin® w

67 48 24 6 :

Damit lautet die Gleichung fiir die Bogenlinge

(2.77) As=b[w-{— LB Wy(0) — 5 £ W) + b Wy (@) —. .. .]“”

LY
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Zur direkten Lésung der 1. Hauptaufgabe wird Gleichung (2.77) von Levallois und Dupuy
numerisch umgekehrt. Da diese Umkehrung auf Grund von Tafeldifferenzen erfolgt, kommt
sie fiir die Berechnung in elektronischen Rechenanlagen nicht in Betracht. Der Umkeh-
rungsvorgang wird deshalb nicht weiter verfolgt.

Aus der Grundgleichung (2.24) wird zunichst nach einigen Umformungen

(2.78) Al = sind, ) 1—eé

(51

Vi+ A sino

1 —cos? 4, sin?w
und nach Anwendung der Binomialentwicklung
w.

3
. RS 1 A2 sin2w— 12 sinfow + 1 48 sinfew—. ..
X Al = sin 4 1—e2J‘ Lty 5 AR 1EG dow
( 79) o 1/ 1 —cos?* 4, sin?w

@y
erhalten. Hierbei treten Integrale der Form

g

dw
(2.80) Ioy= f 1—cos? A, sin?
@y

und

,

3
sin?P o dw
2.01 = J‘——
(2.81) 13, J 1—cos*d,sinfo
1

auf. Die Auswertung des Integrals 7, lautet

a2
(2.82) ]0 = m.

Die Integrale 7 lassen sich auf die Wallisschen Integrale W und auf /; zurlickfithren.
Gleichung (2.79) erhilt damit die Form

(2.83)
Al = A4 + sin A [By Wy + cos? Ay By Wy + cost Ay By Wy + cos® Ay B W + ... ]2,

wobei die Koeffizienten By, By, B,, B dic Bedeutung

By = —a
By, = ]/1—e2( 684 — i: 128 '8 ) =B, +Vi—e A
(2.84) e (_ elg +758e’8 ) By —i—;-
By=Vi—a( Zzert ..
haben.

Zur Losung der 1. Hauptaufgabe wird nach Berechnung der reduzierten Breite £, und
des Parameters §,, zuniichst die Gré8e w; ermittelt. Die Berechnung der Bogenlinge dw,
die der Entfernung 4 s entspricht, ist nur auf dem Wege der allmihlichen Anndherung mit
Hilfe der Bezichung (2.77) moglich, da die Anwendung einer besonderen Umkehrformel
die Beniitzung von Tafelwerken verlangt. Ist 4@ bekannt, dann ergibt sich mit

w,=w, +Adw
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die GréBe f, und damit das Azimut 4,. Im sphiirischen Dreieck P, 4 2, P, wird nun die
Grofle A2 erhalten und mit (2.83) schlieBlich der ellipsoidische Lingenunterschied 4/,

Zur Losung der 2. Hauptaufgabe ist ebenfalls eine Iteration erforderlich. Nach Berech-
nung der reduzierten Breiten f; und f, wird mit der Niherung 4/ anstelle von 42 durch
Anwendung des sphérischen Kosinussatzes auf Dreieck P, - P, - P, ein erster Niherungs-
wert fiir Aw erhalten. Damit ergeben sich dann Niherungswerte fiir 4, und w; nach den
Beziehungen (2.19) und (2.16¢) sowie flir w, aus

w, = o, + do.

Mit Gleichung (2.83) wird nun ein bereits wesentlich genauerer Wert fur A4 gewonnen,
mit dem die Iteration fortgesetzt wird. Sobald sich 44 nicht mehr dndert, sind damit auch
die GréBen 4w, A4,, w, und w, bekannt. Die Azimute A, und A, ergeben sich aus den sphé-
rischen Dreiecken P, P, Pixund P, P, Py, die Entfernung As wird mit Hilfe der
Bezichung (2.77) berechnet.

2.2.4 Die Lisung von Hubeny

Hubeny verwendet bei seiner in [16] angegebenen Lésung ebenfalls als Parameter das

Aquatorazimut A, und als Variable die vom Aquator an gezihlte Bogenlinge w (siche
Abb. 10).

Ellipsoid

Pne

Re

Er entwickelt zunichst die Differentialgleichung (2.23) nach der Binomialreihe und erhilt

(2.85)

= (et acnadp L ogoatp L g asaBipl b g Ba T 100c108
ds= (1 S ¢t cos?f——= etcost B——- e® cos® f——e®cos® B 256 € €08 p )dw
Nach Elimination von § mit Hilfe der Beziehung
(2.16¢) sin f = sinw cos 4, bzw.

(2.86) cos?ff = 1 —sin?w cos? 4,



2. Mathematische Grundlagen 55

und allgemein
cos?” B = (1 —sinw cos? 4,)

ergibt sich fiir die Bogenlinge der geoditischen Linie

(2.87) J—J‘ (4, + B, cos? 4y sin*w + C, cost 4, sin*w + D, cos® 4, sin®w +
+ E,cos dysindw 4 F cos¥ 4y sinPw + ... ) dw,

worin
. _ Y e 1 4 1 8__ 5 ,8_ _7 0__
:_a(l GG g ¢ 6 128 ¢ 2563 )
- Loty 204 26 8 10
B:—a( —et e —|— +128 —|—256e —I—)
=2 X a3 ,6__ 39 8 70 j0__
C,—a( g° 16 ¢ 128 ¢ 2568 )
(2.88)
—_ 1 s 8 10
Ds——a( TG +128 —{—2566 +)
- 5 8__ 35 Juo_. )
E:—a( 128 ¢ 256 ¢
o _7_ 10
F,=a| + e +)

flr ein bestimmtes Ellipsoid feste Zahlenwerte sind. Da auch A4y als Parameter der geoditi-
schen Linie als Konstante aufgefalit werden kann, liegen somit wieder Wallissche Integrale
von der Form (2.74) vor, deren Lésung aus der Rekursionsformel (2.75) gegeben ist.
Hubeny erhilt durch gliedweise Integration

(2.89)
s=[A4,]o+ [B,] coswsinw + [C,] cos w sindw + [D,] cos w sin® w + [E,] cos w sin” o,

wobei
[4] = A, +— B, cos? Ay + 2 C, cost Ay + - D, cos® Ay + 22 E, cos® 4,
[Bl= — % B, cos* Ay— % C, cos*A,— ]%D‘ cos® Ay — % E, cos® 4,
(2.90) [C,] = —%C, cos‘*Ao—?Z—D, cos® 4, —%SZ—E: cos® 4,
[D,] = -~ —%—D, cos® 4y — —478— E, cos® 4,
[E]l= — ——;— E, cos8 4,
bedeuten.

In der Differentialgleichung (2.24) entwickelt Hubeny ebenfalls den Klammmeraus-
druck nach der Binomialreihe und erhilt

(2.91) dl = a’l—}—(—%ez coszﬂ—%e‘1 cos4ﬂ——....) di.
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Nach Substitution von 44 im zweiten Teil von (2.91) folgt
(2.92) dl = di+sin 4, (—%ez———%e‘* coszﬁ——%e6 cos?f— ... ) dow

und nach Elimination von g

(2.93)
=4 —i—f (4, sin 4, + B, sin 4, cos® 4, sin*w 4+ C; sin 4 cos? 4 sintow
. + D, sin Ay cos® Ay sin®w -+ E;sin Ay cos® A sinfw + .. )do,
wobei
e, U Mo LS 1N, TSRS s 7 - e
A, = > ¢ g ¢ G 5 ¢ Pk Vi—e2—1
- Loa 2 6 15 8. 28 4o
B, = e 16e+1288+256e ...
- L e 15 8 42 10
(2.99) O5S 16 ¢ 128 ¢ 256 ¢
= 5 .8 28 10
)= 1286+2563 4 ...
_ A [
E, = 2o
ist.

Die in (2.93) wiederum auftretenden Wallisschen Integrale werden durch gliedweise
Integration unter Verwendung der Rekursionsformel (2.75) gelést. Hubeny erhiilt

(2.95) [/ =2+4+[4,)Jo+ [B)] cosw sinw + [(}] cosw sin®w + [D,] cos w sin® @
mit

[4)] = (A,—l——;—B, coson—I—%C, cos4A0—{—f156-D, cos® 4y) sin 4,

S e

[B] = (—%B, —%C, cos2A0—%D, cost Ay} sin 4, cos? 4,

(2.96) )
¢l = (— " G, - —254~ D, cos? 4,) sin 4, cos* 4,

(D] = sin A, cos® 4,.

I
|>-4
-~
——

Mit den Beziehungen (2.89) und (2.95) sind die Zusammenhinge zwischen » und s bzw. 4
und / hergestellt.

Zur Losung der 1. Hauptaufgabe werden zuniichst die reduzierte Breite 8, und damit im
sphirischen Hilfsdreieck 2z P, x P} x in Abb. 10 der Parameter 4, und die GréBen 4, und w,
berechnet. Fiir 4, werden die Koeffizienten [4 ], [B,], [C}], [D,] und [4,], [B]], [C)], [D)]
nach (2.90) bzw. (2.96) ermittelt. Dann ergibt sich mit w, aus (2.89) die sphiroidische Bo-
genlidnge s; und mit

so=s8+4ds

die Bogenlinge s,. Den zugeordneten GroBkreisbogen w, findet Hubeny auf indirektem
Wege aus (2.89). Ein erster Ndherungswert fiir w, wird mit Hilfe der auf das erste Glied
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abgekiirzten Formel (2.89)
— <1
S

erhalten und damit eine weitaus bessere Niherung, wenn zusétzlich auch der zweite Term
von (2.89) verwendet wird, aus

(2:97) W g = ﬁ (52— [B,] cos wg, sin ).

Um den endgiiltigen Wert w, zu erhalten, gibt Hubeny zwei Wege an. Der erste bestcht
darin, flir zwei den Wert , , einschlieBende runde Nédherungswerte o, ;, @, 5 die Gleichung
(2.89) durchzurechnen, um mit Hilfe der erhaltenen ellipsoidischen Bogenldngen s, , und
89 5 die GroBe w, durch lineare Interpolation aus

3,3 —— Wy,

(2.98) Wy = wy  + - — ($3 — Sg,1)

S2,2 — 2,1

zu ermitteln. Sollte der mit (2.89) errechnete Istwert s, noch nicht geniigend genau mit dem
Sollbetrag von s, libereinstimmen, so wire w, um den Betrag
Sg — S5

28 do = 22
(2.99) (4]
zu verbessern.

Bei der zweiten Moglichkeit wird an den Wert w, 4 ein kleiner Zuschlag angebracht,
der sich aus

2 — Sa,0

[4s] 4 [B] cos 24,9

(2.100) dw, =

ergibt, worin s, o der mit @, , aus (2.89) hervorgegangene Wert fiir s, ist. Wird nach noch-
maliger Durchrechnung von (2.89) mit

(2.101) Wy = Wy o+ dwy

der vorgegebene Wert fiir s, nicht genligend genau erhalten, so mul} der Vorgang wieder-
holt werden.

Mit dem endgiiltigen Wert flir w, lassen sich in den Besselschen Hilfsdreiecken die
Stiicke £, 4, und A, berechnen. Mit (2.95) wird schlieBlich der ellipsoidische Lingenunter-
schied erhalten.

Das cigentliche Problem bei der Lésung der 2. Hauptaufgabe bildet die Bestimmung des
Parameters 4,. Hubeny erhilt einen ersten Niherungswert fiir 4, mit Hilfe der GauBlschen
Gleichungen (2.20), indem er A/ anstelle von 44 verwendet, und berechnet damit in den
Besselschen Hilfsdreiecken Niherungswerte flir @, und w,. Mit der auf den Lingenunter-
schied 47 umgestellten und auf das erste Glied reduzierten Gleichung (2.95)

(2.102) A = A]—[A4]] (wy— o)
erhilt er einen Niherungswert A4, womit sich aus den GauBschen Gleichungen eine ver-

besserte Niherung flir 4, ergibt. Fiir die weitere Losung gibt Hubeny drei Wege an:

1. Durch Fortsetzung der allmihlichen Anniherung unter jeweiliger Erweiterung der auf
A/l umgestellten Gleichung (2.95) um einen weiteren Term wird schlieBlich 44 und damit
A, erhalten, womit die fehlenden Stiicke dann leicht berechnet werden kénnen.

8 Miinchen Ak.-Abh, 1966 (Miller)
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2. Aus einem Paar von Niherungswerten 4, ,, 4, , fiir den Parameter 4, kénnen mit Hilfe
von (2.89) und (2.95) ein Paar von ellipsoidischen Lingenunterschieden 47, 4/, und
Strecken 4s,, 45, abgeleitet und die Sollwerte durch Interpolation zwischen diesen Wer-
ten aus

Al — Al

(2.103) Ay = Ao+ _A—lz—Ali— (Ag,s— Ao,1) und
Al — Al

(2.104) As = A.S'l +Z—lz—_‘A—li(AS2—ASI)

ermittelt werden. Die Azimute A; und A, ergeben sich dann aus den sphirischen Hilfs-
dreiecken.

3. Ausgehend von einem Niherungswert fiir 4y wird die so definierte geoditische Linie
so lange um P gedreht, bis der Lingenunterschied zwischen ihren Schnittpunkten mit
den vorgegebenen Parallelkreisen B; und B, gleich ist dem Sollwert von 4/, Zur Berech-
nung der differentiellen Zuschlige & 4, und &s gibt Hubeny die Bezichungen

A
2.105) dA, = L dl
( 5) 0 (tg s, 0 —tg wy,0) (1 —F e?sin?Ay,q) — (@g,0 — @y,1) 4% cos? 4y,
und
(2.106) ds=a-sindy,dl

an. Dabei sind @, 4, w, o die der Ndherung A, , entsprechenden Bogenlingen. Mit , ,,
w, o und einem entsprechenden Wert 44, werden mit Hilfe von (2.95) und (2.89) die vor-
laufigen Werte 4/, und 4, berechnet. Damit ergibt sich &/ zu

(2.107) dl = A41— A1,

so dafl nun aus (2.105) und (2.106) die Zuschlige 4 4, bzw. &s hergeleitet werden kénnen.
Das Aquatorazimut ist somit

(2.108) Ay = Ay o+ dA,
und die Entfernung
(2.109) As = Asy+ ds.

Die Azimute 4, und 4, werden schlieBlich aus den sphirischen Hilfsdreiecken erhalten.

2.2.5 Die Lisungen von Sodano

Sodano gelang im Jahre 1930 [39] erstmals eine nicht iterative Ldsung der 2. Hauptauf-
gabe. Das Verfahren beruht auf einer Potenzreihenentwicklung der Grole x = 41— A4/,
wobei Sodano von der Helmertschen Gleichung (2.61) fiir den Lingenunterschied ausgeht,
die unbekannten GréBlen f§,,, 4o, o; und o, durch die gegebenen GréBen f;, B, 47 und
durch Potenzen von x ausdriickt und daraus schlieBlich einen sehr genauen 23-gliedrigen
Ausdruck fiir x ableitet, der zwar eine dirckte Berechnung von 44 ermoglicht, dessen rech-
nerische Auswertung bisher allerdings erheblichen Aufwand erforderte.

Im Bestreben nach einer Vereinfachung bringt Sodano in [40] sein Verfahren in eine
wesentlich {ibersichtlichere Form. Er berechnet zunichst die GréBe 4¢’ durch Anwendung
des sphirischen Kosinussatzes auf gegebene GréBen aus
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(2.110) cosdo’ = a' + b6'-cosd!
mit

(2.111) a' = sin f; sin B,

und

(2.112) &' = cos f cosfy
oder aus

(2.113)  sindd’ = V/(sin 47" cos By)? + (sin B, cos f; — sin B, cos B, cos A1)2,

wobei also 46’ den einem Lingenunterschied A/ anstelle von A4 entsprechenden Grof8-
kreisbogen darstellt. Weiter werden die Abkilirzungen

(2.114) e —bs'i%—f,—l
und

(2.115) m = 1—,'2
verwendet.

Ohne auf die mathematischen Zusammenhinge einzugehen, gibt Sodano fiir die direkte
Berechnung von 45 die Bezichung

— [(1 + &+ a%) 40 (2.116)
+ 2 [ (a -} 02) sin 4o’ —a—:-A o'? cscA o’]

2 2

+ ! ——( °+“2)Aa’——(“+“2)sinAa’ cos Ao’ -I—QTZAG’2 ctng’]
+ a'? _——-c;isinAa’cosAa’]

[ o2 2 2 2
+ w2 —?G—Aa’ —I—%sinda’ cosAa’—“TAo*’2 ctng’——is—sinAa’cos"Aa’]

a2 a2 .
+ a'm TAa’zcscAa’ + TsmAa’ cosZAa’-l

und zur direkten Berechnung von 44 den Ausdruck

———A;“_,Al = [(a+a2)Ao’]

c

az . 12 / /

(2.117) +a [—-—2—smAa—a2A02cscAo]
' 5 .9 ’ alin b ’ ’ 2 ' '
+m ST Ao —I———4 sindo’ cosde’ + a?Ad' ctgdao

an. Damit sind die gesuchten Gréfen 4s und 44 durch gegebene Stiicke ausgedriickt. Die
Azimute berechnet Sodano aus

sin f, cos f; — cos A4 sin B, cos f,
sin 44 cos f,

sin f, cos f; cos 44 —sin f; cosfl,
sin 44 cos B,

ctg 4, =
(2.118)

ctg Ay =

g*
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Die Bezichungen (2.116) und (2.117) enthalten innerhalb der Klammern nur Funktionen
der einzigen Variablen 4o’ und Potenzen der Abplattung a, wihrend die duBeren Koeffi-
zienten durch die HilfsgroBen o’ und 2’ gebildet werden. Beide Formeln reichen aber nur
bis zu den Gliedern mit a2,

Fiir genauere Berechnungen gibt Sodano zur Ermittlung von A4 den wesentlich um-
fangreicheren Ausdruck

Ah—Al

T (a4 a®+ a3) A0’
+ a' [ ((12_2 4+ a3) sinde’— (a2 4 408 A o' 2cscd o’ + % a?A¢'3cscd o’ ctgd a’]
+ m' :—(%a2+3a3)Aa’—I—(Z—z—i—aTs)sinAa’cosAa’
@:119) + (a2 + 4a¥) 40’2 ctg Ao’ ——Q%Ac’s csc2 Ao’ — a® A '3 ctg?4 a’]

. .
+ a'? a3A0’+—2— sindo’ cosda’ 4 a3Ao'? csczda’]

[ 31 : a®
+ m'2 _?K a3Aa’—l’;6a3 sinda’ cos Ao’ +—2——A0" cos? Ao’

3
—% a®Ag'2ctgdo’ + —%—sin A’ cos® Ag’
3
-+ -GTAO'I3 csc? Ao’ + 243 A6’ ctgzda’]

-+ a’m’[a3 sinAo"—%cﬁAa’ cosAa’—l——Z—asAo’zcscAa'

3

sind¢’ coszAa’——Z- a®Ao'3 cscdo’ ctgAa’]

an. Die Linge As der geodiitischen Linie wird dann nach Berechnung von 4 ¢ mit Hilfe
des sphirischen Kosinussatzes aus

(2.120) cosdo = a' + &' cosAA

und von f,, aus

&' sind
(2.121) CcOS /3”' = TIIA—-U—
mit Hilfe der Bezichung
(2122) As = b(Ay Ao+ Bysindo cos20 — Cy sin2 Ao cos 40

+ D, sin 340 cos 60)
erhalten, wobei o die Bedeutung
s % (0 +09)

hat (cos 20 ergibt sich direkt aus (3.80)) und
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re
Ay=1+ eT sin2 ‘3"'_-63; e'* sint B, -+ %56 e'%sinb B
B et et Ly 15 ;6.5 8
= ;- sin ﬂm—l—ésm ﬁm—}——s—l?e sin® g,
(2.123) G sint B, — —>—¢'® sin® B
: 0 128 m 512 m
L8l
YOI 155 sin® f,,

ist.

Auch fiir eine nicht iterative Lésung der 1. Hauptaufgabe gibt Sodano in [40] Rechen-
formeln an, wobei er den GroBkreisbogen Ao und den Lingenunterschied 47 aus Bezie-
hungen berechnet, die den Ausdriicken (2.116) und (2.117) fiir As bzw. A1 bei der 2. Haupt-
aufgabe entsprechen, jedoch anstelle der ,,GrundgréBen A4¢’, @', m’ die GréBen Ao, a;
und 72, enthalten.

Mit
(2.124) cosf,, = cos f sin 4,
und
(2.125) ° g = cosff; cos 4,
werden zunichst
(2.126) Ao, = 42,
(2.127) my = (1 +§sin2ﬂ1) (1—cos2 ﬂm)
und
(2.128) i (1 + % sin? /31) (sinz Bicosdo,+ g sinf, sin4 0:)

erhalten und damit der GroBkreisbogen 4 ¢ aus

do = g, (2.129)

A4
+ a (— sin 4 o:)

2
2
el G
+ 72y : Aa,—}——4—smAa,cosAa:
+at (%e"‘sind 0, cos A a,)
+md (Be'ddo,—Bevsinda,cos Ao, — - Ag, costdo, + 't sind g, cos’A
my g ¢ 4o, —g,¢ sindo,cosdo,——5-do,cos Us+3_55 sind o, cos*Ao,
I 4
—l—alml(—g—e"‘sinAG,—I—BTAO':cosAaJ—%e’4sinda:coson‘x).

Die GréBen fiy, A, und A4 ergeben sich aus dem Besselschen Hilfsdreieck P, 2P x Py
(Abb. 4) mit den Formeln

(2.130) sinfly, = sinf, cosdo + g-sindo
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oder

(2:131) cos fiy = V(;;Zﬂm+(g'COSAU"'Sin,B1 sin 4 6)?,
__ g-cosda—sinf sindo

(2.132) T —dn

(2.133) el = SEkictseto —sinsindioicos )

sindosinA,
Den Zusammenhang zwischen 44 und 4/ stellt Sodano schlieBlich durch die Beziehung

Al — AR
cos fim

(2.134) + a (—z— a?sin 4 a:)

= —ado,

+m1(—i— azzlas—-—i—az sinda, cosAo)

her.
Die Ausdriicke (2.129) und (2.134) enthalten jedoch auch hier nur die Glieder mit a2

bzw. ¢'4.

3. UMSTELLUNG DER LOSUNGEN FUR ELEKTRONISCHE RECHENANLAGEN UND
ENTWICKLUNG VON RECHENPROGRAMMEN

3.1 Allgemeines

Die oben beschriebenen Verfahren sind im allgemeinen nicht unmittelbar zur Lésung
auf programmgesteuerten Rechenanlagen geeignet. Es sind vielmehr bei den einzelnen
Verfahren eine Reihe von Abidnderungen und Erginzungen erforderlich, die nicht nur da-
durch bedingt sind, daB sich die Losungen in der Regel auf die Verwendung von Tafel-
werken und teilweise auch von graphischen Hilfsmitteln stiitzen, sondern vor allem deshalb
notwendig werden, weil die Automatenrechnung an sich wesentlich detailliertere Rechen-
vorschriften erfordert.

Dies trifft in erster Linie fur die Kriterien zur Quadranten- und Vorzeichenbestimmung
zu. Hier muf3 dem Automaten in eindeutigen Anweisungen, die simtliche méglichen Fille
berticksichtigen, angegeben werden, welcher Quadrant fiir die betreffende GroBe giiltig
ist bzw. mit welchen Vorzeichen diese zu versehen ist. Bei der herkémmlichen Berechnungs-
weise kommt diesen Kriterien nicht dieselbe entscheidende Bedeutung zu; denn in vielen
Fillen kann der Rechner auf Grund einfacher Uberlegungen, teilweise unter Verwendung
entsprechender graphischer Hilfsmittel, die Quadranten- bzw. Vorzeichenfrage ohne wei-
teres klidren. Nur fiir schwierige Fille sind besondere Kriterien, und zwar in der Regel
fiir jedes Verfahren gesondert, herzuleiten. Bisher wurden solche Kriterien allerdings nur
von Bodenmiiller in [6], [7] fiir das Helmertsche Verfahren, wobei fiir die 2. Hauptaufgabe
jedoch graphische Hilfsmittel verwendet werden, sowie von Sodano in [40] angegeben.

Bei der Automatenrechnung sind dagegen infolge der Vieldeutigkeit der Arcusfunk-
tionen Quadranten- und Vorzeichenkriterien in allen den Fillen notwendig, wo der Qua-
drant bzw. das Vorzeichen nicht bereits durch das betreffende Arcus-Programm geregelt
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ist; ihre Herleitung ist somit eine der wichtigsten Voraussetzungen fiir die Durchrechnung
obiger Losungsverfahren mit elektronischen Rechenautomaten. Wesentlich ist dabei, daf3
diese Kriterien méglichst einfach und tbersichtlich sind. Als zweckmiBig erweist sich die
unmittelbare Verwendung von Winkelfunktionen bzw. deren Vorzeichen, wobei oft ein
bereits an friherer Stelle im Programm berechneter Wert verwendet werden kann, so daf3
nur in wenigen Fillen die Berechnung von Funktionswerten lediglich zum Zwecke der
Quadrantenbestimmung erforderlich ist.

Da die Verwendung von Tafelwerken und graphischen Hilfsmitteln einen vollautomati-
schen Programmablauf nicht zulassen wiirde, kommt ihre Anwendung fir die Losung der
vorliegenden Aufgaben mit elektronischen Rechenautomaten nicht in Betracht. Dies er-
fordert aber eine Abdnderung der Verfahren in der Weise, daB3 der Automat nun simtliche
urspriinglich aus diesen Tafeln und graphischen Darstellungen zu entnehmenden Werte
selbst berechnen muB.

Die vollautomatische Lésung setzt auch voraus, dall der Rechenautomat die wihrend
des Rechenprozesses anfallenden Entscheidungen {iber den weiteren Lésungsablauf selbst
zu treffen vermag. Dies ist insbesondere bei den indirekten Lésungen von Bedeutung, wo
der Automat zu entscheiden hat, wann die Iteration abgebrochen werden kann. Auch hier
sind die Verfahren durch Angabe entsprechender Kriterien zu ergidnzen.

Da die Rechenprogramme moglichst genaue Ergebnisse gewihrleisten sollen und die
rechentechnischen Voraussetzungen hierfiir infolge Ausfithrung der arithmetischen Ope-
rationen mit doppelter Zahlenlinge und Verwendung sehr genauer Unterprogramme fiir die
Winkel- und Arcusfunktionen ohnehin gegeben sind, werden fiir die zu erstellenden Pro-
gramme die Grundgleichungen der einzelnen Verfahren stets in der in Kapitel 2 angegebe-
nen ausfuhrlichen Form, d. h. mit sdmtlichen dort enthaltenen Reihengliedern verwendet;
denn die Genauigkeit der einzelnen Verfahren bzw. Rechenprogramme hingt im wesent-
lichen von der Genauigkeit dieser Grundgleichungen ab, die die Zusammenhinge zwischen
den sphiérischen und den sphéroidischen Stiicken herstellen.

Zu priifen ist in diesem Zusammenhang auch, ob fir die Auflésung der sphirischen
Hilfsdreiecke ein dynamisches Formelsystem, das eine Verwendung der trigonometrischen
Funktionen an ihren unempfindlichen Stellen nach Méglichkeit vermeidet, oder ein starres
System von Gleichungen zu bevorzugen ist. Ein dynamisches Formelsystem, wie es Schra-
der in [34] vorschligt, wirde zwar auch hier zu einem Optimum an Genauigkeit flihren.
Allerdings hitte es wesentlich umfangreichere und zugleich uniibersichtlichere Rechen-
programme zur Folge, die nicht nur gréBeren Programmierungsaufwand, sondern auch
erhohten Speicherbedarf erfordern wiirden. Da die in Teil A erstellten Unterprogramme
ohnehin eine wesentlich hohere als die verlangte Genauigkeit fir Winkel- und Bogenfunk-
tionen garantieren, kann hier auf ein dynamisches Formelsystem verzichtet werden, ohne
daB ein unzuldssiger Genauigkeitsabfall zu befiirchten wire. ZweckmiBig ist allerdings
auch hier eine geeignete Reihenfolge der Berechnungen in der Weise, daBl die gesuchten
GroBen moglichst aus den gegebenen allein berechnet werden, um die Fortpflanzung von
Rechenungenauigkeiten zu vermeiden.

AuBerdem ist eine Abfassung der Rechenprogramme in der Weise anzustreben, daB sie
nicht nur fiir ein bestimmtes, sondern fir jedes beliebige Rotationsellipsoid verwendet
werden kénnen. Dies ist am einfachsten dadurch zu erreichen, dal3 die zur Losung erfor-
derlichen geometrischen Konstanten des Rotationsellipsoides jeweils zu Beginn der Be-
rechnung zusammen mit den Ausgangsdaten dem Automaten eingegeben werden.

Diese ecinleitenden Arbeitsginge werden zweckmiBig in einem eigenen Programmab-
schnitt, einem sog. Vorprogramm, zusammengefaBt. Da die dabei auszufiihrenden Schritte
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bei jedem der oben angegebenen Lésungsverfahren praktisch die gleichen sind, geniigt eine
einmalige Programmierung; das gleiche Vorprogramm kann dann sdmtlichen zu ent-
wickelnden Rechenprogrammen vorangestellt werden, was im vorliegenden Fall gleich-
zeitig eine erhebliche Einsparung an Programmierungsarbeit bedeutet. Da jedoch diese
einleitenden Arbeitsginge bei der 1. und 2. Hauptaufgabe jeweils verschieden sind, hat die
Erstellung von zwei gesonderten Vorprogrammen zu erfolgen.

In den folgenden Abschnitten werden nun zunichst diesec Vorprogramme entwickelt und
erst anschlieBend nach entsprechender Aufbereitung der Losungsverfahren die eigent-
lichen Rechenprogramme hergestellt.

3.2 Vorprogramme

Bei beiden Hauptaufgaben miissen zunichst die zur Losung erforderlichen geometri-
schen Konstanten des Rotationsellipsoides eingelesen werden. Da jedoch die Meridian-
ellipse durch zwei Parameter vollstindig definiert ist, genligt die Angabe von nur zwei
Konstanten. Dazu eignen sich die allgemein zur Definition eines Rotationsellipsoides
beniitzten GroéBen, die groBe Halbachse ¢ und die Abplattung a. Die librigen erforder-
lichen Konstanten 4, ¢® und ¢'2 leiten sich daraus direkt nach folgenden Beziechungen ab:

(3.1) b = a(1—a),

(3.2) 2 =2a—a%® = a4 a(1—a),
19 2a—a? G

(3‘3) et = (1—a)f — (1—a)?’

Die GréBlen @ und a sind zumindest bei den neueren Rotationsellipsoiden Zahlenwerte mit
verhiltnismidBig wenig Ziffern; sie kénnen somit dem Rechenautomaten praktisch mit
voller Genauigkeit eingegeben werden. Damit stehen auch die Werte 4, ¢ und ¢’? fiir den
weiteren Rechenablauf mit hoher Genauigkeit zur Verfiigung.

Die Vorprogramme werden aulerdem so abgefait, da3 zur Berechnung mehrerer Auf-
gaben auf demselben Ellipsoid die Eingabe von @ und a und damit die Bestimmung von
b, ® und ¢'? nur einmal zu erfolgen braucht.

3.2.1 Vorprogramm fiir die 1. Hauptaufgabe (Vorprogramm I)

Das Vorprogramm fiir die 1. Hauptaufgabe hat somit folgende Einzelschritte auszu-
flihren:

1. Einlesen, Speichern und Drucken der Ellipsoidparameter @ und «; aus programmie-
rungstechnischen Grinden wird nicht der Wert a selbst, sondern der reziproke Wert 1/a
cingelesen, also z. B. anstatt 1:297 nur der Wert 297.

2. Berechnung der weiteren im Hauptprogramm benédtigten Konstanten 4, ¢%, ¢'2 ver-
mittels der Beziehungen (3.1), (3.2), (3.3).

3. Einlesen und Drucken der geographischen Koordinaten B,, Z; und des Azimutes 4,.
Diese Werte werden jeweils mit dem Unterprogramm ,,Umw. Altgrad — Bogenmaf3*
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sofort ins Bogenmal} umgerechnet und gespeichert. Der Einlese- und Umwandlungs-
vorgang wird zyklisch programmiert.

4. Einlesen, Drucken und Speichern der Entfernung 4.

[ Drucken der Uberschrift |

L/:'/'n/e.ren u. Drucken von a,n ]

[+ (1-u) = e*]

Einlesen, Drucken u.
Umwandlung ins Bogenmaf :
By bei (=3
L, . [=2
Ay v i =1

[E/nlcsen u. Drucken von as]

}

zum Hauptprogramm

Abb. 11: FluBdiagramm zum Vorprogramm I

Die Zahlenwerte fiir @, a, By, L,, 4,, As werden in Verbindung mit einem erliuternden
Klartext ausgedruckt, so daB3 zusammen mit den spiteren Ergebnissen ein iibersichtliches
Protokoll entsteht.

3.2.2 Vorprogramm fiir die 2. Hauptaufgabe (Vorprogramm II)

Das Vorprogramm fiir die 2. Hauptaufgabe ist wesentlich umfangreicher, da hier einige
Besonderheiten auftreten.

Der erste Teil, der etwa dem Vorprogramm I entspricht, besorgt wieder das Einlesen
bzw. Berechnen der Ellipsoidkonstanten sowie das Einlesen und Speichern der Ausgangs-
daten. Im zweiten Teil ist zunichst zu beriicksichtigen, dafl es auf dem Ellipsoid im allge-
meinen zwei Verbindungsméglichkeiten zweier Punkte durch geoditische Linien gibt,
von denen jedoch nur eine zugleich die absolut kiirzeste Verbindungslinie ist. Dem mensch-
lichen Rechner bereitet das Aufsuchen dieser kiirzesten Verbindungslinie zwar keine be-
sonderen Schwierigkeiten; bei der Automatenrechnung sind hierfiir jedoch eindeutige Kri-
terien erforderlich.

o Miinchen Ak.-Abh, 1966 (Miller)
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Fiir die kiirzeste Verbindungslinie bestehen die zwei notwendigen Bedingungen

(3-4) o< |4/ £n und
(3-3) do < =m.

Von den beiden moéglichen Lingenunterschieden

AL, = L,— /L, und
AL2= Ll'-‘.[zz

geniigt stets einer der Bedingung (3.4). Der Absolutwert (47, | dieses der kiirzesten Ver-
bindungslinie entsprechenden Lingenunterschiedes ist vom Rechenautomaten zunichst
zu ermitteln. Hierfiir miissen die Werte Z,, L, im Zihlsystem 0 < L < 27 vorliegen. Ne-
gative Werte L sind zuvor in dieses Zihlsystem tiberzufiihren.

Da im Hauptprogramm nicht nur |47, | sondern auch A/ (mit dem richtigen Vorzei-

chen) benétigt wird, hat zugleich mit der Ermittlung von |4/, | eine Vorzeichenbestim-

mung zu erfolgen. Hierflir wird zweckmiBig ein Faktor F,= +1 bzw. /, = —1 umge-
speichert, mit dem dann |47, | zu multiplizieren ist. Die Ermittlung von |4/, | bzw. 4/
kann entsprechend nachstehender schematischer Darstellung erfolgen:
1.Schritt Lo— L= 471
AL Zo(Ly 2 L) AL <o (Ly< Ly
2. Schritt
Ly—Li=AL Li—Ly= AL

AL £=n AL >=x AL >=x AL £=n

3. Schritt
AL= |41, | |2a—AL=|41,,||2n—AL= |41,,|| AL=\|47,,]

A7 =o 4/<o 47 >0 A/ <o
4.Schritt

+1=F, —1= 7 +1= 7 —1=F
5. Schritt 42| F,= Al

Im folgenden wird anstatt |4/,,,| stets abgekiirzt |4/| geschrieben. Wegen der fiir die
Halbperiode @ der geoditischen Linie geltenden Beziechung

(3-.6) a(t—a) L w =,
wobei w dem halben GroBkreisbogen entspricht, kann trotz erfiillter Bedingung (3.4)

Ao > 7 sein. Dies ist jedoch nur bei nahezu diametralen Punkten méglich, wobei ohnehin
eine besondere Uberpriifung der Eindeutigkeit erforderlich ist.
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Die 2. Hauptaufgabe ist zwar, abgesehen von dem Fall, daB3 zufillig zwei gleichlange
Verbindungslinien der Punkte P, und 2, bestehen, stets eindeutig lésbar. Liegt jedoch bei
nahezu diametralen Punkten 7, innerhalb oder auf dem Rand der Enveloppe der Schar der
geoditischen Linien, die durch den Zentralpunkt 2, verlduft, so ist eine genauere Unter-
suchung hinsichtlich des zu verwendenden Azimutes der kiirzesten Verbindungslinie er-
forderlich. Da aber die groBen Halbachsen der maximalen Enveloppe nur a-z-o’ = 36,4
betragen, kann dies nur eintreten, wenn

(3.7 a— 41| < 36,4
und gleichzeitig
(3-8) | By + B,| < 36,4’

I Drucken der Uberschrift —I

| Einlesen u. Drucken von a,u —I

[w+u@-u)=e?]

Einlesen, Drucken u.
Umwandlung ins Bogenmap von

8, bei (= &

nein
2T =gl = [almin]

ly # = 3
B, « i= 2
1

L, u [ =

[/4[,,,,‘,-,/~FL = le

W— [almin]) - w w-.ﬂJ

Ja

2B'.(-1) = 28

o Drucke : g
Eindeutigkeitsuntersuchung erforderlich
.
+

zum Hauptprogromm

Abb. 12: FluBdiagramm zum Vorprogramm II
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ist. Zur Sicherung gegen unrichtige Ergebnisse werden diese Fille vom Automaten durch
entsprechende Abfragen festgestellt und ausgeschieden bzw. durch Ausdrucken der Be-
merkung ,,Eindeutigkeitsuntersuchung erforderlich’ kenntlich gemacht. Diese MafBnahme
bedeutet keine wesentliche Einschrinkung des Anwendungsbereiches der Rechenpro-
gramme, da solche Fille nur dullerst selten auftreten. Gleichzeitig wird damit erreicht, dal
der oben ermittelte Lingenunterschied 4/ tatsichlich stets der kiirzesten Verbindungslinie
entspricht.

Das Vorprogramm II fithrt somit folgende Schritte aus:

1. Einlesen der Ellipsoidparameter @ und a.

2. Berechnung der geometrischen Konstanten 6, ¢2, ¢'2 vermittels der Beziehungen (3.1),
(3,2), (3-3)-

3. Einlesen der Ausgangsdaten in der Reihenfolge B, L,, B,, L, und jeweils sofortige Um-
wandlung ins Bogenmal. Zur Einsparung von Programmierungsarbe<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>