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Vorwort

Dem Leser der vorliegenden Abhandlung iiber derzeit anstehende mathematische Probleme der Himmelsmecha-
nik, der mit praktischen Problemen der Auswertung konkreter Mefkdaten befasst ist, mag diese unnétig kom-
pliziert und theoretisch erscheinen. Das mag in gewisser Hinsicht nicht unrichtig sein; denn die Entwicklung
der mathematischen Modelle der Satellitengeodésie, wie sie fiir die Analyse der extrem genauen (1 Mikrometer)
Mefidaten der modernen Satellitengeodésie notwendig sind, ist bei weitem noch nicht abgeschlossen. Ansétze
ausgehend von verschiedenen Grundkonzepten miissen derzeit noch verfolgt werden, bevor eine méglichst ein-
heitliche und effiziente Methodik zur Verfiigung stehen wird. Den international mit der Erarbeitung dieser fiir
die praktischen Anwendungen notwendigen mathematischen Methoden befassten Kollegen bietet die vorliegende
Abhandlung jedenfalls eine breite und solide Ubersicht iiber die Grundkonzepte.

Die Basis sowohl der Himmelsmechanik als auch der Satellitengeodésie bildet die Integration der Bewegungsglei-
chungen eines Himmelskorpers, sei es ein Planet, ein Mond oder ein kiinstlicher Erdsatellit. Diese Integration
kann sowohl numerisch als auch analytisch erfolgen. Infolge der Gravitationskraft weisen die Himmelskorper
insbesondere periodische Bewegungen auf; man kann daher die analytische Integration auch als eine Methode
im Spektralbereich ansehen, die numerische Integration als eine Methode im Ortsbereich.

Losungen der Bewegungsgleichungen mittels analytischer Integration sind von grofser Bedeutung in der Satel-
litengeodésie im Hinblick auf die Aufstellung von Fehlergleichungen zur Bestimmung der Kugelfunktionskoef-
fizienten des Gravitationspotentials der Erde. Arbeitet man im Ortsbereich mittels numerischer Integration,
entstehen hierbei riesige Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung, um die Fehlergleichungskoeffizienten zu be-
rechnen. Da diese nicht mit héchster Genauigkeit bendtigt werden, ist es wesentlich effizienter, diese durch
simple Differentiation einer geeignet approximierten analytischen Losung zu bestimmen; die Einsparung von
Computerzeit ist beachtlich.

Analytische und numerische Integration beinhalten beide bekanntlich Vor- als auch Nachteile.

Spektralbereichsmethoden bzw. analytische Integration erweisen sich als vorteilhaft hinsichtlich der folgenden
Aspekte:

e Integration von langen Bahnen; da eine analytische Integration eine Losung gewahrleistet, die im Prinzip
fiir unbeschrénkte Zeit gilt, ist sie wiinschenswert insbesondere fiir das Planetensystem und Mondbahnen

e MeRdatenanalyse im Spektralbereich; eine derartige alternative Methode zur Analyse im Ortsbereich, die
derzeit in der Praxis meistens verwendet wird, bietet oft tiefere Einblicke in die zugrunde liegende Pro-
blematik einer konkreten Problemstellung.

Als nachteilig wird oft angesehen:

e Die Komplexitat der Methoden; sicherlich bereitet diese befdhigten Wissenschaftlern besondere Heraus-
forderungen.

e Die Komplexitiat genauer Losungen; diese sind moglicherweise durch spezielle Verfahren wesentlich zu
vereinfachen.

Sogenannte Liereihen konnen sowohl (wie bekannt) fiir die analytische Integration als auch (wie kiirzlich ent-
deckt) fiir hochgenaue numerische Integrationen verwendet werden. Von diesem Gesichtspunkt aus wiirde sich
der Liereihen-Kalkiil als eine generelle Methode fiir Himmelsmechanik /Satellitengeodésie anbieten.

Allerdings bleibt zu kléren, ob sich von den vielen in der Himmelsmechanik entwickelten Methoden andere nicht
als ebenso vorteilhaft erweisen bzw. in bestimmten Spezialfillen einzusetzen sind. Die vorliegende Abhand-
lung leistet einen wichtigen Beitrag zur Beantwortung derartiger Fragen; von den Antworten wird die weitere
Entwicklung von Himmelsmechanik und Satellitengeodésie abhéangen.

Berlin, im Mérz 2008
Dieter Lelgemann






Teil 1

Einleitung

Das Mehrkorperproblem macht den Grundinhalt der Himmelsmechanik aus, das Zweikorperproblem ist seine
groftmogliche Vereinfachung. Im Vordergrund stand iiber lange Zeit das Mehrkorperproblem bei alleiniger
Gravitationswechselwirkung, nur vereinzelt wurden nicht-gravitative Krifte beriicksichtigt (Smart [66]). Das
hat sich mit dem Start kiinstlicher Erdsatelliten wesentlich gedndert. Um deren Bewegung zu verstehen, musste
eine Vielfalt nicht-gravitativer Kréfte neben der Gravitationswechselwirkung mit dem Zentralkérper Erde und
mit dritten Kérpern wie Sonne und Mond in die Behandlung des Bewegungsproblems aufgenommen werden
(King-Hele [28], Milani et al. [46], Schneider [63]).

Die Entwicklung der Theorie der Umlaufbewegung kiinstlicher Satelliten hat mit der Genauigkeitssteigerung der
Ortungs- und Bahnverfolgungsverfahren in den letzten Jahrzehnten nicht Schritt gehalten. Die von Kaula [25],
[26] ausgearbeitete Bahntheorie war den seinerzeitigen Beobachtungsgenauigkeiten noch angemessen, die fol-
gende Entwicklung aber fiihrte zu einer wachsenden Diskrepanz von Genauigkeit der Bahnverfolgung und Ge-
nauigkeit der analytischen Losungsdarstellung. Das hatte zur Folge, dass die vielfaltigen Aufgaben der Bahn-
und Parameterbestimmung zunehmend unter Verwendung numerischer Verfahren gelost werden mussten. Die-
se ermdglichten, die Vielfalt der im Flugbereich der Satelliten wirkenden Kréfte mit vergleichsweise geringem
Aufwand zu beriicksichtigen, zumal diese Kréafte héufig keine einfache modellméfige Darstellung zuliefen. Als
Beispiel sei etwa die Darstellung des Stromungswiderstandes der Hochatmosphére genannt, die die Darstellung
der Atmosphére erforderlich macht und die teilweise nur mehr in tabellarischer Form angemessen angegeben
werden kann, also eine fiir die Ausarbeitung einer analytischen Bahntheorie wiinschenswerte analytische Dar-
stellung nicht verfiigbar ist.

Aus dem Blickwinkel der Anwendung mag es rationell sein, sich auf numerische Verfahren zu stiitzen, um etwa
die Ephemeriden und die Losung der bei der differentiellen Korrektur von Modellparametern anfallenden Varia-
tionsgleichungen in ausreichender Genauigkeit bereitzustellen. Allerdings zeigen sich zunehmend begrenzende
Faktoren bei der Anwendung numerischer Verfahren, beispielsweise bei Langzeitintegrationen von Bewegun-
gen unter komplizierten Kraftfunktionen wie einem hochaufgelosten Gravitationsfeld der Erde, abgeleitet im
Rahmen der neueren Satellitenmissionen wie CHAMP und GRACE.

Technologische Entwicklungen, etwa die hochempfindlicher Akzelerometer in Satelliten, mit denen nicht-gravita-
tive Krafte genau gemessen werden kénnen, oder Systeme zur Storkraftkompensation, mit deren Hilfe Flugbah-
nen der Satelliten verwirklicht werden koénnen, die allein unter der Wirkung der gravitativen Krifte der Erde
und dritter Kérper zustande kommen, dndern die Anforderungen an die Theorie der Satellitenbahnen.

Es riicken damit wieder analytische Bahntheorien ins Gesichtsfeld, zumal in den letzten Jahrzehnten in der
Himmelsmechanik eine Reihe methodischer Entwicklungen stattgefunden haben, die die Ausarbeitung hinrei-
chend genauer Bahntheorien realisierbar erscheinen lassen. Zu nennen sind hier etwa die auf fast-identischen
kanonischen Transformationen, beschrieben durch Lie-Reihen, basierenden Verfahren der allgemeinen Storungs-
rechnung. In der vorliegenden Studie wird gezeigt werden, dass diese Verfahren weitaus effizienter gestaltet
werden, als es bisher der Fall ist, ndmlich mit hoherem Konvergenzgrad. Im Unterschied zu den bekannten
auf der Verwendung von Lie-Reihen basierenden Verfahren, die vom Konvergenzgrad 1 sind, gelingt es, die
Verfahren als quadratisch oder superkonvergente Verfahren vom Konvergenzgrad 2 zu gestalten und damit eine
praktisch realisierbare Form des Kolmogorov-Verfahrens zu erreichen. Anders ausgedriickt: der diesem Ver-
fahren nachgesagte Nachteil l&sst sich vermeiden, was einen auferordentlich effizienten Weg zu Konstruktion
hochgenauer Bahntheorien er6ffnet. Damit werden aber auch die bekannten Vorteile analytischer Losungen zu-
ganglich, beispielsweise die Verfligbarkeit der Losungsmannigfaltigkeit und nicht nur jeweils spezieller Losungen
wie bei numerischen Verfahren.

1 Einfiihrung in die Aufgabenstellung

Die Umlaufbewegung eines Erdsatelliten ist als Losung eines Mehrkorperproblems zu bestimmen. In dem
noch néher zu definierenden Hauptproblem wird allein die Gravitationswechselwirkung der beteiligten Koérper
eine Rolle spielen. Im Hinblick darauf soll das Mehrkorperproblem bei Gravitationswechselwirkung formuliert
werden. Und zwar soll das im Rahmen der Newton’schen Gravitationstheorie erfolgen (Schneider[60]).



10 Teil I Einleitung

1.1 N-Korper-Problem der Bahnbewegung

Betrachtet werde die Bahnbewegung von N Himmelskérpern. In einem beliebig gelagerten Inertialsystem
(ICRS) lasst sich die Bewegung, unter den Bezeichnungen r; bzw. v; und m; fiir den Orts- bzw. Geschwindig-
keitsvektor des Massenmittelpunktes und die Masse des Korpers 4, durch die Newton-Euler’schen Bewegungs-

gleichungen
N(j#1)

dI‘i dVZ' 1 . .
miE:mivia mZ-E:Fi: ;Ff fir i=1,2,...,N (1)
oder
5 N(j#0)
d r; Vi . .
midtQ :Fi:;Fi fir i=1,2,...,N (2)

beschreiben. Darin steht F; fiir die auf den Korper ¢ wirkende Kraft. Sie setzt sich bei ausschlieflicher Gravi-
tationswechselwirkung zusammen aus den Gravitationskréften aller anderen Kérper

) G (1 — 15 ]
F{:-”W:-F; fir j=1,2,...,N und mit j#i.
rifrj

Fiihrt man die Kraftfunktion des N-Korper-Systems

LN NGE
UN(I‘l,I‘27--wI'N):§Z Z ﬁ
i=1 j=1 """ J

ein, so erhdlt man die Kraft F; durch Gradientenbildung

Fi:VriUN(rl,rg,...,rN) furz:1,2,,N

Damit lauten die Bewegungsgleichungen

dr; dv; .
mid—l;f:mivi, mid—‘;:VriUN(rl,rg,...,rN) fir 1=1,2,...,N (3)
oder
dQI‘i .
miW:VriUN(rl,rg,...,rN) fir 1 =1,2,...,N. (4)

Die Gleichungssysteme (1) bzw. (3) und (2) bzw. (4) sind dquivalent. Das System (1) bzw. (3) besteht aus 6 N
Differentialgleichungen 1. Ordnung, dagegen System (2) bzw. (4) aus 3N Differentialgleichungen 2. Ordnung.
Beide Systeme sind von 6 N. Ordnung.

Anmerkung: Die Bewegungsgleichung ist nicht-relativistisch, die unterlegte Zeitskala dem Charakter nach New-
tons absolute Zeit. An die Stelle der angegebenen Bewegungsgleichung tritt in erster postnewton’scher Naherung
die Einstein’sche Bewegungsgleichung, wenn man das Bewegungsproblem im Rahmen der Einstein’schen Gra-
vitationstheorie, also allgemein-relativistisch formuliert (Schneider [63]). Das soll im folgenden nicht geschehen.

Fir N = 2 bzw. N = 3 erhélt man das Zwei-Korper- bzw. das Drei-Korper-Problem, charakterisiert durch die

Kraftfunktionen
Gm1m2 Gmlmg Gmgmg Gm3m1
Us(ry,r2) =

= 7|r1 ol =

= U(I‘l,I‘Q) bzw. U3(I‘1,I‘2,I‘3) = ‘I’l —I'2| ‘I’2—I'3| ‘I’3—I’1"

Es ist bekannt (Schneider [61]), dass es folgende Integrale fiir das Bewegungsproblem (3) oder (4) gibt:

Integrale der Bewegung des Massenmittelpunktes des Systems:

dr.

Ve= g = const, r. = v.(t — tg) + const (5)
mit den Abkiirzungen
1 X
r. = i Z Mgk Ortsvektor des Massenmittelpunktes des Systems,
k=1
N
M = Z myg Gesamtmasse des Systems.
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Integral der Drehimpulse des Systems:

N
Z mg(vi — ve) X (rgy — re) = const (6)
k=1
Integral der Energie:
1
§kavk-vk—UN(rhrg,...,rN):const (7)
k=1

Die Gleichungen (5), (6) und (7) stellen die 10 klassischen Integrale in der Himmelsmechanik dar. Sie implizieren
Erhaltungssétze fiir den Gesamtimpuls, den Gesamtdrehimpuls und die Gesamtenergie des N-Korper-Systems
(Schneider/Cui [64]).

1.2 Zwei-Korper-Problem und Kepler-Problem

Das Zwei-Korper-Problem stellt sich als das einfachste Problem in der Himmelsmechanik

d?rg B _Gm(ro —r) _ _LFO

d’r  Gmg(ro—r) 1
dez [ro — r|3 mo a2 |rg—rf3

= EFO, (8)

worin {mg, m;rg,r} das Korpersystem bezeichnet. F( steht fiir die durch den Korper mg auf den Kérper m
wirkende Kraft. Subtrahiert man die beiden Gleichungen, so ergibt sich die Differentialgleichung

d?(r —ro) G(mo +m)m(r — ro) r’:=r—rg d?r? G(1 + q)momr® 0,0
T T It — o3 ¢ =mimg  ae TRE =mVeU) (9)

mit dem Massenverhéltnis ¢ = m/mg und

0

07,0y _ M
U =

mit x° = (14 q) Gmy (10)
fiir die relative Bewegung des Korpers m gegen das mit dem Massenmittelpunkt des Korpers mg verbundene
rotationsfreie Galilei-System, oder mit anderen Worten, fiir die Bahnbewegung des Korpers m um den Zentral-
korper myg.
Wird der Massenmittelpunkt des Korpersystems durch dessen Ortsvektor

. moro + mr . rog + qr

c = =

mo+m 144¢q

definiert, dann lassen sich die Positionen beider Kérper durch die relativen Ortsvektoren
rg=ro—7rc, r=r—r,
bestimmen und dabei gelten die Beziehungen
rg = —qr° und ' =rf—ri=(1+q)r" (11)

Aus den Gleichungen (8) ergibt sich dann die Bewegungsgleichung des Massenmittelpunktes

d’r.
dez
und die Gleichung
d?re Gmomr€
= — = re UC ¢ 12
T (e ()

fiir die relative Bewegung des Korpers m gegen den Massenmittelpunkt des Systems mit der Kraftfunktion

C

Gm
Ue(x) = - 0
r] (1+4q)
Es ist ersichtlich, dass das mit dem Massenmittelpunkt des Korpersystems verbundene rotationsfreie Bezugssy-
stem ein inertiales System ist.

(13)

mit puf =
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Anmerkung: Mit po = Gmyg, dem Gravitationskoeffizienten des Zentralkorpers myg, erhélt man aus (10)

Uo(x%) = (1 +q>‘§f—§| — (1+4¢) To(r")

und aus (13)

1 uo 1 - 5 1 -
U(r) = — = Up(r’) = —— Up((1 + ¢q) r°),
wobei L
Uo(x®) = 22
o) = o

das Gravitationspotential des Zentralkorpers als Punktmasse angibt.

Die beiden Bewegungsprobleme (9) und (12) fithren zur Bewegung einer Punktmasse im Raum, also zu einem
System von Differentialgleichungen 6. Ordnung, welches sich durch eine einheitliche Form

2
dr:—Lr:VrU(r) mit U(r) =

0
de? |r|3

r|

ausdriicken lasst - die Kepler-Bewegung.

Fiir das nicht nur in der Himmelsmechanik eingehend untersuchte Kepler-Problem sind die folgenden Bewe-
gungsintegrale gefunden worden (Schneider [60], Schneider/Cui [64]):

Das Drehimpulsintegral (3 Komponenten) zeigt, dass sich die Punktmasse in einer im Raum festliegenden
Ebene mit einer konstanten Fldchengeschwindigkeit bewegt.

Das Energieintegral (1 Komponente) ergibt Kegelschnitte mit konstanter Exzentrizitét als mogliche Bahn-
kurven der Punktmasse.

Das Laplace-Integral zeigt die feste Orientierung der Bahnkurve in der Bahnebene. (Das Laplace-Integral
besitzt zwar 3 Komponenten, aber nur eine ist von den oben genannten 4 Integralen unabhéngig.)

Das Kepler-Integral (Kepler-Gleichung) gibt die Zeitabhéngigkeit der Position der Punktmasse entlang
der Bahn.

Anmerkung: Der Vergleich mit den 10 klassischen Integralen des N-Koper-Problems ergibt:

- Die Reduktion des Zwei-Korper-Problems (System 12. Ordnung) auf das System 6. Ordnung (9) oder (12)
bedeutet implizit 6 Integrale der Bewegung des Massenmittelpunktes oder die 6 Integrale sind erschopft.

- Laplace-Integral und Kepler-Integral gehoren nicht zu den klassischen Integralen; sie ergeben mit dem
Drehimpulsintegral und dem Energieintegral 6 unabhéngige Integrale des Systems 6. Ordnung. Damit ist
die allgemeine Losung des Kepler-Problems gefunden.

1.3 Erweitertes Zwei-Korper-Problem der Bahnbewegung

In der Praxis ist ein erweitertes Zwei-Koérper-Modell von grofiem Interesse. Es sei ein Zwei-Korper-System
{mo, m} mit mgy > m; die Bewegungsgleichungen in einem Inertialsystem lauten

d21‘0 0 o 0 Gmamo
Mo s = —F%(mg, m;ro,15t) + ZFO (Mea,Mmo;To,Ta) = —F°(mg, m;rg, 15t) + Z m(ra —r9),
[
[e3% [e3
d’r 0 - a . -
M = F°(mg, m;rg,r;t) —|—2a:F (Mo, m;r, 1) + Z(r, 15t)

Gmam

FO(mOvm;rOar;t)+Z | (roé —I‘)+Z(I‘,I";t),

ro,—rf3

wobei F°(mg, m;rg,r;t) die durch den Kérper mg auf den Korper m wirkende gravitative Kraft bezeichnet;
F§(ma,mo;ro,ra)/F* (Mg, m;r,r,) ist die Kraft auf den Kérper mg/m infolge der Gravitation eines Korpers o
aufierhalb des Systems. Dabei ist die Bewegung der einzelnen Korper «, d. h., r, = r,(¢) als bekannt vorgegeben.
Z(r,r;t) gibt die auf die Kérper m wirkende nicht-gravitative Kraft an.
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Fiir die Bahnbewegung des Korpers m in einem mit dem Kérper mg verbundenen rotationsfreien Bezugssystem
gilt dann
d?r0 r) —rf r)

_ 0 . .
M-y = (14 q) F"(mo, m;ro,1;t) +§Gmam <rg —0p |r0|3> + Z(r,1;1t) (14)

mit den Ortsvektoren des Massenzentrums der Kérper m bzw. a im o. g. Bezugssystem

r’ =r—r, r) =r, —ro.
Fiir die Bewegung des Massenmittelpunktes des Kérpers m in einem mit dem Massenzentrum r. des Korpersy-

stems {mg, m} verbundenen rotationsfreien Bezugssystem (Zwei-Korper-zentriert) erhilt man

d?r¢ —rc ré, + qr¢

S _go : t) Gmam - Z{r,X;1).
mdt2 (mg, m;ro, r;t) 1+ Z m (|rC re|? |r3+qrc|3>+ (r 552)

Die Kraft F°(mg, m;ro,r;t) lisst sich nach dem Gravitationsgesetz als Funktion der Ortsvektors r und der
Zeit modellieren; dabei kann der Zentralkorper sowohl als Punktmasse als auch als ausgedehnter Korper (de-
formierbarer Korper, rotierender oder rotationsfreier starrer Korper) angenommen werden. Im Falle einer
Punktmasse oder eines rotationsfreien starren Korpers soll die Funktion von der Zeit nicht explizit abhidngen:
FY = F%(mg, m;r?).

Wiirde die Kraft F? im mg-zentrierten Bezugssystem als Funktion von (r°, t) formuliert und die letzte Gleichung
in (11) verwendet, dann liee sie sich durch F°(mg, m;ro; t)|ro—(14q)re = FY(mg, m; (14 q)r;t) ausdriicken. Die
Bewegungsgleichung lautet dann

d?r¢ 1 ré —r¢ ré + qre
—— =F"Y (1 “t)+ —— ) Gmg & - — = . Z(r,1;t). 15
e (mo,m; (1 + g)r*; )+1+qza: " m<|rg—rc|3 [re + qre|3 + Z(r,557) (15)

Die Kraftfunktionen eingefiihrt, lassen sich die beiden Bewegungsprobleme in einheitlicher Form

d2 B
mdz‘z = vrB(‘/o (mo, m;r?; +ZV ma,ml‘ ))—i—Z(rrt)

(16)
= mVrB <UO mo;r +ZUB Ma Y ;t)) +Z(I‘,I";t)

schreiben, worin die Gréfen Vi® (mg, m;rZ;t) bzw. V.2 (m,, m;r?;t) die Kraftfunktion infolge der Gravitation
des Zentralkorpers bzw. des Storkorpers a auferhalb des Zwei-Korper-Systems bezeichnen und die Grofen
UE (mo;rB;t) baw. U (m,;1P;t) die entsprechenden Kraftfunktionen fiir die Einheitsmasse. B = {0, ¢} weist
auf das dabei verwendete Bezugssystem hin.

Anmerkungen:

- Das o.g. erweiterte Zwei-Korper-Modell lésst sich in den meisten Fillen der Bahnbewegung im Sonnen-
system verwenden. Fiir die Planetenbewegung (Bewegung des Massenmittelpunktes eines Planeten oder
des Planet-Satellit-Systems) wird die Bewegungsgleichung (14) im heliozentrischen Bezugssystem verwen-
det, wobei die anderen Planeten als die Korper a extern zum Sonne-Planet-System betrachtet werden.
Fiir die Satellitenbewegung wird die Bewegungsgleichung (15) im Zwei-Korper-zentrierten System verwen-
det, wobei die Korper « fiir die Sonne und die anderen Planeten stehen. In beiden Fillen stellt FO die
dominierende Kraft dar; alle sonstigen in den Gleichungen auftretenden Kréfte sind wesentlich kleiner.

- Fiir die Bewegung eines kiinstlichen Satelliten ist das Massenverhéltnis sehr klein und praktisch vernach-
lassigbar; so sind die Bewegungsgleichungen in beiden Bezugssystemen identisch.

- Beim erweiterten Zwei-Korper-Modell kénnen der Zentralkorper als ausgedehnter Kérper behandelt und
die nicht-gravitativen Kréfte Z(r, t;t) berticksichtigt werden. Dazu ist es dann nur notwendig, die Kraft
F%(mg, m;ro,r;t) und das entsprechende Potential sowie die Kraft Z(r,#;t) zu formulieren - abhiingig
davon, welches der o. g. Bezugssysteme verwendet wird.
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1.4 Gravitationspotential bzw. Kraftfunktionen fiir das erweiterte Zwei-Korper-
Problem

Gravitationspotential und Kraftfunktion einer Punktmasse:

Die Gravitationskraft einer Punktmasse {mq,ro} auf eine Einheitsmasse ldsst sich nach dem Gravitationsgesetz
von Newton angeben zu
Gmgo(r — 1)

0 =—
|r —ro|3

)

ableitbar aus einem Potential
ouU° o
— =1f".
or

Da die Position der betreffenden Einheitsmasse von der Position der Punktmasse mg unabhéngig ist, ergibt eine
Wegintegration U° = [ £%dr, wobei ry als konstant betrachtet wird,

0_ Gmo
|r — o]
Das Gravitationspotential ist unabhéngig davon, welches Bezugssystem verwendet wird.

Die Kraftfunktion V? einer in der Bewegungsgleichung auftretenden Kraft F ist definiert durch

ovE B

orB 77
wenn eine Kraftfunktion iiberhaupt existiert, worin r den Ortsvektor (bzgl. eines gegebenen Bezugssystems)
der Punktmasse unter der Wirkung der Kraft F bezeichnet.

Gravitationspotential und Kraftfunktion des Zentralkorpers:

Das Gravitationspotential eines aus mehreren Punktmassen {mq,r,} mit & = 1,2,3,..., n bestehenden Systems
ergibt sich durch Zusammensetzung der Potentiale aller einzelnen Punktmassen

n
23 — Z Gmaq

—1 r—ral’

Die Summe ersetzt durch ein Integral tiber die Masse ergibt das Potential eines ausgedehnten Korpers

K:/;[/ paat /// S an

Abb. 1: Gravitationsfeld eines Kontinuums

Der reziproke Abstand ldsst sich mittels der konvergenten Potenzreihen

- Z(T“) (0 (cos(rq, 1)) fiir r > rg
r-ra ) 1 A" 18)
— Z(—) P, 0y (cos(rq, 1)) flir r <7y

r r
[eY n>1 [eY

1

darstellen, worin (ry,r) den aus den Vektoren r,, und r gebildeten Winkel und r,, = |r,| bzw. r = |r| bezeichnen.

Mit dem Additionstheorem der Legendre-Polynome

Pr0)(cosVa) = Pro(cos 0a) Pro(cos ) + 7771) P (c0884,) Prm (cos @) cosm(A — Ay) (19)
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kann man den reziproken Abstand |r —r,|~! als eine Funktion der Kugelkoordinaten (r,0,\) und (7,04, A\o)
der Vektoren r und r, darstellen. Es ergibt sich fiir r > r,

1 1 a\"
P = r%(i) (Pno(cosﬁ )Ppo(cos ) +2mzl n+m P, (cos b, )an(cosﬂ)cosm()\Aa)> (20)

und fir ro > 7r

1 1 n -
:72(L) (Pno(cose ) Ppo(cos 6) +2Z:1 n+m Prm (08 0o ) Py (cos 0) cos m(A — A ))

r—ro| 7o Si\ra

(20) in (17) eingefiihrt und die von (rq, 04, Ay ) unabhingigen Faktoren aus dem Integral herausgezogen, erhilt
man fiir r > max{r,}

Uk — GiM (Cn(o)(a) 0(cos ) + Z( ) i (€08 0) (Crm COSTMA + Spm sinm)\)) (21)

r
M= / / / dm
K
und den harmonischen Koeflizienten

n>1
Crim = ]@m /}[ / (%)nan(cos 8.) cos mAq dm,
S — J\jm /;[ / (%)nan(cos 0.,) sin mA, dm, (22)

1 Ta\"
Cn(0) = M///(E) P,o(cosby)dm
K

worin a ein willkiirlich eingefithrter Langenparameter ist.

Es ist (Schneider [60])
1
CO(O):M///dmzla Sn(O):O
K
und

c :i/// Z dm—ié c /// x dm—iﬁ s :i///1 dm:i&
1(0) M a Ma 1(1) M a Ma’ 1(1) M aya Ma’
K K

worin (., Ye, 2.) die kartesischen Koordinaten des Massenmittelpunktes C' des Korpers K sind. Seien die
Ortsvektoren r und r, beziiglich des Massenmittelpunktes C' des Korpers K definiert, dann reduziert sich die
Reihenentwicklung (21) zu

mit der Gesamtmasse des Korpers

UK GM GM Z (Cn(O (Z) wo(cos @) + mi:l( ) i (€08 0) (Crum cOs (X — ©) + Sy sin (A — @)))

n>2

= Upo(r,0,2) + Y, (Uno(r, 6, 1) +ZUnmr9)\))
n>2 m=1

(23)
(23) gibt, zusammen mit (22), den Ausdruck des Potentials eines Kontinuums K bzgl. eines korperzentrierten,
beliebig orientierten Koordinatensystems unter der Bedingung r > max{r,}. Die Koeffizienten c,,, und s,
héngen von der Massenverteilung innerhalb des Kontinuums ab. Fiir einen Starrkdérper bleibt die Massenvertei-
lung im Lauf der Zeit unverénderlich. Daher sind die Koeffizienten c,,,, und s,,, in einem beliebig orientierten
korperfesten Koordinatensystem konstant.

Fiir einen sich im Raum drehenden Starrkorper lésst sich das korperfeste Koordinatensystem so orientieren, dass
die Z-Achse des Systems mit der Drehachse des Korpers zusammenfillt (dquatorielles System). Damit ergibt
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eine Rotation des Koordinatensystems den Ausdruck des Potentials bzgl. eines kdrperzentrierten rotationsfreien
Galilei-Systems:

UK (r,0,)\) = GM 1+Z (cn(o)(g)nPno(cos 0) +i(g)nan(cos 0)(Crm cosm(A — ©) + spm sinm(X — @)))

r
n>2 m=1

(24)
worin © den Drehwinkel des Korpers bezeichnet. Die Koeffizienten c¢,,,,, und s,,, sind bzgl. der Rotationsachse
des Korpers definiert.

Somit lassen sich die Kraftfunktionen entsprechend den Kriften durch den Zentralkorper fiir die Bewegungs-
probleme (14) und (15) iiber

VOO =m(l+ q)UK(TO7 0,\) = ng

bzw.

Ve = mUK((1+ q)r¢,0,\) = mU¢

ausdriicken. Hier bedeutet U die Kraftfunktion infolge des Zentralkérpers im Bezugssystem B, V¥ die ent-
sprechende Kraftfunktion fiir die Einheitsmasse.

Kraftfunktionen fir die Gravitationskraft infolge eines Himmelskorpers auferhalb des Zwei-Kdrper-Systems:

Die Kréfte durch einen Himmelskorper o aufserhalb des Zwei-Korper-Systems fiir die Bewegungsprobleme (14)
und (15) sind

FO = Gmam rd —rf B r) b, Fz:Gmam o —r¢rh g .
P P Thg \la—rF  Jat P

Entsprechende Kraftfunktionen lassen sich iiber das Wegintegral

VB:/FdrB
L

bestimmen, wenn das Wegintegral vom Integrationsweg unabhiingig ist. Fiir die o.g. Krifte hingt r? /r¢ von
der Integrationsvariablen r°/r¢ nicht ab. Es ergibt sich daher

0 0 0 0
0 __ ro, —r r, 0 __ 1 ro,-r _ 0
Vo Gmam/(wg—rw - rg|3>d‘r Gm“m<|rg—r0| - |rg|3> =mUa (25)
L
und
. Gmam r¢, —r¢ re . Gmgm 1 1 1 .
Va: 1 = ( ca_ cl3 ca3>dr = 1 - ( C __ pC +- C 03):mUa' (26)
+a ) [re, —re[3  |rg] +q \[rg —r°]  qlr +qrel

Fiihrt man die Reihenentwicklung (18) in (25) und (26) ein, man erhélt weiter

Gm Gm rO\" ro\? ..
T + T.Oa Z ((ng) - 571(1) (7,0> ) PnO(COS(r?er)) fir ’I“g <7

Q

n>1
o _ >
U, = o
Gmy, r
0 .0 s 0 0
5 g 5 | Pro(cos(ry,17)) fir rg >r
TOL T'Oé
n>2

bzw.

(’“) (1= (=¢)™ ") Pogoy(cos(rS,,x%))  fiir 78 > r°,

rc
TO(

Gm,
Ul = ———

(1+q)rg ,;1
wobei d,,(1) fiir das Kronecker-Symbol steht.
Mit der Hilfe des Additionstheorems der Kugelfliichenfunktionen (19) lassen sich die Kraftfunktionen U und
US in Form einer Funktion der Kugelkoordinaten (r,60,A) des zur Untersuchung anstehenden Korpers und
(s Oy M) des storenden Korpers auferhalb des Zwei-Korper-Systems ausdriicken, wie im Falle der Funktionen
U§ und U§, siehe Schneider/Cui [64].
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1.5 Darstellungen in Hill-Variablen

Die Hill-Variablen (q,p) := (r,u,Q;7, G, H) als die Bahnbewegung beschreibende kanonische Variablen sind
folgendermafen definiert:

r ... der Radiusvektor r =|r|= (x2 +y? + 22)1/2

u ... das Argument der Breite cosu=-s-N,sinu=s-W

Q ... die Linge des aufsteigenden Knotens cos§2 =N -by,sinQ) =N -by

7 ... die radiale Geschwindigkeit 7 =v-s

G ... der ,Drehimpuls’, der Absolutwert des Drehimpulsvektors G =|G|,G =r X v
H ... die Polkomponente des Drehimpulsvektors H = G - bg

wobei s = r/r der radiale Einheitsvektor, n = G/G der zur Bahnebene normale Einheitsvektor und t =n x s
der komplettierende und innerhalb der Bahnebene liegende Einheitsvektor sind. Zusammen bilden sie das
Dreibein des Gaujf$’schen Bahnkoordinatensystems. N = by x n und W = n X N sind zwei zueinander senk-
rechte Einheitsvektoren innerhalb der Bahnebene und (by, b, bs) sind die drei Basisvektoren des Kartesischen
Koordinatensystems.

v

Satellit

absteigender
Knoten

Aquatorebene

aufsteigender
Knoten

Bahnebene

Abb. 2: Gauf’sches Bahnkoordinatensystem und Hill- Variablen

Aus der o.g. Definition ist ersichtlich, dass alle sechs Hill-Variablen Funktionen der Positions- und Geschwin-
digkeitskomponenten sind. Umgekehrt lassen sich diese wie folgt als Funktionen der Hill-Variablen ausdriicken
(SL’j = I"bj,'l}j :V'bj,j = 1,2,3):

T cos u cos 2 — sinu sin €2 cos %

o | =7 | cosusinQ +sinucosQcosi |,

T3 sinu sin¢

U1 cosu cos §) — sinusin 2 cos ¢ —sinucos 2 — cosusin {2 cos

vy | =7 | cosusin€) + sinwcos 2 cosi +g —sinusin ) + cosucos2cosi |,
VU3 sin u sin? cosusin?

wobei die Inklination ¢ von den Variablen G und H abhéngt

CcoSt = —

e

Die Bewegungsgleichungen lauten dann
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dr_ oF L

dt — o’ a —  or 'V

du OF r . g dG  OF g

@ " aG g eovisinufs, & au T2

aQ  oF oy 1 . dH _ OF e .
a0l T Gamgtnws @~ oo T rlosify —sinicosufi)

mit der Hamilton-Funktion )
. G
F:;UZ_VZ;(TMTQ) -V,

wobei f{, f3, f§ fiir die Komponenten der auf die Einheitsmasse wirkenden nicht-gravitativen Kraft bzgl. des
Gauk’schen Koordinatensystems (s, t,n) stehen und V die gravitativen Kréfte erfasst.

Die Darstellung des Geopotentials in Hill-Variablen ist bei Kaula [26] (Formel (3.61)) angegeben. Die Kugelfla-
chenfunktionen konnen folgendermafen in Hill-Variablen formuliert werden:

i Frmp (i) cos (n — 2p)u + mQ) (n—m gerade)
Ppm(cosf) cosmA = p:O (0 <m <n),
Z Frmp (i) sin (n — 2p)u + mQ) (n—m ungerade)
p=0
i Frmp (i) sin (n — 2p)u + mQ) (n—m gerade)
P, (cos ) sinmA = p:O (I1<m<n).
— Z Frmp (i) cos (n — 2p)u + mQ) (n—m ungerade)
p=0

Hier ist Fj,;,,(i) die Kaula’sche Inklinationsfunktion. Eine eingehende Untersuchung tber die Eigenschaften
dieser Inklinationsfunktionen in in Cui [6] gegeben.

Werden sie in (24) eingefiihrt, dann ergibt sich die Darstellung des Gravitationspotentials eines um die Polachse
b3 rotierenden starren Korpers in Hill-Variablen, die ihrerseits festgelegt sind durch das Massenzentrum und
die Drehachse des betrachteten Korpers:

GM Qe
Ut = {1+Z(r> €(2p)0 F(2p)0p( i)+
p>2
9) ae\k+2p ae k+2p
+2) ) (7) C(k+2p)0 Fk+2p)0p () cos ku +QZ Z( ) Clet2p)0 Flk+2p)0p (1) sin ku +
k>2 p k>1 p
k+2p k+2p
+ Z Z( Clk+2pym Fkt-2pymp (1) COS Ak, +Z( ) S(k+2pym F(ks2p)mp (1) sin akm) +
m>1 k \p
k+2p Qe k+2p
+ Z Z( k+2p)m F(k+2p)mp( ) sin Qlem, _Z (7) (k+2p)m F(k+2p)mp( ) Ccos akm)}
m>1 k P

mit der Abkiirzung

=ku+m(Q —0O),
(u)

wobei die Summationen Zk>2 fiir gerade k, Zk>1 fiir ungerade k, >+, Zk fiir gerade m+kund > o1 >y
fiir ungerade m + k durchgefiihrt werden.

Der Laufbereich vom Summationsindex p lisst sich durch die Bedingungen

0<p<k+2p und k+2p>m

eingrenzen.
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2 Hauptprobleme in der Bahntheorie und Losungsstrategie fiir das
erweiterte Zwei-Korper-Problem

2.1 Allgemeine Form der Bewegungsgleichungen

Formel (16) gibt eine allgemeine Form der Bewegungsgleichungen fiir das erweiterte Zwei-Korper-Problem an.
Unter Weglassen des Hochindexes B, der auf das Bezugssystem hinweist, erhélt man drei Differentialgleichungen
2. Ordnung

d2
de;” = G(r,t) + Z(r, i 1) = K(r, ;) (27)
fiir den Ortsvektor r im entsprechenden Bezugssystem oder sechs Differentialgleichungen 1. Ordnung
dr
at -~V
(28)
dv . .
My = G(r,t) + Z(r,1;t) =: K(r, 1;t)

fiir Orts- und Geschwindigkeitsvektor (r,v) mit der Abkiirzung
G(r,t) =mV, (Uo(mo; r;t) + Z Ua(ma;1; t))

fiir die gravitativen Kréfte. In der Himmelsmechanik dominieren die gravitativen Krifte die nicht-gravitativen
Kréfte
G(r,8)] > [Z(r, 75 1)].

Das Gleichungssystem (28) l4sst sich weiter umformen in ein System aus sechs Differentialgleichungen 1. Ord-
nung fiir sechs unbekannte Funktionen (y1,ys, ..., ¥ys)

dy; )
dyt = (y1,Y2,---,Ys;t) (i=1,2,...,6) (29)

durch eine umkehrbare Transformation

(I‘,V) ~ Yy = (y17y27"'7y6)~
In speziellen Féllen nimmt das System (29) eine kanonische Form an
dqi OH dpi 0H

= z1 =— zP L =1,2
a =~ ap, T A &~ ag T4 (i=1,2,3) (30)

wobei

H(q,p;t) =T(q,p) + V(a,p;t)

die Hamilton-Funktion ist mit der kinetischen Energie T'(q, p) bzw. potentiellen Energie V' (q, p;t); (q,p) sind
gegenseitig konjugierte kanonische Variablen. Die Variablen (r,v) und (q, p) sind durch eine kanonische Trans-
formation verbunden.

Das Gleichungssystem (27) stellt eine allgemeine Form der Bewegungsgleichung fiir das erweiterte Zwei-Korper-
Problem in beiden o.g. Bezugssystemen dar; (28), (29) und (30) ergeben mathematisch dquivalente Formen.
Die Losung irgend eines dieser Systeme beschreibt den Bewegungsablauf; eine Naherungslésung beschreibt den
Bewegungsablauf ndherungsweise. Ist die Losung der o.g. Systeme durch einen Satz von Funktionen der Zeit
yi(t) (1 =1,2,...,6) gegeben, dann gibt ein Satz der Funktionen g;(t) eine Naherungslosung kter Ordnung der
Systeme an, wenn gilt

|yz(t) _gi(t” :O(Ek+1)’ (7;: 1’2a""6)

wobei € der im Problem auftretende Kleinheitsparameter ist. Fiir die Bahnbewegungen ist die Keplerkraft der
dominierende Anteil an der Gesamtkraft. Der Kleinheitsparameter ¢ ist definiert als das Verhéltnis des sonstigen
Kraftanteils zur Keplerkraft. Fiir das Potential der Erdgravitation sind die harmonischen Koeffizienten cy(g) ~
O(1073), (Cnms Snm) & O(107°) (n > 2 oder m # 0). So wird meistens ¢y (g) fiir die Beschreibung der Bewegung
von Erdsatelliten als Hauptkleinheitsparameter verwendet, d.h., e = c(g), Wobei (Cnm,Snm) = 0(107°) als
Grofen 2. Ordnung betrachtet werden. Fiir extrem hoch bzw. niedrig fliegende Satelliten kénnen die Mond-
und Planetengravitation bzw. der Luftwiderstand iiberwiegen.
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2.2 Hauptproblem
Es sei ein Teil Gy (r,t) der im Problem auftretenden gravitativen Kréfte dominierend iiber alle anderen Krifte.
Dann lésst sich die Gesamtkraft zerlegen in
K(r,7;t) = Gu(r,t) + Ggr(r,t) + Z(r,1;t)
mit
Gg(r,t) = G(r,t) — Gg(r,t),

so dass
|GH(rv t)| > |GR(r7t) + Z(I‘, I',t)| (31)

Damit wandelt sich die Bewegungsgleichung (27) in

d2
md—; = Gp(r,t)+ Hauptteil der gravitativen Kréfte
+ Gg(r,t)+ Restteil der gravitativen Krafte
+ Z(r,1;1) Resultierende der nicht-gravitativen Krifte.

Dies ermoglicht, das vereinfachte Bewegungsproblem (Hauptproblem)
d2I‘h

m
de?

als eine Niherung des aktuellen Bewegungsproblems (27) einzufithren und eine Bestimmungsgleichung fiir den
Unterschied

= GH(I‘h,t) = I‘h(t)

A(t) :=r(t) — rp(t)
der Losungen der beiden Bewegungsgleichungen anzugeben. Dazu wird die Differenz der Bewegungsgleichungen
d’A
m
de?

gebildet.! Entwickelt man jetzt die von r(t) abhingigen Kraftkomponenten um die Losung ry(t) in eine Tay-
lorreihe und bricht nach den linearen Termen ab, so erh&lt man wegen

= K(I‘,f‘;t) — GH(I'h,t) = GH(I‘,t) — GH(I‘}“t) + GR(I‘,t) + Z(ni‘;t)

GH(I‘}L—I—A,t) = GH(I‘h,t) + A - [VrGH(I‘,t)]h—F'-' ,

GR(I'h + A,t) = GR(I‘}“t) + A - [erR(I‘,t)]h + -,

Z(rn + At + Ajt) = Z(ry, thit) + A - [VoZ(r, B1)], + A [ViZ(r,i58)], + -+,

also die lineare Bestimmungsgleichung fiir die Abweichung

2
mﬁ = A [ViZ(r,i;t)], + A+ [Ve(Gr(r,t) + Gr(r,t) + Z(r, i:1))], + lineare Terme

de? (32)

+ Ggr(rp,t) + Z(rp, th;t) freie Terme.

Aus dieser linearen gewohnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung ist die Abweichung A(t) bestimmbar.

Anmerkung: Bei Anfangswertdeterminierung ist dies gleichbedeutend mit der Losung der Volterra’schen Inte-
gralgleichung (Schneider[60])

¢
At) = A(t) + /(t - T){A . [VfZ(r, r; T)]h + A - [Vr (G(r,T) + Z(r, 1 T))}h + Gg(ry, 7) + Z(rp, Th; T)} dr
to

mit ~ ~ . .

A(t) = Ag + Ag(t —to), Ay, A Integrationskonstanten.

Im Hamilton-Formalismus lasst sich dementsprechend eine Zerlegung der Hamilton-Funktion

H(q,p;t) = Hu(q,p;t) + Hr(q, p;t)

Lder Index h bedeutet eine Ersetzung der Orts- und Geschwindigkeitsvektoren (r,¥) durch (rp, )
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mit
|Hy(q, p;t)| > [Hr(q, p;t)|
einfithren. Damit ist ein Hauptproblem

%_GHH dph__(?HH
d  op |,’ d  dq |,

zur Losung (qn(t), pa(t)) definiert. Entsprechende Linearisierung fiihrt zu

o —AztE (33)

dem System linearer Differentialgleichungen zur Bestimmung bzw. zur Schitzung der Abweichung

z=(q(t),p(t)) = (alt) — ar(t),p(t) — Pu(?))

der aktuellen Bewegung (q, p) von der Losung (qh(t), ph(t)) des Hauptproblems. Darin ist A eine quadratische
Matrix mit den zweiten partiellen Ableitungen der Hamilton-Funktion Hy = Hg(qp, pr) als Elemente; T ist eine
Spaltenmatrix und enthilt als Elemente die partiellen Ableitungen von Hp beziiglich der Variablen (qp, pp).2

Es liegt damit die folgende Losungsstrategie fiir die Behandlung des aktuellen Bewegungsproblems in der klas-
sischen Himmelsmechanik nahe:

1. Definition und ausreichend genaue Losung eines Hauptproblems, das einen dominierenden Anteil der Kréfte
erfasst,

2. Formulierung und Lésung der Gleichung fiir die Abweichung A(t) bzw. z(t),

3. Zusammensetzung und Qualitéitsbeurteilung der Teillssungen r(t), A(t) oder (qx(t), pa(t)), z(t) zur
Losung r(t) oder (q(t), p(t)) des aktuellen Bewegungsproblems.

Dazu seien einige Anmerkungen gemacht:

ad 1.
Die Schnittstelle

Hauptproblem <<  aktuelles Bewegungsproblem

kann unter der Bedingung (31) unterschiedlich gelegt werden, beispielsweise in der Gestalt

GMe .
a) Kkep = mV, =mVUgo << K(,1;t),
———
Gesamtkraft
Keplerkraft
b) Ky = mvr(UG,oo + UG,QO) < K(r, i) .
———
Keplerkraft + Abplattung Gesamtkraft

Ein wichtiges Kriterium bei der Festlegung der Schnittstelle und damit fiir die Definition des Hauptproblems
ist die ausreichend genaue oder strenge Losbarkeit des Hauptproblems. Im Fall

a) ist das Hauptproblem exakt 16sbar, da das Kepler-Problem integrabel ist,

b) des klassischen Hauptproblems liegt keine Integrabilitéit mehr vor.

Weitere Beispiele werden in folgenden Abschnitten diskutiert.

ad 2.
Darauf wird nach der Behandlung des Hauptproblems eingegangen werden.

Fiir die linearen Bestimmungsgleichungen (32) fiir die Abweichung A(¢) liegt keine allgemeine Losung vor. Die
Differentialgleichung (33) zur Bestimmung der Abweichung z(t) hat jedoch die allgemeine Losung (Bronstein/
Semendjajew [2], Hiller [18])

2Werden die nicht-gravitativen Krifte berticksichtigt, dann enthalten die Matrizen A und ¥ dariiber hinaus auch die partiellen
Ableitungen Zf und Zf) - dies wird in dieser Arbeit jedoch nicht behandelt.
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¢ R, t R_ t
72— e WA A<U>dﬂ/ e~ AT 5(1) dr — BB (k) ¢ + <1>(t)/ () i(r)dr. (34)

to to
In (34) ist der erste Term die allgemeine Losung des zugeordneten homogenen Systems dz/dt = Az.

®(t) = e Ao — (¢,.) ist die Fundamentalmatriz des Systems; die Spaltenmatrix ¢ enthilt die frei wiihl-
baren Integrationskonstanten. Der zweite Term stellt eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems dar.
Ersichtlich gilt z(tp) = c.

ad 3.

Eine Beurteilung der erzielten Losungen des Hauptproblems wie des aktuell gestellten Bewegungsproblems kann
beispielsweise durch Abschdatzungstheoreme erfolgen. Darauf soll ebenfalls erst nach der Ausfithrung der ersten
beiden Schritte ndher eingegangen werden.

Zur Abschétzung der Losung des Gleichungssystems (33) steht u. a. das Theorem von Kamke (s. Abschnitt 5.4.1)
zur Verfligung:

Gibt es zwei Konstanten M > 0 und N > 0 so dass

dz
dt

fiir tg <t <T < oo gilt, dann gilt die Abschatzung

<Mz +N

_ N _
Il < fla(to) | 710 57 (M=) —1). (33)

Aus dem Theorem ist ersichtlich, dass der Absolutwert des unbekannten Vektors von zwei Faktoren abhéngt;
einerseits von den Anfangswerten ||z(¢o)|| und andererseits vom Zeitablauf (¢ —tg). Das bedeutet, dass die Ab-
weichung der Losung des Hauptproblems eines Bewegungsproblems von der aktuellen Bewegung nicht schneller
als eine Exponentialfunktion des Zeitablaufs wéchst.

Diese Abschétzung ist einerseits etwas zu pessimistisch; andererseits besagt und bringt sie daher nicht viel fiir
die praktische Anwendung.

Bei der Beweisfithrung des Kamke-Theorems (35) wurde die allgemeine Losung (34) des Systems (33) nicht
genutzt. Wir werden von der Losung (34) ausgehend eine alternative Abschitzung durchfithren. Mit Hilfe der
bekannten Theorie zur Abschitzung der Normen von Matrizen erhélt man aus (34)

lzl| < @O 12 (o) " ll] + II‘P(t)II/t 12 (7)™ IF(r)] dr, (36)

worin ||z|| = VzTz, ||c|]| = VcTc, ||F(7)|| = VETT fiir die Normen der Spaltenmatrizen z, ¢ und ¥(7) stehen.
[|@(t)] ist die Norm der quadratischen Fundamentalmatrix. Sie ist gleich der zugeordneten Determinante der
Matrix und wird Wronski-Determinante genannt.

Die zeitliche Entwicklung der Determinante ist durch die Liouville-Formel

Rt
1B()]| = |®(to)|| e w47

gegeben, wobei trA fiir die Spur der Matrix A steht. Einfithrung dieser Spur in (36) ergibt

R, trA(c)do R tirA d ~ R trA(o)do t max (R:trA(cr) da’) B
lal] < e % el + [ e FrA@ g dr < e ol + [ e 0¥ 1#()]| dr.
to tO
Mit
M = nax (trA(o))
ergibt sich
t t M(t - t()) M >0
/trA(o) do < M(t —to) max (/ trA(o) da) < max (M(t—r1)) =
to to<T<t r to<7T<t 0 M <0

und daher
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max (RttrA(a) do) eﬂ/[(tito) M >0
e to<rt<t> T — .
1 M <0

Daraus schliefit man

t eM(t=to)  Ar >
lz]| < Mt je| +/Hf(7)|| dr :
to 1 M <0
Dieses Ergebnis lasst sich zusammenfassen durch ein
Theorem: Fir die Losung des Systems linearer Differentialgleichungen (33) gilt die folgende Abschétzung:

-firM>0
t
2| < M=ol (||C|| +/tHf(T)|| dT>7 (37)
0
-fir M <0 .
2] < eM=)|ic|| + / (7)) dr, (38)
to
- und insbesondere fiir M =0 .
2] < [lc]l +/tHf(T)|| dr, (39)
0

wobei M das Maximum der Spur ¢rA(7) innerhalb des Intervalls (to < 7 <) ist.

Im Vergleich mit dem Kamke-Theorem hat das neue Abschéitzungstheorem mehr konkrete Informationen des
Systems linearer Differentialgleichungen beriicksichtigt und daher zu mehreren Aussagen gefiihrt.

Mit dem neuen Abschitzungstheorem wurden drei Faktoren, welche zur zeitlichen Entwicklung beitragen, fest-
gestellt:

- die Matrix A des linearen Systems (iiber deren Spur ¢trA(t)),

- der freie Term ||F(7)| des Gleichungssystems (iiber das bestimmte Integral f;Hf"(T)H dr),
- die Anfangsbedingung c.

Aus (37) bis (39) sieht man, dass der Anfangswert c zu einer zeitlich exponentiellen Entwicklung beitragt, die
flir M > 0 mit der Zeit anwéchst, fiir M < 0 sich abschwécht und fiir M = 0 konstant bleibt.

Es ist ersichtlich, dass sich ein Hauptproblem in der klassischen Theorie in unterschiedlicher Weise definieren
lasst. Es kann sowohl integrabel als auch nicht-integrabel sein. Wenn ein Hauptproblem integrabel ist, dann
braucht man das Problem nicht mehr zu integrieren, weil in diesem Fall eine ausreichende Anzahl unabhéngiger
Integrale bereits bekannt ist. Zweitens, wenn der Unterschied zwischen dem integrablen Hauptproblem und dem
aktuellen Bewegungsproblem gewisse Bedingungen (Kleinheit und Periodizitét) erfiillt, dann lisst sich dieser
Unterschied durch eine fast-identische Transformation weiter verringern.

So entsteht der Begriff integrables Ndiherungssystem eines gegebenen kanonischen Systems; gemeint ist eine
Methode zur schrittweisen Konstruktion von integrablen Néherungssystem. Damit ergibt sich die folgende von
der klassischen Theorie abweichende Losungsstrategie in drei Schritten fiir die kanonischen Gleichungen:

1. Definition eines initialen integrablen Ndherungssystems des gegebenen kanonischen Systems: Zerlegung
der Hamilton-Funktion in einen gréfenordnungsméfig dominierenden, integrablen Anteil und einen kleinen
periodischen Restteil, vorausgesetzt, dass eine derartige Zerlegung moglich ist. Der erste Anteil stellt dann
die Hamilton-Funktion eines integrables Ndaherungssystems des aktuellen Bewegungsproblems dar.

2. Sukzessive Konstruktion von integrablen Ndiherungssystemen héherer Ordnung: Elimination des Haupt-
anteils des periodischen Restteils durch eine fast-identische kanonische Transformation. Zerlegung der
transformierten Hamilton-Funktion wie beim Schritt 1. Dadurch ergibt sich ein integrables Naherungs-
system mit hoherem Anndhrungsgrad in einem neuen Phasenraum. Wiederholung, bis der verbleibende
periodische Restanteil ausreichend klein ist oder eine derartige Zerlegung nicht mehr moglich ist.

3. Transformation der Lisung des integrablen Nédherungssystems in den originalen Phasenraum: Die jeweils
durch den Schritt 2 erhaltenen integrablen N&herungssysteme lassen sich als ein Hauptproblem des ak-
tuellen Bewegungsproblems definieren. Dessen allgemeine Losung kann dann direkt als eine allgemeine
Néiherungslosung des aktuellen Bewegungsproblems im transformierten Phasenraum iibernommen werden.
Was zu tun verbleibt, ist nur eine Transformation der Losung zuriick in den originalen Phasenraum.
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3 Losbarkeit des Hauptproblems

3.1 Integrabilitit des Hauptproblems
Die Frage nach der Existenz ausreichend vieler Bewegungsintegrale beantwortet sich wie folgt:

a) Im Sonderfall des Kepler-Problems liegen ausreichend viele Bewegungsintegrale vor, das Bewegungspro-
blem ist integrabel (Schneider/Cui [64]). Es ist als Stdckel-System (Schneider [60], [63]) integrierbar durch
Separation der Variablen.

b) Das klassische Hauptproblem ist nicht-integrabel. Das wurde mit Hilfe des Ziglin’schen Nichtintegra-
bilitatstheorems (Schneider/Cui [64]) und einem von Yoshida angegebenen Kriterium bewiesen (Irigoy-
en/Simo [21], Schneider [63]). Ob sich die Beweisfiihrung auf den Fall des axialsymmetrischen Gravitati-
onsfeldes iibertragen lésst, ist eine offene Frage.

¢) Das verallgemeinerte Hauptproblem, in dem auch nicht-zonale Harmonische vorhanden sind, ldsst nach
bisheriger Kenntnis nur ein Bewegungsintegral zu, das Jacobi-Integral (Schneider/Cui [64]). Dieses ist
eine Kombination aus Erhaltung der Gesamtenergie und partieller Erhaltung des Bahndrehimpulses, in
die das Jacobi-Integral im axialsymmetrischen Fall zerféllt (Schneider [63]).

Zusammenfassend lasst sich demnach sagen:

Tab. 1: Bewegungsprobleme und bekannte Bewegungsintegrale

Bewegungsproblem bekannte Bewegungsintegrale

Kepler-Problem Erhaltung des Bahndrehimpulses
Erhaltung der Gesamtenergie
Laplace-Integral

Kepler-Integral (Kepler-Gleichung)

klassisches Hauptproblem und partielle Bahndrehimpulserhaltung
axialsymmetrisches Feld Erhaltung der Gesamtenergie

verallgemeinertes Hauptproblem | Jacobi-Integral

3.2 Integrable Niherungssysteme des Hauptproblems

Bewegungsprobleme, die (im Hinblick auf die Krifte) Ndherungen des verallgemeinerten Hauptproblems und
iberdies integrabel sind, sind neben dem Kepler-Problem, das Vinti-Problem (Schneider [63]) und das Cui-
Problem (Cui [6]). Die beiden ersteren gehoren zur Klasse der Stdckel-Systeme. Das Vinti-Problem kann als
Zwei-Zentren-Problem interpretiert werden (Stumpff [70], Schneider [63]). Welche integrablen Naherungssyste-
me des verallgemeinerten Hauptproblems die Integrabilitits-/Separationstheoreme von Cui (Schneider/Cui [64])
zulassen, wird im Folgenden ausfiihrlich besprochen werden.

3.2.1 Kleinheitsparameter und Ordnung einer Bahntheorie

Nach Meyer [44] bietet sich fiir das hier interessierende Hauptproblem der Theorie der Satellitenbahnen (um
die Erde) folgende Definition des Kleinheitsparameters - Verhaltnis des Storpotentials R zu dem Potential der
Kepler-Kraft - an:

R G(Mg +msg) diy cim (a@)l
€= ~ ~ () cim.

G(Mg + mg)/r T G(Mg + mgs)/a altl co  \a

Fiir die Erde als Zentralkérper erhilt man danach wegen cog = 1, O(cog) = 1073 und O(cym, s1mm) < 1076 als
brauchbaren Kleinheitsparameter

g 1= Cyp-

Unter der Ordnung k der Losung eines Bewegungsproblems soll dann die k. Potenz des Kleinheitsparameters
verstanden werden in dem Sinne, dass gilt
O(x(t) — @(t)) = O(e"),

d.h., dass die Abweichung der genéherten Losung Z(¢) von der strengen Losung x(t) von der Grofenordnung
O(g**1) ist. Dieser Begriff wird dann sinngemif auf die Bahntheorie selbst iibertragen.
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3.2.2 Definition eines integrablen Niherungssystems k. Ordnung

Betrachtet seien zwei kanonische Systeme mit je n Freiheitsgraden, beschrieben durch die Hamilton-Funktionen

HZH(QaP) Q:: {q17QQ7"'aqn} P = {plap27"'7pn} (4O>

und - - - -
H:H(Q7P) Q = {CYD(IZ)"'?CYTL} P = {ﬁl?ﬁ%“’vﬁn}' (41)

Das System (41) sei integrabel mit der aus 2n unabhingigen Bewegungsintegralen abgeleiteten allgemeinen
Losung

qx = qk(alv Q2,..., a2n;t)7 Dk = ﬁk(alv a2,..., a2n;t)'
Die Grofen (a1, as,. .., as,) sind Integrationskonstanten.

Definition (1): Wenn fiir die Losungen der kanonischen Systeme (40) und (41) innerhalb des Intervalls ¢ € [y, 73]

q}C(t) - Qk<alaa2a ey a?n;t) = O(€k+1>7 pk(t) - ﬁk(ah ag, ... 7a2n;t) = O(€k+1)

gilt, worin ¢ ein charakterisierender Kleinheitsparameter ist, dann stellen beide Systeme gegenseitig Ndherungs-
systeme k. Ordnung voneinander dar; insbesondere das System (41) ein integrables Naherungssystem k. Ordnung
des kanonischen Systems (40) im o. g. Intervall der unabhéngigen Variable ¢. Dabei wird die Differenz

R(Qap) = H(Q7P)‘Q:Q’P:P - H(Q_,P)
das Residuum der Anndhrung genannt.

Aus der Definition ist ersichtlich, dass die allgemeine Losung eines integrablen Néherungssystems k. Ordnung
eines gegebenen kanonischen Systems unmittelbar eine allgemeine N&herungslosung k. Ordnung des gegebenen
Systems angibt. Andererseits, wenn es sich um ein integrables System handelt, dann sind dessen Integrale in
ausreichender Anzahl bzw. die allgemeine Losung bereits bekannt.

So wandelt sich die Aufgabe, ein kanonisches System ndherungsweise zu 16sen, zur Suche und Findung eines
integrablen Naherungssystems gewisser Ordnung des gegebenen Systems. Das ist die methodische Bedeutung
des Begriffs vom integrablen Néherungssystem eines kanonischen Systems.

Theoretisch ist die Existenz eines integrablen Néherungssystems fiir ein beliebig gegebenes kanonisches System
nicht gesichert. Ausgehend vom Begriff des integrablen Naherungssystems k. Ordnung lésst sich die Integrabi-
litdt in einem verallgemeinerten Sinn definieren durch:

Definition (2): Wenn es zu dem gegebenen System ein Nédherungssystem k. Ordnung, aber kein derartiges
System mit hoherer Ndherungsordnung gibt, dann soll das gegebene System als von k. Ordnung integrabel
genannt werden.

Definition (3): Wenn es zu dem gegebenen System ein integrables Niherungssystem beliebiger Ordnung gibt,
dann heifte das System wvoll integrabel.

Ein im verallgemeinerten Sinne integrables System ist praktisch integrabel, d. h., es liegen allgemeine Losungen
mit beliebig geforderten Genauigkeiten zu dem System vor. Der Unterschied zwischen der Integrabilitdt im o. g.
verallgemeinerten Sinne und der Integrabilitdt im konventionellen Sinne liegt nur darin, dass letztere einen
Grenzfall der ersteren darstellt.

Satz(1): Ein ein integrables System k. Ordnung besitzendes System hat allgemeine Niherungslosungen bis zur
k. Ordnung.
Unter den genannten Bedingungen gilt

Satz (2): Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das System (41) ein integrables Ndherungs-
system k. Ordnung des kanonischen System (40) ist, lautet

T2
/ R(Q(an, qs, ..., a0n:t), Plar, a, ..., az,; 1) dt = O(eM). (42)
T1

Beweis: Entwickelt man das System (40) um die Losung des integrablen Systems (41) in eine Taylorreihe und
bricht nach den linearen Termen ab, subtrahiert sodann die kanonischen Bewegungsgleichungen der Systeme
(40) und (41), so erhélt man fiir die Variablen Z = {z1, 22, ..., 22, } mit

Zok—1 = qi(t) — Gk, Zok, = Pi(t) — Di fir k=1,2,...,n

die lineare Differentialgleichung
d—z =Az—+rT1
dt ’
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worin z = (21,22,...,29,)7, T Spaltenmatrizen und A eine quadratische Matrix sind. Letztere enthilt als
Elemente die partiellen Ableitungen von R(Q, P) beziiglich der Variablen (Q, P). Elemente von A sind also die
zweiten partiellen Ableitungen der Hamilton-Funktion H(Q, P). Die lineare Differentialgleichung zur Bestim-
mung der korrespondierenden Bahnpunkte hat die allgemeine Losung (Hiller [18], Bronstein/Semendjajew [2])

R R R
z—c¢ Adtc+e Adt/e— Adtf‘dt.

Darin ist der erste Term die allgemeine Losung des homogenen Systems dz/dt = Az und der zweite Term ist
eine partikuldre kosung des iphomogenen Systems. Die Spaltenmatrix ¢ enthélt die frei wahlbaren Integrati-
onskonstanten. e A9 und e~ A9 sind quadratische Matrizen.

Zur Abschitzung der Grokenordnung von z berechnet man die Norm ||z]| = vzTz der Spaltenmatrix z. Man
erhélt

R R R
||Z|| < He AdtC e Adt/ef Adtf‘dt

worin die Norm einer quadratischen Matrix definiert ist durch den Absolutwert ihrer Determinante.

|+

9

Fiir den zweiten Term in der Losungsdarstellung erhilt man wegen (42)

Rad Rad Rad Rad
e t/e* Lrde]| < He t /He* t
max

R
e Adt

R R
[t = [le 2| e Ao

It =0

max

R
und, weil das Produkt der Normen - Adt

beschréinkt ist,

R
e AL

R
Da e 49 = O(1) nicht klein ist, muss fiir die frei wihlbaren Integrationskonstanten, nach der vorausgesetzten
Bedingung des Satzes, ||c|| = O(¥+?) gewiihlt werden. Damit erhilt man

max

R R
lzll < [Je 29| gl + e A
-

max

max

R
e 22| lell < 1t = to] O(F+2) = O(++)

und damit
lz| = O(Ek+1)7 w.z.b.w.

Der Satz (2) bedeutet, dass die allgemeine Lisung eines integrablen Ndherungssystems k. Ordnung des gegebenen
Systems eine allgemeine (von 2n frei wihlbaren Integrationskonstanten abhéngige) Naherungslosung k. Ordnung
dieses Systems darstellt. Dieser Satz wird die Grundlage der zu entwickelnden Losungsstrategie zur Losung des
Bewegungsproblems (40) bilden. Sie hat das Ziel, ein integrables Niherungssystem hinreichend hoher Ordnung
fiir das aktuelle Bewegungsproblem zu konstruieren.

4 Integrable Formen von Lelgemann und Cui

Da das integrable Cui-System in Hill’schen Variablen formuliert ist, soll das verallgemeinerte Hauptproblem in
diesen Variablen aufgeschrieben werden.

4.1 Verallgemeinertes Hauptproblem in Hill-Variablen
Die Bedeutung der Hill-Variablen
Q = {Q17q27Q3} = {T’,U7Q} 3 P .= {p17p27p3} = {Ta GaH}
ist der Abbildung 2 im Abschnitt 1.5 zu entnehmen. Es ist r» = |r|, 7 = (r - v)/r, G = h = |h| und H = h,,
wobei h =r x v mit h = (hg, hy, h,)T.
In den kanonisch konjugierten Variablen
x; = z;(v,r), yi = yi(v,r) fir 1=1,2,3

bestehen die kanonischen Bewegungsgleichungen (Schneider [61])
dQ OF dP  OF

dt -~ op’ dat - 0Q
mit der Hamilton-Funktion
F=F(Q,P;t)=T(Q,P)— (1+qV*(Q, P;t).

Darin bezeichnet T' die auf die Masseneinheit bezogene kinetische Energie des Satelliten.
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Wenn die oben eingefiihrten Hill-Variablen {x1, zo, 23;y1,¥2,y3} := {7, G, H;r,u, )} verwendet werden, dann
lasst sich die Hamilton-Funktion durch

Pt '2+G—2 L Ry(G Hiru, 1)
—2 r 7“2 r 0 r,u

ausdriicken. Die Anisotropie Ry des Gravitationspotentials wird in den Hill-Variablen beschrieben durch

/’L e Qe 2s+2p
= Z ( ) cepoFiepop(i) +2 = Z Z ( ) C(2s+2p)0F (25 12p)0p (1) COS (240 +
s>1p>0
" Qe 2s+1+2p
+2- Z Z ( ) cs+1+2p)0F (25 11+2p)0p(8) SiD Q25 11)0 +
s>0 P
Iz e\ F+2p
Z Z Z ( ) Fliey2p)0p (1) (C(h-42p)m COS Qo + 3 (k4 2p)m S Q)
m>1 k p
Darin sind ¢,,,,, und §,,, mittels
Crms S n+m gerade
(6nm; gnm) = ( " ”m) fir m >0
(=Snms Cm) n+m ungerade

definierte zugeordnete harmonische Koeffizienten und
A = ku + m(Q — @)

ist eine lineare Kombination der Winkelvariablen u, 2 und ©.

Anmerkung: Die hier gewéhlte Darstellung der kanonischen Bewegungsgleichungen unterscheidet sich von der
in Schneider [60], [61], [62], [63] gewéhlten durch eine Austauschtransformation und einem daraus resultierenden
Vorzeichenwechsel der Hamilton-Funktion wie auch der kinetischen Energie. Diese Darstellung wird gewahlt,
um Anschluss an frithere Arbeiten von Cui zu haben.

Der in der Darstellung der Hamilton-Funktion auftretende Faktor 1 4 ¢ beriicksichtigt die Mitbewegung des
Zentralkorpers eines Zweikorperproblems. Wegen der Kleinheit wird er haufig vernachléssigt.

4.2 Ein als integrables Nidherungssystem zur Bahntheorie verwendbares integra-
bles kanonisches System

Eine strenge Losung der kanonischen Bewegungsgleichungen in den Hill-Variablen hat Cui gefunden, aufbauend
auf Vorarbeiten von Lelgemann. Wie in Cui [6] und Schneider/Cui [64] gezeigt, ist ein in den Hill-Variablen
(r,G,H,T;r,u,Q,t) dargestelltes kanonisches System mit der Hamilton-Funktion

N 5 1G? o 1 9 - -
Ff=—pc4-— — = — ﬁX(G,H)—q)(G,H,e )—VU(G,H,t)+T (43)

unter der Bedingung
G? - 2X(G,H) >0

integrabel. Verwendet werden die Abkiirzungen
F2 2 I 2
I = (G*-2X(G,H)"> =1(G, H), €2 = ( - 1) + (T) . (44)

Damit lasst sich die Hamilton-Funktion iiber

ausdriicken.
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4.2.1 Die ersten Integrale und vollstindige Losung

4.2.1.1 Die ersten Integrale
Das durch (43) angegebene System ist nach den Theoremen iiber die Integrale von kanonischen Systemen
integrabel. Da die Hamilton-Funktion die generalisierten Koordinaten » und €2 nicht enthélt, ergeben sich zwei
erste Integrale

G = a9, H = Qas.
Aus (43.a) ist ersichtlich, dass die Hamilton-Funktion vom Variablenpaar (r,7) nur zusammen mit I' = T'(G, H)
iiber die Kombination e? abhingt. So erhilt man ein weiteres Integral

() (G e

Zudem hingt die Hamilton-Funktion vom Variablenpaar (£,T) allein iiber die letzten zwei Terme ab; es ergibt
sich daher

U(G,H,t)— T = ay. (46)
Damit liegen 4 erste Integrale des gegebenen Systems vor. Von den Integrationskonstanten sind oy, as und

a3 mit dem Bewegungszustand direkt verbunden; jede Wahl von Werten fiir sie entspricht einem speziellen
Bewegungsablauf. Der Wert der Integrationskonstanten ay beeinflusst den Bewegungsablauf hingegen nicht.

Nachfolgend werden weitere Integrale formuliert.

4.2.1.2 Das Differential der Hamilton-Funktion und die Differentialgleichungen fiir Funktionen
der kanonischen Variablen

Differentiation von (44) ergibt

2 2 2\ 2
aer = -2 (P—l)d IPLELPH +F<(F> (1—62)>dl",
T T T
pr? \ o [ )
or or
dr = %dG+8fHdH
Mit Hilfe von (47) erhélt man das Differential der Hamilton-Funktion
oo gk (T2 cdig (9RO L 2(02 ) oy 00 (0%) OV
dF* = —d-3 (W 1>dr+19rdr+<19 530 T T \ 9e2 (1 e)aG oG ) ~ac J4G+ .
48
ror 2 /0% or 0P ov ov .
*(%mﬂr(aez)(l “) om <8H>_8H)dH_aEdt+dT

mit der Abkiirzung

9—1-2 (gf) (49)

0® 0P
In (48) bezeichnen (8G> und ( 3 H) partielle Ableitungen der Funktion ®(G, H, e?) unter Festhalten von 2.

Mittels (48) sind die partiellen Ableitungen der Hamilton-Funktion nach allen kanonischen Variablen angegeben.
Aus ihnen lésst sich die Differentialgleichung fiir jedwede Funktion der kanonischen Variablen nach der Regel

G- =Y (a5 -2 o) (50)
k

Oqi Opr.  Opr Oqi

erstellen.
4.2.1.3 L&sung fiir ({,T); die Verbindung mit (¢,7)
- dt
Fiir die Variable t ergibt (50) die Gleichung Fi 1 und damit die allgemeine Lsung

~Zt-i-ﬂz;

mit der Integrationskonstanten (.
Das System (43) stellt ein Ersatzsystem des nicht-autonomen Systems

X(G,H) - ®(G, H,e*) —¥(G, H,t) (51)
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dar. Dabei ist ¢ in (51) durch # in (43) ersetzt worden. Um zu gewihrleisten, dass sich aus der Lésung des
Systems (43) die allgemeine Losung des Systems (51) ergibt, ist es notwendig, dass die Variable ¢ durch ¢
riickersetzbar ist, d. h.,

t=1t.
Damit ist die Integrationskonstante bestimmt
Bs =0,
und man erhélt aus (46) schlieklich
T=9(G,H,t)— ay. (46.a)

4.2.1.4 Losung fiir (r,7); die Bahnkurve und die Bewegung auf der Bahn
Das auf die Variablen (r,7) bezogene erste Integral (45) lasst sich durch die Bahngleichungen

2 : 2
L=1+€COSf, &:esinf ( :F> (52)
Hr 2 H

erfiillen. Die erste Gleichung in (52) beschreibt einen Kegelschnitt, dessen Brennpunkt im Koordinatenursprung

liegt. Es bezeichnet e die Exzentrizitdt und p den Kegelschnittparameter; zusammen bestimmen sie Form und

Grofe des Kegelschnittes. Die wahre Anomalie wird durch f symbolisiert; sie identifiziert die Position eines

Punktes auf der (Kegelschnitt-)Kurve. Fiir f = 0 erreicht der Radiusvektor seinen kleinsten Wert; dies entspricht

dem Perigdum der Bahn.

Beide Gleichungen in (52) definieren die wahre Anomalie und zwar als eine Funktion, neben e, von den Variablen
(r,7) und I'. Differentiation mit Hilfe von (47) ergibt

2\’ Iy I /T2 1 /T2 NG
df =L (=) Lar+=(—-1)di—-=(—+1)—dr (53)
2 \pr) n o\ pr I\ pr Iz

Aus (53) und (50) erhilt man die Differentialgleichung fiir f
r

df

S o e 54
Loy =y, (54)
deren Losung ein weiteres Integral in den Variablen (r,7) ergeben wird. Infolge der ersten Gleichung von (52)
enthalt die rechte Seite der Gleichung (54) aufler Konstanten nur f, so dass die Gleichung zu einer Quadratur

fiihrt.
Andererseits ist der Losungsvorgang der Gleichung fiir die Fille e < 1, e = 1 und e > 1 ganz unterschiedlich.
Fiir e < 1 fithrt man durch
pro 1
T2 1—¢2
die exzentrische Anomalie E ein. Es folgen dann die Umrechnungsformel
1—e f

tan — = tan =
3,1’12 Tre an2

(1 —ecosE)

und die differentielle Beziehung

r2\?

df = (1—e?) " (NT) (1 - ecos E)dE. (55)

Kombination von (54) und (55) ergibt

2
3/2 [
(1—ecosE)dE =9 (1 —¢€?) ﬁdt.
Daraus folgt direkt das Kepler-Integral
E—esinE=n(t—t"):=M

mit der Abkiirzung
dM 3/2 j1?
= =9(1-)"" =
n=— ( e ) 5 (56)
worin t* als Epoche des Periggumdurchgangs eine Integrationskonstante ist.

Schliefslich ergibt die Kombination von (54) und (56)

d(f — 2 ’
LMy (S-a-ay ), 657)
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4.2.1.5 Losung fiir (u,); die Drehung der Bahnkurve
Aus (48) erhilt man die Differentialgleichungen fiir u und €:

du _ yLOL 2 (00N 200 (00 (00
& "roc T\ oc ~\ac aG )’
a2 _ Lo (2(00N . )00 (00) (00
dt  r29H T \0e? OH O0H O0H )’
_or 2 (0D , OF [0 . o
Gf+(1“ (862)(1_6)8G_<8G>)(t_t) /(aa)dt”
ar 2 (99 ar oo . ov .
Q_M{f+(F<8e2>(1 “) 55 ~ (ay))“‘” /(w)dtm
/

mit den Integrationskonstanten w* und 2*, welche jeweils dem Wert der entsprechenden Variablen zum Zeit-
punkt des Periggumdurchgangs entsprechen.

Integration ergibt

(58)

Die zweite Gleichung beschreibt die Drehung der Bahnebene im Raum. Die Drehung der Bahnkurve innerhalb
der Bahnebene lisst sich durch die zeitliche Anderung des Arguments des Perigiums

w=u—f

beschreiben. Mit Hilfe der ersten Gleichung von (58) erhilt man

() GEo-A % @)oo [

Aus (58) und (59) ist ersichtlich, dass sich die zeitliche Anderung der Variablen u, Q und w aus drei Anteilen
zusammensetzt. Der Hauptteil (O(1)) ist der wahren Anomalie proportional, der zweite Anteil (O(®)) ist der
Zeit proportional und der dritte Anteil hingt von der Funktion ¥(G, H,t) ab.

4.2.1.6 Das System (43), das Lelgemann-System und das Kepler-Problem
Setzt man ®(G, H,e?) = 0 und ¥(G, H,t) = 0, dann folgt ¥ = 1. Damit erhiilt man das Lelgemann-System:

1 1G? u 1
Fr=_p2 4 _— D H
2 + 212 g2 X(G, H)
mit der Losung
213/2 u or . 8F . or .
. . or .
Wird weiter X (G, H) = 0 gesetzt, dann folgt I' = G, 90 = 0. Damit entsteht das Kepler-Problem:
1 1G?
F* = 77;2 + ,Gi _ H

mit der Losung

M:(1*6)3/2g3(t*t) u=f+u", Q=0 w=u"=w"

4.2.2 Reihenentwicklung zur elliptischen Bewegung

Reihenentwicklung der Potenz des Radiusvektors

(B)n = i Xnq(e)cosqf

qg=—N

Xpgle) = (;)2]; (2;‘71 q) (27;? q) (g)gj = Xople)  fir ¢>0. (60)

mit
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Fiir n > 0 ist X,,4(e) ein Polynom des Argumentes e und der Grenze des Summationsindex N = n; andernfalls
ist Xpq(e) eine zu Wurzelfunktionen (1 — e?)(1/2=1) fiihrende unendliche Potenzreihe von e und N = oco. Als

Beispiele werden hier die Funktionen fiir n = —1 und n = —2 angegeben:

1

X(1ygle) = (-1)9(1 —¢?) 2 (1_’_\/61_762> ; q20,

X(_Q)q(E) = (—l)q(l - ez) (1 + qm) (1 n m>q

Reihenentwicklung der equation of center (f — M) und ihrer Potenzen
f—M= Z d;l)(e)sinjf
j=—00
mit den Koeffizienten (fiir j > 0)

3
2

Wy — L2y
dj“(e) ]_(1 )

Xeap= v (L )

Rekursionsformeln fiir die Exzentrizititsfunktionen

1+m> -

Generelle Rekursionsformeln:

X(n+m)q =2 Z n(p— Q) ) + Xn(p-i-q)(e)) Xmp(e).

Vorwirts- und Riickwértsrekursion (durch Setzung von m = 1 und m = —1):

(&
X(nt1)9(€) = Xn(g)(€) + 5 (Xn(g-1)(€) + Xn(gr1)(€))

und

X(n-1)q(€) = %Z (Xn(p—q)(e) + Xn(p+q)(e)) X(-1yple ZXn(p g (€)X (—1)p(e).

p p

_ —d(l).)(e).

(62)

Wird n in obigen Formeln durch —n ersetzt, so erhélt man die Vorwérts- und Riickwértsrekursion fiir Exzen-

trizitdtsfunktionen negativer Grade:

&
X(ni1a(€) = Xonie) () + 5 (Xemy@-1)(€) + X(=ny(a41)(€)

und

X(—n-1)q(€) = 3 Z ) (=0 (€) + X ey o) (€) X(—1)p(€) = D Xn(pegy (€)X (—1)p(e)-
p

Fiir die Potenzen von (f — M) folgt

9 o0 ) o0
(f-)" =Y dP(e)cosif, d?(e) = Y i (e)d ) = d?) (),
Jj=—00 k=—oc0
2v > 20 . 2v 21/ 2 2v
(F=M)" = 3 d®(e)cosjf. d?(e) = Z d?, (e) Y(e) =d™) (e),
j=—o0 k=—o00
2v+1 = v . v = v v
(f — M) = Z d§2 +1)(e) sinjf, d;z +1)(e) = Z dﬁ}k(e) dgf )( )= —d(2 ;1)(6).
j=—o00 k=—
Damit erhélt man
B o) ” ' - B ( 1)1/,_}/21/ (21,) A
cosy(f = M) = > Cj(y,e)cosjf, Cj(v,€) —27(21/) ;" (e) = C(—j (v, e),
j=—o0 v>
) o o B —1)¥ 2v+1 y ~
siny(F = M) = 3 Snesingf, e =3 LT a0 o)~ 5 (.0,

[
j=—o0 v>0 (21/+ 1)
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Modifizierte Exzentrizitdtsfunktionen

Aus (60), (61) und (63) erkennt man X,4(e) = O(e?), (¢ > 0) und d§1)(e) = 0(e?), (j > 0). So lassen sich die
modifizierten Exzentrizitatsfunktionen und modifizierten Fourier-Koeffizienten durch

Xng(€?) = Xngle) e~ und diP () = (e) e~

definieren. Damit folgt die Darstellung der oben genannten Reihenentwicklungen in der Form

(73)" = Xno(e?) + QZan(ez) elcosqf

r
q>1

und .
f—M= 226?5—1)(62) el sinjf. (62.a)

J=0

4.2.3 Differentialformeln

1 2 pr\ T
— = _— _— 2 1— 2
s =) (HW(W 1>+ ‘ F2> e
1 Fru 1 2 >Fm
+ +V1 ———(—+1)—=dl.
<1+\/1—e2( > > 1+\/1—62<W r

Fiir eine beliebige Funktion ®(e) und eine beliebige Integerzahl j ergibt sich

d(®(e)cosjf) = ;Z(—( /—i—Z(I)) sin(j —1)f + <<I>' ; )sm j+1) f>d7“
_;;f;i(((I)/—i_iq)) cos(j —1)f + ((I)'— <I>> cos(j +1) f)d
1 L1 F2
+(e<I>’cosyf+< ><<<I>'—|— <I>> cos(j —1)f + <<I>’—<I>> cosg—i—l)f))dR
r 2\ ur
d(®(e)sinjf) = ;Z((@—i— @) cos(j —1)f — (@’—i@) cos(j—l—l)f)dy'ﬂ_

L ! .(I) 1 o' — .<I) 1 d
g (9 L0 sy - 17+ (8~ Lo s + 1y Jar+

+1<e<I>'sin ‘f+1<I‘2+1> ((' j<I>> sin(j —1)f+<<I>' .Q>> sin(yj +1)f>>dI‘
r J 2\ pr e J e J '
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Quadratisch konvergente Losungsverfahren

Die vielfaltigen Losungswege kénnen u.a. unter dem Gesichtspunkt des Konvergenzgrades eingeteilt werden.
Damit ist gemeint, dass die Genauigkeit der Annéherung an die gesuchte Losung mit einer gewissen Potenz
eines Kleinheitsparameters € ansteigt.

Praktisch ausnahmslos sind die zur Losung des Hauptproblems verwendeten Verfahren solche vom Konvergenz-
grad 1. D.h., man erzielt mit jedem Schritt dieser in der Regel iterativ oder rekursiv angelegten Verfahren einen
Genauigkeitsgewinn von einer Potenz des Kleinheitsparameters € des Hauptproblems.

Die Auflosung der Keplergleichung

E—-esmnE=M = FE=EM)

zeigt sehr anschaulich die Bedeutung des Konvergenzgrades eines Losungsverfahrens fiir dessen Effizienz. Die
Auflésung konnte nach diversen Iterationsvorschriften (mit dem Iterationsindex ¢ = 0,1,,...) vorgenommen
werden:

a) Eiy1 =M +esinE;  (Bogenmaf),

M — E; +esin E;

b) B 1 =E;
) Biva + 1—ecosE;

(Bogenmak)  Newton- Verfahren,

Wihrend a) vom Konvergenzgrad 1 ist, hat das Newton-Verfahren b) den Konvergenzgrad 2. Bei letzterem ge-
winnt man mit jedem Iterationsschritt in quadratischer Weise an Genauigkeit. Eine zusétzliche Beschleunigung
der Anndherung an die gesuchte Losung erreicht man durch eine Konvergenzbeschleunigung - etwa nach dem
Vorschlag von Aitken:

(x0+D) — x(i))Q

2(i+2) _ 94(i+1) + (%)

c) 2t =2l — die Folge {z(i)} konvergiert rascher als die Folge {x(i)}.

Wiéhrend die iiblicherweise verwendeten Verfahren zur Losung von Storungsproblemen den Konvergenzgrad 1
aufweisen, werden in der vorliegenden Studie solche vom Konvergenzgrad 2 vorgestellt. Sie basieren auf hinter-
einandergeschalteten fast-identischen kanonischen Transformationen (Lie-Transformationen). Diese Verfahren
werden am Beispiel des freien, ungeddmpften Duffing-Oszillators veranschaulicht werden. Des weiteren wird
u. a. die Anwendung auf das verallgemeinerte Hauptproblem skizziert.

5 Allgemeine Storungsrechnung basierend auf fast-identischen Trans-
formationen

5.1 Bearbeitungen des Hauptproblems der Theorie der Satellitenbahnen

Das verallgemeinerte Hauptproblem wie auch dessen vereinfachten Félle wurden bislang mit Verfahren vom
Konvergenzgrad 1 bearbeitet. Solche Verfahren sind beispielsweise das

- Verfahren der sukzessiven Approximation (Poisson-Verfahren),
- Verfahren von Hori,

- modifizierte Hori-Verfahren von Cui,

- Verfahren von Kamel-Deprit,

- direkte Verfahren von Garfinkel,

- Verfahren von Garfinkel und Cui,

- Verfahren von Kirchgraber.

Sie sind in Schneider [61], [63] dargestellt. Dort findet man auch ausfiihrliche Literaturhinweise.
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5.1.1 Lo6sungen nach dem Poisson-Verfahren der schrittweisen Annidherung

Eine Theorie erster Ordnung fiir das verallgemeinerte Hauptproblem hat Kaula [25], [26] ausgearbeitet. Sie
stiitzt sich auf das Verfahren der schrittweisen Anndiherung.

Fir die Elemente

1 Bahnneigung
Q Knotenlage
w Apsidenlage
a:= (i, w,a,e, M)" mit a grofte Halbachse
e numerische Exzentrizitat
M mittlere Anomalie

einer elliptischen Keplerbahn werden die Variationsgleichungen

da 1 or
— =U'F, it  Foi=—8S-_—
dt i m  Ja

aufgestellt, in denen die Storkraft S aus der Bewegungsgleichung des Hauptproblems

d?r 1 ) 1 -
E = ViUg(r,t) = Vi Ug, (1, t) + - S(r,t) mit - S(r,t) = Vr(U@(r,t) — UGOO(P,t)) =: V. R(r,1)

entnommen wird. Die Storungsfunktion

00 l
R(r,t) = Z Z Ug, (r,t)

=1 m=0
beschreibt die Anisotropie des &uferen Gravitationsfeldes der als starr angenommenen und um eine feste Achse
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden Erde. Sie wird nach Bahnelementen entwickelt, d.h., ihre
Orts- und Zeitabhéngigkeit wird durch die Kepler’schen Elemente ausgedriickt

B GM e’} 1 1
R(r,t) = @ Z Z r‘j%(clmcgﬂ(ﬂ, A) + S S (9, X))

r

=1 m=0

——

radial Anisotropie
oo 1 al l q=++o00
) .
= GMg E E sy E Flimp(7) E Gipq(€) Simpq(w, M, Q, 0O(t)).

=1 m=0 p=0 q=—00

allein abh#ngig von a i e w, M, Q, ©(t)

In dieser Entwickiung der Storungsfunktion ist die Abhéngigkeit von Bahnelementen weitgehend faktorisiert.
Diese Faktorisierung ist hilfreich bei der Aufstellung der expliziten Variationsgleichungen fiir die Kepler’schen
Elemente. Sie ergeben sich zu

di  cosiF, — Fq

dt na2v1— e2sini’

o F;

dt na2v1 —e2sini’

2

dw —cost F; + sint F,
dw e

dt na2v/1 — e2sini ’
da 2

-~ = 2 Fu,

dt na M

de  —V1-e2F,+(1—¢*)Fy
dt na2e ’
daM nfﬁF +72aeFa7(1762)Fe'

= M
dt a? na’e
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Nach Eintragen der Stérungsfunktion und Ausfiihrung der partiellen Ableitungen bekommt man fiir die

Lageelemente i, ), w

di Z i Fimp (i) Gipg(€) Simpq(w, M, €2, ) ((l — 2p) cosi — m)

E pa .
dt ot @ Vpa(l —e2)alt1 sing

dQ m Fim

R Z /mée GipgSimpg .8 I P 64

de pa(l —e?)altlsing 01 (64)
lmpgq

diw o Z Mal@ Slmpq vV 1-— 62 aGlpq Emp _ cott aﬂmp Glpq

dt o Jpa alttl e Oe V1—e2 0Oi

und fiir die phoronomischen Elemente a,e, M

da z a , l—2p+gq
E = Z Hag 2\/;Emp Glpq Slmpq T’

Impq

de jal Fo G ! Vi—e?(l—-2p+q)— (I —2p) (65)
- : : @ - tmp Pq “lmpq 1+1 )
dt [ vaaaltle
dM 1 1 —Flmp Slmpq 1- 62 aGqu
- Jmp 2mpg (o) 4 1) Gy — —— o TP
ar " +lgp:q Mo i ot (1) G e Oe

Darin bedeuten

_ S - . DS g (w, M, €2, ©)
N.—GM@a Z_Zzzgv Slmpq._6<(l_2p)w+(l—2p—|—q)M—|—m(Q—@))'

(64) und (65) stellen ein System dar von 6 gekoppelten gewdhnlichen Differentialgleichungen je 1. Ordnung in
der Zeitableitung. Nach Poisson kann es gelost werden mit dem Ldsungsansatz

at) =Y e"a(t).
n=0
Geht man damit in die Variationsgleichungen

d .

(T(; = ULE, = fla(t) = ef(a(t))

ein und entwickelt man beide Seiten in eine Taylorreihe um «(®)(t), so erhilt man nach Abgleich gleicher
Potenzen des Kleinheitsparameters ¢ das folgende System von Bestimmungsgleichungen fiir die gesuchten Ko-
effizientenfunktionen o™ (t)

ed dz;O) =0,
ol dzil) = f(a(t),t)‘am)(t),
2 dzf) _ d(l)f(o‘(t)’t)‘wm(t) = a0 |

mit dem Operator

d™ = a™.v,.
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Anmerkungen:

- Die vorstehenden Differentialgleichungen haben die allgemeine Struktur

0 da(® 0
c a
da®
1 — J4Of FD
c dt 0 +
&2 da® =dVf| +F®
dt 0 ’
. da®
3 =d@f +F®
c dt . 0 *
also )
da'™ N
en @ _ d<"*1>f‘ FFM fir n>1
dt 0
mit
1

F =0 F® =0

) )

FG — * d(l)d(l)f‘
2! 0

Zu der durch
A=14+M=Q+w+ M

definierten mittleren Linge sind infolge der Stérung der Halbachse a und damit der mittleren Bewegung n
folgende Beitridge hinzuzunehmen

nl
el -3= /A(U(t’)dt’
Ao Jto
2 sl (@ ar 15 3| @2 a
. _g //\()(t)dt +LB_3_ /(/\”(t)) dt
Ao Jtg . %o Jto

In Kudryavtsev [33] bzw. Schneider [63] sind sie bis zur finften Ordnung angegeben. Zum Entstehen
solcher zusétzlicher Beitréige sei verwiesen auf Schneider [61], [63]. Dort findet man auch eine Diskussion
und Algorithmen zur Berechnung der nétigen Eingangsdaten fiir die Integrationskonstanten und mittleren
Bahnelemente.

Das Verfahren der schrittweisen Anndherung lisst in der 1. Ordnung die Mitnahme weiterer Storkréfte in
einfacher Weise zu: Die Bestimmungsgleichungen werden fiir jede Storkraftkomponente separat gelost und
die Ergebnisse linear superponiert. In der 2. Ordnung ist das nicht mehr mdoglich, weil es zu Kopplungs-
termen kommt.

Kudryavtsev hat das Hauptproblem in 5. Ordnung nach dem Poisson-Verfahren gelost. In Kudryavtsev [33]
wird das erreichte Ergebnis wie folgt beschrieben:

Um eine Darstellungsgenauigkeit der Losung von 1 ¢m in den Ortskoordinaten sicher zu stellen, sind fiir einen
hochfliegenden Satelliten wie ETALON 1679 Reihenterme (klassisches Hauptproblem: Cao # 0) bzw. 42746
Reihenterme (Hauptproblem: Cip,Sim # 0 fiir 0 < I,m < 36) erforderlich. Weitere Ordnungen werden
erforderlich, wenn dieselbe Qualitat der Losungsdarstellung fiir niedriger fliegende Satelliten wie AJISAT
oder STARLETTE erreicht werden soll.

5.1.2 Losung des Hauptproblems mittels kanonischer Transformationen

Einen Uberblick iiber die durch Verwendung fast-identischer kanonischer Transformationen ausgearbeiteten
Losungen des Hauptproblems findet man in Schneider [63]. Diese Losungen wurden insbesondere mit folgenden
Verfahren ausgearbeitet:

von Zeipel-Verfahren,
Hori-Verfahren,
Kamel-Deprit-Verfahren,
Kirchgraber-Verfahren.
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Diese Verfahren sind in Schneider [61], [63] ausfiihrlich dargestellt. Dort findet man auch zahlreiche Literatur-
hinweise, vor allem auf die Originalarbeiten. Alle Verfahren, auch deren Modifikationen, sind vom Konvergenz-
grad 1. Erreicht wurden Losungen bis 4. Ordnung, dargestellt in verschiedenen Sdtzen kanonischer Variablen.

Beispiele
1. Theorie 1. Ordnung von Lelgemann, charakterisiert durch

- Verwendung der Hill-Variablen
- Anwendung des Hori-Verfahrens

- volle Anisotropie des Gravitationsfeldes
als kanonisches Gegenstiick zur Theorie von Kaula
2. Theorie 2. Ordnung von Brouwer, charakterisiert durch

- Verwendung der Delaunay-Variablen
- Anwendung des von Zeipel-Verfahrens

- axialsymmetrisches Gravitationsfeld (2 <1 < 6)
3. Theorie 4. Ordnung von Deprit-Rom, charakterisiert durch

- Verwendung der Delaunay-Variablen
- Anwendung des Deprit-Verfahrens

- klassisches Hauptproblem

Einsatz symbolischer Formelmanipulation
4. Theorie 2. Ordnung von Cui [5], [6], charakterisiert durch

- Verwendung der Hill-Variablen
- Anwendung des durch Cui modifizierten Hori-Verfahrens
- volle Anisotropie des Gravitationsfeldes

- nachgeschaltete Encke-Linearisierung zur Mitnahme weiterer insbes. nicht-gravitativer Storkréfte

Berticksichtigung von Kopplungs- und Resonanzeffekten
5. Theorie von Meyer-Schneider-Reichhoff, charakterisiert durch
- Anwendung des Kirchgraber-Verfahrens

- Einsatz symbolischer Formelmanipulation (Programm ANALYTOS von Meyer [44])

- Beurteilung der Qualitdt durch Vergleich mit einer hochgenauen numerischen Lésung von Reichhoff
(Meyer/Schneider /Reichhoff [45])

Beispiele
Fall Feld Ordnung Az Az

1 c O(C3%) 290mm 140 pm/sec

20 O(C%) 14pm 35 fm/sec
2 C20,C30,Cao 0(C3) 15 um 7nm/sec
3 C20, C30, C10, Cs0, Cso O(C3%) 260 um 2 pm/sec
4 C20, C22, S22 0(C3) 3mm 2 pm/sec

C20, C22, S22,

5 Cs0,...,C33,831,...,533, O(Cs) 14mm 6 um/sec
040,. . .,044,541, .. .,544

Die beiden letzten Spalten geben die Abweichungen der geozentrischen Orter bzw. Geschwindigkeiten
der analytischen Losung von der numerischen Losung an, gerechnet fiir 1000 Uml&ufe des Satelliten
LAGEOS.

Man erkennt den Genauigkeitsgewinn, wenn man die Ordnung erhoht (Fall 1), aber auch den Ge-
nauigkeitsverlust der analytischen Losung, wenn man die Feldentwicklung hoher treibt (Félle 2-5).
Folglich muss mit der Feldentwicklung bei vorgegebener Genauigkeitsforderung die Ordnung hoéher
getrieben werden. Wie die Losung von Kudryavtsev zeigt, sind die Verfahren vom Konvergenzgrad 1
wenig effizient. Von Verfahren vom Konvergenzgrad 2 ist hier Abhilfe zu erwarten.
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Die bisherigen Bemiihungen lassen sich wie folgt bewerten:

1. Wéahrend die Bahntheorien von Kaula und Kudryavtsev in den nicht-kanonischen Kepler’schen Bahnele-
menten formuliert sind, liegen den weiteren genannten Bahntheorien kanonische Variablen zugrunde; bei-
spielsweise verwendet Cui die Hill’schen Variablen, Deprit und Rom sowie Meyer et al. Delaunay-Elemente
(Schneider [61]).

2. Alle verwendeten Verfahren sind vom Konvergenzgrad 1, gewinnen also je ausgefiihrten Schritt nur eine
Potenz des Kleinheitsparameters an Genauigkeit in der Losungsdarstellung.

3. Die erzielten Genauigkeiten in der Losungsdarstellung erweisen sich als unzureichend angesichts der in-
zwischen erreichten Genauigkeiten der Ortung und Bahnverfolgung.

4. Die Beriicksichtigung weiterer Storkréafte kann beim Poisson-Verfahren der schrittweisen Anndherung nur
in der ersten Ordnung durch lineare Superposition der Elementstérungen theoretisch einwandfrei gelingen.
In den Verfahren basierend auf kanonischer Transformationstheorie besteht nach Cui die M&glichkeit der
sog. Encke-Linearisierung, die der Behandlung des verallgemeinerten Hauptproblems nachgeschaltet wird.

5. Alle genannten Verfahren greifen auf fast-identische Transformationen zuriick. Auch das Poisson-Verfahren
kann so interpretiert werden, wie noch gezeigt werden wird.

6. Aus der Sicht der Anwendung ist die Kenntnis der Losung eines Bewegungsproblems vor allem fiir die
differentielle Korrektur von Modellparametern von erheblichem Interesse und sie ist auch erforderlich bei
der Losung der dabei auftretenden Variationsgleichungen (Schneider [63]). Bei kanonischen Systemen ist
von besonderem Vorteil die die Lie-Reihe beschreibende Erzeugende. Sie vermittelt iiber den Lie’schen
Vertauschungssatz auch die Zeitverlaufe testbarer Funktionale eines Bewegungsvorganges.

7. In allen nach den genannten Verfahren ausgearbeiteten Theorien stellen sich folgende Fragen:

a) Auftreten von Resonanzen bei gendherten bzw. strengen Kommensurabilitdten von systemeigenen
und externen Winkelgeschwindigkeiten.

b) Auftreten kritischen Bahnneigung, die sich ebenfalls als Resonanzproblem erweist (Garfinkel [10]).
In Meyer [44] wurde gezeigt, dass deren Lage sich mit der Ordnung der Bahntheorie verschiebt.

Diese Fragen sind nur teilweise gelost (Garfinkel [10], Cui [6]).

5.1.3 Verfahren vom Konvergenzgrad 2

In Schneider /Cui [64]) wurde ein Losungskonzept fiir die Behandlung der Satellitenbewegung vorgeschlagen, das
einen Konvergenzgrad 2 aufweist. Dieses Konzept wird im Folgenden detailliert vorgestellt (siehe Abschnitt 6)
und sein Ablauf dargelegt. Dariiber hinaus wird ein weiteres Verfahren vorgestellt (siehe Abschnitt 7), das durch
eine modifizierte Ablaufsteuerung des Kamel-Deprit-Verfahrens (Schneider [61]) eine Konvergenzordnung 2 ge-
wahrleistet.

Der Prototyp eines quadratisch konvergenten Verfahrens ist das von Kolmogorov 1954 (Kolmogorov [32]) an-
gegebene Verfahren. Es spielt in der Beweisfiihrung fiir das KAM-Theorem (Moser [47], Schneider [61]) eine
zentrale Rolle. Uber dieses Verfahren heifit es in Lichtenberg/Lieberman [39):

»We note that each step in Kolmogorov’s technique is much more complicated than the corresponding step using
the ordinary technique and, moreover, that each step involves a different integration over the orbits of the system,
perhaps expressing the general conservation law that one may climb to a given height using many small steps or
a few large ones! We may conclude that it may not be the best way of doing practical calculations.

On the other hand, Kolmogorov’s technique increases the singularity from a resonant denominator d by just
one power for each ,large” step, i.e., when doing perturbation theory to order 2", resonance denominators of
order 1/d"™ appear in Kolmogorov’s technique, but these are of order 1/d<2"71) using the standard technique.
This fact, together with the quadratic convergence, is crucial in the KAM demonstration that convergent series
expansion can be found sufficiently far from resonances.”

Die in den Abschnitten 6 und 7 vorzustellenden Verfahren sind so angelegt, dass die hier angesprochenen Vorteile
gewahrt bleiben, die fiir die praktische Anwendung bestehenden Nachteile aber vermieden werden.
Dazu sei eine Bemerkung vorangestellt:
Die Hamilton-Jacobi-Gleichung (Schneider [60])
OF

A e
* o
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ist eine Bestimmungsgleichung fiir die Erzeugende F' einer kanonischen Transformation, die die alte Hamilton-
Funktion H in die neue Hamilton-Funktion H’ transformiert. Dabei konnen zwei Fragestellungen auftreten:

1. Welche kanonische Transformation fiihrt von einer vorgegebenen alten Hamilton-Funktion zu einer neuen
Hamilton-Funktion vorgegebener Funktionsstruktur ? Zu bestimmen ist die zugehorige Erzeugende als
Lésung der Hamilton-Jacobi-Gleichung.

2. Welche Funktionsstruktur der neuen Hamilton-Funktion ergibt sich, durch eine kanonische Transformation
mit vorgegebener Erzeugenden 7 Zu bestimmen ist die Funktionsstruktur der neuen Hamilton-Funktion
vermittels der Hamilton-Jacobi-Gleichung.

ad 1.

Die Anwendung kanonischer Transformationen in der allgemeinen Stérungsrechnung soll in der Regel auf eine
solche Funktionsstruktur der neuen Hamilton-Funktion fiihren, dass sich das transformierte Bewegungsproblem
leichter 16sen l&sst.

Beispiel: Vielfach zielt man darauf ab, dass eine oder mehrere generalisierte Koordinaten in der neuen Hamilton-
Funktion nicht mehr auftreten, also zyklische Variable sind. Bekanntlich sind dann die konjugierten kanonischen
Impulse Bewegungskonstanten (Schneider [60]).

Dieser Weg wird in vielen Stérungstheorien (Brouwer/Clemence [3], Stumpff [69],[70],[71]) beschritten.

In Schneider/Cui [64] wurde vorgeschlagen, die neue Hamilton-Funktion so vorzugeben, dass sie die Funktions-
struktur eines integrablen Systems hat. Dazu ist die kanonische Transformation so anzulegen, dass das durch
die alte Hamilton-Funktion beschriebene dynamische System in ein integrables Zielsystem {ibergeht. Dabei soll
dieses Zielsystem in einem bestimmten Sinne das aktuelle Problem annéhern und bei wiederholter Anwendung
solcher Transformationen die gesuchte Losung des gestellten Storungsproblems in quadratischer Konvergenz
approximieren. Es soll eine Exhaustion des Storungsproblems durch ein integrables Zielsystem in quadratischer
Konvergenz erfolgen. Mit anderen Worten: Da das zu 16sende Stérungsproblem i. A. nicht-integrabel sein wird,
wird angestrebt, es durch ein integrables Niherungssystem zu approximieren, also einen maximalen integrablen
Kern der alten Hamilton-Funktion herauszuarbeiten, und einen nicht-integrablen Restanteil in hinreichend hohe
Ordnung zuriickzudriangen.

Bei dieser Vorgehensweise wird sichergestellt, dass man die Losung des Zielsystems kennt, die Erzeugende eines
jeden Transformationsschrittes dient dann vornehmlich der Elimination von Storanteilen aus der transformierten
Hamilton-Funktion. Entscheidend fiir das Verfahren ist, dass die jeweils transformierte Hamilton-Funktion so
zerlegt werden kann, dass ein integrabler Anteil mit der beabsichtigten Funktionsstruktur des Zielsystems anfallt
und der periodische Restanteil zum Teil eliminiert werden kann und dann noch verbleibende Reste in eine hohere
Ordnung zuriickgedréngt werden.

ad 2.

Gibt man die Erzeugende vor, so kann tiber die Hamilton-Jacobi-Gleichung die zu erwartende Funktionsstruktur
der neuen Hamilton-Funktion ermittelt werden und damit entschieden werden, ob die Losung des Bewegungs-
problems damit vereinfacht wird.

5.2 Lie-Transformationen
Eine Lie-Transformation, welche die kanonischen Variablen (¢, p) in (¢, p’) tiberfiihrt, ist definiert durch

1
1= Dk, (66)

k>0

wobei [ und [’ fiir jede einzelne Variable von (g, p) bzw. von (¢, p’) stehen. Die Funktion s; = s1(q, p) wird die
Erzeugende der Transformationen genannt. Die Lie-Operatoren Dfll’ werden definiert durch

DAl =1, DE U ={D:1 5},

() = ¥ ( ou v du v > (67

50 opx ~ O o

wobel

fiir die Poisson-Klammer des Funktionspaares (u, v) steht. Fiir Poisson-Klammern gelten die lineare Beziehung

{A,B+C}={A,B}+{A,C}

und die Jacobi-Identitat
{{A,B},C} = {{B,C}, A} + {{C, A}, B} =0
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und daher
{A,B}.C} = {A{B.C}} + {{A.C}. B} =0.
Entsprechend gelten mit
Dpic=Dp+ D¢
und
DcDp = D(p,cy + DpDc (68)
die assoziativen und (nicht-) kommutativen Formeln fiir die Lie-Operatoren.

Die folgenden Eigenschaften sind bereits bekannt:

- fiir jede unter iiblicher Bedingung gegebene Erzeugende s; = s1(q,p) stellt (66) eine kanonische Transfor-
mation zwischen den Variablen (g, p) und (¢’,p’) dar (Kanonizitdt),

- fiir jede unter tblicher Bedingung gegebene Funktion | = I(g,p) bleibt die Transformationsformel (66)
giiltig, wenn I’ := l(q,p)|q I (Vertauschungssatz),

- fiir die Erzeugende s, gilt s} := sl(q,p)‘ s1(q,p) (Invarianz der Erzeugenden).

a,p =q"p’

5.3 Produkte von Lie-Transformationen
5.3.1 Baker-Hausdorff~-Campbell-Formel

U. a. in Kirchgraber /Stiefel [30] wird gezeigt:

Sind X und Y irgendzwei nicht-kommutative Operatoren, so kann das Produkt der Exponentialfunktionen
exp X und expY in Gestalt einer einzigen Exponentialfunktion ausgedriickt werden

expZ =expXexpY
mit
Z=X+Y + 35X Y]+ H (X, X V] + [V Y, X]) + 5 [X, VY, X] + 55 (V. V.Y Y, X] + (XX, X X, Y]) +

360([YXXXY} [X’KKKXD 120([XXYYX] [Y,Y,X,X,Y])+,

wobei
[X,Y]:=XY -YX, (X, X,Y]:= [X, [X, Y]]

Durch erneute Anwendung dieser Hausdor[f-Campbell-Formel, auch Baker-Hausdor[f-Campbell-Formel genannt,
erhilt man (Yoshida [73])
expW =exp XexpY exp X
mit
W =2X+Y + LYY, X] - L[X, X, Y]+

X, X, X,X,Y]— 2 [V,Y,V,Y, X] +

360 [ 360 [

+ 55X,V Y, X[+ £V, X, X, X Y] + 5lX, X, Y, Y, X + 5[V, Y, X, X, Y] +

Im néchsten Abschnitt werden Rekursionsformeln zur Hintereinanderschaltung kanonischer Transformationen
hergeleitet. In Schneider [61] werden die oben angegebenen Formeln fiir die Beurteilung der Verfahrensfehler
symplektischer Integratoren herangezogen.

5.3.2 Produkt zweier Lie-Transformationen
Nun werde eine zweite Lie-Transformation 1

V=3 DLl (69)

k>0
eingefiihrt, die die kanonischen Variablen (¢, p’) in (¢”,p") tiberfithrt, wobei sy = s5(¢’,p’) die Erzeugende ist.
Eintragen von (69) in (66) ergibt
=X ko S =S Lot o
k>0 : k>0 w! k>0 k>0 Kl &l

Mit m = k + k erhilt man

m

=) — — Z i D: DR =y %Am (70)

m>0 k=0 m>0
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mit der Abkiirzung

m

m K m—kK
Ap=>" (H>D51D82 1. (71)

k=0
Die Gleichung (70) stellt eine Transformation zwischen den Variablen (¢’,p’) und (¢”,p”), das Produkt der
Transformationen (66) und (69), dar.

Definition (1): Wenn es eine Funktion § gibt, mit der sich die Gleichung (70) in der Form

1
DI'=>" Dl
E>0

darstellen ldsst, dann ist das Produkt (70) zweier Lie-Transformationen (66) und (69) gleich einer Lie-Transforma-
tion mit der Erzeugenden s.

Definition (2): Wenn es eine Funktion s(™) gibt, mit der sich die Gleichung (70) in der Form

DMy — Z %D‘I;(m) "+ O((S(m))m+1>
k=0

darstellen ldsst, dann ist das Produkt (70) zweier Lie-Transformationen (66) und (69) eine genéherte Lie-
Transformation der m. Ordnung.

Die Existenz einer genidherten Lie-Transformation der m. Ordnung des Produkts (70) fiir jede gegebene Ganz-
zahl m ist Aquivalent der Existenz einer zu dem Produkt (70) dquivalenten Lie-Transformation.

Zur Veranschaulichung seien die ersten A’s ausfiihrlich angegeben:
Ag = Dol" = 1",
A = Dll” = (.D;2 + D;l)l//
={",s2} +{l", 51},
Ay = Dyl" = (DE2 + 2D;1D;2 + Dgl)l”
= {{l//a 52} 3 82} + 2{{l//7 52} ) 81} + {{l”a 81} 3 Sl}a
As = Dsl" = (D§2 + 3D31D§2 + ?)Df1 D, + Dg’l)l”
= {{{l"752},52}782} + 3{{{l"782}752},81} + 3{{{5”782}781},81} + {{{l"781}751},81}7

Ay =Dyl" = (D}, +4D,, D3 +6D2 D? +4D3 D,, + D3 )"

{{torsay sapsa}sof + af{ftrnsay sahosafoos - f{frrsat sadosi o b+
sl sy {{on s sy

Fiir die binomischen Koeffizienten gilt mit Hilfe von Rekursionsformeln (Pascal’sches Dreieck)

(=) (") ™
Mittels (72) erhilt man aus (71)

Ui m—1 m—1 Kk ym—k ! S m—1 K ym—k /! m—1 K pym—k /!
Ap=)" )t ) paDy =Y o PR DA ) DEDET

k=0 k=0
_ ™ m—1 prtlpm—l-r m—1 Dr pmeE gt — " m—1 D5 (D D_\pm-l-
- Z P s1 So + & s177 82 - Z K 81( S1 + 52) S2 :
k=0 k=0

Fiir m = 1 verschwinden alle Terme mit dem Index x # 0 aus der Summe und es verbleibt nur noch

Dl =D, + Ds, = Dg, 45, bzw. Ay = {l”,sl + 82}.
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Nochmalige Verwendung von (72) ergibt

m m—2
m—1 D m— = m—2 _
Am = Z( o )D;DlD;’QL—l—R l// — Z ((H 7 1)Dl€ Dng—l—fi l” + ( . )D:lDlD;’;_l_R l//)
k=0 k=0
s m — 2 _ B m—2 m—2 B B
- Z ( ) >(D:1+1D1Dg;2n I+ DE Dy D= 1=R) )" = Z < - )Djl(Dlel + Dy Dy, DT
k=0 0

Fiir m = 2 erhilt man analog
Ds = Dy, Dy + DiDs,
und allgemein mit
Dy+1 = D,, Dy, + DDy, (k>1) (73)
eine Rekursionsformel fiir die Operatoren D.
Mit der Setzung

o1 1= 81 + S9, T = 89 — 81, s =: %(01751), 89 =: %(01+51)
erhélt man
Dyi1 = 3(Do, Dy, + DiDy,) + % (Di.Ds, — D5, Dy,),
und damit eine alternative Form der Rekursionsformel (73).

Mit der Hilfe der Rekursionsformel (72) lassen sich ein paar der ersten D’s bestimmen - dabei wird die kommu-
tative Formel (68) so oft verwendet, wie es zur Vereinfachung der Ausdriicke fiihrt. Es ergibt sich daher

Dy =D,,,
DQ == D(271 +Dc72;

_ , (74)

D3y =D + 1Dg, + 2(Ds,Do, + Dy, Dy,),

Dy = D% +2D2 D,, +2D,,Dy,Dy, +2Dy,D2 +3D;,Dy, + Dy, Dy, + Dy, Doy + Dy,
mit den Abkiirzungen

o9 := {82, 51}, o3 := {82 — 51,02}, o4 = {52, {02731}}.
Fiir weitere Umformungen wird die Gleichung (70) in
=Y %Am => %Dm " = D" (75)
m>0 m>0

mit der Abkiirzung

_ 1 - _ 1= 1= 1= 1= 1=
Dl = —Dp=14+D1+=Ds+—=D3+—=Ds+ =Ds+ —=Dg+---
ngom + 1+2! 2+3! 3+4! 4+5! 5+6! 6 +
umgeschrieben.

5.3.3 Bestimmung der Erzeugenden des Produktes zweier Lie-Transformationen bis zur 4. Ord-
nung

Es ist das Produkt (70) zweier Lie-Transformationen als eine einzige Lie-Transformation

1
=Y ypg " = DI" (76)
E>0
mit i
— k
D:=>" D
k>0

zu bestimmen. Ein Vergleich zwischen (76) und (75) zeigt, dass

1 1
D piDm =2 5P (77)
m>0 k>0

Zur Bestimmung der Erzeugenden wird

s=Y G=b+&E+G+a+b+&G+ (78)

k>1
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gesetzt mit
& =0(&)*) =0(s™).
Damit erhélt man
D; = D¢, + D¢, + Dey + Dy + -+,
Dg = D?l + (D&sz + D&Dgl) + (Dg2 +D51D§3 + D§3D51) T
D} = Dgl + (Dngiz + Dg, De, Dg, + D‘52D§1) T

und weiter

1 k _ 1 1 1 2 1 3 1 4
ZHDS =1+ Do+ 5D+ 5 D8+ D5+

k>0
+ D¢, +
1 2
+ D¢, + ED& +
1 1 4
+ D53 + E(D&Dgz + D52D§1) + gDil +

1

1
31 (D& De + Dey Dy Dey + Dy D) + D, +

1
+ DE4 + Q(Dgrz +DE1D63 +D§3DE1) +

Auf der rechten Seite hat die mte Zeile die GroRenordnung O(s™) und lisst sich gemé#f (77) gleich (1/m!)D,,
setzen. Daraus ergeben sich die Gleichungen

Dfl = D17
1 5 1 -
D§2+5D51 aDz’
1 1 4 1 -
D53+§(D€1D§2+D52D51)+5D§1 = §D37
1 1 1 1 -
DE4 + E(Dé +D§1DE3 +D§3D§1) + g(‘Dng& +D§1DE2D61 +D§2D§1) + EDgl = ID4

zur schrittweisen Bestimmung der Funktionen &, und damit der Erzeugenden (78), wobei die Dy durch (74)
gegeben sind. Man erhélt

&1 = o1, & = 309, & = 1503, &4 = 504
und schliellich
s=o01+ %(72 + 1—1203 + 2—1404 + O((01)5).
5.4 Abschatzungstheoreme fiir kanonische Systeme

Betrachtet seien zwei dynamische Systeme mit den Bewegungsgleichungen

d /q OH* OH* OR OR
el K= = K= Z=
dt (p) ( oq’ Op ) * (&1’ 8p> (79)

d /q OH* OH*
_— :K _—
dt (p) ( oq’ Op ) ’ (80)

wobei das System (80) integrabel sei und die allgemeine Losung q = q(a, t), p = p(a, t) besitze. Bildet man
die Differenz beider Gleichungen und linearisiert man um diese Differenz die Losung von (80), so ergibt sich die
lineare Differentialgleichung

und

4 _ A(@p)z+r@p) (81)

i
fiir die Abweichungen
.o <q - ‘_1) (82)
P—Pp
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wobei
A=KD|__
q,p

K:
-E 0
0 (oH\" 0 (oH*\"
dq \ 0q op \ 9Jq

0 (oH*\" 9 (oH*\T
oq\ oP op \ Op

als Matrix der partiellen Ableitungen 2. Ordnung der Hamilton-Funktion.

OR OR\T
=K | —, =
i (301’310)

Aus der Theorie der Systeme linearer Differentialgleichungen ist bekannt, dass sich die Losung des Systems (81)
beispielsweise in der Gestalt

die Koeffizientenmatrix ist mit

als kanonischer Matrix und

Die Spaltenmatrix

a.p
erfasst die inhomogenen Terme aus (79).

Ri A(o)d R bR,
Z=e to (o) Tete A(o)da/ e A(a)dar(T) ar (83)
to
oder in der Gestalt .
2= B(t) " (to) ¢ + B(t) / &1 (r) x(r) dr (84)
to

darstellen ldsst. Der erste Term auf der rechten Seite, ndmlich
R
()= AN = (),
ist die allgemeine Losung des zugeordneten homogenen Systems
dz
— = Az
at ~

O(t) ist die Fundamentalmatriz des linearen Systems, deren Determinante | ®(¢)|| als Wronski-Determinante
bezeichnet wird. Die Spaltenmatrix c in (83) bzw. (84) fasst die Integrationskonstanten zusammen.

Der zweite Term stellt eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems (81) dar. Ersichtlich gilt z(¢) = c.

Damit fithrt die Abschétzung der Differenz zwischen den Losungen der beiden Systeme (79) und (80) auf eine
Abschitzung der Losung von (83) oder (84). Dazu kann man auf Abschitzungstheoreme zuriickgreifen. Solche
Theoreme wurden u. a. angegeben von Kamke, Arnold und Kirchgraber.

5.4.1 Abschitzungstheorem von Kamke

Gibt es zwei Konstanten M > 0 und N > 0, so dass
dz

dt
fiir tg <t <T < oo gilt, dann gilt die Abschatzung

< M|z|+N

% (eM(tfto) _ 1)

fiir die Losung, wobei ||z|| den Betrag des Vektors z bezeichnet.

lzl| < |lz(to)] e™(~10) +

5.4.2 Abschitzungstheorem von Arnold

Es existiert eine Zahl 6 > 0 fiir zwei beliebige Grofen T > ¢y und € > 0 sodass, wenn |x(to) — y(to)| < &, dann
|x(t) —y(t)] < ed fir tg <t < T gilt, wobei y(¢) die Losung des linearisierten Systems fiir ein gegebenes System
fiir die Unbekannten x(t) darstellt.

Das Theorem von Arnold ist nur eine andere Darstellung des Theorems von Kamke. In beiden Theoremen héngt
die Genauigkeit der Lésung eines linearisierten Systems, d. h. die Kleinheit der Differenz z, von zwei Faktoren
ab - einerseits von den Anfangswerten, andererseits von der Linge des Zeitintervalls. Gleiches gilt auch fiir das
néchste Theorem.



Teil II Quadratisch konvergente Ldsungsverfahren 45

5.4.3 Abschitzungstheorem von Kirchgraber

In Kirchgraber [29] findet man drei Theoreme, die Kirchgraber basierend auf der Gronwall’schen Ungleichung
(Walter [72]) hergeleitet hat. Die Varianten unterscheiden sich durch die Menge an verfiigbarer Information
iiber das gestorte Bewegungsproblem

Der Losung z(t,z°) mit den Anfangswerten z° = z(t = 0) wird gegeniibergestellt die Losung y(t,y") der
Bewegungsgleichung des gestorten Problems

vy =g(y)+ h(y) mit dem Storterm h(y).

Kirchgraber gibt fiir die Abweichung |y(t,£) — z(t,£)| ausgehend von der Gronwall’schen Ungleichung die
Fehlerschranken an

|y (t,€) —=(t, )] < %(e’“ ~1).

Dabei ist angenommen, dass der Storterm h gleichméfig beschrankt ist durch eine Konstante M und g einer
globalen Lipschitzbedingung (Walter [72]) mit einer Lipschitzkonstanten k geniigt. Diese obige Abschétzung ist
pessimistisch und wird in den weiteren Varianten des Abschétzungstheorems von Kirchgraber verschéarft.

5.4.4 Abschitzungstheorem von Cui fiir kanonische Systeme

Es wird nun die spezielle kanonische Gestalt der Bewegungsgleichungen beriicksichtigt.
Wenn trA(7) = 0, dann gilt fiir die Losung des Systems (81) die Abschitzung

|MSc-wA}ﬂm. (%)

Beweis: Man schreibe (84) um in

2= B(t) D (to) ¢ + B(t) /t@l(f) db

to

b:= /t:r(T) dr.

z=0(t)® " (to) c+b(t) — (t) /t(dq)_l(T))b,

to
wenn man b(tg) = 0 beachtet. Mit bekannten Sétzen aus der Matrizenrechnung erhélt man

mit

Partielle Integration ergibt

Izl < [e@] |2~ (to)[| llell + [Ib@)] - H‘I’(t)H/tHdCI"l(T)H Ib]]

= [le@)] |27 (to)]| llell + [Ib(®)]| - I\@(t)l\/th‘I)_l(T)H [b]].

Fiir die zeitliche Entwicklung der Wronski-Determinante | ®(¢)|| gilt nach der Liouwville-Formel

R t
()] = 1@ (to) ]| € 0™,
wobei trA(7) die Spur der Matrix A(7) bezeichnet. Man erhélt so weiter

R: R, t R,
ol < ¢ AN e 4 [b(e)] - e AN [ blde A,
to
Wegen trA(r) = 0 folgen die Beziehungen

R, R,
totrA('r) dr _ 1 de” totrA(’r) dr _ 0.

e
Damit ergibt sich

Izl < el + [[b@)],
was zu beweisen war.
Das Verschwinden der Spur der Matrix ergibt sich aus einer geeigneten Zuordnung der Komponenten von (82).
Ordnet man sie entsprechend

(217225237247 . ~722n—1722n) = (qlaplaq27p27 cee 7Qn’pn)
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neu zu, so erhilt man aus (81) das neue Gleichungssystem

dz ~

— =Az+r1

dt

bzw.

s * * * * * * ~
gl Hy p, Hy o, Hy,p, Hp,p, Hy b, Hy o, 0 Ry,
< * * * * * * ~
D1 g THpa THea  THpa “Hengr THpaa b1 —Ry,
~ * * * * * * ~
q2 Hyp, Hy o, Hy,p, Hy, Hy b, Hy o, q2 Ry,
= — * — * — * — * e ce — * — * . _
p2 | = Hy, g, Hp g, Hg,q, Hp,q, Hy g Hp o b2 |+ Rg, |. (86)
x * * * * * * ~
dn qun lepn Hq2pn szpn Hann Hpnpn qn R,,
pa _ * _ * _ * _ * .. . _ * _ * ~ _
Pn q1qn P1dn a24n P2an Hy 4. Hy . Pn Ry,

Aus (86) ist ersichtlich, dass
n
trA = Z (H;kpk - H;ka) =0.
k=1

Somit ist die Bedingung fiir die Abschétzung (85) erfiillt und daher

o0 < lell + | /() dr

Anmerkung:

Wenn die Anfangswerte ¢ im Bereich von H jz)f‘(T) d’TH gewihlt (oder einfach zu Null gesetzt) wiirden, dann
wiirde die Losung von der gleichen Gréfenordnung wie
t
/ r(r)dr
to

| /<) ar| - |

sein. Die Gréfenordnung von || f:or(r) dr|| ist aber durch die GréRenordnung von fttORdT festgelegt.

Damit ist das Theorem von Cui bewiesen.

6 Modifiziertes Cui-Verfahren

6.1 Aufgabenstellung

Vorgelegt sei das autonome System kanonischer Gleichungen

X _oF v oF
dt — aY’ dt 90X

fiir die 2n kanonisch konjugierten Variablen, die Impulse X und die Koordinaten Y

(X’Y) = (x17z27"'axn;ylay27'"7yn)

mit der Hamilton-Funktion
F=F(X,Y;e)

und dem Kleinheitsparameter 0 < ¢ < 1.

Dass man das Bewegungsproblem im Allgemeinfall streng 16sen kann, ist nicht zu erwarten. Eine Hilfe in dieser
Frage sind eine Reihe bekannter Integrabilitits- bzw. Nichtintegrabilitdtstheoreme. Diese decken aber bei wei-
tem nicht die denkbaren Funktionsstrukturen fir die Hamilton-Funktion ab (Schneider/Cui [64]). Wenigstens
gendherte Losungen lassen sich finden mit den Verfahren der allgemeinen Stérungsrechnung (Schneider [61]).
Die vielfaltigen Bemiihungen legen speziellere Strukturen der Hamilton-Funktion zugrunde, die in vielen him-
melsmechanischen Bewegungsproblemen angenommen werden konnen. Unter diesen sind vor allem zu nennen:



Teil II Quadratisch konvergente Ldsungsverfahren 47

F(X,Y)=Fy(X,Y)+ ) e"Fu(X,Y), (87)
k>1

wobei das System fiir € = 0 16sbar ist

F(X,Y)=F*(X,Y;e) + R(X,Y;e),

worin F*(X,Y;¢) ein integrables Bewegungsproblem definiert und der Restanteil von der Ordnung des
Kleinheitsparameters ist:

R(X,Y;e) = O(e).

F(X,Y;e)=F"(X,Y;e)+ R(X,Y;¢), (88)
worin, wie im Fall 2, F*(X,Y; ) ein integrables Bewegungsproblem definiert, aber fiir den Restanteil gelte

R(X,Y;e) = O(e),

/R(X, Y;e)dt = O(¥e) < O(1). (89)
Diese beiden Forderungen an den Restanteil R(X,Y’;¢) der Hamilton-Funktion bedeuten

- R(X,Y;¢) muss eine beschrinkte periodische Funktion der unabhéngigen Variable ¢ sein und damit
darstellbar sein durch eine Linearkombination von Termen der Form A cosbt, B sinbt mit A, B = O(¢)

- der Resonanzfaktor 1 muss beschrinkt sein durch § := ¢ oder ¥ <« !

ad 1.

Dieser Fall ist charakteristisch fiir den Leitgedanken der Stérungstheorie - der erste Term der Hamilton-Funktion
definiert das ungestorte Bewegungsproblem, der zweite die Stérung. Das Beispiel par excellence ist das gestorte
Kepler-Problem, Fy(X,Y") beschreibt das ungestorte Kepler-Problem. Diese Formulierung trifft man insbeson-
dere bei Poincaré. Der integrable Teil F(X,Y) kann aber auch ein iiber das Kepler-Problem hinausgehendes
Bewegungsproblem beschreiben und beispielsweise einen Anteil der Stérung erfassen. Als Beispiel seien genannt
das Vinti-Problem oder das Cui-Problem. Das fiihrt dann zum Fall 2.

ad 2.

In diesem Fall ist die Schnittstelle zwischen ungestértem und gestértem Bewegungsproblem anders gelegt als
im Fall 1. Durch den integrablen Anteil wird ein intermedidres Bewegungsproblem eingefiihrt, das gegeniiber
dem Fall 1 einen Teil der Stérung in die ungestérte Bewegung einbezieht. Fin Beispiel ist die Cui-Losung, die
eine sdkular in Knoten- und Apsidenlage gestorte Keplerbewegung beschreibt und deren mittlere Bewegung
ebenfalls abgedndert ist.

ad 3.

Diese Struktur liegt einer Behandlung des Bewegungsproblems zugrunde, die in Schneider /Cui [64] vorgeschlagen
wurde, um mit den Mitteln der Transformationstheorie zu einer gendherten Losung zu gelangen.

6.2 Vorbereitende Bemerkungen

Der Darstellung des Losungsverfahrens liegen die in Abschnitt 3.1 angegebenen Definitionen und Theoreme
zugrunde, die zugeschnitten auf den hier interessierenden Fall 3 nochmals aufgefiihrt seien:

Definition (1): Ein kanonisches System mit der Hamilton-Funktion
F*=F*(X,Y;e)
heifse ein integrables Niherungssystem k. Ordnung eines kanonischen Systems mit der Hamilton-Funktion

F=F(X,Y;e),

wenn fiir das Residuum
R(X,Y;e)=F(X,Y;e) — F*(X,Y;¢)

gilt
t
/R()_((oq,...7a2n;7;5),}7(a1,...,agn;T;s)) dr = O(eF 1) fiir [t] < 0. (90)
0
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Darin sei

Tk = T, ..., aop;t), Uk = Gr(aq, ..., aon;t) k=1,2,...,n (91)

die allgemeine Losung des Systems mit der Hamilton-Funktion F*(X,Y;¢) und aq, s, . . . , aay, sind unabhéngige
Integrationskonstanten in dieser Losung.

Anmerkungen:

- Die an das Residuum gestellte Bedingung (90) erfordert dessen Periodizitdt. Das erlaubt nur kurz- und
langperiodische Terme der Gestalt

Asinwt oder Acoswt mit A = O(wekt).

Fiir einen langperiodischen Term (w klein) muss demnach die Amplitude kleiner sein als fiir einen zuléssigen
kurzperiodischen Term.

- Unter Bedingung (89) definiert der integrable Anteil F*(X,Y;e) ein TAS 0. Ordnung des Systems (88).

- Der integrable Anteil F(X,Y) definiert i. A. kein TAS des Systems (87). So definiert also das Kepler-
Problem kein TAS 0. Ordnung, hingegen die Lelgemann- oder die Cui-L&sung.

Aus vorstehenden Uberlegungen folgt ein erstes Existenztheorem fiir IAS k. Ordnung:

Theorem (1): Unter Voraussetzung (90) ist die allgemeine Losung (91) zum System mit der Hamilton-Funk-
tion F* die allgemeine gendherte Losung k. Ordnung zum System mit der Hamilton-Funktion F' = F(X,Y;¢)

Ty(t) = Tr(an, ..., aze3t) + O("H), k(t) = Gula, -, aza;t) + O(F) (92)

fiir
tefto—Tto+T)] mit T=0("") und ¢, beliebig

genau dann, wenn (92) zutrifft fir einen Zeitpunkt
t=t"€to— Tty + 7).

Daran schliefit sich an die

Definition (2): Ein kanonisches System heiflt ein integrables System k. Ordnung, wenn ein IAS k. Ordnung
existiert, aber keines von héherer Ordnung.

Das fiihrt direkt zum

Theorem (2): Zu einem System, das von k. Ordnung integrabel ist, existieren geniherte allgemeine Lésungen
bis zur k. Ordnung.

Schlieflich sei angegeben die
Definition (8): Ein kanonisches System heiflt integrabel, wenn TASe beliebiger Ordnung existieren.

6.3 Schrittweise Konstruktion von IAS beliebiger Ordnung

Ein integrables Naherungssystem beliebiger Ordnung zu einem vorgelegten kanonischen System mit der Hamilton-
Funktion (88), also

F(X,Y;e)=F*(X,Y;e)+ R(X,Y;¢)
mit F*(X,Y;e) als TAS von k. Ordnung und R(X,Y’;e) = O(e) kann schrittweise wie folgt konstruiert werden:
1. Elimination periodischer Anteile vermittels Lie-Transformationen,
2. Zerlegung der Hamilton-Funktion in integrable und periodische Anteile,

3. Wiederholung der Schritte 1 und 2 bis zur gewiinschten Ordnung.

Die Schritte 1 und 2 werden im einzelnen dargestellt und dann am Beispiel des Duffing-Oszillators vorgefiihrt.
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6.3.1 Elimination periodischer Anteile mittels Lie-Transformationen

Mittels einer fast-identischen kanonischen Transformation

Xy = xWyW®
dargestellt durch die Lie-Reihen

X = x4 {Xu), 3<1)} S {{X(U, 8(1)} ,3<1>} 4L {{{Xa)’ .9(1)} 7S<1>} ,S<1>} b

2l 31
Y-y 4 {y(l) ,S<1>} n % {{y(l) 75(1>} ’5(1>} n % {{{Y(l) ’su)} 78<1>} ,Su)} 4.

und einer geeignet gewéhlten erzeugenden Funktion s (X,Y;¢) soll aus dem Residuum R(X,Y;e) der do-
minante Anteil R(X,Y’;¢) eliminiert werden - genauer, in eine héhere Ordnung zuriickgedringt werden. Das
gelingt mit folgender Wahl

sV /R(X,Y;e)‘ dt = O(e).

X=X'Y=Y"
Diese Transformation ergibt die transformierte Hamilton-Funktion

F/(X',Y'e) = F*(X",Y";e)+ R(X',Y';¢) (93)

mit dem integrablen Anteil F*(X’,Y”;¢) und der allgemeinen Losung

X = X(a1,a9,...,0,;1), Y =Y (a1, 0,...,0,;t), (94)

sowie dem Residuum

R 5e) = (R= Rt (st} ({2000} o0 L (RO 0 )

= O(¥e) = O(de).

X=X'Y=Y'

Dieses Residuum ist von hoherer Ordnung klein, verglichen mit R(X,Y;e).

6.3.2 Zerlegung des neuen Residuums
Wenn das neue Residuum R(X ,Y;¢), berechnet mit der allgemeinen Losung (94), zerlegt werden kann gemify

R(X,Y;e)=R"(X,Y;e) + R(X,Y;e), (95)
dann ist die Funktion
FO*(X,Y;e) := Fo(X,Y) + R*(X,Y; 96
( ) ,5) 0( ) )+ ( ) 55) X=X V=Y ( )
die Hamilton-Funktion eines integrablen Systems, ein IAS zu dem vorgelegten System und

R(X,Y;e) = F(X,Y;e) — FO*(X,Y;e) (97)

ist das Residuum des Systems (93). Der Anndherungsgrad des TAS (96) hingt von der GroRenordnung des
Residuums (97) ab.

6.3.3 Schrittweise Konstruktion eines IAS héherer Ordnung
Das durch (93) beschriebene kanonische System erfiillt die Voraussetzung (95), so dass ein IAS nach Fall 2

konstruiert werden kann. Begriindung:
- wegen der Periodizitit von R(X, X;e) = O(e) sind auch der Anteil R(X, X;¢) sowie die Differenz R — R
periodisch,

- da R und s periodisch sind, enthalten deren partielle Ableitungen und Produkte untereinander nur kon-
stante und periodische Terme.

Das Residuum des IAS kann weiter mittels einer infinitesimalen Lie-Transformation reduziert werden.
Es ergeben sich TAS immer héherer Ordnung - bis zur geforderten Ordnung. Das fiihrt zu dem

Theorem: Hat ein kanonisches System ein IAS geméf der Definition (1), so ist es in deren Sinne integrabel.
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6.3.4 Ablaufschema des modifizierten Cui-Verfahrens

Das Vorgehen ist in nachfolgender Abbildung zusammengefasst
Konstruktion des IAS 0. Ordnung Fehler

durch Zerlegung der Hamilton-Funktion

weiter

<

A 4

Reduktion des Residuums
durch eine Lie-Transformation

Y

Konstruktion des IAS héherer Ordnung
durch Zerlegung

ausreichend

Abb. 3: Ablaufschema Modifiziertes Cui- Verfahren

nochmals

Vorgelegt ist die Hamilton-Funktion des aktuellen Bewegungsproblems
F(X,Y;e)=F*(X,Y;e)+ R(X,Y;¢).

ungestorter Stéranteil
Anteil (Residuum)
1. Konstruktion des TAS 0. Ordnung
Umverteilung unter den Komponenten von F':
F = F + _R.
~—~ ~~
Zielsystem Residuum
integrabel O(R) = ek
2. Konstruktion des IAS k. Ordnung (k =1,2,...)
s

(a) Elimination periodischer Anteile mittels Lie-Transformation X, Y —— X' V" :

1 {{ X' 8<k>} ,Sac)} L {{{ X' s(k)} ,s(k)} ,s(k)}

v )

X=X +{X,s }+2! 5
1

o b v ), L

Y_Y+{Y’5 }+21{{Y’5 }S }+3!

mit der Losung
X' =X'(a,t), Y' =Y'(a,t)

zum IAS k. Ordnung F(®* (X', Y";¢).
Beseitigung von R®) (X,Y;¢) aus R®) (X,Y; ) mittels Erzeugender
sM(X' Y e) = /RW (X,Y;e) dt = O(ve).
X=X'Y=Y’

Ergebnis: transformierte Hamilton-Funktion

FR(X' Y'e) = FO*(X' V" e)+ RF(X',Y;¢) mit

ungestorter neuer periodischer
Anteil Storanteil

mit der Ersatzfunktion
A ~ 1~ 1 ~
(k) Co) — (k) _ pk) o = I plk) (k) = (F) Sk (k)
R (X,Y,e)-(R R +2!{R s }+3! {{&®, s} s })’

+...7

1 {{{y' 7 S(k)} 75<k>} 75(;@)} 4.

O(R™) = 0(¥e) < O(R)

X=X'Y=Y'

(98)
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(b) Zerlegung der Ersatzfunktion R®)(X,Y:e)= R®*(X,Y;e) + R¥(X,Y;e).

integrabler Anteil Restanteil

(c) Definition des neuen ungestorten Anteils

X=X'Y=Y"

Ergebnis: neue Hamilton-Funktion
FOHD _ poe L R (101)
—— ——

IAS neuer
k. Ordnung Stéranteil

zuriick nach 2(a) bis gewiinschtes TAS erreicht.

7 Modifiziertes Kamel-Deprit-Verfahren

Howland [19] hat 1977 erstmals fiir autonome kanonische Systeme, Cary [4] 1978 fiir nicht-autonome gezeigt,
wie quadratische Konvergenz bei Verfahren, die sich auf Lie-Reihen bzw. Lie-Transformierte stiitzen, erreicht
wird. Ankniipfend an Cary ist in Lichtenberg/Lieberman [38] gezeigt worden, wie die Deprit’schen Gleichungen
der auf Lie-Transformierten basierenden Storungstheorie so abgearbeitet werden konnen, dass quadratische
Konvergenz resultiert. In Schneider [61] wurde das auf die Kamel-Gleichungen {ibertragen. Diese gehen im
Sonderfall kanonischer Systeme in die Deprit’schen Gleichungen iiber.

Die Verwendung der Kamel-Gleichungen wird im Folgenden vorgezogen, weil diese allgemeiner fiir nicht-kanoni-
sche Systeme formuliert sind und der vorzustellende Algorithmus auf solche Systeme iibertragbar sein kénnte.
Das bleibt zu untersuchen.

7.1 Loésungskonzept

Leitgedanke: Durch eine oder mehrere Variablentransformationen, ausgefiihrt je als fast-identische kanonische
Transformationen und dargestellt durch Lie-Reihen, soll eine Funktionsstruktur der Hamilton-Funktion erreicht
werden, die die Losung des Bewegungsproblems erleichtert:

e NE)

) 5(n)

o Y (n-1) (n)

Das kann auf verschiedene Weise geschehen, weil die Funktionsstrukturen der Erzeugenden wie auch der neuen
Hamilton-Funktion zunéchst frei wahlbar sind. Es besteht jedoch eine Abhéngigkeit dieser Funktionsstrukturen
iiber den Zusammenhang der jeweils alten und neuen Hamilton-Funktion H bzw. K

oS %)
ot -’
in den die Erzeugende S der jeweiligen kanonischen Transformation eingeht.

&Y — k)

Geht man in diesen Zusammenhang mit den Reihenansétzen fiir die Hamilton-Funktionen

H®) (q,p;t;e) = Z H('“)(q,lmts Y HP(q,pstse),

n>0 n! n>0
HD(Q,P;t;e) Z H FH(Q,Pstse) = > HIV(Q,P;tie),
n>0 n>0

sowie mit dem Ansatz fiir die Erzeugende
S Y gl S st
n>0 n>0
einer kanonischen Transformation
=(apt) — y=(QP)"
ein, so resultieren die Kamel-Gleichungen (Kamel [22], [23], Schneider [61] § 24.7)
ps® (i -
=i - g Y (et + ot HE D). (102)

j=1
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Darin bedeuten

on o " Lif = (f;S) firk>1, Gi:=L, G;:=L HCJG Do _ 0% pm
T i = (S k=1 Gris Ly, s j_mz::om S T TR

Anmerkung: In Nayfeh [50] findet man folgende alternative Schreibweise der allgemeinen Kamel-Gleichung
(102):

k
H(k+1) (k) +Z (CZ 1L’ k +Cz 1H(k+1)> DSi( )
J,t—7 Dt

it (k) (k)
L/‘fzzaif.asj _g.ﬁsj
J 0oQ 0P oP  0Q ’ 7
Darauf aufbauend kann ein Losungsverfahren ausgearbeitet werden, das quadratlsch konvergent ist (siehe Schnei-
der [61] § 24.9.2.5). Fiir die Deprit’schen Gleichungen, in die im Sonderfall kanonischer Systeme die Kamel-
Gleichungen iibergehen, ist in Lichtenberg/Liebermann [38] gezeigt, wie diese abgearbeitet werden miissen, um
quadratische Konvergenz zu erzielen.

FED _ g ZCZ 1L’ (k+1)
it

m—1 jmz'

Dieser Weg ist von Schneider [61] § 24.9.2.5 auf die Kamel-Gleichungen tibertragen worden, um auch durch
nicht-kanonische Variationsgleichungen formulierte Stérungsprobleme zu erschlieRen. Die Ubertragung soll hier
fiir kanonische Systeme weiter ausgefiihrt werden und insbesondere im Hinblick auf die Konstruktion einer
hochgenauen Bahntheorie um einen Schritt weitergefithrt werden als in Schneider [61] § 24.9.2.5.

Die Kamel-Gleichungen lauten bis n = 4 explizit

n=20 H(()kH): H(gk)a

45+
-1 H(kJFl): H(k)_ 1
" ! ! dat
(k+1)
n=2 HFV=g"0E e e - ds’ét :
k+1 k k k k+1 wpy dSyTY
n=3 HY"'"V= P+ L B 20, HP 126, B4 GoHF Y- e
25k+D)
n=4 HFV= Hik)—s—CS’LlHék)—ka'LlH§k+1)+C’f’LgHQ(k)+CSGgHék“)—s—C’§L3H1(k)+C§’G3ka+l)—‘zlit.
Die beiden letzten Gleichungen lauten, beachtet man die Definitionen der Gréfen C7, und G},
k1 k k k+1 p  dS¢Y
H = 1 4 Lo 2L, m 1 26 1 Gal -
k (k). q(k+1 (k+1) . q(k+1 k1) o(k+1 k1) o(k+1 asyrt
:H§)+< )S<+))+2<H +)S<+>)+2<H(+)S<+>)+2(H(+ S(+))7 zt
(k) (k). o(k+1) (k+1). q(k+1) (k+1) (k+1). q(k+1) as{Ey
= Hy +<H2 PS5 )+2(H2 i3 )+2(H2 + Hy PS5 >_?()17t

bzw.

H£k+1) = Hik) +C3 (H?Ek); S§k+1)) +C3 (H§k+1); S;k—&-l)) e (Hz(k); Sék+1)) (H(k+1) S(kH )
_ ((Hékﬂ); S§k+1)) : 5§k+1)> +203 (ka); S§k+1)> 203 ((Hék-i-l); S§k+1)> ; Sék-‘,—l)) N
+C3 (((Hl(k+1); S}k+1));$§k+1)> : S§k+1)> o3 ((Hl(kJrl); 55“1));5:{’“*1)) e (Hl(kJrl); S?()k+1))_

dS(k+1)
dt

= H 4 (HD5sP0) (B (D) g (s s ) 4

+3 {(H&m); S&m)) _ ((H§k+1>; Sﬁkﬂ)) ; S§k+l>)} 4 (Hf’“*”; S§k+1)> 5 ((ka+1); Sym)) ; SékJrl)) .

as++D
+<(<H1(k+1);s§k+1));5k+1> S(k+1)> (( (k+1) S(k+1)) S£k+1)>+(H1(k+1);S§k+1)) _ zt .
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7.2 Verwendung der Kamel-Gleichungen

Das Bewegungsproblem sei definiert durch die alte Hamilton-Funktion (aHF')

H®(q,p;t;) = Y HP(q,pst;e), (103)
n>0

worin ¢ der gewéhlte Kleinheitsparameter des Stérungsproblems ist.

Zielvorstellung: Jede kanonische Transformation zielt im Folgenden darauf ab, integrable Anteile aus den Stor-
termen der aHF abzutrennen und sie in den ungestoérten Anteil der nHF aufzunehmen.

Weiter wird durch eine geeignete Erzeugende der verbleibende Anteil dieser Storterme in eine hohere Ordnung
zuriickgedréangt, also aus den Ordnungen der fraglichen Storterme eliminiert. Kernstiick dieses Vorgehens ist
also eine Kombination aus Zerlegung + Elimination

Y = [a®] + {H"}
—— N —

integrabler periodischer
Anteil

von Stortermen der e HF und die Verteilung der entstehenden Anteile auf den ungestorten integrablen Anteil der
nHF und auf Storterme héherer Ordnung der nHF. Durch Nutzung einer entsprechenden Anzahl von Kamel-
Gleichungen soll die quadratische Konvergenz des Losungsverfahrens gesichert werden.

7.2.1 Erste Transformation (k = 0)
Bestimmt werden soll eine neue Hamilton-Funktion (nHF)
HY(Q,Pit;ie) = > HM(Q,Pst;e) (104)
n>0

mit Hilfe der Kamel-Gleichungen, die der Losung forderliche Eigenschaften aufweise.

Der Ubergang aHF —— nHF werde durch eine fast-identische kanonische Transformation

=(apt)’ — y=(QP;t)"

vermittelt, definiert durch Transformationsgleichungen

(")(Q,P;t P = pm(Q,Pst 105
a=Q+ Z q (Q.P;1), p=P+ Z Q. P1) (105)
mit
R 9S8 n—1 i X 9S8 n—1 —
qW =25+ O p") = k+ZC "Bjnjs
j=1
worin
4 =G;4" =L;4% = > C) 7 Lin1@j-m-1;  analog fiir pj; (106)

und mit der Erzeugenden

S = Z s (107)

n>0

Anmerkung: In Nayfeh [50] findet man die alternative Schreibweise fiir die Ausdriicke (106)

j—1 j—1
Qi =L54" = > CIN L &, pji = Lip» =Y CIL L pjm.
m=1 m=1

Beachtet man die Definition

of 05 o 057
0Q 0P oP  0Q

Lif = = Poisson-Klammer ( f;SJ(k)),
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so lassen sich die Transformationsgleichungen (105) schreiben in der Gestalt

_ oSt
k=1 a=Q+ 5
ast!
—p_ =1
P 3
Lo aiqut [ s (a8
k=2 9=Q+—p o | g5
(2 2 1
S_p 052 (052  (os)) o
aQ aQ aQ » M1 )
a5
k=3 a=Q+ 5 +2L1q® + Lyg® — (L)) %q

6552) 1 (2) /(1) \2_(1)
p=P- 0Q +2Lp" + Lyp _(L1)P

Die erste Komponente der neuen Hamilton-Funktion (104) werde durch die erste Kamel-Gleichung (n = 0)
(Schneider [61], § 24.9.2.5)

k+1 k
g = gk (108)

festgelegt, also durch den dominierenden Term der alten Hamilton-Funktion (103). In diese ungestérte Kom-
ponente wird noch ein integrabler Anteil [Hl(k)] aus dem Storterm H; der aHF aufgenommen, so dass

D = 1+ [
den ungestorten Anteil der nHF bildet. Sie fungiert als aHF der nichsten Transformation.

Zur Bestimmung der ersten Komponente SYGH) der Erzeugenden (107) wird die zweite Kamel-Gleichung (n = 1)

- - " (109)

herangezogen, in der die Komponente Hl(l) der neuen Hamilton-Funktion (104) durch die Hamilton-Funktion
eines integrablen Systems festgelegt wird

qY = [H{O)] (110)
Der Term 1. Ordnung H 50) soll demnach zerlegbar sein entsprechend
= ("] +{#}.
—— —

integrabler periodischer
Anteil

Damit lautet dann die Kamel-Gleichung (109)

DSy (0)
e 7{H1 } (111)

Durch unbestimmte Integration iiber die Zeit bekommt man daraus

s = /{Hl(o)} dt. (112)

Setzt man jetzt
sM =0  firi>1, (113)

K2

so folgt aus der Kamel-Gleichung (n = 2)

DS

o =1 Y+ L+ GuH
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die Komponente H2(1) der neuen Hamilton-Funktion (104). Mit (110) sowie (113) und (Schneider [61], § 24.7)
LHY = (H;s), G HY = (HV; 5,
wobei ( ; ) die Poisson-Klammer symbolisiert, lautet ndmlich die Kamel-Gleichung (n = 2)
O = 5+ (10 + 10 50)

woraus, wie behauptet, die Komponente H2(1) bestimmbar ist.

Die Komponenten Hl-(l) fiir ¢ > 2 lassen sich analog aus den weiteren Kamel-Gleichungen (102) bestimmen.

Mit den Festlegungen (108), (110) und (113) wurde von der eingangs erwdhnten Freiheit in der Festlegung
der Funktionsstrukturen der neuen Hamilton-Funktion H) sowie der Erzeugenden der kanonischen Trans-
formation Gebrauch gemacht. Der Zusammenhang der Funktionsstrukturen ist durch die Kamel-Gleichungen
beriicksichtigt.

7.2.2 Ergebnis der ersten Transformation
Es liegen eine neue Hamilton-Funktion

HY(Q,P;t;e) = Y H(Q,Pitie),
n>0

HO = g +oHY 4+ " +

= 710+ [#0] + 0+ B+ @D +HD;SY) 4

und die Erzeugende
sw = s 4 s 4+ s 4

:/{Hl}dt+ 0 + 0 +

der ersten kanonischen Transformation

H(©) s H®
— (114)
aHF nHF

vor. Es wurde eine Zerlegung des Storterms 1. Ordnung der aHF

O = [10] + {1}
——

integrabler periodischer
Anteil

(115)

vorgenommen in einen integrablen Anteil [H fo)] , der in den ungestorten Anteil der nHF aufgenommen wird und
einen periodischen Anteil {H fo)}’ der die Erzeugende SV = Ik {H 1} dt so festlegt, dass nach der kanonischen

Transformation (114) Storterme 1. Ordnung nicht mehr in der neuen Hamilton-Funktion

HY(Q,Pit;e) = > HM(Q,P;t;e) (116)
n>0

prasent sind. D.h., die kanonische Transformation wird gerade so ausgefiihrt, dass H{l) := 0 ist. Das bestétigt
man sofort mit Hilfe der Kamel-Gleichung (109), setzt man in diese die Gleichungen (110) und (111) ein und
beachtet man die Zerlegung (115). Der ungestorte Anteil der nHF nimmt die ldsbaren, d.h., alle integrablen
Teile von H® auf. Die durch

HY = H + |1

beschriebene ungestorte Bewegung der transformierten Hamilton-Funktion und damit die dieser neuen Hamilton-
Funktion entsprechenden ungestirten Bahnen sind eine bessere Anndherung an die Bahnen zur alten Hamilton-
Funktion.

Mit anderen Worten:
Die neuen ungestorten Bahnen enthalten gegeniiber der Hamilton-Funktion Héo) des ungestorten Problems
Storterme 1. Ordnung. Diese sind nicht mehr im Stérterm H fl) der neuen Hamilton-Funktion enthalten, weil

deren integrabler Anteil in die ungestorte Hamilton-Funktion H(()l) verlagert worden ist und deren periodischer
Anteil eliminiert bzw. in hohere Ordnungen verschoben worden ist.
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Die Zerlegung (115) fiihrt auf transformierte kanonische Variablen, in denen das anfinglich gestellte Storungs-
problem in ein Stérungsproblem transformiert erscheint, in dem Stérterme 1. Ordnung nicht mehr auftreten.

(1)
HO(q,p;t;¢) . HY(Q,P;t;¢)

7.2.3 Zweite Transformation (k =1)

Die im 1. Schritt konstruierte neue Hamilton-Funktion (116) iibernimmt im zweiten Schritt die Rolle einer alten
Hamilton-Funktion

HY(q,p;t;e) = > HM(a, pst;e)

n>0
mit den durch
H(()l) = Héo) + {Hfo)} Absorption des integrablen Teils [H{O)],
Hfl) =0 Storterme 1. Ordnung durch SF) = /{Hfo)} dt eliminiert, (117)
Hi(l) fire>1 Storterme der nHF

festgelegten Komponenten H,Sl).

Die erste Komponente der nHF H?) sei wiederum durch die erste Kamel-Gleichung definiert
HY = HY.

In diese werden, wie in der ersten Transformation, integrable Anteile aus Stortermen der aHF aufgenommen.
Aus der Kamel-Gleichung (n = 1)
DS
Dt

wird, wie in der ersten Transformation, die erste Komponente der Erzeugenden S®3) der zweiten kanonischen
Transformation bestimmt:

=Y g (118)

H® 5(2) H®@

WHF  nHF
Dazu wird H 1(2), analog zur ersten Transformation, durch einen integrablen Teil von H 1(1), also durch
0P = [
festgelegt. Beachtet man die zweite der Gleichungen (117), so folgt
Hl(Q) =0 = Dgf) =0 = S£2) = const. (119)

Wegen der zweiten der Gleichungen (117) fehlen Storterme 1. Ordnung in der nHF H(?),

Wiéhrend man im ersten Verfahrensschritt nur eine Kamel-Gleichung, ndmlich (118), 16sen kann, lassen sich bei
der zweiten Transformation simultan die beiden ersten der weiteren Kamel-Gleichungen, némlich fiir (n = 2, 3)
16sen. Sie lauten

DS(Z)
o = 1 — B + L + GiH Y,
DSy 1 (2) 1 1) 2 (2)
B = Hs — HSY + LY 2L, 260 HyY + G
und fir 7 > 3 ,
DS ) @) N (it () it (@)
= - 4y (cistnm®) + ciren ). (120)
j=1

Beachtet man die zweite der Gleichungen (117) sowie (119) und

Lf=(fs)=0 = aif=o,
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so vereinfachen sich die Kamel-Gleichungen zu

DY@
S _ H2(1) —H2(2),
bt (121)
2
DSy _ )
Dt 3 3 -

Legt man die Funktionsstruktur der nHF, analog wie in der ersten Transformation, durch integrable Anteile der
alten Hamilton-Funktion (aHF des zweiten Schritts) entsprechend

H? = B, HP = B
fest, so sind die Komponenten 552) und Séz) aus (121) bzw.

Dg? ={m"} = S§2)(t):/{H§”}dt,

DS {Hén} ) :/{Hél)}dt

Dt
simultan berechenbar.
Setzt man in den Kamel-Gleichungen (120) wieder analog wie im ersten Schritt

53 =0 fir i >3,
so kénnen die Komponenten H. 52) fiir ¢ > 3 aus
i—1
2 1 qi— 1 qi— 2
H® =+ 3" (s aY) + o6 H?)
j=1

bestimmt werden.

7.2.4 Ergebnis der zweiten Transformation
Es liegt nach dem zweiten Schritt eine nHF H®) der Gestalt

H? = g® + H® + HP + ...
vor, worin der ungestorte losbare Anteil durch

HY =H" +0+ [HQ(”} + [Hé”} +oe

festgelegt ist und die Storterme der neuen Hamilton-Funktion H?) durch
i—1
2 1 q— 1 i— 2 . .
Hf )= HZ( ) + Z (Cj_iLjHi(_)j + Cj 1GjHi(_)j) fur < > 3.
j=1

D.h., nach der zweiten Transformation sind Stérterme der Ordnungen €2 und € in der nHF H®) nicht mehr
prasent. Die nHF enthélt Storterme Hi(Q) fiir ¢ > 3, also 4. Ordnung

H? =aP? + 5 + Y + B + HP + -
Fiir die Erzeugende der zweiten Transformation erhélt man

§@ =5 4+ P 4+ 8P 8P4
= const +/{H§1>}(t)dt +/{H§1)}(t)dt + 0 4.

7.2.5 Dritte Transformation (k = 2)

Die zweite Transformation fiihrte zu einer Hamilton-Funktion, die als aHF' der dritten Transformation fungiert:

i—1
2 _ g (1 () 0 i1 g L il 5@
H® = H +0+[H2 ]+|:H3 ]+-~~+\0/+\0/+\O/+Hi +Z(Cj_1LjHi_j+Cj GjHl-_j)
j=1

H{Z) H§2) Héz)

Hy? @
H® fir >3
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mit dem ungestérten integrablen Anteil Hé2) sowie den Stortermen Hi@) fiir ¢ > 0.
In der dritten Transformation wird, analog zu den vorangehenden Transformationen, zunichst gesetzt (Kamel-

Gleichung n = 0)
q® = H®.
7.2.6 Ergebnis nach der dritten Transformation
Nach der dritten Transformation entsteht eine nHF der Gestalt
H® =Y + v + HP + ...
mit dem ungestorten integrablen Anteil
a® = u® + 1P + P + o
und Stortermen Hi(s) fiir¢e > 7.
Es sind simultan Stérterme der Ordnungen € bis €7 eliminiert. Stérterme in der nHF sind von der Ordnung %.

7.3 kte Transformation
Nach Ausfiihrung der ersten drei Transformationen ist folgendes Ergebnis der kten Transformation zu vermuten:

nHF

HED = gD o gD,

Erzeugende der kten Transformation

S(k) :ka)‘F""i‘ZSi(k)—i—"'-i-"'

_ (k)
=040+ +0+;/{Hi }dt+0+0+ .

1<i<2k—11 2k —1<i<oo

2k-1<i<2k—1
Um das zu beweisen, ist zu zeigen, dass sich die Kamel-Gleichungen

DS™ (k) (k+1) — i—1 (k) i—1 (k+1)
th =H;" — Hj + Z (Cj—leHi—j + 0 Gl >
j=1

fiir 28=1 < ¢ < 28 — 1 vereinfachen lassen zu
DS®

Dt
d.h., dass bei der kten Transformation gilt

=H"® - MY fir 2t <i<ob -1

i—1
3 (C;:}Lijf)j + Cj*lGijfj.”) =0 fir 2"l <i<2b—1
j=1

und mit den Zerlegungen

Y = (g0 + (P} i 2t i<k
—— N —
integrabler  periodischer
Anteil

der Stérterme der aHF H®) Komponenten der Erzeugenden aus den vereinfachten Kamel-Gleichungen

(k)
%:/{Hﬁ)}dt fiir 2671 <i<2F -1

bestimmbar sind. Fiir die ersten drei Transformationen ist das bereits gezeigt.
Fiir die k. Transformation ergibt sich das folgendermafen: Da bei der k. Transformation die aHF' gegeben ist zu

H® =g +o+ 10+ HP

und weiter gilt L; f := (f; Sj(-k)) sowie SJ(-k) = 0 bzw. SJ(-k) = const, bestédtigt man die obige Gleichung elementar.
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7.4 Zusammenfassende Darstellung des Algorithmus
Der beschriebene Losungsweg weist einheitlich bei jeder Transformation folgende Arbeitsschritte auf:

1. Zerlegung der Storterme der aHF Hi(k) = {Hi(k)} + {Hi(k)} fiir 1<i<2F—1
—— ——

integrabel periodisch
2k—1
" . k+1 k k
2. Festlegung des ungestorten Anteils der nHF H(g )= Hé ) + Z [Hz( )}
i=1

3. Elimination der periodischen Anteile der aHF' SZ-(k) = /{H;k)} dt fir 2" 1<i<2F -1

0 fiir 1<i<2k1_1

4. Festlegung der iibrigen Komponenten der Erzeugenden Si(k) =
0 fir 281 <i<oo

5. Festlegung der iibrigen Komponenten der nHF

0 fir 1<i<2b—1
H-(kJrl) = (k) — i—1 (k) i—1 (k+1) L &
; HP 43 (i, + oGt i i > 2k -1
st

6. Gesamtergebnis der kten Transformation:

oHF  HOHD = g§*D 4 gD g g g0 gt

2k—1

mit dem ungestorten Anteil HékH) = Hék) + Z [Hz-(k)}
i=1

0 fir 1<i<2F-—1
und den Stortermen Hi(kﬂ) =

i—1
k i-1p g0 L cimla gD g s ok
P+ 3 (G, + o6t i i 2k -1
i=1

sowie der Frzeugenden S = Z S'i(k)
i=1

0 fir 1<i<2F1 -1
mit den Komponenten Si(k) = /{Hl(k)} dt fir 281 <i<2F -1
0 fir 28 -1 <i< o0

Es wird also folgendes Besetzungsmuster fiir die a HF, die Erzeugende und die nHF mit nicht-verschwindenden
Komponenten nach der kten Transformation angestrebt:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Hi(o) X X X X X X X X X
k=1 M
S, x 0 0 0 0 0 O
HZ.(I) x 0 x x X x X X X
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Hi(o) x 0 x x x x x X X
S; 0 x x 0 0 0 O
Hi(l) x 0 0 0 x x x x X
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Hi(o) x 0 0 0 x X X
k=3 s 00 0 x x x 0 0
HY x 0 0 0 XX
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Das Ergebnis nach der kten Transformation soll damit sein:

- aus der transformierten Hamilton-Funktion sollen Stérterme bis zur Ordnung 2~ entfernt bzw. in hhere
Ordnungen zuriickgedréangt sein,

- der ungestorte Anteil der transformierten Hamilton-Funktion soll alle integrablen Anteile der Ausgangs-
Hamilton-Funktion aufgenommen haben und ein IAS der Ordnung O(e%*) des Ausgangsproblems sein
(siche Abschnitt 6.3).

Damit ist der Algorithmus des vorgeschlagenen quadratisch konvergenten, auf den Kamel-Gleichungen basie-
renden, Losungsverfahrens festgelegt. Das Verfahren ist folgendermafsen charakterisiert:

Es werden von Transformation zu Transformation die Storterme in héhere Ordnungen zuriickgedréngt und ein
integrabler Kern aus der urspriinglichen Hamilton-Funktion H() in quadratischer Weise herausgearbeitet.

Entscheidend fiir das Verfahren sind
- die Zerlegbarkeit der jeweiligen Storterme in einen integrablen Anteil und einen periodischen Anteil,

- die Bestimmbarkeit der exakten Lésung zur jeweils neuen ungestérten Hamilton-Funktion Hék) mit k£ > 0,
denn mit jedem Schritt muss das neue ungestorte Bewegungsproblem gelost werden (s. u.).

Die Art der Zerlegung kann grundsétzlich von Transformation zu Transformation gedndert werden.

Als Moglichkeiten fiir die Festlegung des integrablen Teils kommen beispielsweise in Betracht
[Hl(k)} = <H1(k)> Zeitmittel von Hl(k)

oder eine Festlegung durch ein Zielsystem, wie es in Schneider/Cui [64] skizziert worden ist. Diese Variante
ist vorteilhaft, will man die bei jeder Transformation erforderliche Losung des ungestorten Bewegungsproblems
umgehen. Dadurch lésst sich der Nachteil des Kolmogorov-Verfahrens vermeiden.

7.5 Methodischer Vergleich der vorgeschlagenen quadratisch konvergenten Ver-
fahren
Das modifizierte Cui-Verfahren (sieche Abschnitt 6) und das modifizierte Kamel-Deprit-Verfahren weisen eine

Reihe von Gemeinsamkeiten auf, die in einem methodischen Vergleich aufgezeigt werden sollen. Daraus wird in
den Anwendungen (sieche Teil IV) Nutzen gezogen werden.

Kennzeichnend ist fiir jeden Transformationsschritt das Tripel

- Zerlegung des transformierten Storanteils in einen integrablen Teil und einen periodischen Stéranteil,

- Verteilung der durch die Zerlegung entstandenen Teile auf den ungestérten Teil der transformierten
Hamilton-Funktion,

- Elimination des bei der Zerlegung entstehenden periodischen Storanteils durch eine durch diesen definierte
erzeugende Funktion.

Die Verteilung des bei der Zerlegung des transformierten Storanteils entstehenden integrablen Anteils auf den
ungestorten Anteil der nHF einerseits und andererseits die Verwendung des periodischen Restanteils zur Defini-
tion einer Erzeugenden, die den transformierten periodischen Stéranteil in h6here Ordnungen zuriickdréangt, also
aus der jeweils betrachteten Ordnung eliminiert, sind die wesentlichen Elemente, um die quadratische Konver-
genz zu sichern. Man zieht bei jeder Transformation die grofstmogliche Anzahl der Kamel-Deprit-Gleichungen
heran.

Die im modifizierten Cui-Verfahren angenommene Struktur der Hamilton-Funktion
F(X,Y;e)=F"(X,Y;e)+ R(X,Y;¢)

kann auch die im modifizierten Kamel-Deprit-Verfahren angenommene als Sonderfall subsumieren, setzt man

_ ~ ~ —Roy fir n=1
HO(§,pie) =Y HP(a,pe) mit  HY(§pie) = :
n>0 0 fir n>1
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Anmerkung:

Zu beachten ist, dass sich die kanonisch konjugierten Variablen in den beiden Verfahren durch eine Austausch-
transformation unterscheiden und demzufolge die Hamilton-Funktionen im Vorzeichen verschieden sind (Schnei-
der [61]). Die Tilde iiber den Variablen weist darauf hin, dass das vorgelegte kanonische System moglicherweise
nicht-autonom ist und durch Ubergang in den erweiterten Phasenraum in ein autonomes System umgeschrieben
worden ist, wie es im modifizierten Cui-Verfahren von vornherein angenommen wird (Schneider [60]).

Entscheidend fiir die beiden quadratisch konvergenten Verfahren ist die Zerlegbarkeit der transformierten Er-
satzfunktion bzw. Hamilton-Funktion in einen integrablen Anteil vorgegebener Funktionsstruktur (Zielsystem !)
und einen periodischen Restanteil.

Ist beispielsweise im modifizierten Cui-Verfahren das IAS 0. Ordnung erfolgreich konstruiert, so konnte der
Eindruck entstehen, dass damit bereits der grofitmogliche integrable Anteil mit vorgegebener Funktionsstruktur
heraus getrennt worden ist. Wie das Beispiel des Duffing-Oszillators belegt, ist das nicht der Fall. Es gelingt nach
der ersten elementaren Lie-Transformation sehr wohl, aus der transformierten Hamilton-Funktion, genauer dem
entstehenden Ersatzterm, ein weiteres Mal einen gleich gearteten integrablen Anteil derselben Funktionsstruktur
wie bei der Konstruktion des IAS 0. Ordnung heraus zu trennen und mit demjenigen des IAS 0. Ordnung zu
einem IAS 1. Ordnung zusammenzufiithren. Ein einheitlich verwendbares Rezept fiir das Heraustrennen wurde
bislang allerdings nicht gefunden. Einige eventuell hilfreiche Regeln sind in Schneider/Cui [64] § 10.4 angegeben.
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Vom Hauptproblem zum Gesamtproblem

Im aktuellen Bewegungsproblem sind eine Reihe von Stérkraftkomponenten im Flugbereich der Satelliten wirk-
sam, die im bisher behandelten verallgemeinerten Hauptproblem nicht beriicksichtigt sind. Dessen Losung, die
mit ausreichender Genauigkeit ermittelt worden sei, wird also von der gesuchten aktuellen Lésung weg driften.
In den folgenden Abschnitten werden Verfahren vorgestellt, wie diese Abweichung

A(t) = r(t) — ru(t)

entweder verringert oder bestimmt werden kann. Vorausgesetzt sei, dass die Losung des verallgemeinerten
Hauptproblems so genau bestimmt worden ist, dass das Auseinanderdriften

5(t) ==ru(t) — Fu(t)
S~—~—— SN—~—
strenge gendherte

Loésung des Hauptproblems
der strengen und der gendhert ermittelten Losung des verallgemeinerten Hauptproblems gegen dasjenige der
aktuellen Losung und der Losung des verallgemeinerten Hauptproblems vernachlassigt werden kann. D.h., es

soll sein
[5() < [A()].

Das Auseinanderdriften kann abgeschétzt werden mit Hilfe der Abschdtzungstheoreme. Sie erlauben eine Qua-
litatssicherung der gefundenen Losungen, wobei dasjenige von Cui (sieche Abschnitt 5.4) zugeschnitten ist auf
kanonische Systeme wie das in den Hill-Variablen formulierte verallgemeinerte Hauptproblem.

8 Hamiltonisierung des Gesamtproblems

Die Hamiltonisierung des Gesamtproblems (siehe Abschnitt 8.1) konnte als Ausgangspunkt fiir die Losung der
Gesamtaufgabe gewéhlt werden, was aber hier jedoch nicht weiter verfolgt werden wird. Stattdessen werden fiir
die Losung des Gesamtproblems zwei andere Wege aufgezeigt:

1. Linearisierung des Gesamtproblems um die Losung des Hauptproblems und Losung der entstehenden
linearen Differentialgleichung, der Poincaré’schen Variationsgleichung. Das setzt voraus, dass eine Linea-
risierung ausreichend ist, um das Gesamtproblem in der angestrebten Genauigkeit zu l6sen.

2. Elimination der Stéranteile, die iiber das Hauptproblem hinaus vorhanden sind, aus dem Gesamtproblem
durch fast-identische Transformationen.?

8.1 Hamiltonisierung von Bewegungsgleichungen 1. Ordnung
Das Gesamtproblem sei formuliert in Gestalt einer Bewegungsgleichung 1. Ordnung

dx

dt
Sie kann durch Einfiithrung eines adjungierten Vektors y generalisierter Impulse und einer Hamilton-Funktion,
definiert durch

= f(x,t).

H(x,y;t) =y -f(x,1),
in ein System kanonischer Bewegungsgleichungen
dx 0H dy oH
at oy’ at - ox
umgeschrieben werden (Giacaglia [12]). Diese Moglichkeit wird auch in Steeb/Kunick [67] erwéhnt; dort wird
jedoch einschrénkend eine autonome Differentialgleichung angenommen.

3In Cui [6] wurden die kanonischen Bewegungsgleichungen erweitert, um iiber das Hauptproblem hinaus weitere Storkrifte
berticksichtigen zu kénnen. Diese sogenannte Encke-Linearisierung impliziert keine Hamiltonisierung des Gesamtproblems.
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Die angegebene Moglichkeit der Hamiltonisierung von Bewegungsgleichungen erster Ordnung erfasst einen sehr
grofsen Teil himmelsmechanischer Bewegungsprobleme. Es wird dabei das aktuelle System durch ein weiteres

System gleicher Dimension

dx dy of (x,t)

= f(x.t =~ _y.

dt (. 8), dt V' ox

fiir die kanonischen Variablen x, y ergénzt. Um diesen Preis der Verdopplung der Dimension gelingt die Ha-
miltonisierung, aber es werden dadurch die Losungsverfahren der Hamilton-Mechanik einsetzbar, insbesondere

auch Verfahren wie die im Teil II angegebenen quadratisch konvergenten Verfahren.

Beispiel: Gedampfter freier nicht-linearer Oszillator mit der Bewegungsgleichung

i = —u—eu® — pu mit e<1l, B>0.
T u
X = = (122)
i) U
bekommt man ein System, bestehend aus

() (e

und, da in diesem Beispiel f nicht explizit von der Zeit ¢t abhéngt,

_dy dfy) o Of(x)
Y= Ty, ) T Y Tox

Nach einer Variablensubstitution

mit der in diesem Beispiel zeitunabhéngigen Hamilton-Funktion
Hx,y) =y f(x) =y1f1 + y2fo = Y1t + yo (— u — eu® — Bu).
Damit folgt das kanonische System, bestehend aus (123) und

) ( U1 ) Ox1  Oxa < Y1 ) ou ou <y1 )
y=1{. )=~ = :
Y2 Af2  Ofa |\ ¥2 I(—u—ceud—pu) O(—u—-eu®—pa) |\¥2
Oxr; O ou ou

Nach Ausfiihrung der partiellen Ableitungen erhélt man fiir das zweite Gleichungssystem

(Y 0 1 Y\ —Y2
Y= g ) —1-3eu® -8 )\wp/) (1 + 3eu?)y1 + By2

i1 = —g2 = —(1+3eu®)ys — By = — (1 + 3eu?)y1 + B

Stellt man die beiden Gleichungssysteme nebeneinander

oder dquivalent

i = —(1+eu®)u— B, i1 = —(1+ 3eu®)y1 + Bin, mit 3> 0,

so erkennt man, dass es sich bei beiden um Oszillatorgleichungen handelt, wobei sich die nicht-linearen Anteile
der Riickstellkrafte unterscheiden. Durch die nicht-linearen Anteile sind die beiden Oszillatoren gekoppelt. In
der Summe geht keine Energie verloren, was durch die Zeitunabhéngigkeit der Hamilton-Funktion im betrach-
teten Beispiel

OH dH -
e 0 G =0 = H=y-f(x)= (yl,y2)(£> = y1f1 + y2f2 = const.

bestétigt wird (vgl. Leech [36]).
8.2 Hamiltonisierung von Bewegungsgleichungen 2. Ordnung
Vorgelegt sei die Bewegungsgleichung 2. Ordnung

¥ =f(r,r;t) = g(r,t) + z(r, ;1)
fiir die Bahn x(t).* Sie soll auf kanonische Gestalt gebracht werden. Welche Mdglichkeiten bestehen hierfiir ?

4x(t) symbolisiert hierbei den Zustandsvektor
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1. Durch Variablensubstitution kann sie in ein System von Bewegungsgleichungen 1. Ordnung umgeschrieben

werden
r=:v,
v ="1(r,v;t) = g(r,t) + z(r,1;t).
Mit
r v
X 1= und F(x,t):=
v f(r,v;t)
erhalt man :
x
— =F(x,t
dt (X7 )3

das man mittels des in Abschnitt 8.1 angegebenen Weges auf kanonische Gestalt bringen kann.
2. In Meyer/Hall [43] wird folgende Moglichkeit der Hamiltonisierung angegeben:

Das System newton’scher Bewegungsgleichungen

Mx + Vi F(x) = g(t), (124)
wobei
X n-dimensionaler Vektor,
M Massenmatrix,
F Skalarfeld,
g

zeitabhingige Vektorfunktion,
kann mit der Hamilton-Funktion

H:=1ip"™™ 'p+ F(x) — xTg(t) (125)
auf kanonische Gestalt gebracht werden

%= 5@% ~M-lp, p— -2 _ V. Fx) +g) (126)

x und p sind kanonische Variable.

Bei einem Teilchensystem fasst der Vektor x z.B. die 3n Ortskoordinaten zusammen und p die Impuls-
koordinaten. Die Massenmatrix M hétte dann die Gestalt

mi 0 0 0 0 0
0O m 0 0 0 0
0 m, 0 0 0
M =1 ms 0 0
3n X 3n
0
0

Die Gleichungen (124) sind die Zusammenfassung der n newton’schen Bewegungsgleichungen der n Teil-
chen. Vorausgesetzt ist, dass die Kraftkomponente g(t) allein von der Zeit abhéngt.

Beispiel: Harmonische Anregung des linearen harmonischen Oszillators (Masse m = 1)

i = —u+ g(t)

erhilt man als n = 1-dimensionalen Sonderfall aus (124) mit den Setzungen

M=1I=(d;;) bzw. m=1, X = u, F(x)=— g(t) = g(t) = Acoswt.

Im eindimensionalen Fall wird p durch p ersetzt und es folgt nach (125) die Hamilton-Funktion

2 2
H(u,p;t) = % % — uA coswt
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und damit nach (126) bestétigend

. OH . oH
U= — =p, p=—— =—u+ Acoswt.
dp ou

Bleibt die Frage, ob man auch eine Bewegungsgleichung mit einer geschwindigkeitsabhéngigen Kraftkomponente
auf kanonische Gestalt bringen kann. Das ist der Fall, wenn die Kraftkomponente z sich aus einer Rayleigh’schen
Dissipationsfunktion ableiten lasst (siehe Meirovitch [42])

3
) ) 0P
o = %Zﬂzxf = z(r) = e
i=1

Dann tritt in den Lagrange-Gleichungen 2. Art (Schneider [60]) als generalisierte Kraft

17)
Q" :=rqz mit rq = Vgr! = a—: und z(r,i;t) ;= K — V,U(r,t)
auf, die sich beim Ubergang zu den kanonischen Bewegungsgleichungen wie folgt wiederfindet (Meirovitch [42],
Schneider [60])

ngv P:—afqﬁ‘Qo (127)

Damit ist die weitergehende Frage angesprochen, wann Lagrange-Gleichungen 2. Art in kanonische Gleichungen
transformiert werden konnen. In Heil/Kitzka [16] wird gezeigt, dass das nicht gelingt, wenn fiir die Lagrange-
funktion L gilt

0%’L
det( — ) =0, ¢; generalisierte Geschwindigkeiten.
9G04y,
Beispiel: Selbsterregter van der Pol-Oszillator mit der Bewegungsgleichung (siehe Nayfeh [50])

i — (o — Bu?) i+ wiu = 0, e<l, a,B>1.

Wenn ein solcher Ubergang nicht mdéglich ist, so ist damit nicht ausgeschlossen, dass eine Hamiltonisierung
gelingt. Mit dem eingangs genannten Weg erreicht man ja eine Hamiltonisierung dieses Bewegungsproblems
wie folgt:

Nach einer Variablensubstitution entsprechend (122) ergibt sich in diesem Beispiel mit der Hamilton-Funktion

H(x,y) = y1i + ya (e (a — fu?) i — wiu)
das System kanonischer Gleichungen zu

. () ) () i (e(aﬂujww%“) _

|
~~
S
~—
Il
-
—
X

) <y’1 > Ox1 Oz (yl > ou o <y1 )
y = . = — = — .
Y2 Af2 Ofs |\ V2 A(e(a— pu?)i — wiu)  I(e(a — Pu?)i — wiu) |\ Y2
31'1 a$2 ou ou

Nach Ausfithrung der partiellen Ableitungen erhéilt man fiir die zweite Gleichung

() 0 1 Yy —Y2
v Yo B —2efut — wi a(oz — ﬁuQ) Yo B (2661111 + w%)yl — 6(0z — ﬁuQ)yz

oder dquivalent

1= —1p = —(QEﬁuu + Wy + E(a — ﬁuz)yg = —(25ﬂuu +wdyr — s(a — 5u2)yl.
Die Nebeneinanderstellung der beiden Gleichungen liefert diesmal

U = —wgu + E(a — 6u2)u, 1 = —(25611@ + wg)?h - 6(a — ﬂuQ)yl mit 3 > 0.
Das sind, wie schon beim Duffing-Oszillator, zwei gekoppelte Schwingungsgleichungen, deren Dampfungsterme
sich im Vorzeichen unterscheiden und deren Riickstellkréifte sich dariiber hinaus in ihrer Abhéngigkeit von den
Variablen unterscheiden. Der zweite Oszillator erfahrt eine auch geschwindigkeitsabhéngige Riickstellkraft.
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8.3 Rekonstruktion der Hamilton-Funktion aus ihren partiellen Ableitungen

Die autonome Bewegungsgleichung (mit der Einheitsmasse m = 1)
¥ =f(r,7) = g(r) + z(r,1)
geht nach der Variablensubstitution p = v = ¥ {iber in das Gleichungssystem®
I =p,
p = f(r,p) = g(r) + z(r,p).

Danach gilt fiir die partiellen Ableitungen der gesuchten nicht explizit zeitabhéingigen Hamilton-Funktion H

o _
op =P

OH
(%) = ~t.p) = - (atr) + 20r.9).
Or

Die Hamilton-Funktion soll aus diesen partiellen Ableitungen wie folgt rekonstruiert werden. Fiir deren totales

Differential gilt

OH OH
H=_". = dr=p-dp-f .
d ap dp + o dr=p- -dp — f(r,p) - dr,

woraus nach unbestimmter Integration folgt

H:/p.dp+Fp(r) —/f(r,p)~dr+Fr(P)

bzw.
2

H(r.p) =5 = [trp) - dr + Folo) + Fe(p),

Darin sind Fp,(r) und Fy(p) wihlbare Funktionen. Sie sollen wie folgt festgelegt werden: Der Gegeniiberstellung

gesuchte kanonische Gleichungen <«  aktuelle Gleichungen

hier also o 5 OF.(p)
P 9 S . 9 (P) - —
r= op p+ op < /f(r,p) dr) + op & Tr=p
sowie
om o OFp(r) -
po-2_ 0 (—/f(r,p>-dr)— L

entnimmt man folgende Bedingungen fiir die unbestimmten Funktionen Fy,(r) und F;(p)

42 (—/f(r,p)~dr)+8Fr(m:O =

op Ip
0 OF,(r)
S Y ¥ . _ =P =f
o ( / (r,p) dr) o (r,p) =
oder nach Integration
OF;
a;p) =0 = F.(p)=-const=:FY,
OF;
5r(r) =0 = Fp(r) = const =: Fp.
Damit erhdlt man fiir die gesuchte Hamilton-Funktion
p?
H(r,p) = - —l—FS —/f(r,p) . dr—l—Fl?,

worin die Konstanten Fg und F? weggelassen werden konnen, weil sie bei der Aufstellung der kanonischen
Bewegungsgleichungen ohnehin wegfallen. Bei der Aufstellung der kanonischen Bewegungsgleichungen ist darauf
zu achten, dass 0 [ f(r,p) - dr/dp = 0 ist, aber [ f(r, p) - dr/dr = £(r, p).

Sunter Verwendung von p = mv, wobei wieder die Einheitsmasse m = 1 angenommen wird
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Beispiel 1: van der Pol-Oszillator
Seine Bewegungsgleichung (DGL 2. Ordnung)
i = f(u,1) = —wju + (o — Bu*)i
sei durch Variablensubstitution umgewandelt in das System von DGLn 1. Ordnung
u = p,
p= flu,p)=—wiu+e(a—Bu?)p.
Gesucht wird eine Hamilton-Funktion H = H (u,p), so dass diese DGLn kanonische Gestalt annehmen, d. h.,

OH OH
uzafpzp, ?Z—%:—Wg“+5(a_ﬁ“2)p'
Die partiellen Ableitungen der gesuchten Funktion nach den beiden Variablen « und p sind bekannt:

OH
- =D,

0
ap = H=H(u,p).

H
= _(— wiu + e(a - 6u2)p) = —f(u,p)

Bestimmung der Hamilton-Funktion H = H (u, p):

dH — %—Hdu—l——dp N /dH /(du)—i—F() /(Egzdp)Jer(u),

H :/(wgu—sap+aﬁu2p) du + F,(p) +/pdp+Fp(u)

2 3 2

u U
=W37 —Eapqueﬁpg + Fu(p) + %

also

+ Fy(u).

Mit der so bestimmten Hamilton-Funktion
2

o u? ud P
H(u,p) :wo? —ep au—ﬁg + F.(p) + ) + Fy(u)

ergeben sich folgende (kanonische) Bewegungsgleichungen

0H 9 [ Hu? u? p? OF,(p)
= _— = _ —_— = — P F, - F, =
0H [ ,u? u? p? 9 9 OF,(u)
= ——— = - - 3— jg 4 F = — - Bl ANty
P 50 50 (wo 5 ep (au 8 3 )+ w(p) + 5 + Fp(u) whu + E(a Bu )p 5
Gegeniiber zu stellen sind demnach (vgl. obige Anmerkung betreffend 0 [f(u, p) du/9p)
. oH OF,(p) .
U= p =p+ ap & U=p
sowie
) oH OF,(u) )
p=—g- = —wju+e(a—pu?)p— (';)u p=—wiu+e(a— pu?)p.
Damit ergeben sich folgende Bedingungen fiir die unbestimmten Funktionen F,, und F},
Fy
aTzEm =0 = F,(p)=const=:F°,
OF,(u)
5u =0 = Fp(u) = const =: F},

so dass Hamilton-Funktion lautet

pu? u? 0o, P 0
H(u,p):wog—sp au—ﬁg —I—Fu—l—?—i—Fp.

Die Konstanten F und FS spielen in den kanonischen Gleichungen keine Rolle, weil dort partielle Ableitungen
gebildet werden.



68 Teil III  Vom Hauptproblem zum Gesamtproblem

Beispiel 2: geddmpfter freier Duffing-Oszillator (m=1)
Seine Bewegungsgleichung (DGL 2. Ordnung)

i = flu,1) = —u —eu® — B, mit e<1, B>0
sei durch Variablensubstitution umgewandelt in das System von DGLn 1. Ordnung
U =:p,
p = flu,p)=—u—eu’—fp.
Gesucht wird eine Hamilton-Funktion H = H (u,p), so dass diese DGLn kanonische Gestalt annehmen, d. h.,
OH 0H

u:prZP’ P**%:*U*ﬂfg*ﬂp
Die partiellen Ableitungen der gesuchten Funktion nach den beiden Variablen u und p sind bekannt:
OH
e 2)
0
82 = H=H(u,p).
O (ucu®— pp) = —f(up)

Bestimmung der Hamilton-Funktion H = H (u, p):

dH = %—Hd +—d N /dH /(du>+F() /(%;Idp)-i-Fp(uL

also
/u—i—eu + Bp) du + F,(p) + /pdp—i—Fp(u)
u? u? p?
=3 €—+6pu+F()+§+Fp(u).
Gegeniiber zu stellen sind demnach
. OH OF,(p) .
U= ap =p+ ap < u=p
sowie
OH OF,
=~ i —eud— Bp— p(w) & p=—u—cud— fp.
ou ou

Damit ergeben sich folgende Bedingungen fiir die unbestimmten Funktionen £, und F),

OF,
u(p) =0 = F,(p)=const=: F",
dp
OF,(u)
7('§u =0 = F,(u)=const=: F]?,
so dass die Hamilton-Funktion lautet
u2 u 2
H(u,p) = &+ + Bpu+ Fo + 2 + F.

Wieder spielen in den kanonischen Gleichungen Konstanten keine Rolle.

Anmerkung: Da in beiden Beispielen die Hamilton-Funktionen nicht explizit von der Zeit abhéngen, sind die
Bewegungsintegrale
H(u,p) = const,

was eine Losungskontrolle méglich macht.

8.4 Zur Losung der Gleichungen im Allgemeinfall
a) mittels Lie-Reihen (Taylorreihenintegration),
b) Variation der Konstanten (Storungsrechnung) oder mittels Transformationstheorie.

ad a)

Die Lie-Reihen x(t) = exp(tD) xo und y(t) = exp(tD) yo losen die kanonischen Gleichungen.
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Dabei ist der Lie-Operator definiert durch

D= {x,ﬁ}o = D?x=D'D'x= {{x,ﬁ},ﬁ}o usw.,

so dass
- t2 L~
x(t) :x0—|—t{x,H}O+ 5{{X,H},H}O—|—"'

und analog fiir y.

ad b)
Das ungestérte Problem sei 16sbar
dx
— =8o(r) — x=x¢(a,B;t).
dt
Diese Losung in die zweite Hdlfte der ungestdrten Gleichungen
dy Ogo(r)

ErE —  y=yola,B;t)

eingetragen, ergibt eine lineare Differentialgleichung mit verinderlicher Koeffizientenmatrix A (t)

by . _ (9go(r)
== Alt)y mit A(t) .= ( ox r:rn(aﬁ?t).

Ihre Losung kann u. a. nach dem Propagator- Verfahren (Dyson-Formel) angegeben werden (Bronstein/Semend-
jajew [2])
y(t) =P(¢,t0) Yo mit den Anfangswerten yo =y(to),

worin der Propagator (Bronstein/Semendjajew [2]) gegeben ist durch

& t  pta tr—1
P(t,7) ::1+§:/ / / A(t) Als) - Aty) dby - iy dy.
k':l T T T

Eine Alternative hierzu ist nach Petry/Metsch [52]:

y(t)=Z(t)yo 16st ¥y =A(t)y(t),
wenn man Z(t) als Losung von Z(t) = A(t) Z(t) bestimmt.
Nach dem Theorem von Jacobi (Schneider [60]) erhilt man die Losung des gestérten Bewegungsproblems

dx .
a = go(r) + (gl (I‘, t) + Z(I', r; t))v
iy (8o + (@il t) +2(r,5:0)) At
a7 ox o w0
aber auch, wenn man in der ungestorten Losung
X = Xungestort (Oé, /Bv t)a Y = Yungestort (Oé, /37 t)
die Integrationskonstanten durch Zeitfunktionen o = ex(t) bzw. 8 = 3(t)
X = Xungestort (a(t)7 ﬂ(t); t>7 Y = Yungestort (a(t); ,B(t>§ t) (128)
ersetzt und diese als Losungen der kanonischen Stérungsgleichungen
. 0Hy . 0H,
a=g b= a=alt) B=A) (129)

bestimmt und in die Losungsdarstellung (128) eintrégt. Die vorstehenden Gleichungen (129) werden beispiels-
weise gelost durch die Lie-Reihen

a(t) = exp(tD) ay, B(t) = exp(tD) B,.
Darin ist der Lie-Operator, definiert durch den Stéranteil
Hi(e, Bi1) =y (a(t), B(1)) -(gl (x(c(v), B1)). 1) + Z(X(a(t),ﬂ(t))i))
der Hamilton-Funktion H (e, Bs 1),

D={.H}, = D*=D'D'={{ Hi}.H} uw
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anzuwenden auf die kanonisch konjugierten Elemente a, 3

2
alt) = ag + t{e, By}, + %{{a,HI},Hl}O .

2
B(t) = By + t{B,Hi}, + 5{{5,1{1}71{1}0 T
Anmerkung: Hier soll noch eine stérungstheoretische Variante skizziert werden. Wie in Abschnitt 8.1 soll zu

x =go(r) + g1 (r,t) + z(r,z;t) mit O(g1,z) =«
Gravitation sonstige
Krifte
der adjungierte Vektor y generalisierter Impulse eingefiihrt werden.
Weiter sei eine Hamilton-Funktion definiert durch

H(x,y;t):=y- (go(X) + (g1(x,1) + Z(ryf;t)))
=y -g(r)+y- (g1(x,t) +z(r, ;1))

Die Hamilton-Funktion werde nun aufgeteilt geméfs

H(x,y;t) = Ho(x,y) + Hi(x,y;t)
mit
HO(X7Y) =Y gO(I‘),
Hi(x,y,t) =y (gl(r,t) + z(r, 1 t)) mit O(Hy) =e.

Dann bestehen die kanonischen Bewegungsgleichungen

dx _oH dy _ _0H
dt 9y’ dt  0Ox
bzw.
dx 9H 0(Ho+ H) _ 9H, L O dy  0H _ 9(Ho+H,)  0Hy 0H
dt oy Oy Oy Oy ’ dt  ox Oy Oy Oy
oder
dx
T go(x1) + (g1(x1,t) + z(x1,%251)),
dy Ogo(x1) d(g1(x1,t) + z(x1, %25 1))
a YT ox Y ox ’

Das sind Bewegungsgleichungen zweier dynamischer Systeme, die gekoppelt sind und zusammen ein kanonisches
System bilden, einzeln hingegen in der Regel nicht.

8.5 Das inverse Problem der Newton’schen Mechanik
Santilli [57] gibt einen Weg an, um zu Newton’schen Kriften eine Lagrange- bzw. Hamilton-Funktion zu kon-
struieren: Diese Aufgabe definiert das inverse Problem der Newton’schen Mechanik.
8.5.1 Aufgabenstellung
Vorgelegt sei die Newton-Euler’sche Bewegungsgleichung
mir =f+F,

worin die in f zusammengefassten Krifte von einer Potentialfunktion ableitbar seien, die zu F zusammengefas-
sten hingegen nicht, also

f(r,r;t) := V U(r,15¢t) — %V%U(r,i‘;t),

F(r,r;t) # V. U(r,1;t) — %VfU(r,I‘;t).
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Aquivalent zur Newton-Euler’schen Bewegungsgleichung ist nach

d
Lagrange thLmt = VyLot = F,
Hamilton r = VpH, p=—ViHe +F.
Darin bedeuten L
p = V:iL, Hy :=T+ U, F =F(r,p;t) = F(r,1;t)

und es besteht der Zusammenhang der Lagrange- mit der Hamilton-Funktion
Hiot =P - T — Liot-

Die Losung des inversen Problems der Newton’schen Mechanik besteht nun darin, die Kréafte F durch eine
Lagrange- bzw. Hamilton-Funktion darzustellen, so dass nach

d
Lagrange @thf(il = Vel =0
bzw. nach
Hamilton r=VpHE p=—-V.Hy!
mit dem Zusammenhang
Hig' =p -t — LE mit p = Vil

In der letzteren Fassung treten die nicht von einer Potentialfunktion ableitbaren newton’schen Kréfte F nicht
mehr als externe Terme auf.

Santilli zeigt, unter welchen Bedingungen diese inverse Aufgabe der newton’schen Mechanik 16sbar ist.

Dazu seien die kanonischen Gleichungen

r=VpH, p=-V.H

fiir die Variablen

x = (r,p)"
zusammengefasst zu

%X = ®gHy
mit der kanonischen Matrix

B, = < 0.,xn In><n> 0 ... Nullmatrix
—L.«xn Onxn I ... Einheitsmatrix

V:H
Hy = .

In Anlehnung an Santilli soll folgende Umbezeichnung vorgenommen werden: Die Phasenraumvariablen werden
als ein 2n-komponentiger kontravarianter Vektor

a q" p=12....n
X = = a:(a”)::
p Pu—n p=n+1ln+2...,2n

eingefiihrt und die kanonische Matrix als zweistufiger kontravarianter Tensor aufgefasst

‘I’O = (w””).
Damit lautet das System der kanonischen Gleichungen fiir die Phasenraumvariablen
OH
att — ot = — nw=12...,2n,
da

die im Folgenden als kontravariante Normalform der Gleichungen im Phasenraum bezeichnet wird.
Anmerkung: Verwendet wird die Einstein’sche Summenvereinbarung, also beispielsweise

OH & OH
pHv _ w227
v oa” ; w oa”

Mit der inversen kanonischen Matrix (Schneider [60])

8! = 8] = () = (W)
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dargestellt durch ihre kovarianten Komponenten sowie den kovarianten 2n-komponentigen Vektor

—Du p=12....n
a, = W/Ll/ay = )
gt " p=n+1ln+2...,2n
erhélt man
. oOH 0
Pk — 75— =
., OH Aqx
Wyt —=—=0 <&
dat ) OH 0
Qe — 75— =
Opk

als kovariante Normalform der kanonischen Gleichungen im Phasenraum.

8.5.2 Selbstadjunktion
Liegt ein System newton’scher Bewegungsgleichungen in der Gestalt

Ayi(t,q,4) §i + Bi(t,q,q) = 0
vor und sind diese durch eine Variablentransformation

@ — ye+ Gr(t,a.q,y) =a(t,q,y) ¢ + Brlt,a,y) =0

in das System von 2n Gleichungen

api(t,4,y) 4" + Br(t,a,y) =0,

@it a,y) 9" + Bt a,y) =0
iiberfithrt, die in der kovarianten Normalform geschrieben werden kénnen

W@’ —Z,(t,a”) =0 w=12...2n.

(aij(t,a”)) Onxn >

0, xn (a;j(t, a"))

Mit den Matrizen

(Cun(t,a”)) = (

ooy [ Bilta?)
(Duaij(t,a%)) := (ﬂé(taa))

kénnen die Gleichungen in der kovarianten Gestalt geschrieben werden:
Co(t,a%)a” + D,(t,a’) =0 wrv=12....2n.
Anmerkung: Santilli gibt daneben weitere Schreibweisen an, z. B. eine kontravariante
CH”(t,a%) 4, + D*(t,a”) = 0.
Die Forderung der Selbstadjunktion kann angepasst an die Darstellung der Bewegungsgleichungen angegeben
werden, beispielsweise

Cu +Cyy =0,

9C,,  0Cy, OCp
daP + daP + daP =0

9C,, 9D, 9D,

ot da¥  Odat’
oder angepasst an die Ausgangsgleichungen

wv,p=12...,2n

Aij = Aji,
0Ay  0Ay,
o 9¢t’
dB; 0B o .0
. ] — 9 = gL A,
o0 T og {6t+q aqk} g

0B, 9B, 1[0 .. 0\ (0B 0B
o o 20t T og f\og ~ aq )

Selbstadjunktion wird verstanden als Forderung aus der Variationsrechnung.
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8.5.3 Konstruktion der Hamilton-Funktion

Die Gleichungen kénnen mit den kovarianten kanonischen Bewegungsgleichungen identifiziert werden
W@’ —E,(t,a%) =0 &  wya — %,

wenn diese kovariante Normalform selbstadjungiert ist.
FEine Hamilton-Funktion ist als Losung des {iberbestimmten Systems partieller Differentialgleichungen
OH
dar

zu bestimmen. Die Hamilton-Funktion ist nach Santilli [57] gegeben durch

- Eu(t’ aa)

1
H= a“/Eu(t,Taa) dr.
0

Anmerkung: Santilli gibt noch eine Variante fiir die Berechnung der Hamilton-Funktion

a,

ay = a1 pw—1 _p p+l 2n n

H(t,a)—/uu(t,a =ag,...,a" ", a", a* T a”™) dat.
ao

Die geforderte Selbstadjungiertheit ist gewéhrleistet, wenn gilt:

—
1282 8‘:V1

Hik2 favs = M17u2:172>"'12n

0=; 0=; 02\ (0Z+n
0qJ OpI oqt Oq’
851‘4_" 8Ez+n @ an+n
g op Ip; Ip;
Diese Bedingungen entsprechen Integrabilititsbedingungen fiir das Bestehen einer Differentialform (Santilli [57])

=(1) - = w
Y =Z5,da".

oder

In Santilli [57] werden u.a. fiir folgende Beispiele Hamilton-Funktionen auf vorstehendem Wege konstruiert.
Hier soll lediglich das Ergebnis angegeben werden.

1. Teilchenbewegung unter einer Reibungskraft Gg+v4=0
Hamilton-Funktion H=~vq+e" -1
2.  Gedampfter harmonischer linearer Oszillator G+v4+w?q=0
»? w2q?
Hamilton-Funktion H= e*Vt? + e*”tT

9 Linearisierung des Gesamtproblems

9.1 Poincaré’sche Variationsgleichung

Der Bewegungsgleichung

d .
T =hy.O+a) = y=y) mit O®)~O0()
sei die exakt bzw. hinreichend genau ldsbare Bewegungsgleichung
d
% =fo(y,t) = yo=yot)

gegeniibergestellt. Bleibt die Abweichung der Lésungen
A(t) :=y(t) — yo(t)

klein, so folgt nach Taylor-Reihenentwicklung um die bekannte Bewegung yo(t) die Poincaré’sche Variations-
gleichung fir die Abweichung A(t)

=A A(t) (130)
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mit der Jacobi-Matrix

A = (Vxf1)

Xo(t)

Xo(t)

(130) ist eine lineare Differentialgleichung fiir die Abweichung A(¢). Die Jacobi-Matrix ist i. A. zeitabhéngig

A(t) == A(yo(t)),

so dass ein System gewohnlicher linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit zeitverdnderlichen Koeffizienten
vorliegt. Auf dessen Losung wird im Abschnitt 9.3 eingegangen.

9.2 Encke-Linearisierung

Um die im verallgemeinerten Hauptproblem vernachlissigten (gravitativen/nicht-gravitativen) Storkréfte zu
beriicksichtigen, hat Cui in seiner Bahntheorie 2. Ordnung eine Encke-Linearisierung nachgeschaltet (Cui [6]).
Sie geht von den kanonischen Bewegungsgleichungen aus, formuliert unter Einschluss aller Storkréifte (127)
und entwickelt die Bewegungsgleichungen um die Losung des Hauptproblems. Wird diese Taylorentwicklung
nach den linearen Gliedern abgebrochen, so erhélt man eine lineare Differentialgleichung zur Bestimmung der
Zuschldge der kanonischen Variablen als Funktion der im Hauptproblem vernachléssigten Storkréfte. Diese
Variationsgleichungen entsprechen den in Abschnitt 9.1 formulierten Poincaré’schen Gleichungen, sind aber in
Cui [6] auf die Verwendung der Hill’schen Variablen zugeschnitten.

9.3 Losung des linearisierten Gesamtproblems

Die Poincarésche Variationsgleichung

Xo(t)
stellt den Sonderfall eines inhomogenen Systems von linearen Differentialgleichungen je 1. Ordnung dar:

dy
i A(t)y(t) + B(t).
Dieses lisst sich auf mehreren Wegen® 16sen. In den Abschnitten 9.3.1 bis 9.3.3 werden drei Alternativen
aufgefiihrt. Hat man auf einem dieser Wege die Losung der Poincaré’schen Variationsgleichung gefunden, dann
ergibt sich die Losung des Gesamtproblems zu

r(t) = rglt) + A(@).
—~—~ — ~——
Lésung des Lésung des Abweichung
Gesamtproblems Hauptproblems

Umgekehrt kann aus der Losung des Gesamtproblems die Auswirkung eines Storanteils herausgenommen werden

ru(t) = () — A@),
N—— ~—~ ~—~—~
Loésung des Loésung des Abweichung
Hauptproblems Gesamtproblems

also die Losung des Gesamtproblems von der Auswirkung eines Storanteils befreit werden - ein fiir Anwendungen
interessanter Gesichtspunkt.

Ein fiir die Losung des verallgemeinerten Hauptproblems interessanter Weg wird auch dadurch erdffnet, dass
man von einem gegeniiber dem verallgemeinerten Hauptproblem vereinfachten Bewegungsproblem ausgeht und
dessen Losung r;,:(t) verbessert

ru(t) = ) — () .
~—— N—— ~—~
Lésung des Lésung des Abweichung
Hauptproblems vereinfachten Problems

Die Abweichung beriicksichtigt jetzt die Stérung des vereinfachten Bewegungsproblems, bedingt durch den
Unterschied der Krifte im verallgemeinerten Hauptproblem und dem vereinfachten Bewegungsproblem.

Ssiehe z. B. Bronstein/Semendjajew [2] oder Rade/Westergren [56]



Teil III Vom Hauptproblem zum Gesamtproblem 75

9.3.1 Propagator-Verfahren (Formel von Dyson)

Die Losung lésst sich darstellen in der Form

t

y(t) = P(t, o) yo + / P(t,r)B(r)dr  mit  yo=y(to).

to

Der Propagator P(t,T) besitzt fiir —co < t < +oc die konvergente Reihendarstellung”
& t  pta tr—1
P(l,7) =T+ Z/ / / A(t) Als) - Aty) dby - iy dy.
k=1 T T T
Fiir den Sonderfall A = const ist der Propagator gegeben durch die Ezponentialreihe®

2
P(t,7)=e" DA =T 4 (t—7)A+ %AQ—F---. (131)

9.3.2 Fundamentalsystem der homogenen Gleichung

Das homogene System von linearen Differentialgleichungen je 1. Ordnung

S _ Ay

hat die Losungsdarstellung

y(t)=Y(t)yo

mit der Integrationskonstanten yo und der Fundamentalmatrix
Y (1) = [yi(0), - yalD)].

9.3.3 Variation der Konstanten

Mit der Methode der Variation der Konstanten erhilt man eine Losung der Form®

R ’ R ’ R ’
y(t)=e Ay e Adt/ef AdUB () qy,

10 Elimination von Storanteilen aus dem Gesamtproblem mit Hilfe
fast-identischer Transformationen

In Schneider/Cui [64] wurde ein Konzept zur Entwicklung einer Bahntheorie fiir Erdsatelliten vorgestellt, das
einen Genauigkeitsgrad gewéhrleistet, der der 3. Ordnung des Kleinheitsparameters entspricht. Dieses Konzept
basiert auf der Elimination von Stéranteilen der Hamilton-Funktion des Bewegungsproblems durch fastidentische
kanonische Transformationen und der Zerlegbarkeit der jeweiligen transformierten Hamilton-Funktion in einen
integrablen, also streng l6sbaren Anteil und einen Storanteil, der von héherer Ordnung kleiner ist als der nicht-
transformierte Storanteil. Das Ziel dieses zweistufigen Vorgehens je kanonischer Transformation ist es, den
gesuchten Bahnverlauf in hoher Ordnung durch den integrablen Anteil, dessen exakte Losung man kennt, zu
approximieren - nach Riicktransformation mit Hilfe der erzeugenden Funktionen der ausgefiihrten kanonischen
Transformationen. Diese Transformationen werden jeweils durch Lie-Reihen beschrieben.

In der vorliegenden Arbeit wird zunéchst der Grundgedanke auf Bewegungsgleichungen 2. Ordnung (Beispiel:
Newton-Euler’sche Bewegungsgleichung) tibertragen und aus ihr die Storkréifte durch eine Transformation eli-
miniert, d.h., die Funktionsstruktur der Kraftfunktion durch die Transformation so abgeéndert, dass in der
transformierten Bewegungsgleichung keinerlei Storkrafte mehr auftreten und diese einfach gelést werden kann.
Dazu ist ein System von Schwingungsgleichungen zu 16sen, die je einen gestorten Oszillator beschreiben. Die
Anzahl der zu 16senden Schwingungsgleichungen héngt von der angestrebten Genauigkeit der Losungsdarstel-
lung fiir das Ausgangsproblem ab. Das Verfahren wird sodann auf Bewegungsgleichungen 1. Ordnung (Beispiel:
kanonische Bewegungsgleichungen) iibertragen.

7zu dessen Auswertung durch Zeitgitterung sei beispielsweise verwiesen auf: Kleinert [31], Nolting [51], Schmutzer [58]

8siehe Hiller [18]

9Bei Hiller [18] findet man eine Reihe niitzlicher Angaben iiber die Matrix e und deren Verwendung bei der Losung linearer
Differentialgleichungen.
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10.1 Aufgabenstellung
Die Bewegungsgleichung
F=f(r,5;t) = fo(r;t) + efi(r,i;¢)
N—— SN——

definiert ungestortes  Storkrafte

Bewegungsproblem

soll mittels der Transformationsgleichung

r=r +Z€ X, ( Zs X, ( (132)

so umgeformt werden, dass Storkréfte in der transformierten Bewegungsgleichung nicht mehr auftreten. Es soll

also ein ungestirtes Bewegungsproblem resultieren:
g

V=f & efi=0.

Zu Kkldren ist, welche Bedingung die fast-identische Transformation (132) erfiillen muss, um das Fehlen der
Storkriifte in der transformierten Bewegungsgleichung zu gewéhrleisten.

10.2 Bedingung an die Transformation

Geht man mit der Transformation in die Ausgangsgleichung ein
> X (1) =fot+efy (133)

und entwickelt die rechte Seite um die ungestorte Bewegung r/(¢) in eine Taylorreihe, also

fo(r;t) = f0<r’ + Ze" X, (t) ;t) = Z % (D((;”)fo(r;t) ,)

v=1 o=0
und
e e ) 1 -
fl(r,i';t) = f1<I'/+ZEV Xy(t)’f/+25” Xu(t)7t> Z'<D((rr)f1(r7i‘;t) +Dgr)f1(r?i';t) >
v=1 v=1 o=0 r/ r’,r’

unter Verwendung der Differentialoperatoren

DY =pPp ... Dy mit DY = ZE X, (
_,_/
o mal
D .=pWp® pH  mit D= Zs X, (
%,_/

o mal

dann folgt
X, (t) = f f t) = D®fy(r;t) DWF (r, it DI (r,¥;1) .
;8 (t) o(r;t)+efi(r, ;) UZZOU ( o(r; )+Z ( 1(r, ;1) rli/—l—s S (v, 15 8) -

(134)
Vergleicht man die Koeffizienten zu gleichen Potenzen von ¢, so bekommt man ein System gewohnlicher Differen-
tialgleichungen je 2. Ordnung fiir die zu bestimmenden Funktionen X, (¢), die die fast-identische Transformation
vermitteln.

10.3 Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizientenfunktionen

10.3.1 Taylorreihe mit Richtungsableitung

Nach Lagally /Franz [35] ldsst sich die Entwicklung einer Funktion mehrerer Verénderlicher mit Hilfe von Rich-
tungsableitungen darstellen. Es gilt

OF 2 0°F g
F(r+s)=F(r+st)=Fr)+ - + 202 1. %%n

1! 9s = 2! 9s2 T
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0 0
mit s = |s| als Bogenlénge in Richtung t. Ersetzung von 95 = t-V,= S5, =8 V. fithrt auf
s

1

1
F(r—l—s):F(r—l—st):F(r)—I—ﬂ&VF—i—2!

1
(s~V)2F+~-~+—|(s~V)"F+--~
n!
Wenn t ein konstanter Vektor ist, also nicht von r abhéngt, kann man setzen

(t-V)2=tt -V2=:t2..V%

(6- V)" =t ... V",
——
n mal
so dass o
—(t-V)"F=t"......V"F.
o = (6 V)" F =t v
n mal

Damit nimmt die Taylorreihe die Gestalt an

1 1 2 2 1 n n
F(r+s):F(r—i—st):F(r)—i—ﬂs-VF—l—as -V F—|—-~-—|—ms oo VUF 4

n mal
mit
[e%S)
s:= Zel’ X, (%).
v=1

Differentiation nach verschiedenen Richtungen liefert

87F:t1.VF7 8F:tQ-VF
0s1 0so
2 ¢ 2
0°F 0°F
=t -Vty-VF d =ty -Vt; - VE
9s10s, 7 o dspds1 0
Wenn t; und ts unabhéngig von r sind, dann folgt
a—F:tl-VF, a—F:tg-VF
0s1 059
\
CF _ t1-(to- V)VE =t - (to - V2F) = t; - t,VAF
95105, 1 (k2 =1t (L2 =t -t
und CF _ ty - (t1 - V)VE =ty - (t1 - VEF) =ty - t; V2F.
95,05, 2 (1 =tz (g =t2 -t .
Weiter gilt
o"F
———— = (ty -ty ... ty) ... VF.
08y, ...082081 (b1t ) v

In Worten: Der Operator einer Richtungsdifferentiation n-ter Ordnung ist ein n-fach skalares Produkt zweier
Tensoren n-ter Stufe, deren erster das unbestimmte Produkt der Einheitsvektoren der n Differentialgleichungen
ist und deren zweiter die n-te Potenz des Nabla-Operators ist (Lagally/Franz [35]).

Fiir die Anwendung auf das gestellte Problem sei
/ / - v / 1 1 2 2 1 n n
f(r'+s;t)=:f|r +Zs X, (t); t :f(r;t)Jrﬁs-Veris -V f+~~+as EIUAVAS
v=1
Auswertung der ersten beiden Terme liefert
f(r’ +z:18”XV(t); t> =f(r';t) + s VE+ - =1£(r';t) + T (26”Xy(t)> SVE+ -
=f(r';t) + ) "X, - Vf+--

v=1

=f(r';t) +e' Xy - VE+ 2 Xy - VE+ 3 X3 - VE+--- .
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Also

¥ =f(r';t) mit Xy =X, - Vo f(r;t)| +efi(r;t)

v’

X, =X, Vo f(r;t)] +---.

r’

10.3.2 Bedingungsgleichungen

Unter Beriicksichtigung von (132) und (133) lautet die zu erfiillende Bedingung fiir die Elimination der Storkréfte
aus der transformierten Bewegungsgleichung (vgl. (134)):

Zs X, ( Z (D(”)fo t) ) —|—Z;!<5fo)f1(r,i~;t)

o=1 o=1

) Z <5D( )£y (r, ;1)

Mit den Bezeichnungen

FO = fy(r,?) V. FO = (V. fy(r,1))

)

/ot /ot
FO = f)(r, 1) V. FO = (V. fi(r,1))
v/t v/t
erhilt man im einzelnen fiir die Funktionen X, (¢) mit v =0,1,2,3,...
X, = # = Xo(?),
X = 4X; -V, FO+ FO = X4 (1),
Xy = X5V, FO+ 1(X,X;)-VZFO +X,.V,F = X, (1),

X3 = 4X5 V., FO+ L(X;X4) - VZFO + L{(X; X)) +(X2X1) V2 FO 4+ L(X X X)) VEFO = X5(t)

(135)
wobei Xq(t) = r/(t). Das sind gewdhnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung zur Bestimmung der Funktionen
X, (t). Es handelt sich durchweg um Gleichungen vom Typus ,Schwingungsgleichungen®. Der erste Term

X, () V. FO & X, =X,(t) V,FO 4...

definiert jeweils einen rdumlichen Oszillator, allerdings sind dessen Komponenten gekoppelt. D. h., es sind keine
unabhéingigen linearen harmonischen Oszillatoren. Ausfiihrlich lautet diese Gleichung namlich

r',t

X, =X, (t) - (Ve fo(r,t))

oder in Matrixschreibweise

T
0" of” of”
X,Sl) () 0z Oza Oxs
.. . (2) (2) (2)
X, (t) =: Xz(/2) t) | = (Xl(/l)(t) ,Xl(,Q) (t), X;Sg) (t)) afy ofs afy
(91'1 81'2 axg
X
K of”  ofs”  afs”

8l‘1 63:2 8$3

Die weiteren Terme auf den rechten Seiten koppeln die héheren Gleichungen an die niederen. Beispielsweise
geht in die Gleichung

XQ = Xz(t) . (Vr f()(l‘,t)) =+

r’ .t

die Losung der vorangehenden Gleichung fiir X (¢) ein. Wéhrend in diese die Storkraft selbst eingeht, treten
in den néchsten Gleichungen jeweils deren Gradienten auf.
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Die Lésung des Ausgangsproblems

[eS)
/ v
r = _r + E e” X, (t)
~—~—
v=1
ungestérte %,—/
Bewegung Uberlagerung gekoppelter Oszillatoren

setzt sich aus der ungestérten Bewegung und einer Uberlagerung von Oszillatorbewegungen zusammen, die
untereinander nicht-linear gekoppelt sind. Fiithrt man in den Gleichungen jeweils nur den ersten Term mit, so
erkennt man, dass sich die Oszillatorbewegungen linear superponieren lassen, wie es z. B. in allen Bahntheorien
erster Ordnung der Fall ist (siche Kaula-Theorie). Erst ab zweiter Ordnung werden Kopplungen bedeutsam.

10.3.3 Lo6sung der Differentialgleichungen

Die zu 16senden Differentialgleichungen haben die allgemeine Gestalt
X, =F,.
Durch Variablensubstitution kénnen sie je in ein System von Gleichungen 1. Ordnung umgewandelt werden
y = X, = y=F,.
Lasst sich die rechte Seite schreiben in der Gestalt
F=A()y+B(),
so liegt ein System von linearen Differentialgleichungen je 1. Ordnung

dy
YA
dt

vor, das mit den erwéhnten Verfahren aus den Abschnitten 9.3.1 bis 9.3.3 gelost werden kann.

(t)y +B(1)

Durch unbestimmte Integration

bekommt man aus der Losung y(t) die gesuchte Funktion X, (t). Der gesamte Vorgang ist entsprechend der
angestrebten Ordnung auszufiihren.

10.4 Ubertragung auf Bewegungsgleichungen 1. Ordnung
Vorgelegt seien Bewegungsgleichungen 1. Ordnung

x = g(x;t) = go(x;t) +egu(xit).
Gesucht wird eine Transformation

x—x: X:x/—i—ZE”XU(t),
o=1

die die Bewegungsgleichungen so transformiert, dass gilt
X' =go(x';t) & egi(x;t)=0.

Die Entwicklung der rechten Seite der Ausgangsgleichungen in eine Taylorreihe um x’(¢) ergibt

) st 1 o 1
. o B 1 (x) . - (x) .
RPN ST (pg go(x:1) ) 25 (’SDU g1(xi1) >

Ein Koeffizientenvergleich beziiglich e fiihrt auf Bestimmungsgleichungen fiir die Funktionen X, (¢):

v=1 X;=%4X; Vg +gi,
v=2 Xy=24Xy Vgo+ 4(X:1Xy)-V3g + X; - Vg,
v=3 X; = 51X3 - Vego + 51(X1Xy) V281 + 9;(X1Xg 4+ XoXy) - V3go + 5;(X1 X1 Xy) - V38

bzw. allgemein
. 1
XuzFXV'Vgo+Fu(Xl,-u?Xu—lygo,gl;t) fiir v>1.
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Das ist ein System von Differentialgleichungen je 1. Ordnung, das nach den in den Abschnitten 9.3.1 bis 9.3.3
angegebenen Verfahren gelost werden kann. Insbesondere bietet sich hier das Propagator-Verfahren an, weil die
obigen Differentialgleichungen genau die dort angenommene Gestalt haben. In der n-ten Gleichung werden, wie
beim Poisson-Verfahren, die Losungen der vorangehenden Gleichungen bendétigt. Das System der Differential-
gleichungen ist also rekursiv. Anmerkung: Die Bewegungsgleichungen kénnen im Sonderfall kanonisch sein.

10.5 Zusammenfassung und Ausblick

Das vorgestellte Verfahren ist auf Bewegungsgleichungen 1. und 2. Ordnung, nicht-relativistische wie relativi-
stische, anwendbar. Es wird lediglich angenommen, dass sich deren Inhomogenitit aufspalten ldsst in einen
integrablen, also exakt 16sbaren Anteil und einen Storanteil, charakterisiert durch einen Kleinheitsparameter e.
Die Schnittstelle kann dabei beliebig gelegt werden. Beispiele hierfiir sind:

- Kepler-Problem — Storkréfte,

Cui-Problem — Storanteile,

- Vinti-Problem — Storanteile,

Schwarzschild-Problem — Gravitomagnetfeld.

Von Interesse diirfte vor allem sein, dass man zunéchst nicht beriicksichtigte Stéranteile mitnehmen kann. D. h.,
Losungen eines vereinfachten Bewegungsproblems definieren ein ungestértes Bewegungsproblem. Die zunéchst
vernachldssigten Storanteile gehen in die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten-Funktionen X, (t) der
Transformation ein. Die Beriicksichtigung der vernachléssigten Stoéranteile kann in ausreichender Ordnung
erfolgen. Dies entspricht gerade der Umkehrung der Elimination der Storanteile.

Damit stellt sich die Aufgabe der Entwicklung einer hochgenauen Bahntheorie wie folgt dar:

- Zerlegung der Gesamtaufgabe in ein integrables Hauptproblem und einen Stoéranteil

X =go(x;t) +egi(x;t) mit |5g1(x; t)‘ < |g0(x; t)|,

exakte/hochgenaue Losung des Hauptproblems x = go(x;t) — xg =xg(t),

Elimination der Storanteile e g (x;t) — X, (t) fir 1<v <N,

- Zusammensetzung der ungestorten Losung des Hauptproblems und der Transformation auf das aktuelle

Bewegungsproblem
N

x(t) ~ xu(t)+ )" Xy (t),

v=1

- Qualitdtskontrolle der Teillosungen mit Hilfe von Abschétzungstheoremen und der Verarbeitung von Bahn-
verfolgungsdaten.

Danach kénnen fiir die Teilaufgaben verschiedene Losungsverfahren eingesetzt werden. Definiert man das Haupt-
problem als die Bewegung in einem Gravitationsfeld, so kann man etwa Verfahren der kanonischen Transforma-
tionstheorie heranziehen.

Zusammenfassend lasst sich das vorgestellte Verfahren folgendermafen charakterisieren:
Durch eine fast-identische Transformation lassen sich

- entweder Storkrifte aus einer Bewegungsgleichung eliminieren

r—r': {t)=r() - Z e? X, (t) (Elimination),
o=1

- oder Storkrifte in eine Bewegungsgleichung einbeziehen

v —>r: r(t)=r'(t)+ Z e? X, (t) (Einbeziehung).
o=1

Somit kénnen zweierlei Fragestellungen behandelt werden:

- Wie kann man die Auswirkungen von Storkréaften auf eine vorgegebene Bahntheorie beriicksichtigen und
damit die Bahntheorie auf ein umfassenderes Bewegungsproblem erweitern 7

- Wie kann man das Ergebnis einer Bahnbestimmung von der Wirkung von Storkréften befreien ?

Beides ist beispielsweise fiir die Gravitationsfeldbestimmung von Interesse.
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Die in den vorangehenden Abschnitten dargestellten Verfahren zur Losung von Storungsproblemen sollen an
ausgewahlten Beispielen demonstriert werden. Das Hauptanliegen ist dabei, die Arbeitsschritte vorzufiihren,
aber auch die Wirksamkeit der Verfahren aufzuzeigen. Die Losung des eingangs gestellten verallgemeinerten
Hauptproblems der Theorie der Satellitenbahnen wird nur skizziert werden, weil seine ausfiihrliche Behand-
lung den Rahmen dieser Studie sprengen wiirde und das angestrebte Ergebnis noch nicht vorliegt und auch
Gegenstand einer eigenen Veroffentlichung sein wird.

11 Duffing-Oszillator

11.1 Bewegungsgleichung
Der freie, ungedampfte Duffing-Oszillator ist definiert durch die Bewegungsgleichung (Kevorkian/Cole [27])

d2
ditl; +uteud=0 ¢ Kleinheitsparameter, (136)

die bei verschwindendem Kleinheitsparameter in die Bewegungsgleichung des linearen harmonischen Oszillators
iibergeht. Nimmt man die Variablensubstitution

T =1, y=u (137)

vor, so erhédlt man das kanonische System

de _oF dy __or
dt oy’ dt Oz
mit der Hamilton-Funktion
F=-1(2%+y%) — ey, (138)
denn durch Nachrechnen sieht man, dass
dr 9F 3\ - 5 dy _ oF _ ..
at ~ oy~ wre) = (ke at = ar ol

und durch Bildung von 4 = &= — (u + €u3) die urspriingliche Differentialgleichung 2. Ordnung entsteht.

11.2 Lo6sung nach der modifizierten Cui-Methode
11.2.1 Konstruktion einer IAS 0. Ordnung

Ein kanonisches System mit der Hamilton-Funktion
F* :—%@(:ﬁ2+y2) :—%‘I)(QQ) (139)

in der ®(z) eine differenzierbare und im Allgemeinfall beliebige Funktion des Arguments ist, erweist sich als
integrabel. Ein erstes Integral lautet nach dem Theorem A von Cui (Schneider/Cui [64])

a = const.

Unter Zuhilfenahme dieses Bewegungsintegrals ldsst sich die allgemeine Losung des kanonischen Systems mit
der Hamilton-Funktion F* darstellen in der Gestalt

T = acos f, y = asin f. (140)

Die Winkelvariable f ist als Funktion der kanonischen Variablen x und y definiert. Ihre Zeitabhéngigkeit erhélt
man nach Bildung der Differentiale
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a’> =2+ = dazgdx—i—ydy,
a a

r=acosf = dxzzda—ydf,

af = “1aa - Las
ya Y
Daraus folgt die Zeitableitung des Winkels zu
df 1dx 10F* dr= 1\ d@ )/ 9 9
7:——7:——7:—7:—2 —77:¢ = .
dt y dt Y 6y da? ( 2) da? ((l ) w (a )

Anwendungen

(141)

Die Winkelgeschwindigkeit bzw. Frequenz ist also konstant. Im Allgemeinfall kann man fiir ®’ ein Funktional

in a?

als zweites Integral
f=wt+ fo

ansetzen, etwa wie oben angezeigt ®'(a?) =: w(a?). Unbestimmte Integration iiber die Zeit liefert dann

mit der Integrationskonstanten fy. Die beiden Bewegungsintegrale sind unabhéngig und ergeben die allgemeine

Lésung des vereinfachten kanonischen Systems
x = acos(wt + fp), y = asin(wt + fo).

Es wird als Zielsystem fiir die Konstruktion des IAS nter Ordnung gewahlt.

Aus der Losungsdarstellung erhélt man
x2:%a2(1—|—cos2f), y2zéa2(1—0052f)

und
zt = %a‘l (3+4cos2f + cosdf), y* = ga* (3 —4cos2f + cos4f)

und damit die Hamilton-Funktion (138) des Duffing-Oszillators zu

F=—3(a®+ Zea’) + 55ea* (4cos2f — cosdf).

=: F(0)* =: R(0)
Darin stellt
FO)x _ -1 ((x2 +1?) + B (a2 +y2)2)
ein IAS 0. Ordnung dar und
RO = 3¢ (32t + 622y — 5y*)
ist ein periodischer Restanteil.
Fiir das TAS 0. Ordnung ergibt sich die Frequenz

dFO)=
da?

Ergebnis: Es liegt jetzt eine Hamilton-Funktion des geforderten Typs

w(© (az) = -2 =1+ %5@2 #* w(aQ) .

F=F"(X,Y;e)+ R(X,Y;¢)

vor mit dem integrablen Anteil
F* = F*(X,Y;e) = FO(X,Y;e)

und dem periodischen Restanteil
R=R(X,Y;e) = RO(X,Y;e),

wobei
R(X,Y;e) =O(e) und /R(X, Y;e)dt = O(¥e) <« 1.

11.2.2 Schrittweise Konstruktion von IAS hdherer Ordnung

Konstruktion eines IAS 1. Ordnung

Mit einer fast-identischen kanonischen Transformation

Xy = xWyW®

(142)



Teil IV Anwendungen 83

dargestellt durch die Lie-Reihen

X=xO 4 {Xu), s(l)} o {{Xu), s(l)} ,s<1>} 4 % {{{Xu)’ 8(1)} ’5<1>} ,5<1>} T

3
Y-y 4 {yu) ,S<1>} + % {{yu) ’S(n} ’5<1>} b1 {{{yu) ,5<1>} ’s(n} ,5<1>} 4.

und die erzeugende Funktion
s = /R(O)dt mgw tea* (8sin2f —sindf) = Fsw e 323y + bay?)
erhélt man die transformierte Hamilton-Funktion
o _, p1. F(l)(x(l),y(l)) — F(O)*(g:(l),y(l)) _i_]ig(x(l)’y(l))
mit
R(zM,y) = % {Rw) <1>} i {{Rm) <1)} 75(1)} n % {{{R(O) ’8(1>} ’S<1>} ,S<1>} S (143)

Bildet man die Poisson-Klammern, so bekommt man

dw -1
R = & (w‘l (925 + 272%y? + 75x2y* + 25y°) + 16—~ 12 (3zty* + 5x2y6)) -

_|_

— et (w2 (272% 4 108202 — 1500%y* — 1002%y° — 125y%) +
dw
twt 3 (273310 +13528y? — 8102%y* — 15302%y° — 22522y® — 125y1°))+
+  momet (81210 + 4052892 + 153025y* — 1502yS + 122522y° + 625¢'0) + O(£®)

d -1

= %62((4)_1&6(17—90082f+COS6f) + i%ag(ﬁ— 10cos2f — 16 cos4f + 10cos6f—(2058f))—
a

-1

w
a
da?

— ﬁ53(w*2a8(730+ 73cos2f —17cos4df 4+ 3cosbf — 200s8f) + %w’l 10(754+¢1(f)))+

+ sqamssce @' (927 + ¢2(f)) + O(%)
mit
¢1(f) :=="T75cos2f + 15cos4df — 10cos8f + cos 10f,
@2(f) == —858cos2f +480cos4f — 288 cos6f + 5cos8f + 58 cos 10f.
Zerlegung der Klammern in R(:U(1 ,y(l)) fithrt auf
FO (20, y0) = FO= (50, 1) 1 RO (0,0

mit dem integrablen Anteil
-1

da?

d
FO* = —1a% - 332511 + 2048 < 2(68w71a6 +17 (;.dcﬁ

d —1
a8> + %63 <5w’2a8 + 3wt d alo) + g§254a10) + O(e)

und dem periodischen Restanteil

d
RM = L2 (w*1a6(9cos 2f —cos6f) + ¢ 5;2

—81—19253 (w‘2a8(73cos2f —17cos4f + 3cos6f — 2cos8f)> +0(e?).

a®(10cos2f + 16 cos4f — 10(:056f+0058f))—

Der Restanteil R(Y) ist von der Ordnung O(g?).

Der integrable Anteil F(* definiert ein IAS 1. Ordnung des Ausgangssystems - formuliert in den transformierten
Variablen (x(l), y(l)). Er kann wie folgt durch a? ausgedriickt werden:

px _ _ 4 17 2 6, 195 3.8 _ 11397 _4. 10 5
=3 3 (@ + 165a 2565 @ T 8192 ¢ — 262144 @ )+O(5 )-

Fiir den Restanteil folgt entsprechend

RW = _512€2a6 ((9 4166180’ )Cos2f Ea cosdf — ( - g‘g )COS6f 328a COSSf) +0(%).
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Konstruktion eines IAS 3. Ordnung

Vermittels einer zweiten kanonischen Transformation

X = x® | {Xm), 5<2>} n % {{X@), S(z)} ,S<2>} n % {{{X@)’ 5<2>} ’s<2>} ,S<2>} P
Y —vy® 4 {y@) ,S<2>} + % {{y<2> ’s(2>} ’S<2>} n % {{{y@) ,5<2>} ,5(2>} ,S<2>} 4.

mit der erzeugenden Funktion

s = /R(l)dt 1024w_152a6 ((9 416615a )stf 5a 2sindf — £ (1 — 35 )81n6f 1285(1 sme)

erhalt man die transformierte Hamilton-Funktion

FO (22) ) = PO= (@) @) 4 % {Ru) ,3(2)} G feemes gy pe2)

deren Zerlegung ein IAS definiert durch

2% _ ()% (.(2) (2 515 4,10 _ _ 1 17 .2 6 4, 195 3 8 1489 _4_10
F@* = (x( )yl )) t 52a088€ @ = —§(a + 650’ — 2565 @ T 51925 @ — 33768¢ @ )
mit dem Restanteil
R® = 52428854(110(84 cos4f — 41 cos 8f).

Da dieser von der Ordnung R®) = O(e?) ist, liegt mit dem integrablen Anteil ein JAS 3. Ordnung vor. Dessen
allgemeine Losung kann in den transformierten Variablen (x@), y(z)) geméfs

22 = qacos f = acos (w@)t + fo), y® = asin f = asin (w(Q)t + fo)

formuliert werden, worin die Frequenz gegeben ist durch

2) _ B2 _ BLo2,4 4 195 3.6 7445 4.8
W =14 gea” — opgeta’ + 55556707 — 53765€" @

11.2.3 Gendherte Losung des Ausgangssystems

Die Losung des Ausgangssystems wird nach den beiden kanonischen Transformationen durch

ot () ) )
o (0 ) o () o)+

genahert beschrieben, wobei die erzeugende Funktion aus den erzeugenden Funktionen der hintereinander ge-
schalteten kanonischen Transformationen zusammengesetzt ist:

s= (s + 5@) + L{sM @) 4 L {50 _ 50 (50 s@N 4.

Der Anné&herungsgrad an die strenge Losung ist von 3. Ordnung.

Anmerkungen:

- wenn man mit einer gendherten Losung 1. Ordnung zufrieden ist, entfillt die Notwendigkeit der zweiten
Transformation,

- wenn eine gendherte Losung hoherer Ordnung gewtiinscht ist, dann werden weitere Transformationen notig,
um IASs hoherer Ordnung zu konstruieren.®

Vermutung: Wenn ein kanonisches System ein IAS 0. Ordnung besitzt, d.h., wenn es zerlegt werden kann
in einen integrablen Anteil und in einen periodischen Anteil erster Ordnung, dann scheinen beim Bilden der
Poisson-Klammern in (143) keinerlei Terme aufzutreten, die weder konstant noch periodisch sind. Wenn dies
zutrifft, dann folgt daraus ein

Theorem: Wenn ein kanonisches System ein TAS 0. Ordnung besitzt, dann ist das System integrabel.

10Eine weitere Transformation kann eingefiihrt werden zum Erhalt eines geniherten Systems mit einem Residuum der Ordnung
O(e®). Dies fiihrt zu einer gendherten Losung 7. Ordnung. Dazu miissen allerdings die transformierten Hamilton-Funktionen F@)
und F(?) derart berechnet werden, dass sie alle Terme bis zur Ordnung O(e8) enthalten.
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11.3 Losung durch Elimination des Storanteils

Behandelt werden soll auch hier der reibungsfreie Duffing-Oszillator ohne dufere Anregung. Mit wi > 0 und
dem Kleinheitsparameter € lautet seine allgemeinste Bewegungsgleichung

d2

HZ +wiu+eu® =0 (144)
Bei Beschriankung auf den Sonderfall wy = 1 folgt (136) mit den entsprechenden Aussagen im Abschnitt 11.1.
Zunéchst soll der lineare harmonische Oszillator (¢ = 0) betrachtet werden. Man erhélt mit der {iblichen
Variablensubstitution (137) ein kanonisches System mit der Hamilton-Funktion!!

F:—% (x2—|—y2) ::—%(I) mit <I>:<I>(;C2+y2) ::(I)(aQ)
Analog zum Abschnitt 11.2.1 ergibt sich mit f = wt + fy die allgemeine Losung des Bewegungsproblems zu
x = acos(wt + fo) y = asin(wt + fo) (145)

Vorerst wird w = 1 gesetzt.

Nun kommen wir zum freien Duffing-Oszillator zuriick, d.h., es wird € # 0 zugelassen und man erhilt die
Hamilton-Funktion (138). Um die allgemeine Losungsform beibehalten zu konnen, kénnte man (140) in (138)
einsetzen:

F =—1(a?cos’f + a? sinzf) — fea’ sinf = —2a? — 55ea” (3 — 4dcos2f + cos4f)
2
= —3(2® +9°) — 552(a® +9%)" + 35 £(32" + 62”y” — 5y
= F©) —: R(©)
Man kann dann die Hamilton-Funktion zerlegen in einen integrablen Anteil F(©) = F(©)(¢?) und in einen

Restanteil RO, also F = F(©) 4+ R 12 Der integrable Anteil hat die wiinschenswerte Funktionsstruktur

FO = _1a2 = 3c(a?)? = —10(a?)

so dass sich in Analogie zu (141) die Frequenz in diesem Bewegungsproblem ergibt zu

dF©
2 = —27 =
w(a pe

und somit die Losungsdarstellung (145), hier konkret fiir die, hinsichtlich R ungestorte Bewegung!®:

-2 (—% — 1—365a2) =14+ %5@2

T = acos ((1 + 3ea?) t + fo) y = asin ((1 + 3ea®)t+ fo) (146)

Diese Losung entspricht dem Ergebnis der Krylov-Bogoliubov-Methode, vgl. Formel (249) im Anhang, Ab-
schnitt 13.1.'* Fiir Losungen hoherer Ordnung miisste der Restanteil R(*) weiter betrachtet werden. Stattdessen
werden die in vorangegangenen theoretischen Abschnitten vorgestellten Losungsverfahren Verwendung finden.
Die ungestorte Losung (140) kann unmittelbar iibernommen werden.

Nunmehr soll das gestorte Bewegungsproblem gelost werden.

11.3.1 Ansatz nach dem Propagator-Verfahren

Es werden zunéchst die Bewegungsgleichungen 1. Ordnung betrachtet. Als Ausgangspunkt dient das ungestdorte
Bewegungsproblem, definiert durch

dz OF dy OF
_— = — = — _— = —— = .
dt Oy 4 dt ox
Das System der Bestimmungsgleichungen fir die Koeffizienten X, (t) lautet
. 1
)'(/ = go(X/; t) s Xl = ﬁXl . Vgo + gl etc.
: 0 0

Hier ist

X = , x = ,
Y Y
Hyel. Formel (139)

12Diese Zerlegung erfolgte vergleichbar auch in der Lisung nach der modifizierten Cui-Methode; siehe (142) im Abschnitt 11.2.1.

13 Als ungestorte Bewegung wird hier die aus dem Ansatz der Hamilton-Funktion F(©) resultierende Bewegung bezeichnet; also
unter Vernachlissigung von (der Storfunktion) R(?).

Mmit den Setzungen wg = 1 in (249) und fo = 7/2 in (146)
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go(x;t) := (—;;) : g1(x;t) == <_é/3).

und

Damit folgt

il 990 99y 9(=y) I(=y)
ox ) ox dy or dy 0 -1
v = I’ Yy = = = = A’
g=|, (9590) ot ogh s o Lo
dy oxr 0Oy Oz dy
so dass , ;
. 1 0 -1 X7 —y XY —y
X;==X;-Vgo+g = + = +
1= Ve T8l ( 1 0 ) (Xf) ( 0 X3 0
—— —— ——
A x B
bzw. . .
X7 —-Xi —y’ X{+X{ =—y°
e + & B .
D¢ X7 0 XY —-Xf= 0
Mit y = asin f erhélt man
X? 4+ XV = —a®sin®(t + fo), (147.1)
XV-Xt= 0 (147.2)
und daraus )
XV 4+ XV = —a®sin®(t + fo). (148)

1. Lésungsweg
Die Formel (148) stellt die Gleichung eines linearen harmonischen Oszillators mit duRerer Erregung dar.!> Geht
man mit der Losung dieser Schwingungsgleichung in die Gleichung (147.2), so bekommt man die z-Komponente
XE(t)= XY —  XV(t) aus (148).
Damit ist in erster Ordnung die Lésung des Duffing-Oszillators bekannt:
z(t) =2’ + eX{ =acos (t + fo) + eX{(t) + O(e?) ,

y(t) =y +eX{ = asin(t + fo) +eX{(t) + O(e?) .
2. Losungsweg
Die zu l6senden Gleichungen (147) werden umgeschrieben in

% — Xe (0 v\ [XE . —a®sin®(t + fo)
Xy 10 )\ xy 0 '

Es liegt somit ein Differentialgleichungssystem in der fiir die Anwendung der Formel von Dyson geforderten
Gestalt x = Ax + B vor. Damit ergibt sich die Losungsdarstellung zu

Xl(t) = P(t,to) X1,0 +/tP(t, T) B(T) dr

to
mit den Anfangswerten X; o = X;(tp) und dem Propagator (131), da die Matrix A hier konstant ist.
Die Losung lautet somit

t

X (t) = et IA X, o + / e=TAB(r)dr.

to
Fiir die Potenzen der Matrix A in (131) erhilt man A? = I, A3 = —A, A* =T, A=A A= -1, A"=-A
etc., so dass gilt

oo _ )20+l > —7)%"
P(t”r) _ e(th)A — A Z(*l)n (t))' +1 Z(l)n(t@n))'a

=sin(t—7) = cos(t—7)

P(t,7) = sin(t — 7) A +cos(t — 7) L.

Lhier speziell mit w = 1
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Es folgt

Xy = (sin(t —to) A + cos(t — o) I) Xy, +//Sin(t —7)AB(7)dr —|—/ cos(t — 7)B(7)dr

to tU

bzw.

X, = (sin(t —to) A + cos(t — tg) I) Xi,0+ /t:sin(t -7) <_B£iy((:))> dr + /t:cos(t —7) <gzg;> dr.

Einsetzen der Eintridge von A, I, X; ¢ und B liefert schlieflich X, (¢) in Komponentenform:

t
X{(t) = cos(t — to) XT o —sin(t — to) X7 g —/ a® cos(t — 1) sin® (7 + fo) dr,

to
. =: Ig(t,t())
XY (t) =sin(t —to) X{ o + cos(t — to) X7 —/ a®sin(t — 1) sin®(7 + fo) dr.
to
= I;(twtﬂ)

Die Integrale I(t,to) und I5(t,to) sind geschlossen darstellbar!® {iber

4 T=t
I3 = ;LZ <IQT sin(t + fo) t_%(;)(glf sin(t + fo) sin(v(7 + fo)) + 1315’%4 cos(t + fo) cos(v(7 + fo)))> B
3 s C
= ;% (12(t —to)sin(t + fo) + (bg cos(v(t + fo)) +b1%5 sin(t + fo) sin((v + 1)(to + fo)) +
v=1(2)

+ b{% cos(t + fo) cos((v + 1)(to + fo))))

~ c ~TJC ~TJC ~TJC ~TJC T c C c c T
mit b = (b{s,bga,bgs,bff) = (~8,1,-4,1)" bzw. bl = (b{s,bga,...,béS) =(-6,3,8,-1,4,-1)7

und
a3 4 . . T=t
I =5 (— 127 cos(t + fo) + (623 sin(t + fo) cos(v(7 + fo)) + by cos(t + fo) sin(v(r + fo))))
v=2(2) T=to
3 3 .
= 3—2 ( 12(t — to) cos(t + fo) + (b; sin(v(t + fo) + b5, sin(t + fo) cos(v + 1)(to + fo)) +
v=1(2)

2

+ b{f’:’;ﬂ cos(t + fo) sin((v + 1) (to + fo)))>

GBI (0 gl gl g\ T I3 I3 55 1\ T
mit b = (bl b5 5l bl ) — (-4,1,8,~1)" bzw. bl = (bl NI ) = (6,1,4,-1,-8,1)7.
Die vollstédndige Losung in erster Ordnung lautet demnach

u(t) = z(t) = X{(t) = acos(t +fo) + & (—sin(t — to) X7y + cos(t — to) X{ o — I§(t,t0)) + O(£?) ,
u(t) =y(t) = X{(t) = asin(t +fo) +e ( sin(t —to) X7+ cos(t — to) X7 g — I5(t,t0)) + O(€?) .

16 Anmerkung: Die Auswertung der Integrale gelinge auch, wenn man die Funktionen durch ihre Reihen ersetzt und auf die
Integralformeln zuriickgreift. Allerdings bekommt man (unendliche) Reihen und keine geschlossenen Ausdriicke. Bei Gradshtein/
Ryshik [13] findet man:

1
4 =z
_pym X 2m + 1
z"sin?™ 1 g de = ( 27)n (—1)k " sin(2m — 2k + 1) zdz
2 k=0 k .
z > p2n—2k >l g2n—2k—1 8
2" sinx de =(2n)! (71)1@4-17' cosx + (71)167| sinx
H—0 (2n —2k)! k0 2n -2k —1)!
1
z > p2n—2k+1 > p2n—2k -
2" lsinzgder = 2n+1)! (—)FH —  _cosz+ (-1)fF ————sinz
o=0 2n —2k+1)! k=0 (2n — 2k)!
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Fiir einen praktischen Vergleich mit anderen Losungen erster Ordnung (siehe Anhang, Abschnitt 13.1) werden
die Integrationskonstanten so gewahlt, dass die dort verwendeten Startwerte u(t = to = 0) = ug = 0.8008 und
u(t =to = 0) = up = 0 gelten. Mit der vereinfachenden Wahl fy = 7/2 erhélt man die Gleichungen

up = a + €uy,o = 0.8008, Uy =€ty 0 = 0.

Der Duffing-Oszillator wird durch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben; somit wiirde die
Vorgabe der beiden Integrationskonstanten a und fy geniligen, um eine partikuldre Losung auszuwéahlen. Da die
Losung im gewéhlten Verfahren sukzessive aus Anteilen ansteigender Ordnung zusammengesetzt wird, flieffen
immer mehr frei wihlbare Parameter uy o = X{ o, 11,0 = X{ ¢, uz0 = X3, 2,0 = X5 usw. in die resultierenden
Startwerte ein. Je nach gewéhlter Parameterzusammensetzung kommt man zu verschiedenem Losungsverhalten,
statt zu einer tatsichlich partikularen Losung. Dies ist eine unmittelbare Folge des Approximierens.

In dem obigen Beispiel wire man fiir € # 0 auf 1 o = 0 festgelegt.!” Die Kombination (u1 0, a) bleibt dagegen
noch frei wahlbar. Wir wahlen hier u; o = 0 und erhalten somit a = 0.8008. Mit den genannten nominalen
Werten gelangt man schlieklich zur Losungsdarstellung

5(13

32

Diese Losung entspricht exakt der Formel (246) im Anhang, Abschnitt 13.1, resultierend aus der asymptotischen
Reihenentwicklung nach Poincaré. Wie diese, enthélt (149) einen sékularen Term, der durch Renormierung
vermieden werden kann (siehe Anhang 13).

u(t) = asin(t + 5) + (12tcos(t+ Z) —sin(t + 3) —sin(3(t + Z))) + O(?) . (149)

11.3.2 Notwendigkeit einer Renormierung

Durch eine fast-identische Transformation
u(t) =Y e un(t) (150)
n=0

soll aus der Bewegungsgleichung des freien ungeddmpften Duffing-Oszillators

d2
ditg +Tuteud=0 ¢ Kleinheitsparameter

der Stéranteil eu® eliminiert werden.

Die zu lsenden Differentialgleichungen, die das leisten, lauten (sieche Abschnitt 10.3.2)

n=20 XO = Fharm = Xp (t) = rharm(t)a
n=1 X; = 4Xi(t) - V,FO + V) = Xy (1),
n=2 Xy = 1Xo(t) - V,FO + L(X,X,) - VZFO + X, - V,FD = X,(t)
usw. beziehungsweise wegen
Xy = {un}
und
FO = {4} = V,FO ={V,(-u)} = —1 und VZF© =0,
Uharm () Uharm (1)
FOU = {—u?} = V., F ={V,(-u)} = —3u?
Uharm () Uharm ()
lauten sie'®
n=1 i = —uy — ud
n=2 Ug = —Ug — 3u1u% (151)

Gleichungen dieses Typs kénnen mittels diverser Verfahren gelost werden, siehe Abschnitte 11.3.3 bzw. 11.3.4.
Die Losung fiir uq(¢) ist u.a. im Buch von Nayfeh [50] zu finden.

uy = —3adtsint + 35a%(cos 3t — cost) (152)

Diese Losung kann bestétigt und nach Renormierung auf héhere Ordnungen erweitert werden, vgl. Anhang 13.2.

7Fiir die Beispielrechnungen im Anhang wurde € = 0.05 = % gesetzt.
18 mit Uharm = U0
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Zur Losung der Differentialgleichungen (151) ist es zweckméfig, die unabhéngige Verdnderliche ¢ durch eine
neue Variable s mittels der fast-identischen Transformation

t=s (1 + iw(,&?”) (153)

zu ersetzen (Bellmann [1], Nayfeh [50]), wobei die frei wihlbaren Koeffizienten w, so festgelegt werden, dass
das Auftreten so genannter Poisson-Glieder

COS t ~ . . o e
t . = Zeitproportionalitat
sint
vermieden wird.

Durch diese Poincaré-Lindstedt-Renormierung geht die Bewegungsgleichung des freien ungeddmpften Duffing-
Ostzillators (unter Verwendung von wg = 1) iiber in

2 2 2 oo 2
de_ duw (~u—ev®) = % = (Z wﬁ") (—u—eu®) = (1+ew +e2wa+ -«)Q(fu —eu?)
o=0

dﬁQ 00 2
ds? <Z wgzs”)
o=0

Geht man, analog (150), mit einem Losungsansatz

(154)

u(s) = Z e"up(s)
n=0

in (154) ein und entwickelt beide Seiten in Taylorreihen, so fithrt ein Koeffizientenvergleich beziiglich des Klein-

heitsparameters auf die Differentialgleichungen
d2u0
ds?
d2U1
ds?
d2U2
ds?

+ Ug = 0,
+ uy = —US — 20.)111,0, (155)

+ ug = 72w1u8 — 3u1u% — Uug — 2wty — 2Uw1

Dies ist ersichtlich ein System von Bewegungsgleichungen ungeddmpfter harmonischer Oszillatoren mit un-
terschiedlicher dufierer Anregung. Die Gesamtbewegung des Duffing-Oszillators ergibt sich demnach durch
Uberlagerung der Oszillatorbewegungen

u= Z €™y (8) = ug(s) + euy (s) + e2ua(s) + - -
n=0

Anmerkung: Ohne Renormierung wiirde man, (152) bestétigend, in erster Ordnung erhalten
uy(t) = —2adtsint +35a3(cos 3t — cost).
———
Poisson-Glied

Mit einer Renormierung entsprechend
3.2

w1 = —éa
bekommt man hingegen eine Darstellung ohne (!) Poisson-Glied:
uy(s) = 55a° cos 3(s + @),
so dass in erster Ordnung folgt

u(s) = acoss + g5ea’cos3(s+ @) + -
= uo(s) + euy(s) + e
und fiir die Transformation der unabhéngigen Variablen
t:s(l—%6a2)+-~-

Fiir Losungen hoherer Ordnung bietet sich zur Vermeidung langwieriger Handrechnung die Verwendung von
Softwarepaketen zur Formelmanipulation an.
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Gegeben sei, wiederum (150) folgend, die Potenzreihe

(oo}
u = E e"u, =: g Uy =: U.
n=0 n

Nach einer Renormierung (153) bzw. geméaf

tzsisnwn zzsz:wn =850 (156)
n=0 n

mit wp := 1 lautet die Bewegungsgleichung des freien ungedampften Duffing-Oszillators

b (oo ( o)

Diese Gleichung soll in Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizientenfunktionen wu,,(s) zerlegt werden, also

2, 2 2 3
ddTQn = Extract,, | — (%: wn> zn:un — <zn: wn> (2”: un> ) (157)

Der Operator Extract,[ ] soll dabei Terme der Ordnung €™ aus der eckigen Klammer herausziehen. Es beginnt
im vorliegenden Beispiel mit!'?

n=0 -—uop,

n=1 —u; — ug — 2wy ug,

n=2 —us— 2w1u8 — 3u1u(2) — w%uo — 2woup — 2uq w1,

n=3 —us-— (w% + 2w2) ud — 3 (ug + 2uywy) u — (31@ + 2 (wywa + wg)) Uy — 2Uswi — U (w% + ng) ,
n=4 —uy;—2(wws+ws)ud — 3 (uz+ 2uowi) ud — buiwiug — (w% + 2wiws + 2w4) up — U3 — ugwi—

—2uswi — 2Uswo — Uy (3 (w% + 2w2) ud + 6ugug + 2 (wiws + Ldg)) .
(158)
Das Ergebnis (158) erhilt man z. B. unter Verwendung von MATHEMATICA™ einfach durch Eingabe von

@ =14 Sum[&"wy, {n,1,10}];
@ = Sum|[e™uy,, {n,0,10}];

2~3

FullSimplify[Coefficient[-&%@ — € 0243, €, n]]

mit gewiinschtem Wert fiir die Ordnung n in der letzten der drei Zeilen.?°

Die Differentialgleichungen fiir die Koeffizientenfunktionen ergeben sich damit zu
d?u,,
ds?

wobei die f,,(s) als Anregungsfunktionen bezeichnet werden. Es ist also in jeder Ordnung eine Schwingungs-
gleichung, und zwar die eines linearen harmonischen Oszillators mit dufierer zeitabhéngiger Anregung, zu l6sen.
Dabei ist die Anregungsfunktion einer Ordnung bestimmt durch die Lésungen der niedrigeren Ordnungen, d.h.,

fr(8) :i= faluo(s),ur(s), ..., upn—1(8)) fiir n>1.

Fiir die ersten Ordnungen gilt nach (158) z. B.
n=20 fO (S) =0,

n=1 fi(s) = fi(uo(s)) = —ui(s) — 2wiuo(s),

= —Up + fn(s)v (159)

(160)
n = 2 fa(s) = fa(uo(s),u1(s)) := —3ud(s) ui(s) — 2w (ul(s) + ug(s)) - (w% + 2w2) ug($)
Fiir die 0. Ordnung erhilt man sofort
uo(s) = u cos(s + ¢o) (161)

9yvgl. (155) oder die Oszillatorgleichungen (ebenfalls nur bis n = 2 ausgefiihrt) in Nayfeh [50], Seite 59, Formeln (3.1.7) - (3.1.9)
20Tm Bedarfsfalle miisste das gewahlte nyqz = 10 entsprechend erhoht werden. Die Vorgabe oo ist nicht praktikabel.
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mit den Integrationskonstanten ug (Amplitude) und ¢y (Phase) als Losung der Bewegungsgleichung
d2u0
ds?

des freien ungeddmpften harmonischen Oszillators.

= —uO

Geht man mit (161) in die Schwingungsgleichung fiir die 1. Ordnung ein, so ergibt sich
d2U1
ds?

als zu 16sende Gleichung. Die Konstante w; ist so festzulegen, dass keine monoton wachsende Losung entsteht,
was aus physikalischen Griinden ausgeschlossen werden muss (Vermeidung von Poisson-Gliedern).

= —uy(s) — (u’04 cos(s + ¢0))3 — 2wiud} cos(s + po)

Grundsétzlich stellt sich nur noch die Frage, wie Gleichungen der Form (159) geldst werden kénnen. Dies gilt
sowohl fiir den renormierten als auch den nicht-renormierten Fall. Fiir letzteren sind lediglich die Anregungs-
funktionen bzw. rechten Seiten f,,(s) wieder durch f,(¢) zu ersetzen. Analog (160) folgt aus (151)

n=0 fo(t)=0,
D=1 ) = filuol) = ), .
= fa(uo(t), ur(t)) := —3ug(t) u1(t)

n : 2 fg(t)

In den folgenden zwei Abschnitten soll jeweils ein Verfahren zur Beantwortung der Frage vorgestellt werden und
in einem weiteren Abschnitt wird dann die Aquivalenz dieser beiden Verfahren angesprochen.

Anmerkung: Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird fiir die Herleitung beider Verfahren die Zeitvariable t,
dem nicht-renormierten Fall entsprechend, verwendet.

11.3.3 Lo6sung mittels Laplace-Transformation

Die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizientenfunktionen u, (t) bzw. u,(s) sind, wie bereits erwihnt, Schwin-
gungsgleichungen harmonischer Oszillatoren bei dufterer Erregung; insbesondere sind es lineare gewohnliche
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Zu deren Losung kann man als universelles Verfahren die
Laplace-Transformation (Simonyi [65], Lippmann [40]) heranziehen:

Fiir die Differentialgleichung eines linearen harmonischen Oszillators bei duflerer Erregung k(t)

d?f(t) d*f(t)
di? di?

+ (1) = k(1) = k(t) — f(#) (163)

ergibt sich, hier 0. B.d. A. unter der Annahme von o = 0, mittels Laplace-Transformation als Losung?!

t

f(t) = f(0)cost + f(0)sint +/sin(t —7)k(r)dr (164)

0

mit den Anfangswerten f(0) und f(0). Anmerkung: Die Eigenkreisfrequenz ist hier zu wo = 1 angenommen.

2INach Bronstein [2] gilt fiir die Laplace-Transformation einer Originalfunktion f(t) in eine Bildfunktion F(p)
oo
F) = [f0e =70}
0

u. a. ein Differentiationssatz, so dass fiir (163) folgt

LAY - pf(0) = )+ L (S} = £ (k) b () = 0+

Die Originalfunktion erhélt man durch Anwendung der inversen Laplace-Transformation:

B R R IV Y

£(0).

14 p2

cost sint

Fiir den letzten Term auf der rechten Seite konnen Faltungssatz bzw. Faltungsintegral herangezogen werden. Man erhalt mit
Fi(p) = L{fi(t)} := L{k®)} — f1(t) = k(t) und Fa(p) = L{f2(t)} :=1/(1 +p?) — fa(t) = L71 {1/(1 + p?)} = sint schlieRlich

t t
B 1 .
c I{L{k}-HpQ}:fl(t)*fg(t)zo/fl(r)fg(tT)dT:O/k(T) sin(t — 7) dr.
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Ubertragen auf den freien, ungedimpften Duffing-Oszillator erhilt man
t
Un () = Upy COSE 4 TUpy, sint +/sin(t—7‘)fn(7') dr n=12,.... (165)
0
Darin ist nach (135) bzw. (158) oder (162) bzw. (160) fiir die Anregungsfunktionen f,(t) bzw. f,(s) im nicht-

renormierten bzw. renormierten Fall einzutragen. Ubertrdgt man die Anfangswerte fiir alle n > 1 auf den
ungestorten Fall, so bekommt man die gesuchten Koeffizientenfunktionen nach Ausfiihrung von Quadraturen

un(t) = [sin(t — 7) fn(7)dr n=12.... (166)
/

Anmerkung: Der Term sin(t—7) im Integranden von (166) wird uns im nachfolgenden Abschnitt 11.3.4 in Form
einer Resolvente wiederbegegnen.
Dass (165) die Gleichung

d?u,,

de?

16st, bestéatigt man durch Einsetzen in diese Differentialgleichung. Bei der Bildung der zweiten Ableitung ist zu
beachten, dass t sowohl in der oberen Integrationsgrenze als auch im Integranden auftritt und sie darum nach
folgender Formel?? auszufiihren ist (und zwar zweimal hintereinander):

b(t) b(t)

%/f(t,f) dr = b(0)f(£.b(t)) — a®)f(t,a(t)) + / %dﬂ (168)
a(t) a(t)
wobei speziell fir ¢ = 0 und b(t) = ¢ folgt
t ¢
d of(t,t of(t,t
E/f(t,T)dT:f(t,T:t)nL/%dT & f(, = dt/f / f(at )dT. (169)

0 0

Die Formeln (168) bzw. (169) stellen ein Hilfsmittel dar, um vermutete Losungen zu iiberpriifen. So folgt z. B.
fiir (166) unter Anwendung von (169)

t t
Un(t) = /Cos(t —7) fn(7)dr, Un(t) = fu(t) — /sin(t — 1) fu(T)dr = fr(t) — un(t)
0 0
und somit die Bestétigung von (167).
Anmerkung: Man kann nach dem Gesagten (165) als Losungsansatz wihlen fiir die Differentialgleichung
d%u,

Prak —tn(t) + fo(wo(t), ur(t), ..., un—1(t);t) fiir n>1. (170)

11.3.4 Lo6sung mittels Neumann’scher Reihe
Der Bewegungsgleichung (170) bzw.

d2un d2un
a2 = U+ fn=19n = ngn:() (171)

ist bei Anfangswertdeterminierung dquivalent die Volterra’sche Integralgleichung (Schneider [60], 414fF.)

Up (t) = Un () +/(t —7) gn(T)dr mit Un () 1= Ung + Uny (t — o).

Man bestétigt das durch zweifache Ableitung nach der Zeit, wobei im Folgenden wiederum o.B.d. A. o = 0
gesetzt wird:23

22siehe Schneider [60], Seite 415
23mit to = 0 folgt unter Verwendung von (169)
¢
Un(t) = Ung + [gn(T)dT, Uin(t) = gn(t).
0
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Beachtet man die Definition g,,(t) := —u,(t) + fn(t), so lautet die Integralgleichung

U () = U ( +/t T —fun( )—i—fn( = O+ [(t=7) fu(T)dT— [(t—=T) un(7) AT =: hp(t)— [(t—7) upn (7) d7.
0

~

0 0

(=)

(172)
Das entspricht einer linearen Volterra’schen Integralgleichung zweiter Art

o(x) :f($)+)\/K(x,y)¢)(y)dy mit a<xz<b, AeR

unter den Setzungen fiir das vorliegende Beispiel
o(x) = un(t), f(x) = ha(t), K(z,y)=K(t,7) =t -7, A=-1

Thre Losung kann allgemein angegeben werden in der Gestalt

—A/R:cy, y)dy + f(2)

mit dem ldsenden Kern (Resolvente) der Neumann’schen Reihe

o0

R(z,y,A) = Y _ A" 'K (,y) (173)

m=1
und den iterierten Kernen
KW(z,y) == K(z,y),

K®(z,y) = /K(:E,J)K(O’,y)do’,

KD () - /Kwa YK™(g,y)do fir m=1,2,....
Yy
Im vorliegenden Beispiel hat die Losung also die Gestalt

t

Un () = hy(8) + )\/R(t,T; A) by (7)dr mit A=-1
0
mit dem losenden Kern -
R(t,r A =—1):= Y (-1 'K™(t, 1)
m=1

und den iterierten Kernen

K(l)(t,T) =t-r7,

¢
K+t ) = /t—a ™) (g, 7)do fir m=1,2,....
Man erhélt 1
(m) _ _ 2m—1 . _
K (t,T)—7(2m71)! (t—r1) fir m=1,2,...
und somit, wegen A = —1, nach (173) die Resolvente

R(t,7; A= —1) =sin(t — 7),

so dass die Losung geschrieben werden kann als

Up(t) = hy(t) f/sin(t —7) hyp(7)dT (174)
0
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oder mit der Definition von h,,(t)
t t T
Un (t) = Gn(t) —|—/(t —7)fn(r)dr —/sin(t —7) (&n(T) +/(T —0)fn(o) da) dr. (175)
0 0 0
Zur Kontrolle wird diese Losung in die Bewegungsgleichung eingesetzt. Mit der Differentiationsregel (169) folgt:
1. Ableitung

Uy () = Un(t) + % /t(t —7)fu(r)dr —/tsin(t -7) <ﬂn(7') —|—/T(T —0)fn(o) da) dr
0 0 0
= lUp, + % /t(t —7)fn(r)dr ) — % /Sin(t —7) (ﬁn(T) Jr/U(T —0)fn(o) da) dr
0 0 0

also
t

Up () = Uy + /tfn(T) dr f/cos(t —7) <ﬁn(7) Jr/T(T —0)fn(o) da) dr.
0 0

0
2. Ableitung

t t

1) = (D) + O/u ) fulr) dr 0/sin<t =) (antr) + flr= oo do)ar
& /< rarh - & <>(<><>f<>)
= L= Ojfn<7>df 4 Olos@_ﬂ(unm O/ZT_M Jao)a
fn(t)%{ Ojeos@ﬂ(an(tmoTw ) )da)dT} |
= Fult) = vecostt )i + fle=o (0)da) + 0-cost ~ 0)(1(0) + fo-ono do)-

/—cost7< O/Tafn )

t

an(t)—(ﬂn(t)+/t(t—0fn )+ smt—T( +/T—0’fn da)

0 0 0
oder nach der Definition von h, aus (172) und mit (174)

un(t) = fn(t) - n(t) +/Sln(t - T)hn(T) dr = fn(t) - un(t)
0

Das ist aber die obige Bewegungsgleichung (171) w.z.b.w.

Anmerkung: Die beiden Losungsdarstellungen (Verwendung von f,,(t) oder h,(t))?* erfiillen die Bewegungsglei-
chungen und miissen dieselbe Losung darstellen, zieht man die Existenz- und Eindeutigkeitssétze der Theorie
gewohnlicher Differentialgleichungen heran. Danach muss die Differenz der beiden Losungsdarstellungen iden-
tisch verschwinden:

U (8) = up () =0,

was man mit u? (¢) aus (174) und uf(t) aus (175) sofort bestiitigt.

24 Anmerkung: wenn man (169) zweimal auf hy, (t) anwendet, folgt hn (t) = fn(t)
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11.3.5 Laplace-Transformation vs. Neumann’sche Reihe

Alternativ stehen nun zwei Losungsdarstellungen zur Verfiigung. Ubertriigt man die Anfangswerte fiir alle n. > 1
auf den ungestorten Fall?>, so muss das Ergebnis (166) nach einer Laplace- Transformation mit dem Ergebnis
(175) unter Beriicksichtigung von u,(t) = 0 nach Anwendung einer Neumann’schen Reihe iibereinstimmen, d. h.,

/tsmt—rfn )dT:/t(t—T)fn tsmt—T)/T(T—a)fn( )do dr. (176)
0 0 0 0

Es wurde zuvor gezeigt, dass beide Seiten der Gleichung (176) der notwendigen Bedingung geniigen; d. h., beide
Losungsdarstellungen erfiillen die Differentialgleichung (170). Welcher Ansatz effizienter ist, wird in der Praxis
von den konkreten Anregungsfunktionen f,(¢) bzw. f,(s) und den daraus resultierenden Integralen in (176)
abhéngen, die ja noch zu berechnen sind.

Zur Ableitung einer Losung héherer Ordnung fiir den Duffing-Oszillator soll hier im folgenden nur noch das
Ergebnis der Laplace-Transformation verwendet werden, d. h. (166). Zu berechnen wéren dann also die Integrale

t s

Un (t) :/sin(t —7)fn(r)dr bzw. Un(8) :/sin(s —7)fn(r)dr fiir n>1,

0 0

die sdmtlich geschlossen ausfiihrbar zu sein scheinen, wobei die f, aus (162) bzw. (160) zu entnehmen sind.
Fiir den renormierten Fall sei daran erinnert, dass nach jedem Losungsschritt der jeweilige Koeffizient w,, so zu
wahlen ist, dass das Auftreten eines Poisson-Gliedes vermieden wird.

Als Losung Nter Ordnung erhélt man schlieflich

N N
t) + Z e un (t) bzw. u(s) = ug(s) + Z €™ (s) (177)

mit der Losung nullter Ordnung
uo(t) = acost bzw. uo(s) = acoss, (178)

welche die Anfangsbedingungen «(0) = a und 4(0) = 0 komplett aufnimmt.

Beispiel 1: Losung erster Ordnung im nicht-renormierten Fall

¢ ¢ ¢
:/sm (t—7)f1(r /sm (t—7)(—ud(r)) dr = —a3/sin(t—7') cos® 7dr = — 2 a®(cost—cos 3t+12t sint)
0 0 0
und damit

u(t) = acost — 3ea’tsint + 55ea®(cos 3t — cost) + O(e?),
was die Losung von Nayfeh [50] bestétigt. Da fiir den Duffing-Oszillator also bereits in der ersten Ordnung
ein physikalisch unsinniger sikularer Term (Poisson-Glied) auftaucht, macht es keinen Sinn, Losungen hoherer
Ordnung fiir den nicht-renormierten Fall abzuleiten. Stattdessen soll im weiteren nur noch der renormierte Fall
betrachtet werden.

Beispiel 2: Losung erster Ordnung im renormierten Fall

S S S

u1(s) :/sin(s —7)fi(r)dr :/sin(s —7)(—ud(r) — 2wiuo(r)) dr = —a/sin(s — 1) cosT (a® cos® T + 2wy) dT.
0 0 0
(179)
Integration liefert
u1(s) = g5 (a®(cos 3s — cos s) — 4a(3a* + 8wy )ssin ). (180)
Der Term mit dem Faktor ssins stellt wieder ein Poisson-Glied dar, kann aber offensichtlich mit der Setzung

Wy = —%a? — u1(s) = 3%a3(cos 3s — coss) (181)

unterdriickt werden. Es folgt damit

u(s) = acoss + 3%&13 (cos3s — cos s) + O(e?). (182)

25andere Verteilungen der Anfangsbedingungen wiren durchaus denkbar, sind hier jedoch nicht behandelt worden
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Soll die Losung (182) von der Zeitskala s in die urspriingliche Zeitskala ¢ transformiert werden, so ist nach (156)
t=s0 — s=wt mit w=a L (183)
Fiir die Losung erster Ordnung erhilt man

&zl—l—awl:l—%saQ — w:1+%€a2+0(52)

und schlieflich

u(t) = acoswt + g5ea®(cos 3wt — coswt) + O(e?).
Diese Losung ist konsistent mit der im Anhang 13.2 angegebenen Losung 10ter Ordnung.?5
Im folgenden Abschnitt soll analog eine Losung hoherer Ordnung aufgestellt werden.
11.3.6 Ablaufschema fiir Lésungen beliebig h6herer Ordnung

Die am Ende von Abschnitt 11.3.5 angegebene Losung lasst sich schrittweise auf beliebige Ordnung erweitern.
Der Algorithmus®? lauft folgendermafen ab:

uo(s) = acoss Formel (178) Lésung 0. Ordnung
fi(s) = 7% (a3(3 cos s + cos 3s) + 8a cos s o.)l) Formeln (157) - (159), Einsetzen von ug(s)
/ s—71)fi(r)dr Formel (166), geschlossen losbar
0
= 3—12a3(cos 3s —coss) — a(%a2 + wl)ssins z. B. mittels MATHEMATICA™
!
w1 = 7%a2 notig zur Vermeidung des Poisson-Gliedes in uq(s)
!
ui(s) = 35 CLS(COS 3s —cos s) jetzt physikalisch plausibel — weiterverwendbar
!
u(s) =acoss+ S—IQEGB(COS 3s —coss) + 0(82) Formel (177) Lésung 1. Ordnung (renormiert)
fa(s) = LB (a5 (57 cos s + 24 cos 3s — 3 cos 5s) — 256a cos s wQ) Formeln (157) - (159), Einsetzen von uo(s), u1(s)
/ s—1)fo(r)dr Formel (166), geschlossen 1sbar
0

= 1024 a®(cos 5s — 24 cos 35 + 23 cos s) + a(%a4 — wg)s sin s z. B. mittels MATHEMATICA™

l
w2 = %(fl notig zur Vermeidung des Poisson-Gliedes in ua(s)
!
uz(s) = T124a5 (cos bs — 24 cos 3s + 23 cos ) jetzt physikalisch plausibel — weiterverwendbar
!
u(s) = acoss+ 3—128(13(COS 3s —cos s)+ Formel (177) Lésung 2. Ordnung (renormiert)

+ ﬁ52a5(COS 5s — 24 cos3s + 23 cos s) + 0(53)

Anmerkung: ITm Wesentlichen besteht die Rechenarbeit in der mehrfachen Auswertung von Integralen der Form
S
/sin(s —7)coskrdr
0

fiir jede der Koeffizientenfunktion w,(s) mit n > 1 und k =1,3,5,...,2n + 1.

26vgl. Formeln (257) - (259) unter Beachtung, dass hier im Abschnitt 11.3 die Setzung wo = 1 vorgenommen wurde
27die ersten Schritte wiederholen das Ergebnis aus (179) - (182)
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Explizit wurde der Algorithmus bis zur Aufstellung einer (renormierten) Losung 10. Ordnung angewendet.
Werden die einzelnen Terme entsprechend den Teillosungen wu,(s) nach Potenzen von e sortiert, so erhilt man

u(s) = acoss + gzea’(— cos s + cos 3s) +
+101ﬁ€2a5(23 cos s — 24 cos3s + cos bs) +
+%53a7(—547 coss + 594 cos3s — 48 cos bs + cos 7s) +
+W157654a9(13426 coss — 15121 cos3s + 1766 cos 5s — 72 cos s + cos 9s) +

+m55a11(—339176 cos s 4 394701 cos 3s — 58944 cosbs 4 3514 cos 7s —
—96 cos9s + cos 11s) +

erse‘aw (8791304 cos s — 10531302 cos3s + 1879479 cos5s — 145200 cos 7s +
+5838 cos9s — 120 cos 11s 4 cos 13s) +

+mg7al5(—233034230 coss + 286361891 cos3s — 58529521 cosbs + 5480977 cos7s —

—287712 cos9s + 8738 cos 11s — 144 cos 135 + cos 15s) + (184)

+m58a17(6297662471 coss — 7913777523 cos3s + 1799860826 cosbs —
—195818280 cos7s + 12560763 cos9s — 500304 cos11s + 12214 cos13s —
—168 cos 155 + cos 17s) +

+m59a19 (—173028708850 cos s + 221745263658 cos3s — 54983271690 cos5s +
+6749957586 cos7s — 507272256 cos9s + 24812277 cos11s —
—796800 cos 13s + 16266 cos 155 — 192 cos 17s + cos 19s) +

—l—mewam (4821475754931 cos s — 6287043160531 cos3s + 1674301599697 cos5s —
—227078322481 cos7s 4 19419728994 cos9s — 1118691000 cos11s +
+44260735 cos13s — 1191024 cos 155 + 20894 cos 17s — 216 cos 19s + cos 21s).

Die jeweils zur Vermeidung von Poisson-Gliedern festgelegten w,, lassen sich geméf (156) zusammenfassen in

~ _1.3_.2, 57 _2 4 _ 315 3,6 , 30345 .4 8 _ 193347 5,10 , 5127969 _6 12
w=1-gea” + 555e7a" — 55556°0° + 56574567 0° — po7153E @ T Griossedt @
35002539 714 , 15627082185 _8 16 _ 110848750155 .9 18 | 3186752642073 1020
536870012 ¢ T 372877906042 @ 2199023255552° & 1 TosesTaaitecat 4 -

Die eigentlich gesuchte Losungsdarstellung u(t) ldsst sich gewinnen, indem einfach alle in (184) auftretenden s
gemif (183) durch wt ersetzt werden und indem man dann w sinnvollerweise gesondert angibt:

_~—1_1,.3..2_ 21 _2.4 81 3.6 _ _6549 _4 8 37737 5,10 _ 936183 _6 12
w=w" = lhgea” — 55e7a” + 5538700 — 5551436 @+ sogrisac @ g7ioss6aC ¢ T
6077907 7,14 _ _2604833685 .8 16 17839453041 .9 18 _ _497158650207 10,20 11
+ 536870012 @ 774877006944 ¢ T 3190023255552° ¢ 7036874477664 @ T O(e").
(185)
Wenn man primér an den auftretenden Frequenzen interessiert ist, dann konnte man die Darstellung von u(s)
bzw. u(t) auch nach den Termen cos ks bzw. cos kwt mit k = 1,3,5,... sortieren. Eine solche Darstellung findet

sich zum Beispiel im Anhang 13.2 mit der Formel (257). Diese wurde nach einem bei Kuypers [34] angegebenen
Losungsverfahren gefunden. Sie ist zur Losung (184), erzeugt mittels einer Laplace-Transformation, dquivalent.
Damit liegt nunmehr eine gesicherte Losung 10. Ordnung fiir den Duffing-Oszillator (136) vor. Im Folgenden
soll das hier vorgestellte Losungsverfahren noch kurz an einem weiteren kleinen Beispiel getestet werden.
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11.3.7 Ein weiteres einfaches Beispiel

Es soll der geddmpfte lineare Oszillator, gegeben durch die Bewegungsgleichung (Schneider [61], Seite 375)

i+ u+2e0=0 (186)

betrachtet werden.

Fiir dieses Bewegungsproblem existiert in der Literatur die exakte Losung?®

u(t) = Age 'sin (\/ 1—e2t+ @0) , Ap, @ Integrationskonstanten. (187)

Durch Bilden der ersten und zweiten Ableitung von (187) lisst sich die Giiltigkeit von (186) bestatigen. Die Lo-
sung (187) soll mittels Anwendung der Laplace-Transformation hergeleitet werden. Fiir einen spéteren Vergleich
wird die Losungsdarstellung noch geringfiigig von u = u(Ag, @, €;t) auf u = u(ug, g, €; t) umgeschrieben.?®

Falls 19 = 0 fiir den Startwert 1 := (tg = 0) gelten soll, dann erhiilt man3® mit Ay # 0 fiir ®¢ die Bedingung

V1—¢? ,
Py = arctan ——— = arcsiny/1 — €2 = arccose
€

und deshalb fiir den anderen Startwert ug := u(to = 0)

Ug = AQSiD(I)O = Ao\/ 1-— 62.
Die bekannte exakte Losung nimmt damit die folgende Gestalt an:

efst

V1—¢?

Wendet man den Differentiationssatz der Laplace-Transformation auf (186) an, so folgt

u(t) = uo (ssin V1—e2t+/1—e2cosy/1—e? t) mit U = 0. (188)

p+ 2 . 1

2 _ — 7 2 — — — = _— _
p’L{u} —puo — o+ L {u} +2e(pL{u} —up) =0 L{u} u0p2+25p+1+u0p2+2€p+1

also
_ D+ 2 L a1 1
=g LT ——— L _ 5. 189
v {p2+26p+1}+u0 {p2+26p+1 (189)

Fiir beide Terme auf der rechten Seite von (189) liefert die inverse Laplace-Transformation ein exaktes Ergebnis.
Mit Annahme von g = 0 wird hier nur der erste Term bertiicksichtigt, so dass

(5(62\/827175 — 1) + \/52——1 (eth + 1))

e—(a+\/52—1 ) t

u(t) 2ve? — 1

Uo

e—ete—ivVi—e?t e _ ;
g (VI ’L1) iyl e (&WH t+1)>
O 2iVI-e2 < (
e—at ei\/l—a‘?t _ e—i\/l—a‘?t ei\/l—a‘?t + e—i\/l—EQt
= ug € - +4/1—¢€2
V1—¢2 2i 2
=sinv1—e2t =cosV1—¢eZt

und damit ist (188) bestétigt.

28Kamel gibt folgende Néherung an (Cel. Mech., vol 3, no 1, 1970), bestimmt mit seinem Verfahren:

u(t) ~ Age ™ sin (1= 322 — Lot — eb) t+ @),

2 8 16
Ergebnis:
1. exponentiell abklingende Amplitude A = Age™ ¢t = Ag (1 — % — )t,
2. gegeniiber ungedampftem Fall verdnderte Kreisfrequenz w = wg (1 — %52 — és‘l — 1—1656),

3. gendherte Losung stimmt mit der exakten Losung bis auf Terme 0(58) iiberein.

290.B.d. A. wird im Folgenden wiederum ty = 0 gesetzt
30mit Ag = 0 wiirde neben g = 0 auch ug = 0, also eine Gleichgewichtslage folgen und damit finde gar keine Oszillation statt
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12 Satellitenbahntheorie (Skizze)

Zur Behandlung des aktuellen Bewegungsproblems wird dieses Gesamtproblem gegliedert in ein Hauptproblem
und einen Restanteil (sieche Abschnitt 2.2).

12.1 Anwendung des modifizierten Cui-Verfahrens auf das verallgemeinerte Haupt-
problem

Die Losung des (verallgemeinerten) Hauptproblems soll nach dem modifizierten Cui-Verfahren (s. Abschnitt 6)

bestimmt werden. Es werden aber auch Alternativen aufgezeigt.

Folgende Einschriankungen werden getroffen:

(1) Die Erde wird als ein im Raum gleichm#fig um eine unveréinderliche Achse rotierender starrer, im Ubrigen
beliebig aufgebauter Korper betrachtet.

(2) Bahnen mit der kritischen Bahnneigung sowie Satellitenbewegungen, deren mittleren Bewegungen mit der
Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung kommensurabel sind, werden ausgeschlossen.
Anmerkung: Das Problem der kritischen Bahnneigung kann mit der Behandlung des so genannten ,Ideal
Resonance Problem* durch Garfinkel (Garfinkel [8], [9], [11]) als gel6st betrachtet werden.

Die Ausarbeitung der Bahntheorie soll hier nur in ihrem Ablauf ausfiihrlicher als in Schneider/Cui [64] skizziert
werden. Wegen des zu erwartenden Umfangs wird die Ausarbeitung in einer getrennten Studie erfolgen. Wéh-
rend das Konzept a. a. O. nur auf eine Bahntheorie 3. Ordnung ausgelegt war, wird hier eine Losung 4. Ordnung
angestrebt.

12.1.1 Hamilton-Funktion in Hill’schen Variablen

Wenn die modifizierten Hill-Variablen {r, G, H,t;r,u, (), T} im erweiterten Phasenraum verwendet werden, dann
ldsst sich die Hamilton-Funktion schreiben in der Gestalt

-1 2 -
FTVE+T2(7' +G)¢RE+T (190)

mit der Anisotropie des Gravitationsfeldes der Erde
Rg = RQ(O) + R, + R;.

Darin erfasst

I e\ 2
Ry = . €2(0) (7) (F(2)01 (i) + 2F2(0)0 (i) cos 2u) (191)
bzw. mit ¢ = cosi = H/G
1 Qe \ 2
Rao) = 1% e2(0) (7) (1= 3¢2) = 3(1 — ¢) cos 2u) (192)

die statische Abplattung,

(ZZ(%) ci2p)0F(2p)op (i +2Z Z (ae)

k>1p>2 k>1p>p(k

k+2p
C(k+2p)0F (k+2p)0p (1) (Je cos ku+ &, sin ku)) (193)

die Zonalen vom Grad [ > 2 und

Qe
/-L Z Z Z ( ) k+2p)mp ( C(k+42p)m COS Om + S(k+2p)m sin akm) +
S (194)

k:+2p

+de (c(k+2p)m Sin Qg — S(k+2p)m COS ak’rn)

die tesseralen/sektoriellen Harmonischen, wobei

de =1 =4, Akmq = ku + m(Q - 6(1?)) +4qf, Akm = Okm0,

5 1 fir k£ —m gerade _
]l o0 firk-m ungerade

uw=G(mg+m), G ... Gravitationskonstante, mg ... Masse der Erde (mp ~ 5.974 - 10%*kg).

Anmerkung: Die Hamilton-Funktion wiirde im nicht-erweiterten Phasenraum von der Zeit explizit abhingen.
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Ein nicht-autonomes System
F=F(q1,92,-+qn;P1,D25 - - -, P t) (195)

fiir die kanonischen Variablen @ {q1,¢2,...,¢,} und P{p1,po,...,p,} erhdlt man durch Einfithrung eines zu-
sitzlichen Paares konjugierter Variablen, die generalisierte Koordinate ¥, 41, die physikalisch die Zeit bedeutet,
und den entsprechenden generalisierten Impuls z,, 1. Man erreicht so ein autonomes System von n+ 1 Freiheits-
graden (Schneider [60]). Die Hamilton-Funktion des autonomen Systems im erweiterten Phasenraum lautet

F=F(q1,q2,- -+, Qn+1; 01,025 - - -, Pn) + Pry1- (196)

Es lasst sich zeigen, dass die allgemeine Losung des autonomen Systems (196) die allgemeine Losung des Systems
(195) ergibt. Mit anderen Worten: wenn das System (196) geldst ist, dann erhdlt man damit die Losung des
nicht-autonomen Systems (195): Aquivalenz der Systeme (195) und (196). Die Ersetzung eines nicht-autonomen
Systems durch ein entsprechendes autonomes System ist vorteilhaft in der Anwendung der Algorithmen fiir
kanonische Transformationen.

In diesem Sinne wird der Satz erweiterter Hill-Variablen

{Q1>Q27QS7Q4} = {T,U,Q,g}, {p17p27p37p4} = {7'”7G7H7 T}

zur Beschreibung der Bewegung verwendet werden.

12.1.2 Die Cui-Losung
Das durch die Hamilton-Funktion (vereinfachter Fall mit ¥(G, H,t) = 0)

1 G?

* -2
F —<T +’I“72

ke 1 _ 2) 1
. ) 3 X(G,H) - 2(G.H&)+T (197)

definierte Bewegungsproblem ist nach Cui integrabel, die Lésung im Abschnitt 4.2.1 angegeben. Fiir die weitere
Anwendung werden die Formeln fiir v und §2 in

u= (gg - )f+ n(f - M)+,

Q- (ar—w)f—&—w(f—M)—i-Q*

(198)

Die beiden Grofen 1 und w sind konstant.

12.1.3 Festlegung des Zielsystems (IAS 0. Ordnung)
Im Stéranteil Ry der Hamilton-Funktion (190), d. h., in den Anteilen (191)-(194) sollen die Potenzen
pn = (g) = n0(62) +22>2an(62) ef COSQf
a>

als Funktionen der wahren Anomalie ausgedriickt werden. Diese Reihenentwicklungen in Rg eingefiihrt, sodann
alle von (u, 2, f) unabhéngigen Terme aus Ry zusammengefasst, wobei (57) verwendet wird, erhélt man

12 ae \ ae \*?
Rp = 5 | €0 (p) Fyo)1 (i) + Zc(2p)0 (p) Fopyop(i) | +
) p22 (199)
P pae \2P . ~ ~
+ 2 (ﬁ) C(QP)OF(%)UP(Z)(X(prl)O(ez) - 1) (1- 62)3/2 + Ry +R. + Ry
p>2

mit den Abkiirzungen

- r2 ac\’ . I? ac\’ (D Nz
Rf = R2(O) —r—2 0(2)0 (p) F2(0)1(7/) = _7'72 6(2)0 <p) (FZ(O)I(Z) (; — 1) =+ 2F2(0)0(’L); COS 2“), (200)
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2p
e Hae _
R. E )0 ( > Fapop(i) = 55 E ,( ) (200 Fz)op (1) (X (2p-nyo(€?) — 1) (1 — €%)*

p>2
¢ d(f —Mm) 12 ac\” NS
=T 12( ) cenoFlenon(®) (Xep-0(e) ~ ) =—— =5 >_( 5 cemFlamon@((2) -
p=>2 p=>2
k+2p k+2p—1
Ge N (P p s .
_X(Qp nole ) ) Z Z < ) C(r+2p)0 F (k+2p)op () (;) (58 cos ku + d, sin ku)
k>1p>0
(201)
Damit nimmt die Hamilton-Funktion (190) die Gestalt an
F=rO©_41R (202)
mit dem ungestorten Anteil
1 G2 2 2 ~
F*O = 5 (72 + TQ> - g -3 €O, ) — % oO(T,4;€2)(1 — )32 4 T, (203)

sowie der Storfunktion ) 3 3

R=-R;—R.— R,
Die frei wihlbaren Funktionen X und ® in der Hamilton-Funktion (197) des Cui-Systems seien nun festgelegt
durch die in (200) und (201) heraus getrennten Terme

2p
. Qe e .
5(0) (I‘7 7,) = C(2)0 ( » > F2(0)1 + Z C(2p)0 < ) F(Qp)op(%),

p>2

$O(T,i;€?) = > (qfl;) c(2p)0F(2p)op (1) (X (2p-1)0(€?) = 1).

p>2

(204)

Definiert man I' implizit durch
1?2 = G? — 2026001, 4), (44.a)
2
dann erkennt man, dass T'2¢(°)(T, i) bzw. % (b(o)(F,i; e?)(1 — 62)3/2 eine Funktion von (G, H) bzw. (G, H; €?)
ist. Damit stellt (203) eine integrable Form der Art (197) dar, spezifiziert durch

2

. 1% .
=T2¢(, i), ®=rs (T, i;e2)(1 — e2)3/2, I? = G? — 2T%(T,4). (205)
Dariiber hinaus erkennt man, beachtet man die Reihenentwicklung (62), dass R = —ég(o) — R, — R, rein

periodisch ist. Somit ist (203) ein integrables Niaherungssystem 0. Ordnung zu (202).

Aus (204) ist ersichtlich
¢ =0(), o0 = 0(e?) (206)

und
X(G,H) = 0(e), O(G, H;e?) = O(e?). (206.a)
Dabei ist
€ = C(0)
als Kleinheitsparameter angenommen; c(ap)o (p > 1) und cum, Spm werden als ¢? betrachtet.

Das modifizierte Cui-Verfahren war in Schneider/Cui [64] charakterisiert worden als eine Ezhaustion der Hamil-
ton-Funktion des aktuellen Bewegungsproblems durch eine integrable Hamilton-Funktion, so dass ein moglichst
geringer Restanteil aus der Hamilton-Funktion des aktuellen Bewegungsproblems verbleibt. Mit anderen Wor-
ten: Es wird versucht, die Hamilton-Funktion des aktuellen Bewegungsproblems so weit als moéglich dadurch
anzundhern, dass man ein integrables Bewegungsproblem sucht, dessen Hamilton-Funktion diejenige des aktu-
ellen Bewegungsproblems annéhert.

Das modifizierte Cui-Verfahren beginnt mit der Bereitstellung eines integrablen Niaherungssystems (IAS) 0. Ord-
nung. Als solches wird die im Abschnitt 12.1.2 vorgestellte Cui-Losung gewéhlt. Die zugehorige Hamilton-
Funktion (197) enthélt zwei frei wihlbare Funktionen, die durch eine Umverteilung von Termen in der Hamilton-
Funktion (190) des Hauptproblems geeignet festgelegt worden sind. Diese Festlegung erfolgt derart, dass ein
dominierender Anteil aus dem Storanteil der aktuellen Hamilton-Funktion (190) erfasst wird, und zwar von
0. Ordnung (siehe Abschnitt 6.2).
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Dazu wurde gesetzt

F = F*0) L RO (207)
mit o
1 1 ~
#(0) _ 2 (2, Uy _HE 1 (0 _ %0 2
F 5 <r + 7«2) = S XOGH) - 2O(G H,e*) + T (208)

Der Vergleich mit (190) ergab
RO = 7 X(G,H) + ®(G, H,e*) — Ryg) — R. — Ry.

Die frei wéhlbaren Funktionen in (208) sind geméf

2 2p
Qe .
X(O)(G7 H) = r (C(Q)O (p )F2(0)1 )+ E :0(211 ( ) (2p)0p(2)> =120,

p>2

2
Qe
(I)(O)(G’ H,e%) = I Z (M ) ¢(2p)0Fi2p)op (i )(X(2p—1)0(62) - 1)(1 - 62)3/2 - %d)(O)(l B 62)3/2’

festgelegt, so dass in (207) der Stoéranteil
R =RY + RO — R,

periodisch ist. (208) stellt ein integrables Naherungssystem 0. Ordnung zum gegebenen System (190) dar, wie
es im modifizierten Cui-Verfahren vorausgesetzt wird.

Die Storanteile der Hamilton-Funktion (190) sind

2
o__T e P )
R =T ( : ) (F(z)m( ) (; - 1) + 2Fy(0yo (i) cos 2u>, (209)
ad(f — M
R = _pyt Z ( ) c2p)0F2pop (1) (X (2p-1)0(€”) — 1)% -

r? ac\? N
2 <p) c(2p)0F(2p)0p (1) <<r) _X(2p1)0(€2)> -
p>2

k+2p k+2p—1
Qe . p N
_ E § ( ) Clk+2p)0 Fle2p)op (4) (ZTZ) (0c cos ku + 0. sin ku)

k>1p>0
und R; nach (194).

Die Hamilton-Funktion des hier betrachteten Hauptproblems (190) lautet nach dieser Umuverteilung von Termen

T T

1 G? 1 8
F=- (ﬁ + ) B xO@G H) -G, H,?) + T+ RY + RY — R,

12.1.4 Schema der Konstruktion integrabler Ndherungssysteme hoherer Ordnungen

Dem Ablaufschema (Abb. 3 im Abschnitt 6.3.4) folgend wird durch Anwendung einer Folge von Lie-Transforma-
tionen ein IAS k.ter Ordnung konstruiert. Diese sollen zunéchst fiir das vorliegende Hauptproblem aufgefiihrt
werden. Dabei wird jeweils mittels des Landau-Symbols O(¢") kenntlich gemacht, von welcher Ordnung im
Kleinheitsparameter € die Ausdriicke sind. Die einzelnen Arbeitsschritte innerhalb einer Lie-Transformation
sind gleichartig aufgebaut (siehe Abschnitt 6.3.4).

Ausgehend von einem Startsystem (alte Hamilton-Funktion aHF) wird mit einer erzeugenden Funktion ein
Anteil aus der aHF' eliminiert. Die Elimination des Anteils aus dem Storanteil der aHF' erfolgt so, dass dieser
in eine hohere Ordnung zuriickgedrangt wird, also im Storanteil der nHF in hoherer Ordnung auftritt, als in
der aHF.

Die transformierte Hamilton-Funktion nHF (98) enthélt eine Ersatzfunktion (99), die den in héhere Ordnung
zuriickgedréngten Stoéranteil beschreibt.

Aus der Ersatzfunktion wird sodann ein integrabler Anteil abgespalten und mit dem transformierten unge-
storten Anteil der aHF zum ungestorten Anteil der nHF zusammengefasst (100). Dieser beschreibt ein TAS
héherer Ordnung als der ungestorte Anteil der aHF. Zusammen mit dem bei der Zerlegung der Ersatzfunkti-
on verbleibenden Restanteil bildet er das Startsystem (101) des néchsten Schrittes, der néchsten elementaren
Lie-Transformation usw. bis die gewiinschte Ordnung des TAS erreicht ist.
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Anmerkung: Die (elementaren) Lie-Transformationen ersetzen jeweils einen (periodischen) Storanteil durch eine
Ersatzfunktion in héherer Ordnung. Die Form der sonstigen Terme des Stéranteils bleibt unverdndert, lediglich
die alten kanonischen Variablen werden durch die neuen ersetzt.

Aufgefiihrt werden jetzt die vorgesehenen elementaren Lie-Transformationen, mit denen nach und nach immer
mehr Anteile der Anisotropie des Gravitationsfeldes eliminiert, d.h., in héhere Ordnungen zuriickgedréngt
werden.

12.1.4.1 Die erste Lie-Transformation
Startsystem:
Lo, G\ pu T2 o 1 23/2 . _p._ P

F=g <r +r2> —;—T—Qg“—ﬁ(ﬁ( J1—-¢e2)*2+T - Ry — R, — R,.
Ziel: Elimination von R®M) = —R; = O(e).
Es wird der Storanteil (200) zufolge der statischen Abplattung (209) eliminiert, der nach der Umverteilung
innerhalb der Hamilton-Funktion (190), (199-200), (202-203) verbleibt. Er wird durch eine Ersatzfunktion
ersetzt, die ihn in héherer Ordnung wiedergibt.

Anmerkung: Mit diesem Schritt wird der Dominanz der zweiten Zonalen gegeniiber den weiteren Harmonischen
im Storpotential Rechnung getragen.

Erzeugende Funktion:
s1 =/R<1>dt = O(e).

Transformiertes System:

2
FO = % <¢2 + ¢

r2

F2 2 - ~
>—/;—T2§(0)—/"L¢(°)(1—e2)3/2+T+E1—RZ—Rt

mit dem Ersatzterm (siehe Abschnitt 6.3.2)

1 1 1 1
B = g} e g{{m s oo g {{{m s o foa 4 G {0 fafa ) e 0,
! ! ! ! (210)
Zerlegung der FErsatzfunktion in einen integrablen Anteil einerseits, der zu den Funktionen T%X (G,H) und

®(G, H, e?) der verwendeten integrablen Form passt und einen periodischen Restanteil andererseits.

Definition eines verbesserten integrablen Ndherungssystems 0. Ordnung durch Absorption des integrablen An-
teils in den ungestorten Anteil der nHF':

PO L2 EY DB T 0 ey L (0 4 g0y (1 — 22 s T RO _ R, (211)
2 r2 r o r2 2 t

mit der restlichen periodischen Stérkomponente

R® =F, + %2 W4 ;Lz oW (1 —e?)32 — R, = 0(c?). (212)
12.1.4.2 Die zweite Lie-Transformation

Startsystem: (211).

Ziel: Elimination von R®)| siehe (212).

Es werden jetzt alle zonalen Anteile (201) sowie der Ersatzterm aus der ersten Lie-Transformation (210) elimi-
niert bzw. in eine hohere Ordnung zuriickgedréngt.

Erzeugende Funktion:

5o :/R<2>dt = O(e).
Transformiertes System:
1 2 2 2 ~
gL <,-,2 N G> T 1 e0) - (60 1 p0) (1 - )2 4 T4 By - R
roor

mit dem Ersatzterm

O L R (FERN P B (LN B B YT

Zerlegung der FErsatzfunktion in einen integrablen Anteil einerseits, der zu den Funktionen T%.X (G,H) und
(G, H,e?) der verwendeten integrablen Form passt und einen periodischen Restanteil andererseits.
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Definition eines verbesserten integrablen Naherungssystems 1. Ordnung durch Absorption des integrablen An-
teils in den ungestorten Anteil der nHF':

@ _ 1 G2\ T2 0 ) @y H 0 s a2 23/2 | 7 p)
FO = (#2475 ) == = 5 (€0 +6V +6) - 5 (0 + 60 +6@) (1 - )2+ T+ R (214)

mit der restlichen periodischen Stérkomponente
R®) = E, + g<2> + ¢(2)( )32 — R, = O(?). (215)

12.1.4.3 Die dritte Lie-Transformation

Startsystem: (214).

Ziel: Elimination von R®)| siehe (215).

Es werden jetzt alle tesseralen/sektoriellen Anteile sowie die bei der zweiten Lie-Transformation zuriickgedréng-
ten zonalen Harmonischen eliminiert bzw. in héhere Ordnung zuriickgedrangt.

Erzeugende Funktion:
53 :/R(?’)dt = O(e).

Transformiertes System:
1/. G? u o I? u? -
Fo 1 (72 N ) T 460 @) - (g0 4 600 4 @) (1 22 L T

mit dem Ersatzterm

- 3} s h{nsh) S0 s) s roen o

Zerlegung der Ersatzfunktion in einen integrablen Anteil einerseits, der zu den Funktionen T%X (G,H) und
®(G, H,e?) der verwendeten integrablen Form passt und einen periodischen Restanteil andererseits.

Definition eines verbesserten integrablen Néherungssystems 3. Ordnung durch Absorption des integrablen An-
teils in den ungestorten Anteil der nHF':

@_ L2, @Y B T 0 )@y e®) 40 4 o0 4 @) 4 @ 8/2_ L p()
PO = 2 (#2455 ) =B (€040 460 160) = 5 (60 460 467 460 (1-¢2)*2 4T+ R (217)

mit der restlichen periodischen Stérkomponente
RO = By 4y e +5 001~ 2 = O, (218)

12.1.4.4 Die vierte Lie-Transformation

Startsystem: (217).

Ziel: Elimination von R*) siehe (218).

Um die angestrebte 4. Ordnung zu erreichen, miissen die in den vorangehenden Lie-Transformationen in héhere
Ordnungen zuriickgedridngten Harmonischen in noch hohere weiter zurlickgedrangt werden. Es verbleibt nach

der vierten Transformation ein periodischer Storanteil 5. Ordnung. Der resultierende ungestorte integrable
Anteil der transformierten Hamilton-Funktion ist von 4. Ordnung.

Erzeugende Funktion:
54 z/R(4)dt = 0(e?).

Transformiertes System:

@ _ 1 G B2 o) ) 4 p@ 3 0 4 (1) 4 a(2) 4 (3 2\3/2 |
F = +— == (0 + W+ 1 D) — 5 (0 + o+ 9P+ 91— )2+ T + By
2 r r T

mit dem Ersatzterm

1
E4 = 5{R<4)784} + 0(86). (219)

Zerlegung der FErsatzfunktion in einen integrablen Anteil einerseits, der zu den Funktionen T%X (G,H) und
(G, H,e?) der verwendeten integrablen Form passt und einen periodischen Restanteil andererseits.
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Definition eines verbesserten integrablen Naherungssystems 4. Ordnung durch Absorption des integrablen An-
teils in den ungestorten Anteil der nHF':

1 G? u T2 u? ~
) :2( +)_r D (€O 06D 1€ ) L (50 160 g0 g0 4 @) (1-e2)/2 LT RO

mit der restlichen periodischen Stérkomponente
4 12 4 MQ 4 2\3/2 5

Die Hamilton-Funktion F(*) definiert ein exakt losbares Bewegungsproblem. Dessen Losung hat die Funktions-
struktur des Zielsystems, also die der Cui-Lésung. Die darin frei wiahlbaren Funktionen
X(G,H) und @G, H,e?)
sind jetzt festgelegt durch
X(G,H) = (5(0) + 5(1) 4 5(2) + 5(3) 4 5(4))7

(G, H,e?) = (60 + o) + ¢ 4 6B + ).
Damit erhélt man die Losung in den transformierten Variablen X'(¢t),Y’(t). sie hingen mit den Ausgangsva-

riablen X (¢), Y (t) gemif

X:X'+{X',s}+%{{X',s},sw%{{{X’,s},s},sw%{{{{Xcs},s},s},swm

Y=Y +{Y'st+g5 {{Y' shosh 45 {{{Y’ shyshish 4 o {{{{Y’ stystishis) +-

zusammen. Die Erzeugende s der Gesamttransformatlon ist aus den 4 elementaren Lie-Transformationen zusam-
menzusetzen, als Produkt der elementaren Lie-Transformationen zu bestimmen (s. Abschnitt 5.3). Ein Beispiel
fiir die Hintereinanderschaltung zweier elementarer Lie-Transformationen ist in Abschnitt 11.2.3 zu finden.

12.1.5 Methodische Vorbereitung der praktischen Ausfiihrung des modifizierten Cui-Verfahrens

Die Berechnung der Erzeugenden der obigen Lie-Transformationen erfolgt durch unbestimmte Integration nach
der Zeit. Die Ausfiihrung lasst sich vereinfachen, wenn man dabei von der Zeit ¢ auf die wahren Anomalie f
aus der Cui-Losung (sieche Abschnitt 12.1.3) als Integrationsvariable {ibergeht.

12.1.5.1 Awuswertung der unbestimmten Integrale bei der Berechnung der Erzeugenden

Da voraussetzungsgeméfs die Erde gleichméfig rotiert, lasst sich die zeitliche Abhéngigkeit des Drehwinkels
durch

0 =0.M+ O*
ausdriicken, wobei
b= 2 _ F—Bu —e?)73/26 6 =0(t")
€ M ?9/,L2 ) *
Mit der Hilfe von (198) erhilt man
- or or %
Vkmq = ku+m(Q—0(1) + qf = k% + meT +q ) f— (mb. +mw + kn)M + «af,,, (220)

worin
A = ku* +mQ* —mo*
der Wert von ay,, zum Perigdumsdurchgang bezeichnet.
Mit M = f — (f — M) geht (220) iiber in
Uemg = Tigf + Brm (f — M) + Qs (221)

wobei or or

IMk(@G 77>+ (an>m9€+q, Bim = mbe + mw + kn
konstant sind. Es folgt daher

COS Qg = COS (I,?;f + azm) €08 Bim (f — M) — sin (I}:;f + azm) sin Bgm (f — M),

222
SIN Qg = sin (I f + aji,,,) €08 B (f — M) + cos (I7% f + aj,,) sin B (f — M) (322)
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und umgekehrt
cos (I,?}]f + af,n) = €OS Qg €08 Brm (f — M) + i Qg Sin Bem (f — M),
sin (I,Z;f + a,’;m) = 80 Wmg €08 Bim (f — M) — €0S Qi Sin B, (f — M).

Mit einer Taylor-Reihenentwicklung erhilt man

08 Bhan(f = M) = 3 L (“1)4(Bm)#(f — M)

(2p)!
S (223)
in B (f — M) =Y ———(=1)"(Bm)*TH(f — M)
uw=>0
Fiir die Potenzen von (f — M) bekommt man durch Multiplikationen von Fourier-Reihen
(f = M) =y~ d(e) cos jif, (F = MPH =S P s i (224)
j=—0o0 j=—00
wobei sich die Fourier-Koeflizienten mittels
(0) _ 500
d] (6) - 6 )
(2) (1) (1)
iV (e) Z 4V (e)d,” (e),
k=—o0
(225)
2v 2) 2v—2)
0 = 30 a0 d )
k=—oc0
(21/+1) Z d(l (2y) )
k=—o0

rekursiv bestimmen lassen. Fiir die Fourier-Koeffizienten gelten die folgenden Symmetrieeigenschaften
2v+1
d () = (~1)"d%) (), dg" " (e) = 0

und die D’Alembert’sche Eigenschaft
&) =0()  (j=0)
damit lassen sich die entsprechenden modifizierten Fourier-Koeffizienten

71 2y _ g(w) —j :

dj (6)*dj (e)e™ (j>0)

definieren und die Reihenentwicklungen (224) in

(f — M)* J(2”) )+ 2 Z d(2”) )ed cosjf, (f — M)*+1 =2 Z (Z(j2”+1)(e2) edsinjf (224.a)

j=1
ausdriicken. Fithrt man (224.a) in (223) ein, dann erh&lt man
cos Brm(f — M) = —|—220km yed cosjf,
(226)
sin Bem (f — M) = 2ZSfm(62)ejsinjf
mit den Koeffizienten 1
CE™(e) = 3 i (1 (Brm) 5™ (€2),
= 2p)!
1
Chm(e?) =) 7)( )™ (Bem) 2 (e2), (227)
=0
1
km(,2) _ I 2p+1 7(21) ¢ 2
SHECY Z @D Y G ).
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Zur Berechnung der modifizierten Fourier-Koeffizienten geht man von (225) aus, durch Zerlegung der Summa-
tionsbereiche und Verwendung der Symmetrieeigenschaften der Fourier-Koeffizienten mit dem Ziel, dass der

zweite Index nicht-negativ wird. Damit erhélt man

a7 (e) Zd“’ (—d"(e) +d é? it +Zd§£+’] (d(e) + dil),(0)),
j—1

d? ) (e) = d;?k<e>(d§f”>< ) —ds, +deﬂ (A (e) - df&( ).
k=1

Die ersten Summationen in den Formeln verschwinden fiir j < 2, weil die Indexmenge 0 < k < 1 — j leer ist.
Beachtet man die Definition der modifizierten Koeffizienten, so ergeben sich die Rekursionsformeln

j—1

B() = =3 () @) () = STID (e Zd‘;lj A () 4+ i, (¢) €,
k=1
Jg_zu)(eg) _ (162)( )ijzu 2) +Zd 121/ 2)( )+62(j_k)ci(2§_1:7€2)(62))+
ZJ&’] JAE2(E) + 7 () e,
12u+1) Zj(l (2u)( ) 26— k)J(QV) +deﬂ 121/ ( 2) 2362562:2]( 2)) o2k

Einfithrung von (226) in (222) ergibt weiter

o0
COS Qg = Ck™ cos (I,?;f + Oé;:m) — Z S]kmej (COb Ik (a— ])f + ozkm) cos (I,Zréq+j)f + oz}’;m)) +

+chl_cme] (COS _j)f-|-oé;';m) + cos (Igzq+j)f+altm))a
(228)

SIN Qg = CF™ sin (I f + o) — > Si™ed (sin (It gy + Q) = sin (It 4 0 f + a,:m)) +

52 Cmed (s (I £+ ) + 500 (g0 + )
Jj=1

Mittels (228) sind die Funktionen cos agmq und sin amg in je einer Fourier-Reihe von f ausgedriickt. Damit
lassen sich die o. g. Quadraturen iiber die Variablen f direkt berechnen; man erhélt (bei Verwendung von (49))

r

— 9—1 — (km gm o m *
3 [ €08 Okmg dt =97 [cosagmqdf = Cg™Jy, sm([kqf +aj,,) —

(oo}
km 4§ m . m * m . m *
_ ZS] 6‘7 (Jk(q—]) Sln([k(q_j)f + Oékm) _Jk(q+]) Sln([k(q_’_j)f + Oékm))+
7j=1

km _j m : m * m : m *
+D_Cmel (Tt S (IR0 F + 0) + Ty 0Ly 0 + ).

rr. .
r—z/smakmq dt =97 sin Opmq df = —Ck kaq cos([ f+ Ozkm) +
+ Zsfmej (‘]lz'r(Lq—j) 008 (Ti{g—).f + V) = Tilqg) 0 (Iilgi ) f + aZm)) -
j=1
= D208 (Tt €05 (IRl + ) + TRy 05Ty 50 + 0n)
j=1
(229)
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mit der Abkiirzung

ar or -
qu (ﬂqu) = 1971 (k (w — 77) +m (8}[ — w) — m9€ + q> . (230)

Im weiteren werden vom Index j unabhéngige Grofsen moglichst aus den Summationen herausgezogen; es folgt

F . m * m m *
ﬁ/cosakmq dt = 97 cos agme df = Ary sm([kéf +aj,,) + By, cos(quf + )

F . _ . * Y1z 3 m *
T—Q/smakmq dt =97 sinagmedf = — Al cos(I,Z;f +af,,) + By, s1n(Ik;f + )

mit den Abkiirzungen

o

m _ km m km ( tm m km ( tm m j s
Ay =CE™ I = <5j (Tilg-) = Tila+) = C7" (kg + Jk<q+j>)> e’ cosjf,

j=1

0o (231)
m km m m km m m J o -
By = S (SE ity + Tilarn) = CF Titamsy = Tityep)) € sinif.
j=1
Aus (221) folgt weiter Ife f + Qg = Qomg — Bem(f — M) = agm + qf — Brm(f — M) und daher
sin (I]C’;f + a}‘;m) = (cosqfcosﬁkm(f — M) + singf sin B (f — M)) sin gy, +
+ (sian 08 Bem (f — M) — cos qf sin B (f — M)) COS Qs
cos (I,Z’;f—l—a,‘;m) = (cos qf cos Bm(f — M) + sinqf sin B (f — M)) cos oy, —
- (Sian 08 Bem (f — M) — cos qf sin B (f — M)) Sin gy, .
Fiihrt man letztere in (229) ein, so ergibt sich
F — m 31 m
2 COS Qg dt = qu sin gy, + qu COS Qlyn
- (232)
T—z/sin Opmq dt = —X,?; COS Oy, + Yk’;’; Sin gy,

mit den Abkiirzungen

X]?; = (AZ; Cosﬁkm(ffM) + BZ}] Slnﬂkm(ffM)) COSQf + (AZZ Sinﬁkm(ffM) - BIZZ Cosﬂkm(ffM)) Sian,

Ykn; = ( kq COS Brm (f—M) + By, Sln Brem (f— M)) singf — (AZZ sin Bm (f —M) — BIZL] Cos ﬁkm(f_M)) cosqf.
(233)
Anmerkung: Die hier vorgestellte Methode zur Berechnung der Integrale %2 [ cos amq dt und %2 [ sin agmq dt
stellt sich als eine Alternative dar zur Verwendung der Hansen-Koeffizienten, basierend auf einer gleichméfig
drehenden elliptischen Bahn, wie bei Kaula. Allgemeiner gesagt: Da a,q eine von f proportionale Komponente
als auch eine von der Zeit (oder M) proportionale Komponente besitzt, ldsst sich entweder eine Reihenentwick-
lung von M ersetzen durch die Einfilhrung der zu f proportionalen Komponente oder umgekehrt und somit
die Integration durchfiihren. Die Wahl, in welche Richtung vorzugehen ist, entscheidet sich durch zwei Kri-
terien: (1) die Einfachheit der Abhéngigkeit des Ergebnisses von den verwendeten kanonischen Variablen; (2)
die Konvergenzeigenschaft der Reihenentwicklung. Wahlt man f statt M, dann erhdlt man eine einfachere
Abhéngigkeit von r, 7, G und H. Im anderen Fall wiirden anstelle von (223) die Reihenentwicklungen

ar or 1 ar or 2
cos(kaG—i- 8H+q>(f M):ugom(—l) <k8G+ 8H+q> (f — M)2+

o (10 00 1 or o 2utl .

eingefiihrt werden. Da |k oL | L 5 +q| in den Laufbereichen von k, m und ¢ die Grofe | By, | weit iiberschreiten

kann, sollte die Konvergenzelgenschaft der Reihen (223) wesentlich besser sein, als die der letzteren.
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Fiir m = 0 gilt
Bro = kn = O(ke?),

cos Bro(f —M) =1 — (kn)Qd — (kn) ZJ( %) el cosjf + O((ke)*e®),

sin Brm (f — M) = 2(kn) Z&( ) %) el sinjf + O((ke)>e®).

Jj=1
Damit ldsst sich (227) auf
CEO(e) = 1= (k) %y (¢) + O((he) *e),

CHO(e2) = —L(kn) 27 (e2) + O ((ke) 1e8), (227.a)
SEm(e2) = knd\" (¢?) + O ((ke) 3°)

reduzieren. Einfithrung in (232), (233) und (231) liefert

r

ﬁ/cos(k:u +qf)dt = X,gq sin ku + Ykoq cos ku + O ((ke) 3?),
. (232.a)
ﬁ/sin(ku +qf)dt = —ng cos ku + Ykoq sin ku + O ((ke) ®¢°),

XP, = (A, coskn(f — M) + B, sinkn(f — M)) cos qf + (AR, sinkn(f — M) — B}, coskn(f — M)) sinqf,

Vo = (qu coskn(f — M) + By, sinkn(f — M))singf — (qu sinkn(f — M) — B, cos kn(f — M)) cosqf,
(233.a)

qu = (1_%(]@77)2‘1(2) Z(‘z(l) Jk(q 7) Jlg(qﬂ')) lknJ(Q)( )(Jl(c)(q —3) +Jk(q+j)))ej cos jf,

- 2) S

ng - Z( ‘]k(q J)+Jk(Q+J))+ k‘ncf( (e )(‘]O(q ) Jlg(qﬂ’))) el sinjf

(231.a)
und
(28 o =

Jo = (01) =07 (K oG ") ta) = (1-@W-1)(k+q+kic—mn) . (230.a)

Aus (232.a) erhdlt man fiir ¥ = 0, ¢ = 0 und fiir die Kombination (k, +q)

2 elcosqfdt = eqYO(BZ + O((ke) 356) = qugq singf + O((ke) 356),
~2 [ cos kudt = X,g(o) sinku + Y 1(0) €08 ku + O((ke)3e%),

rr. .

T—z/sm ku dt =-X} k(o) Cos ku + Yk(O) sin ku + O ((ke) 3°),

r . N
= e?(cos(ku — qf) + cos(ku + ¢f)) dt = Xp, sinku + Y cos ku + O((ke)3<%),
r . .
3 e?(sin(ku — qf) + sin(ku + ¢f)) dt = —X,?q cos ku + Ykoq sin ku + O ((ke) ®?)

mit den Abkiirzungen

Xy, =e (Xg(fq) + X,gq) = (qu coskn(f — M) + ng sinkn(f — M))e?cosqf —
—(qu sinkn(f — M) — ng coskn(f — M))elsingf,

V0, = el (Y + Vi) = —(AQ coskn(f — M) + B}, sinkn(f — M))e?singf —
—(flgq sinkn(f — M) — qu coskn(f — M))e? cosqf,
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A0 . 0
Ak'q A(q)+A

= (14 (kn)2dP(e2)) J2, an(cZ(l) ) (Tarn) ~ g + 50007 €) (T gy + T4 s))) e 08 i,
Jj=1

0 . 10 _ ‘(1) 7(2) 0 i win
By = By- q)Jerq "WZ(‘I Jk(q+J)+Jk(q J))Jr knd;™ (e )(Jk(q+j) Jk‘(q—j)))ej sin j f,

Ag =AY

0
q k(—q) — Akq

=(1- (kzn)Q(Z@)( ))JO an(cZ(l) )(Jk(qﬂ) Jk(q j))—i- knJ(Q)(62)(j,8(q+j)+j,8(q7j)))ejcosjf,
Jj=1

50 . _ 7(2) = P
B(k)q " Bg(—q)fBlgq k”Z( Jk(q+1)+‘]k(q J))Jr knd; (e )(‘]lg(qﬂ) Jl(c)(q—j)))ej sinjf,

2 3
Ry =7z (1- oo -m+ (k’“q)gow—zn)— G’ = 0= 1)+ ool - 1) + 06

2 3
By = (1m e+ oo 20— s — -1+ et - 1) 40,

N 1 1 k k k2 k2
J;gq :k—q+k—|—q_((k—q)2+(k+q)2>(a_n)+((k—q)3+(k+q)3>0(0_277)_
k3 K3 3 1 1 k k .
(gt wran)” (e )00+ (g * g )0 - 1+ O6
- 11 ko k _ 52 - 12 o B
im0 (G aa) e

K £ s (L L Yo E ok N .
_((k—Q)4_(k+q)4>U_<k—q k+q)<ﬁ 1>+((k_q)2 (,Hq)z) (9 1)+ 0"
und fiir (¢ # k)

S =g S8 0V el ieten o000t

n=0 n=
4 2
B = ()~ w-03 (1) );k(lw n) +o(o—2n) + 109~ (9-1) - Lo (9-1))) +O(e),
n=0 n=0
sowie )
JY = %(1 —(o-n)—W—-1)40(c—2n)—0>+0o(— 1)) +O(eh),
By = 11— -1)+0(
mit der Abkiirzung
o
M

12.1.5.2 Berechnung der auf das integrable Niherungssystem bezogenen Groéfien und deren
Ableitungen

Die Grofie I'
Aus der dritten Gleichung von (205) erhélt man

(14 2¢(T,4))I? = G>. (234)
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Setzt man v = I'/G, dann erhélt man die Iterationsformel

() = (14264 W. )
mit dem Startwert v(?) = 1 und dem Kriterium zur Beendigung der Iteration
|’Y(k) _ ,y(kfl)| < 0(56).

Unter der Genauigkeitsforderung erhilt man letztlich

I =+®a.
Differentiation von (234) ergibt
2 (1 + 2¢(T, ) dI" + 212 §§ dr + 21“2% di = 2G dG.

Daraus erhélt man

_ Y L 05 Di 0Nt Lo¢ i
dr = (F(1+2§(F,z)) +T ar) (G—F aic‘)G>dG_ <F(1+2§(F,z)) +T ar) T Ec‘THdH

und daher die partiellen Ableitungen
ar , oEN (G 9 Oi

ar _ oeN " o¢ i
SH = ((1 +2¢(T,4)) +F3F) TR

(235)

Aus (206), (234) und (235) erhélt man

r or or
5—1—#0(5), @—I—FO(&), =

Die Exzentrizitat e

Aus der ersten Gleichung in (52) erhélt man

r2 /r2 I? 2\’ 1
2 = —27 — =1 d — & _ — — 2 — .
de e <M7° > r+ 2M2 7dr + 2 <(l“"> (1—e )> T dr (236)

Die Funktion ®(G, H,e?) und darauf bezogene Gréfien

%)
(ae2> - gz (gjz —36(1 —62)1> (1-e2)*?,

0
0
0

®
D\ p? O¢ o'  9¢ T cosi 21 3/2
G>_F3 ((FW_2¢)w+mGsini (1=

0P _/ﬂ o or o¢TI 1 o 3/2
(aH>_r3 ((Fﬁl“_%)aH_az‘Gsinz‘ (1=

Einfiihrung in (49) und (198) ergibt

P _ .
19:1—2(82 — 3¢ (1—¢?) 1)(1—62)3/2

und
_ ¢ 0p\ OoI'  0¢T cosi
_ 1 e A S S Dl R
n="1 ((4¢+Far 2(1 6)862>8G+3iGsini)’
d¢ dp\ or 9o 1 (237)
_ 91 “r AN A el e
== <<4¢+F8F 2(1-¢) ae2>aH di Gsini)‘

Aus (206) und (237) erhélt man die Grofenabschitzung

9 =1+0(?), n = 0(e?), w = 0(e?).
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Die Differentiale fiir e/ cosjf und e’ sinj f
Allgemein gilt

2

) 2 r
d(e?cosjf) = jel ! <_,5T2 cos(j —1)fdr— %sin(j -1 fdr+ <2cos(j - 1f % —sin(j —1)f 1;)

d(elsinjf) = jel=? <52 sin(j — 1) fdr + %cos(j — 1)fd7=+<2sm(j — 1)ff; +cos(j —1)f FMT)

und speziell fiir j = 1, j = 2 erhdlt man

2 [2dr
d(ecos f) = e dr + 25?,
r 7 dr

2

r r 2 I\ dr
d(e? cos2f) = —2— ecos fdr — 2= esin f di + 2(2ecos f— — esinf—r —,
pr? ju pr p) T

I? r 2 I\ dr
d(e?sin2f) = —2— esin fdr + 2= ecos f di + 2(2esin f— —|—ecosf—r —.
pr? I pr p) T

Die Differentiale fiir f — M
Die Differentiale

T2V 7 r2 /T2 I2 ;
Ay = (A=)« B (EV ) L ars (20— ez B (N g - B (L) 2 ap
e \ ur T eur \ur))T e \ur "
lassen sich mittels der Potenzreihe

1] 1
e _1 1,2, 1,4, 5.6, 7 8, 21 10, 33 12,
2(1+4e + 356 +52¢ + 135€ T 52€ T 102a€ T )

e 1+vVi-e

ausdriicken bzw. berechnen.

12.1.5.3 Eigenschaften der Poisson-Klammern

Die Berechnung der Ersatzterme (210), (213), (216) und (219) erfordert die Bildung von Poisson-Klammern (67);
und zwar mehrfach geschachtelte. Dabei sind folgende Eigenschaften dieser Klammern niitzlich (Schneider [60]):

Sind u, v, w Funktionen der kanonischen Variablen ¢;,p; 7,5 = 1,...,n im 2n-dimensionalen Phasenraum, so
gilt fiir deren Poisson-Klammern

a) Antisymmetrie {u,v} = —{v,u}, {u,u} =0,

b) Linearitit {c1u + cov,w} = er{u, w} + cx{v, w},

{u,c1v + cow} = e {u, v} + co{u, w},
c) Existenz eines Null-Elements {u,c} =0  falls ¢ = const.,
d) Produktregeln {uv,w} = uf{v, w} + {u, v}w,
{u, vw} = v{u, w} + {u, v}iw,
e) Jacobi-Identitét {u, {v,w}} + {v,{w,u}} + {w, {u,v}} =0,
f) Fundamentale Poisson-Klammern {g;,q;} = {pi,p;} =0, {gi,p;} = 6ij.

Hinzu kommt die Invarianz der Poisson-Klammern gegeniiber kanonischen Transformationen (Heil /Kitzka [16],
Petry/Metsch [52]), speziell bei Lie-Transformationen. Das erlaubt es, die Bildung der Poisson-Klammern
beziiglich eines beliebigen Satzes kanonischer Variablen auszufiithren. In diesem Zusammenhang sind auch
verschiedene Theoreme iiber die Poisson-Matrix von Bedeutung (Schneider [61]).

Endlich sei noch auf die in Abschnitt 5.2 genannten Eigenschaften der Erzeugenden, insbesondere deren Invarianz
bei elementaren Lie-Transformationen hingewiesen.
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12.1.6 Bisherige Ergebnisse

Von den aufgefiihrten vier Lie-Transformationen ist bislang die erste ausgefiihrt. Damit liegt ein verbessertes
integrables Naherungssystem 0. Ordnung vor. Die Funktionsstruktur des ungestorten Anteils der nHF' stimmt
mit derjenigen der Hamilton-Funktion des Cui-Systems iiberein.

Mit der zweiten Lie-Transformation wird ein TAS 1. Ordnung erreicht werden, mit der dritten bzw. vierten
Lie-Transformation ein IAS 3. bzw. 4. Ordnung, so dass eine Approximation des aktuellen Bewegungsproblems
in 4. Ordnung erreicht wird. Die verbleibende periodische Stérkomponente ist von 5. Ordnung.

Wiéhrend nach der ersten Lie-Transformation die statische Abplattung in ihrer Auswirkung eliminiert ist bzw. in
eine hohere Ordnung zuriickgedringt ist, werden durch die zweite/dritte/vierte Lie-Transformation nacheinan-
der die zonalen und tesseralen/sektoriellen Harmonischen aus der Hamilton-Funktion eliminiert bzw. in héhere
Ordnungen zuriickgedrangt. In dem Ergebnis, dass der auf die statische Abplattung zuriickzufiihrende Stéran-
teil nicht vollstdndig eliminiert werden konnte, zeigt die Nichtintegrabilitdt des klassischen Hauptproblems an,
die mit Hilfe des Ziglin’schen Theorems (Schneider/Cui [64]) bewiesen worden ist.

12.2 Alternative Entwicklungen einer hochgenauen Bahntheorie
12.2.1 Anwendung des Verfahrens der Elimination von Storkréften

Die im Abschnitt 11.3 geschilderten Verfahren zur Lésung der Volterra’schen Integralgleichungen und auch die
Anwendung der Laplace-Transformation setzen lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten als
Bewegungsgleichungen voraus. Das ist beim Duffing-Oszillator gegeben, bei gestorten Keplerbahnen hingegen
nicht, selbst wenn eine gestorte kreisnahe Satellitenbahn betrachtet wird. Hier wird man auf eine lineare
Differentialgleichung mit periodischen Koeffizienten gefiihrt. Das sieht man unmittelbar ein, wenn man die
Grundgleichung der Theorie der Koordinatenstorungen heranzieht (Schneider [61]). Die Untersuchung solcher
Bewegungsgleichungen soll an anderer Stelle erfolgen.

12.2.1.1 Linearisation

Die im Abschnitt 11.3 geschilderten Verfahren zur Losung von Volterra’schen Integralgleichungen und auch die
Anwendung der Laplace-Transformation setzen die Linearitit der Bewegungsgleichung voraus.

Beispiele linearer Bewegungsgleichungen sind die

des Duffing-Ostzillators,

der Polbewegung (Schneider [63]),
- von kreisnahen Satellitenbahnen,
- von kreisnahen Planetenbahnen.

Die Einschriankung auf Kreisbahnnéhe ist nicht zwingend, da sich durch Linearisation die Bewegungsgleichung
auf die Gestalt einer linearen Differentialgleichung bringen lésst (Schneider [63]).3!

Damit aber ist eine Fiille von Bewegungsproblemen nach den genannten Verfahren l6sbar.

12.2.1.2 Volterra-Gleichung gestorter Bewegungen

Angenommen, die gestorte Bewegung lésst sich vermittels einer Bewegungsgleichung der Form

d?r dr , . .
P + B(t)a +At)r =F(t) mit r(tp) =ro und r(tg) =ro (238)

beschreiben, worin A(t) und B(t) i. A. zeitabhéngige Matrizen sein kénnen.

31Durch eine projektive Aufspaltung des Ortsvektors

r=rU

lasst sich die Newton-Euler’sche Bewegungsgleichung eines Massepunktes

1
r=—K=F
m
zerlegen in ein System der zwei folgenden Differentialgleichungen:
N? d?
F=-—7+U-F —+1 U=(W -F" YW
3 a7 ( )
mit F* := 73 /C? und dem Bahndrehimpuls N = CW, wobei W die Bahnnormale symbolisiert. Die zweite Differentialgleichung
ist bereits eine im Richtungsvektor U lineare Differentialgleichung.
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Eine Anfangswertaufgabe in der Form

d’r 1 i . . .
el EK(r,r;t) mit r(tp) =ro und r(tg) =ro (239)

wird durch die Volterra-Gleichung

r(t) = 1(t) +/K(t, T)—K(r<7-)7’;(7-); ) dr mit F(t) :==ro+ ot — to)

formuliert, wie man durch zweifache Zeitableitung sehen kann.

Sonderfall 1
K(r,r;t) := Ar mit einer Matrix A = Ay = const.

Dann resultiert die lineare Volterra-Gleichung

Sonderfall 2

Dann bestétigt man wiederum durch zweifache Zeitableitung, dass die Volterra-Gleichung
t
r(t) = £(¢) +/Kg(t,7) r(7)dr (240)
to

mit den Abkiirzungen

£(£) = 1o + (fo + Blto) ro) (¢ — to) +/(t ) F(r)dr,

N (241)
Kg(t, 1) := (ng_T) — B(T))(t —7)— A(t)

nunmehr gleichwertig zu (238) ist.

Beispiel 1
Betrachtet sei neben der Bewegungsgleichung des aktuellen Bewegungsproblems (239) das Néherungsproblem

! 1
—dtz = %Kl(rf,i‘l;t) = rl=rlt)
also
O(K-K'))=ex 1.

Entwickelt man die aktuelle Kraftfunktion um die gendherte Losung in eine Taylorreihe, so folgt
K(r,i;t) ~ KI(v!,#1:t) + Ar - (VoK) + A1 - (ViK) + -+
=K/ (v! #;t) + AAr + BAF + - -

mit

Ar:=r—rl A =1 — 7! A= (V.K)¥, B:= (V:K)T

)

vorausgesetzt, es gilt fiir die Kraftfunktion, d. h., die Funktionsstrukturen stimmen iiberein:

K(r!, il t) = KI(e! #l50).
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Beispiel 2
Die Gleichung (240) kann ersetzt werden durch

mit Kg(t, 7) wie in (241) und
¢

f(t) = Ap + (Ao + B(to) Ao)(t - to) +ﬁt - 7') F(T) dr,

worin zu setzen ist, vgl. Abschnitt 2.2,

T
A1) = ~ (Vo 1))
B0 = —(Ve(@len. 1) + Glrnt) + Zen. 1) ).

F(t) := Gg(rp,t) + Z(rp, tp; t).

12.2.1.3 Linearisation der Volterra-Gleichung im Falle elliptischer Bahnen

Unter der Voraussetzung, dass nur konservative Storkriifte berticksichtigt werden, erhélt man aus (238) als einen
Spezialfall die Bewegungsgleichung
r= VrUg(I‘, t),

wobei Ug(r,t) ein orts- und zeitabhiingiges Gravitationspotential symbolisiert.>> Unter Beschrinkung auf den
Zentralkérper Erde und nach Abspaltung des Kepler-Terms Ug go erhélt man

¥ =V, (Ugoo(r) + T(r,t)),

wobei T'(r,t) als Stirpotential bezeichnet wird.?3
Daraus folgt als Bewegungsgleichung fiir gestorte elliptische Kepler-Bahnen

r=V,T(r,t). (242)

Nach dem Abschnitt 12.2.1.2 ist die Formulierung (242) mit A(t) := GMg/r3(t) bei Anfangswertdeterminierung
dquivalent der Volterra’schen Integralgleichung

r(t) = f‘(t)JrGM@/(t—T) (714(7') I‘+VrT) dr = f'(t)JrGM@/(th) (—A(T) I‘) dT+GM@ﬁth) (VTT) dr (243)
0 0 0

oder mit
t

B(t) := GM@/(t —7)(V:T)dr
0

dquivalent der Volterra’schen Integralgleichung
t

r(t) = ¥(1) + GMs /(t _ ) (- A(r)r) dr + B(t).
0

32 Anmerkung: da die Stérungen in diesem Falle geschwindigkeitsunabhingig sind, entfallen alle Terme mit V;
33Wird die Darstellung fiir das Gravitationspotential 777
p(§,t)
l

Ug (r,t) =G dv
v

mit den Ortsvektoren zum Quellpunkt & bzw. Aufpunkt r, dem Abstand ! zwischen Quell- und Aufpunkt, der Dichte p und dem
Volumen V' in Polarkoordinaten entwickelt, so erhédlt man die iibliche Darstellung

> K al@
Ug (r,9,\) = Ug,im (1,9, ) mit Ug,im (r,9,\) = GMg ﬁle(cos 9) Cpm cOSMA + Sy, SInMA .
1=0 m=0 r
Details zur Darstellung des Gravitationspotentials finden sich im Abschnitt 1.4. Mit cpo = 1 und c¢j9 = 0 erhélt man z. B.
1 GM, GM, GMg, a2
UG,OO :GM@~7'1~COU = EB, UG,l() = EDCL;‘BCOSﬂCl():O, UG,20 = ED& %COSQ’ﬂ—% C20-
r r r ror
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Eine solche Linearisation der Volterra-Gleichung (243) ist auf verschiedene Weise moglich:

= GM@Z a, sin(vM),
v=0

- Entwicklung des Vorfaktors von r in eine Fourierreihe A(t) :=

GMg
7’3

- Neudefinition des Integralgleichungskerns K (¢, 7) := A(t)(¢ — 7) und Neuberechnung der iterierten Kerne
bzw. der Resolvente, sofern zuléssig,
- Linearisation mittels projektiver Zerlegung nach Deprit et. al. (Schneider [63], § 52.2).

12.2.1.4 Alternativen zu den quadratisch konvergenten Lésungsverfahren

Die Hamilton-Funktion des Hauptproblems soll aufgetrennt werden entsprechend

1 G2 1 .
F=-(r+=)-L-ZxO0@G H) -G, He*)+T+RY + RO —R,.
2 72 r o r2 f z

=:Fy =:F

Durch den ersten Anteil wird das streng losbare Cui-Problem definiert, das als ungestortes Bewegungsproblem
verwendet werde.

T
x = go(x,1) mit x = (X, Y)" und go(x,t) := (g’ _(gl;g)
also
: i
. X oY
X= . = = go(X, t).
Y Ok
oX

Durch den Anteil F; wird die Stérung des Cui-Problems beschrieben, das gestérte Hamilton’sche System also
durch

oFy

X

(X ay
X = . =
Y _<8F0

L OR
0X

oF;
oY R
=go(x,t) + eg1(x,1).

Dieses Bewegungsproblem kann nach dem im Abschnitt 10.4 dargestellten Verfahren gelost werden ausgehend
von den Bestimmungsgleichungen

Xl/:XV'ngo+FV(X13"'7XI/71;gO)g1;t) fiir vz>1

fiir die Koeffizientenfunktionen X, () in der Losungsfunktion
x=x"+ ZEVXV(t),
v=1

worin x' = x/(t, @, ) das ungestorte Cui-Problem 16se und e, 3 Integrationskonstanten bezeichnen.
Die Losung der Bestimmungsgleichungen kann nach dem Propagator-Verfahren erfolgen (siehe Abschnitt 9.3.1).

Anmerkungen:

1. Der vorstehende Losungsweg hat gegeniiber den im Teil IT angegebenen quadratisch konvergenten Lo-
sungsverfahren nur den Konvergenzgrad 1. Er kann aber als deren Ersatz verwendet werden oder hybrid
mit diesen, zumal dann, wenn sich die dort erforderliche Zerlegung der Ersatzfunktion von einem gewis-
sen Transformationsschritt an nicht mehr durchfiihren ldsst. Diese Moglichkeit der hybriden Verwendung
bleibt ndher zu untersuchen.

2. Der Losungsweg ist verallgemeinerbar in dem Sinne, dass anstelle des Cui-Problems ein anderes, geeignetes
Bewegungsproblem als ungestortes herangezogen werden kann oder ein hinreichend genau losbares. Das
Kepler-Problem als ungestortes ist natiirlich eingeschlossen.

Fiir kanonische Integrationskonstanten «, B kann man Variationsgleichungen der Gestalt (129) aufschreiben
und diese nach dem Eliminationsverfahren 16sen. Das ergibe dann eine Alternative zum klassischen Poisson-
Verfahren (siehe Abschnitt 5.1.1).
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12.2.1.5 Lo6sung der Volterra-Gleichung nach dem Poisson-Verfahren
Die Volterra-Gleichung zur Newton’schen Bewegungsgleichung

t

() = () — [T R (x(r). £(r)i )

m
to

die eine halb-explizite Losungsdarstellung vermittelt, soll fiir den Fall
F(r,7) = —K(r,7) = m(f°(r) + ef' (r, 1)) = mf(r,¢)

gelost werden.

Als Losungsansatz sei gewéhlt
o0
r(t) = Ze”ru(t)
v=0

mit ro(t) als bekannter Losung des ungestorten Bewegungsproblems
i:Q = fo(ro).
Eintragen des Losungsansatzes in die Integralgleichung ergibt

t

S ey (1) = #(t) + /(t _ 7 f<z e'ry (1), T> dr.
v=0 v=0

to

117

Zu bestimmen sind die Koeffizientenfunktionen r, (¢) im Losungsansatz. Dazu werden zunéchst die Funktionen

oo o0 1
fr— f"(rou) + s"ry<f>> = = Dot (1)t
v=1 o=0 "

mit dem in iterierender Weise o-mal auf die Funktionen anzuwendenden Differentialoperator

in Taylorreihen entwickelt

e (o)
D, = ((Z 6”ry(t)> -Vr>
v=1

o0 o0

Do) =50+ it =) S Do) e8! ),

v=0 to o=0

t o0 t o0

o=0 o=0

to to

Ein Vergleich der Koeflizienten gleicher Potenzen im Kleinheitsparameter € ergibt:
in 0.ter Ordnung

in 1.ter Ordnung

mit

r(t) + /(t -7) Z %(Dofo(r))ro(t)dr + 5/(t -7) Z %(Dgfl(r, T))ro(t)dT.
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in 2.ter Ordnung

+ (1‘1(7') . Vr) fl (I‘(T), T) ro(T))dT

ro(T)

+(r1(7)-Vy) £ (r(r),r)rO(T))dT = ra(t) und rf(t)

ro(T)

usw.

Damit ergibt sich die Lésung der Volterra-Gleichung in zweiter Ordnung zu
r(t) =ro(t) +e(r1(t) + ri(t)) + ¢ (r2(t) + ri(t)) + O(e?).
Beispiel: Klassisches Hauptproblem

G Mg
,,a3

fO(r) := — r, ef!(r) := V,Ug.20 mit e = Cy.

Eine kreisférmige Polbahn in der (y, z)-Ebene wird dargestellt durch

0
: GMeg
ro(t) =a | cosnt mit n:= el
sinnt

Aufgabe: Losung der Volterra-Gleichungen fiir ry (t)
1. Ordnung

1) = it = 1) (11(0) - (Vet*@), )+ 1110

to

und 2. Ordnung
ra(t) :/(t -7) (I‘Q(’T) . (Vrfo(r))ro(T))dT + ¥ (t).

Hier sei nur der Sonderfall der kreisnahen Bahnen betrachtet.

Wegen

GM,

V.f0(r) 369 V.r = —n’E fiir Kreisbahn

I'U(t) a

folgt
t

rio(t) Z/(t —7) (1‘1,2(7) : (Vrfo(r))mm)dT + 115 (t)

to

= —nQ/(t —7) (1'1’2(7') . [E]ro(ﬂ)dT + r{%,z(t)

- —n2/(t —7)r12(7)dT + rf:Q(t).
to
Beide Integralgleichungen koénnen mittels Laplace-Transformation (siehe Abschnitt 11.3.3) oder mittels der
Neumann’schen Reihe (siche Abschnitt 11.3.4) gelost werden. Im letzteren Fall ist

t
rio(t) = rf‘:Q(t) — nz/R(t, T, = —n2) rfz(r) dr
to

mit der Resolventen
R(t,T, A= —n2) =sin(t — 7).
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Nach Berechnung der unbestimmten Integrale r{%’Q(t)

t

PB(t) = /(t ) £ e(r), 7)

to

:/(t = 7)(r1(7) - Vi) £ (x(7),7),, A7,

to

ro(T)

dr,

die geschlossen ausfithrbar ist, erhélt man die Losung in 2. Ordnung zu

r(t) = ro(t) +e(ri(t) +rff(t)) +&*(r2(t) +15()) +O(e*) =

mit

r;- Fi

(v E)|
also
Anmerkungen:

= (ri . Vrfo(r))

r(t)

ro(7)

2

GMg

t

a3

(r; - Vyr)

t

2
e [sin(t —7)(r; - F
S| fomte (e )

to

ro(T)

= —n?(r; - E)

—nQZEi /sin(t—T) ri(t)dr + () | + O(P).

i=1

to

1. Hohere Ordnungen lassen sich analog ermitteln.

ro(7)

119

dr +rf(t) | +0(?)

I‘o(T)

2

= —Nnr;

(1)

2. Um das mogliche Auftreten von Poisson-Termen zu unterdriicken, kann die renormierte unabhéngige
Variable s eingefiihrt werden. Das soll hier nicht ausgefiihrt werden.

3. Auf diesem Weg sollten bei kreisnahen Satellitenbahnen héhere Ordnungen erreichbar sein, wie erste

Versuche zeigen.

12.3 Offene Fragen und Qualitiatsbeurteilung der Losungen

12.3.1 Resonanzen

12.3.1.1 Fragestellung
Am Beispiel der Bahntheorie 1. Ordnung von Kaula soll die Fragestellung aufgezeigt werden.

Die Losung der Variationsgleichungen fiir die Kepler’schen Bahnelemente ergibt nach dem Poisson-Verfahren in
1. Ordnung fiir die periodische Stérungen der Lageelemente

pa a-Flrnp Slmpq
® .. - lpq 75 ’
nalt3yv/1 —e2sini 0Oi b tmpq

(AiM)

(200)

(Aw(l))

Impq

Ilmpq

Ilmpq

l

1

und fiir die periodische Storungen der phoronomischen Elemente

(8a)

(Ae(l))

(AMWM)

Ilmpq

Ilmpq

lmpq

, (I—2p)cosi—m Stmpq
a Fimp Gipg = ,
TN P Impa
L 1 | VI=e o 0Gy,  coti OFimp Stimpa
a - .
Hag nalt3 e Imp de 1 —e2 2 0i Ipq ¢lmpq
2(1—2p+q) St
L Flnp Gipg —2
Hag—— T2 tmp Glpg o )
V1—e2 Simm
paly e VU= (1= 2p+ ) = (1= 2)] Fimg Gipg 522
na € Impg
1 1-¢? 8Gllﬂq ~lmpq
Maea ’I'L(ZHB |:_ e 66 + 2 (l + 1) Glpq Flmp 0 . .

)
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Es bedeuten

Stmpg i= ~Cim Sim C(t) mit S() } = { Sm} ((I=2p)w+ (I —2p+q) M +m(Q—0))
Sim Cim C(t) Cos
und
Simpa ::/Szmpq((i)lmpq) d® 1mpq
mit

Grmpg = ([ =20)w+ (1 =20+ Q)M +m(Q—=0)) = impg = (1 —2p) 0+ (I —2p+q) M +m(Q - 0)).

Die periodischen Stérungen (As(l)) . mit € € {i,Q,w,a,e, M} fallen besonders grof aus, wenn der Nenner

Imp
¢lmpq ~ 0.

Es kommt zu einer resonanzartigen Uberhdhung der Amplituden. Mit

S
Az =CE +SE., ®y,, = arctan 2 4

0 (I—m) gerade
C’lm

(I —m) ungerade

NI

lésst sich der den Zeitverlauf der periodischen Stérungen beschreibende Faktor in der folgenden Gestalt angeben:

Slmpq — Alm cos <¢ lmpq t- ¢lm) .

¢ Ilmpq ¢ Impq

Daraus ist ersichtlich, dass die periodischen Anteile an der Gesamtstérung Periodenldngen

p 2 2
Im = — = - ~ < T
"6 bl (1 = 2p) Wee + (L= 2p+ @) 7 + M (Qsec — Op)|
2l 1
@0 w n 0O
1—2p) =>4+ (1-2p+q) — +m| —= —
(I —2p) O, (I-2p+q) o0 (@0 )

aufweisen. Darin bedeutet 71/©g =: s die Anzahl der (anomalistischen) Umlaufe des Satelliten je Sterntag. Die
Amplituden dieser periodischen Anteile sind bestimmt einerseits durch

Almpq _V Cl2m + Sl2m

d)lmpq ¢ Impq

und andererseits durch die Vorfaktoren in obigen Darstellungen. Letztere enthalten die Exzentrizitatsfunktionen
bzw. deren Ableitungen. Fiir die Gréfsenordnung der Exzentrizitdtsfunktionen gilt

Glpq(e) ~ e|<1\7

so dass sie betragsméfig fiir kleine ¢ am grofiten sind.
Da im Falle der Erdsatelliten
|wsec|7 |Qsec‘ < 60

gilt, wobei die sdkularen Anderungsraten Wsee und QSSC von Apsiden- und Knotenlinie in der hier betrachteten
1. Ordnung konstant sind (Schneider [63]), 1duft ¢ 1, ~ 0 auf die Bedingung

n m

l_2+ n~ (';) - =T
( p+q) mBy — s & l-2pt4

hinaus, d. h., auf eine ggnéiherte/ strenge Kommensurabilitdt von mittlerer Bewegung n des Satelliten und der
Winkelgeschwindigkeit ©¢ der Erddrehung.
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12.3.1.2 Entstehen der Resonanzen in der Kaula-Theorie und deren Beseitigung

Die Losungsdarstellung fiir die periodischen Anteile wird unbrauchbar, wenn Qi)lmpq ~ 0. Es liegt dann eine
Singularitdt vor. Es soll untersucht werden, ob man diese evtl. durch eine andere Variablenwahl beheben kann.
Dazu soll das Zustandekommen der verschwindenden Nenner in der Darstellung der periodischen Anteile genauer
betrachtet werden.

Bei der Herleitung der periodischen Anteile werden die Integrale

¢ tsin A fiir B=0
/sin (A+ Bt')dt' = 1 )
—ECOS(A—‘rBt) fir B#0
t tcos A fir B=0
/cos (A+Bthdt' =< 1
Esin(A—&—Bt) fir B#0

ausgewertet (Schneider [63]), wobei A := ¢ mpg und B := (I — 2p + q) n — m Oy symbolisieren.

Ersetzt man im Rahmen einer Renormierung die Zeit ¢ als Integrationsvariable durch die Variable s geméafs
t =: Bs (244)
und wéhlt B entsprechend
B = élmpqsec =(—2p)Wsec +(—=2p+q)n+ m<Qsec - 90)

so ergeben sich die Integrale zu

t 0 fir B =0 (sdkulare Stérungen)
/sin (A+ B?*s')d(Bs') = 1 ,
— cos (A+ B?s) fiir B+#0 (periodische Stérungen)
¢ 0 fir B =0 (sdkulare Stérungen)
/cos (A+ B*')d(Bs') =

1
5 sin (A + B2s) fir B #0 (periodische Stérungen)

Der jeweils erste Fall (B = 0) bedeutet gerade die Resonanzbedingung in einer Theorie 1. Ordnung.3*

Mit anderen Worten: Nimmt man einen Wechsel der unabhéngigen Variablen geméf (244) vor, so entfallen die
Terme mit den verschwindenden Nennern. Die Resonanzterme sind damit aus der Losungsdarstellung beseitigt.

Dieses Vorgehen erinnert an die Poincaré-Lindstedt- Renormierung, die das Auftreten von physikalisch unsinni-
gen Poisson-Termen in der Losungsdarstellung bei Schwingungssystemen verhindert (sieche Abschnitt 11). Eine
ghnliche Situation liegt auch im Fall der Satellitenbewegung vor. Bei der Herleitung der sdkularen Anteile an
der Gesamtstorung findet man als Bedingung (Schneider [63])

) n m
l—2p+ — =0 & N=—=———
( D+ q)n — mOg 6 " I—2p1q

also eine strenge Kommensurabilitdt von mittlerer Bewegung des Satelliten und Drehbewegung des Zentralkor-
pers. Diese Bedingung gleicht der Resonanzbedingung bei den periodischen Stérungen. Dies fiihrt bei Integration
iiber die Zeit t zu Poisson-Termen ¢ sin A bzw. t cos A, die durch die Renormierung vermieden werden.
12.3.2 Moglichkeiten der Qualitidtsbeurteilung der analytischen Losungen
Moglichkeiten, um die Qualitdt der ,Losung® eines Bewegungsproblems zu bewerten, konnen sein:
1. Einsetzen der ,Losung“ in die Bewegungsgleichung,
. Vergleich der ,Losung” mit einer numerisch ermittelten,
. Abschétzung auf Grund des verwendeten Losungsverfahrens,

2
3
4. Anwendung der Abschitzungstheoreme (siehe Abschnitt 5.4),
5

. Uberpriifung der ,Losung® iiber damit gerechnete testbare Funktionale.

34 Anmerkung: Die Bedingung B = 0 stellt einen integrablen differentiellen Zwang dar. Dieser fiihrt zu einem geometrischen
Zwang A = const. Dadurch wird eine der drei Grofsen w, M, € ihre Unabhéngigkeit verlieren und sich das Gleichungssystem auf
ein System 5. Ordnung reduzieren. Untersuchungen dariiber sind aus der Literatur nicht bekannt.
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ad 1.

Setzt man beispielsweise die gefundene ,,Losung* der Newton-Euler’schen Bewegungsgleichung ein, so kann man
eine Kraftefunktion K ermitteln und diese mit der urspriinglich angenommenen K vergleichen:

£0? = O(AK)?

mi=K(r,t;t) = rnx(t) — miyit)=Ky — AK:K(r,i‘;t)—KN{ 07

ad 2.

Der Vergleich mit einer numerisch bestimmten Losung rpum(t;) ¢ = 1,2,..., M gelingt nur iiber endlich viele

diskret liegende Zeitpunkte:
#0
-0

Ar = I‘N(ti) — rnum(ti) {

Der erstere Fall Ar(t;) # 0 wird die Regel sein. Fiir die Bewertung der gefundenen Losung ist von Bedeutung
- der Fehlerhaushalt des numerischen Verfahrens,
- Welches Ersatzproblem wird durch das numerische Verfahren gelost 7 (Schneider [61])

ad 3.

Die Losungsverfahren werden in der Anwendung sdmtlich bis zu einer gewissen Ordnung des Kleinheitsparame-
ters e eingesetzt. Damit ist eine entsprechende Genauigkeit der Losung ry(t) erreichbar.

ad 4.

Im Abschnitt 5.4 wurden verschiedene Abschdtzungstheoreme angegeben. Sie ermdglichen, die Qualitéit der ge-
fundenen Losung ry (t) abzuschitzen. Damit gelingen auch Aussagen iiber das Stabilitdtsverhalten der Losung.

ad 5.

Theorien der Bewegung miissen sich empirisch bewéhren. Ist eine fiir ausreichend genau eingestufte Bahntheorie
gefunden, so kann sie iiber testbare Funktionale A gepriift werden, denen Beobachtungen bzw. Messungen O
gegeniibergestellt werden. Dabei werden sich aus verschiedenen Griinden Widerspriiche

O, — A #0  fir i=1,2,...,1

ergeben. Diese konnen herriihren von unzureichend bekannten Werten der in die Lésung ry (¢) eingehenden Pa-
rameter der Kriftefunktion Ky (r, f;t), aber auch ungeniigender Integrationskonstanten . Hinzu kommen Pa-
rameter aus der Berechnung der testbaren Funktionale wie Transformationselemente, Daten der Beobachtungs-
bzw. Mefistandorte, Parameter aus der zeitlichen Einordnung der Observablen, d.h., Uhrenparameter.

Die Widerspriiche versucht man durch Korrekturen AP der genannten Modellparameter sowie iiber eine Ar-
beitshypothese iiber das Fehlerverhalten der Observablen zu beseitigen.

Dazu wird eine linearisierte Beobachtungsgleichung formuliert und fiir jeden Beoachtungs- bzw. Mefzeitpunkt 7*
aufgeschrieben und das entstehende Gleichungssystem nach den Parameterkorrekturen AP aufgelost.

Im Sinne der differentiellen Korrektur der Modellparameter erfolgt die Widerspruchsbeseitigung ausgehend von
der Forderung
O+ AO — (A(PO,T*) + AA) =0.

Nach Taylor-Reihenentwicklung des testbaren Funktionals um die a priori-Werte PY der Parameter

A
AP+ AP, 7% + A1) = AP, 7%) + ATa—

+ AP -VpA
or

0
PO, 7=

PO,T*

~ NA
erhidlt man als linearisierte Beobachtungsgleichung

A
+ Arg—

AP - A
Ve or

~ 0+ N0 — APY, 7).

POJ.* PO,T*

Um die Gesamtheit der anfallenden Beobachtungsgleichungen nach den Parameterkorrekturen AP aufldsen zu
kénnen, werden Arbeitshypothesen {iber die Epochenkorrekturen A7 und iiber die Verbesserungen AO an den
Mefs- und Beobachtungsdaten bendtigt.
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Diese Arbeitshypothesen miissen in quantitativer Form zum Ausdruck bringen, wie
- das jeweilige Mefs- bzw. Beobachtungsverfahren,
- die zugehorige Aufbereitung der rohen Daten O*,
- das Uhrenverhalten,
hinsichtlich systematischer und/oder stochastischer Fehler bewertet bzw. eingeschétzt wird und
- ob das Systemmodell und die Zuordnungsvorschriften A(...) als qualitativ vollstéindig angesehen werden.>

Die Epochen bréauchte man dann nicht auf die den Messdaten O korrespondierenden theoretischen Epochen 7
zu korrigieren, wenn man in der Bewegungsgleichung

d?a

2= f(a,a;7)=0 a bahnbeschreibende Variablen (245)
pu

von 7 auf 7% als unabhéngige Variable {iberwechseln konnte. Da man aber A7(7) a priori nicht kennt, kann die
entsprechende Kraftkomponente in der Bewegungsgleichung nicht angegeben werden (Schneider [59]).
In der linearisierten Beobachtungsgleichung werden die partiellen Ableitungen des testbaren Funktionals 0A/9P;

als Funktionen der Zeit benotigt. Sie konnen neben der Losung von (245) mit Hilfe der Losungen der Variati-
onsgleichungen 2. Ordnung

a 94 of
a2 ( da > ~op Vaf —gp Vaf - g5 R=F Feldparameter
az\ap) = |
B “ “Vaf — @ - Vaf P=oq Integrationskonstanten
8041' 8ai

bestimmt werden. Man erhélt die partiellen Ableitungen da/dP; und 0a/0P;. Diese werden ihrerseits wieder
benstigt in den partiellen Ableitungen

Oa oa
-VaA+ — -V4A P, e{ay,....Fy,...
A 8Pl a (3'P1 a i { 1 1 }
oP; ] 9A
P e b
an 3 {Ql }
Beachtet man die Abhéngigkeit des testbaren Funktionals von den einzelnen Parametergruppen
P:{al,...,a6 ] F17~-~ 3 le'“}a
——— —— ——
Integrations- Feld- und Wechsel- Mefstandpunkte
konstanten wirkungsparameter

so gilt
A= A(a(a,F;7),a(a, F;7),Q; 7).
Die partiellen Ableitungen Vo4, VaA und 0A/0Q; ergeben sich unmittelbar aus dem vorliegenden Funktional

A(a,a;7).3¢ Festgehalten sei im Hinblick auf ihre Losung, daf die Variationsgleichungen lineare gewohnliche
Differentialgleichungen sind.

35giehe Schneider [59]
36Wird das Bewegungsproblem durch Gleichungen der Form dy/dz = g(x, y) beschrieben, so kénnen fiir ein testbares Funktional
A= A(z,y(e, F,z), Q) analog Variationsgleichungen 1. Ordnung hergeleitet werden (Schneider [59]).



Zusammenfassung und Ausblick

Nach einer Zerlegung des Gesamtproblems in ein verallgemeinertes Hauptproblem und einen Restanteil wurden
quadratisch konvergente Losungsverfahren zur Losung des Hauptproblems vorgestellt und weiter ein Verfahren
zur Berticksichtigung des Restanteils bzw. dessen Elimination aus einer gegebenen Losung des Gesamtproblems.

Um die Verfahren zu testen, wurden sie auf den Duffing-Oszillator angewendet. Nachdem das erfolgreich ver-
laufen war, wurde das modifizierte Cui-Verfahren auf das verallgemeinerte Hauptproblem Satellitenbahntheorie
angewendet. Entsprechend einem schon frither entwickelten Konzept wurde das bis zur dritten Ordnung im
Einzelnen ausgefiihrt. Die erzielten Ergebnisse lassen es zu, eine Ephemeridenrechnung fiir das verallgemei-
nerte Hauptproblem mit einem Genauigkeitsgrad durchzufiihren, der der vierten Potenz des gewéhlten Klein-
heitsparameters (statische Abplattung der Erde) entspricht. Ausgeschlossen werden die Bahnkonfigurationen
der kritischen Bahnneigung und kommensurabler Bewegungen.

Fiir den in den Anwendungen h&ufigen Sonderfall kreisnaher Satellitenbahnen wurde ein detailliertes Konzept fiir
die Anwendung des Verfahrens der Mitfiilhrung/Elimination eines Storanteils ausgearbeitet, das an anderer Stelle
ausgefiihrt werden soll. Zur Beseitigung von Resonanzen bei kommensurablen Bahnen wurde eine Renormierung
der Zeitvariablen angegeben. Weiter wurde das auf der Losung der der Bewegungsgleichung korrespondierenden
Volterra’schen Integralgleichung basierende Verfahren auf elliptische Bahnen verallgemeinert.

Die geschilderten Verfahren kénnen auf eine Reihe anderer himmelsmechanisch interessierender Bewegungspro-
bleme angewendet werden, beispielsweise auf die Planeten/Planetoiden-Bewegung oder auf die Mondbewegung
wie auch auf die Drehbewegung von Himmelskorpern. Vorarbeiten hierfiir, insbesondere die Konstruktion
integrabler Naherungssysteme 0. Ordnung im modifizierten Cui-Verfahren wurden bereits in der Studie Schnei-
der/Cui [64] geleistet.

Aufbauend auf der vorliegenden Studie kénnen folgende Fragen angegangen werden:

1. Ausarbeitung eines Programmsystems fiir die Ephemeridenrechnung von Satelliten sowie die zeitliche Ent-
wicklung testbarer Funktionale der Satellitenbewegung und ferner fiir die Losung der Variationsgleichungen
im Rahmen der differentiellen Korrektur von Modellparametern,

2. Ausarbeitung einer Bahntheorie fiir kreisnahe Satellitenbahnen, wie sie in neueren Satellitenmissionen zur
Gravitationsfeldbestimmung vorliegen, und Erweiterung auf gestorte elliptische Satellitenbahnen,

3. Ubertragung der Methodik in die Planeten- und Mondtheorie sowie die Theorie der Rotation von Him-
melskorpern,

4. Erhohung des Naherungsgrades der Satellitenbahntheorie im Hinblick auf die Gravitationsfeldbestimmung,
etwa die Entwicklung einer Bahntheorie 4. bis 6. Ordnung,

5. Untersuchung des Henon-Heiles-Problems,
6. Beseitigung von Resonanzen durch Renormierung der unabhéngigen Variablen,

7. Anwendungen des modifizierten Kamel-Deprit-Verfahrens und Vergleich mit derjenigen nach dem modifi-
zierten Cui-Verfahren,

8. Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Losungen im Hinblick auf das Langzeitverhalten der Lésungen
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Anhang

13 Details zum Duffing-Oszillator

13.1 Bekannte Losungen

Zum Problem des nicht-angeregten, reibungsfreien Duffing-Oszillators (144) existieren in der Literatur zur Sto-
rungsrechnung, z. B. bei Nayfeh [50], zahlreiche Losungsvorschlige. Einige beziehen sich dabei auf den Sonderfall
wo = 1. Im folgenden werden Endformeln verschiedener Methoden zusammengetragen und verglichen3”

Die asymptotische Reihenentwicklung nach Poincaré liefert als Losung erster Ordnung in e:
u(t) = ap cost + ea’ (—3tsint + 35(cos 3t — cost)) + O(e?) (246)

mit der Konstanten ap. Die Differentialgleichung (144) ist von 2. Ordnung, so dass eine zweite Integrations-
konstante auftauchen muss; (246) wurde aufgestellt fiir die Anfangsbedingungen u(ty = 0) = ug = ap und
U(tp = 0) =19 = 0. Aus dem Term tsint ist ersichtlich, dass diese Lsung unbefriedigend ist, da sie einen siku-
laren Trend bedeutet, der hier gar nicht auftreten kann; v muss fiir alle Zeiten (¢ — o) beschrinkt bleiben.?®

(a) Zeitreihe u vs t (b) Phasenraumdiagramm % vs u
Abb. 4: Losung des Duffing-Oszillators (144) nach Poincaré (246) fir wo =1, ¢ = 0.05, ap = 0.8008 mit t € (0, 100)

Alle weiteren Verfahren vermeiden sikulare Trends. Abhilfe kann z. B. die Einfiihrung einer ,optimalen Variable*
schaffen, etwa ¢ := (14 3ea?)t < t = (1 — 3ea®){ + O(c?). Man spricht in diesem Falle von der so genannten
Renormierung. Es folgt mit ar = const = ap als Losung erster Ordnung;:

23

(cos 3¢(t) —cos((t)) + O(?). (247)

u(t) = an cos C(t) +

A
n

) Zeitreihe u vs t (b) Phasenraumdiagramm % vs u

Abb. 5: Losung des Duffing-Oszillators durch Renormierung (247) fir wo =1, e = 0.05, ar = 0.8008 mit t € (0, 100)

37Besonderes Augenmerk ist der Vergleichbarkeit der Anfangsbedingungen bzw. Integrationskonstanten zu schenken.
38Zudem erhielte man fiir den Fall t = O (1/¢) einen Widerspruch zum eigentlichen Ansatz von Poincaré.
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Die Lindstedt-Poincaré-Methode liefert mit Einfiihrung von w =1+ gaag — %620,4 + 0(53) das Ergebnis

3

u(t) = app cos(wt + ¢pp) + 53% coS (3(wt + (pr)) + 0(52) (248)

mit den beiden Konstanten a;p und ¢, p. Fiir einen quantitativen Vergleich mit anderen Losungen miissen die
Konstanten jeweils so gewédhlt werden, dass sie identische Startwerte ug und g liefern. Die zuvor gewahlten
Startwerte sind z. B. mit den Festlegungen a.r = 0.8 und ¢, = 0 vertréglich. Eine fehlerhafte Wahl fallt bei
der Differenzbildung sofort im Diagramm auf, da dann der Graph nicht im Koordinatenursprung beginnt und
zudem einen nicht zu erwartenden unregelmaéfigen Verlauf nimmt.

0

0. 0005

~

/A. 0005/ 0. 00

0. 0005 /000, ) d.]dge

=

(a) falschlicherweise ar = arp = 0.8 (b) vertrdgliche Konstanten (c) scheinbarer linearer Trend

Abb. 6: Vergleich der Renormierung (247) mit der Lindstedt- Poincaré-Methode (248), jeweils At vs Au

Durch die unterschiedlichen Frequenzen in den Winkelargumenten der trigonometrischen Funktionen in (247)
bzw. (248) kommt es zu einer Drift zwischen den verschiedenen Losungen fiir u(t) (und damit auch fiir 4(¢)).
Im Phasenraumdiagramm wiirde sich der Differenzengraph fiir ¢ — oo in allen Achsrichtungen bis zum Wert
+ /2 fortsetzen.

Die Krylov-Bogoliubov-Methode wurde fiir beliebige Werte wq in (144) entwickelt. Als Losung erster Ordnung
erhélt man

2

w(t) = ages co8 <w0t<1 + 3;”3‘3 )) +0(e?). (249)

wo

Fiir einen Vergleich setzen wir hier wg = 1. Man sieht zudem, dass die Wahl ax; = 0.8008 mit den vorangegan-
genen Startwerten in unserer Beispielrechnung vertréglich ist. Ein Vergleich mit den anderen Techniken kann
wiederum iiber die Differenzbildung der Zeitreihen fiir u(t) bzw. u(t) erfolgen. Systematische Effekte lassen
sich, wie bereits angedeutet, manchmal besser erkennen, wenn man die Differenzen der Zeitreihen in der Art
eines Phasenraumdiagrammes gegeneinander auftragt.

0.001
0. 002
0 0
-0.002
-0.001
0 25 500 750 100 0 25 500 750 100
(a) Auvst (b) Au vst

Abb. 7: Vergleich der Krylov-Bogoliubov-Methode (249) mit der Renormierung (247)

Dies wird besonders deutlich, wenn man z. B. die Lésungen aus der Krylov-Bogoliubov-Methode mit denen aus
der Lindstedt-Poincaré-Methode vergleicht.
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0. 008 |-

0. 004

o

-0.004

-0.008 -

(a) Au vs t (schwarz) und Au vs ¢ (grau) fiir ¢ € (0,100) (b) Ad vs Au fiir ¢ € (0,150)

Abb. 8: Vergleich der Krylov-Bogoliubov-Methode (249) mit der Lindstedt-Poincaré-Methode (248)

Die von Zeipel-Prozedur liefert als Losung zum Duffing-Oszillator (144) die Darstellung

3
u(t) = a,zsin (wt + B,7) — ;;LZQ sin (3(wt + B.2)) + 0(52) . (250)
0
Mit der Setzung w = wy (1 + %eaz Jwd — %z—:za‘i/wé‘) + 0(53) ist diese Formulierung vergleichbar mit der

1

Lindstedt-Poincaré-Methode. Wir setzen wieder wy = 1 und fiir unser Beispiel mit € = 0.05 = 55 erhalten wir

schlielich zwei Bestimmungsgleichungen®® fiir die Integrationskonstanten a., und f,;:

vz sin B, — a8, sin38,, = ug = 0.8008,
(251)
cos B,y — %agz cos3B., = 1ug=0.

Das Gleichungssystem (251) liasst sich sehr schnell (numerisch) l6sen. Man erhélt eine Vielzahl von Lo-
sungspaaren, darunter auch 6 reellwertige: (ayz,0.z)1,2 = (£0.8,£7/2) und mit den beiden speziellen Zah-
lenwerten a}, = 16.654608758300134272 bzw. B}, = 0.242627291225409526 die restlichen vier Loésungspaa-
re (avz,Boz)sa56 = (Fak,, F(8, vV (r — 5%,))). Alle diese Wertepaare liefern die Startwerte uy = 0.8008
bzw. 1y = 0 mit einer Genauigkeit von mindestens 16 signifikanten Stellen. Durch die stets endliche Rechenge-
nauigkeit konnen die den einzelnen Startwertepaaren zugeordneten Zeitreihen fiir ¢ — oo erheblich voneinander
abweichen. 40

0 250 500 750 1000

(a) Awin 10716 vs ¢t fiir (ayz, Bvz)1 und (ayz, Bvz)2 (b) At vs Aw fiir (avz, Bvz)1 und (alz, —63;)
Abb. 9: Auswirkung unterschiedlicher Startwerte in der von Zeipel-Prozedur (250) fir wo = 1, e = 0.05 mit t € (0, 1000)

Es wurden weitere numerische Experimente zur Rechengenauigkeit durchgefiihrt, deren Darstellung hier zu weit
flihrt. Stattdessen sollen einige analytische Losungen zweiter Ordnung vorgestellt werden.

39Fiir die zweite Gleichung in (251) wurde u.a. eine Division durch w durchgefiihrt. Dies ist, unter der obigen Setzung wo = 1

und € = %, in Strenge nur mit der Einschrankung |a.z| # 12.9812... erlaubt.

40Dijes gilt fiir alle Losungsverfahren. Der Duffing-Oszillator reagiert empfindlich auf Anderungen der Startwerte.
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Struble’s Methode gibt (mit w-Setzung wie in von Zeipel’s Methode) eine Lésung zweiter Ordnung an:

2.5

e%a
102423 cos (5(wt — 65)) + O(?). (252)

eal 21ea?
u(t) = ag cos (wt — O5) + 32:8 <1 — 32w§) cos (3(wt — 6s)) +

Wieder sei wg =1 und € = 0.05 = % gesetzt, so dass zwei Bestimmungsgleichungen fiir as und 65 folgen:

as cos By + (&ai)’ 409600 ) cos 305 + 409600a cosbls = wug = 0.8008,
(253)

21 4\ o 1 4 o
sin —|—3(640 409600%) sin30s + goag@s Sindls = o = 0.

Das Gleichungssystem (253) liasst sich numerisch l6sen. Unter den vielen Losungspaaren findet man 9 reell-
wertige. Mit den speziellen Zahlenwerten a}' = 0.800015953733282649, a3? = 12.8208882217830543 und a3® =
12.4642040335371202 kann man die Lésungspaare (as,0s); = ((—1)"1a*:,0) fiir i = 1,2,3 und (ag,0s)i13 =
((—=1)%a*i, ) bzw. (as,0s)i+e = ((—1)%a*?, —m) formulieren. Alle diese Wertepaare liefern wieder die Startwerte
up = 0.8008 bzw. 1y = 0 mit einer Genauigkeit von 16 signifikanten Stellen.

Die Krylov-Bogoliubov-Mitropolski Technik liefert ein dquivalentes Ergebnis:

(t) -+ Z80 o 3 — 958 (01 con 3y — cos 5y) + O(<)
(A =a COS COS — COS — COS S
e 32w? 1024w}

mit ¢ = wpt (1 + %azz/wg — 15652a4/w0) + ¢KBM + O( ) Fir diese Darstellung erhilt man dieselben Integra-
tionskonstanten, wie bei Struble’s Methode.*

Sogenannte multiple scales-Ansétze konnen ebenfalls auf die Losung von Struble’s Methode zuriickgefiihrt wer-
den, zudem mit vergleichsweise klarer Herleitung. Sowohl die derivative-expansion method als auch die two
variable expansion procedure liefern im Ergebnis die Formulierung (252), lediglich mit positivem Vorzeichen fiir
den Phasenwinkel. Die w-Setzung ist jeweils identisch.

Bei Kuypers [34] findet man fiir eine Variation des Duffing-Oszillators (ii+wiu—eu® = 0 statt i +wiu+ecu = 0
wie in (144)) mit den Anfangsbedingungen ug = ax und 4y = 0 die folgende analytische Losung in zweiter
Néherung:

1 ea? 23 2a} 1 3 ea?\ eal 1 &2ad
14 S0y 22 0 t— (=4S Jwt K cos wt + O
ut) = < TR0 T2 W )a“cow (32+ 128 w2 > 7 oSt Joag ot cosBwt+0(<)

mit der amplitudenabhéngigen Eigenfrequenz

3ea2 21 £2at
SN G 254
“ w0< 8wi 256 wi ) (254)

Die Festlegung (254) ist nétig, um das Auftreten von physikalisch unsinnigen sikularen Termen zu vermeiden.

13.2 Losungen nach dem Eliminationsverfahren

In Bellman [1], Nayfeh [50] und Kuypers [34] sind Lésungen 2. Ordnung ausgearbeitet. Hier konnten mittels
MATHEMATICA™ weit hohere Ordnungen erzielt werden. Der hier beschrittene Losungsweg ist analog zu
dem in den zitierten Arbeiten, geht aber von einem anderen Leitgedanken aus, der Elimination von Storanteilen
(s. Abschnitt 10). Es wurden bisher Losungen 10., 20. und 30. Ordnung ausgearbeitet.

Fiir eine Lésung 10. Ordnung erhilt man mit ug = ay und 4y = 0

10 21 a2 n-l 21-n i a2 5
11 n, 11
= Eio: e"un(t) +0(e7) = E Ay ( (;21) cos(n wt) E W (—Ewl\;) +0(e™), (255)

n=1(2) 0 k=0(2) 32 0
wobei zur Vermeidung sékularer Terme w festgelegt werden muss auf

10 3c a2 n

n=1

Die Koeffizienten ¢,, bzw. ¢, sind jeweils Integerzahlen, fiir deren Sequenz noch kein allgemeines Bildungs-
gesetz gefunden werden konnte. Sie werden deshalb nachfolgend explizit in Vektorform ¢ := (c1,ca,...,c10)T
bzw. Matrizenform C' := (¢, ) angegeben:

c = (1,14, 432, 17464, 805056, 39943808, 2074592256, 111139570560, 6089199971328, 339393638541312)7".

41pis auf ein unterschiedliches Vorzeichen zwischen 65 und YKBM
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Die Matrix C lédsst sich als obere Dreiecksmatrix auffassen:

k=0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
A 23 547 13426 339176 8791304 233034230 6297662471 173028708850 4821475754931
3 | 1 24 594 15121 394701 10531302 286361891 7913777523 221745263658 6287043160531
5 | 1 48 1766 58944 1879479 58529521 1799860826 54983271690 1674301599697
7 | 1 72 3514 145200 5480977 195818280 6749957586 227078322481
o | 1 96 5838 287712 12560763 507272256 19419728994
1 | 1 120 8738 500304 24812277 1118691000
13 | 1 144 12214 796800 44260735
15 | 1 168 16266 1191024
17 | 1 192 20894
19 1 216
21 1
(256)
Fiir einen besseren Vergleich mit den zuvor genannten Losungen sei noch die ausfiihrliche Darstellung angegeben:
u(t) = avcoswt (1 - z5q+ 1024q 33471(738 ¢+ 521;38(1 441%2%4‘15 + 1;23??%38(] - 1%%;2&2& +
+ 10692995716166224777176 ¢ - 178569521£45536504444241516 ¢+ 1142852819%79507658449236124 10) +
+ ancos3wt (350 — T50” + Tagead” — Tomerod” T ssmsadszd — Ssosrosizd. T Sissorassond —

_ 7913777523 + 110872631829 9 _ _ 6287043160531 ) T
1099511627776 4 17592186044416 ¢ 1120899906842624q

] 1 2 3 3 883 921 5 1879479 6 58529521 7 899930413 8
+ Gy cos Swi (1024q 2089 + 524288q 5242889 T Tor37a18224 323597383684 T 519755813388

27491635845 9+ 1674301599697 )+
17592186044416 4 1125899906842624q

1 4 244772
757 9075 qG + 5480977 77285 (]8“1‘

1 3 9 4 _
+ ay cos Twi (32768q 1310724 T 16777216q 67108864 34359738368q 137438953472

+ 3374978793 227078322481 10) +
17592186044416q 1125899906842624

1 43 5§ 2919 8991 7 12560763 8
+ @y cos Jwt (1048576q Toass6d + 536870912q 073718244 T Tooos116277764

_ 7926129 9+ 9709864497 )+
549755813888 562949953421312 q

1 B 4369 31269 .8
+ ay cos 1wt (33554432‘1 134217728q + 17179869184q 687104767369 T

24812277 9 _ 139836375 10
+ 35184372088832 4 140737488355328 4 ) +

6107 6225

44260735 10) +

9
+ @y cos 13wt 1073741824‘1 oia7asseasd T 549755813888q — 7as77o069449 T T125899906842624

B 21 8 8133 74439
+ @y cos 15wt 34359738368q 1372380534724 T 17592186044416q 70368744177664q %) +

_ 3 9 10447
+ ay cos 17wt (1099511627776q 5297558138884 + 562949953421312q ) +

B 27 10
+ Gy cos 19wt 35184372088832q 140737488355328 4 ) +

1 10 11
+ an €08 21wt Ti3sza5006saa6a1d. | T+ O )

(257)
mit der Abkiirzung
2
al\/l
q:=c— (258)
wh
und der Eigenfrequenz
_ 6549 37737 936183 6 , 6077907 7
w=wp (1+ 8 256q + 2048‘1 — 2091229" + mogmea?’ — srosserd. T sseavoe1zd — (250)

2604833685 /8 | 17839453041 [0 497158650207 )
274877906944 4 21090232555624 70368744177664q

Um diese hochgenaue Losung iiberpriifen zu kdnnen, wére z. B. eine ebenfalls hochgenaue numerische Integration
der Bewegungsgleichung (144) geeignet. Mit diesem zusétzlichen Verfahren sind jedoch potentiell zusétzliche
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Fehlerquellen verbunden und schlieflich die Frage, welchem der Verfahren dann mehr Vertrauen geschenkt
werden kann. Deshalb wird hier der direkte Weg eingeschlagen, d.h., die Losung (257) in Verbindung mit
(258) und (259) wird direkt in die urspriingliche Bewegungsgleichung, also (144), eingesetzt. Die rechte Seite
von (144) sollte dann nach einer Auswertung nur mit einem maximalen Fehler der Ordnung O(e'!) von Null
verschieden sein. Um diese Untersuchung durchfiihren zu kénnen, werden die Einzelterme der Losung (257)
zunéchst derart umsortiert, dass, dem urspriinglichen Ansatz (255) folgend, ein Polynom in e entsteht. Durch
den Term +eu? in (144) folgt dann fiir die rechte Seite in der Praxis nach Einsetzen der Losung 10. Ordnung??

31
il + wiu + eu® = P (g5wo, ay;t) = Z ¥ fr(e,wo, an; t) = O(eM). (260)
k=0
Mittels MATHEMATICA™ kann man nachweisen, dass tatsichlich fi(e,wp,ay;t) = 0 fiir (£ = 0,1,...,10)
gilt. Es bleibt zu untersuchen, ob

31 21 12
> Ffule,wo, anit) = > rile,wo, anit) = O(eM)
k=11 i=1

fiir beliebige Werte €, wp, ay gilt. Es stellt sich also die Frage, ob die Faktoren fj die Ordnungsrelation zerstéren
bzw. ob die Summe der einzelnen Residuen einen Toleranzwert nicht {iberschreitet. Die Abbildung 10(a) zeigt
fiir einen speziellen Fall, dass nur bestimmte Startwerte a,, zu einem maximalen Residuum der Ordnung O(g!!)
fliihren. Die Ordnungsrelation bleibt dagegen stets erhalten. Das gezeigte Beispiel verwendete wy = 1, so dass
die Faktoren fj alle 2m-periodisch sind und die globalen Maxima der Teilresiduen in diesem Grundintervall

enthalten sind. Bei Berechnungen mit anderen wy-Werten wurde das Grundintervall entsprechend angepaft.*?
67 e
1. x10°8 e
1. x10°% | *2 T
1. x1020 | 36
1. x10726 | K
20 -
1. x10°%2 | o &
,/
1. x10°3%8 L . . . ) 1.125
5 10 15 20 110 25 50 75 100

(a) max |r;| vsifiirwp =1,e=1/10 und am = (1,1.125,1.25,1.5,2) (v.u.n.o.)

(b) ammax Vs wo, € beliebig
0<t<27

Abb. 10: Untersuchung der rechten Seite von (144)

Das Ergebnis aller vorgenommenen Untersuchungen fiir wg > 1 zeigt die Abbildung 10(b). Man erkennt fiir die
Giiltigkeit der angegebenen Losung 10. Ordnung einen einfachen Zusammenhang fiir mogliche Kombinationen
von wg und ay und zwar unabhdngig (!) von €. Die Tatsache, dass keine beliebige Wahl moglich ist, driickt sich
letztlich auch in (258) aus. Die Abbildung 10(b) deutet an, dass fiir kleine Werte wg bzw. ay, . ein nahezu
linearer Zusammenhang besteht. Die gestrichelte Linie gibt einen berechnetes Approximationspolynom wieder.
Es geniigt hier ein Polynomgrad von 4, konkret erh&lt man

a,,.. = Py(wo) = 0.23161 + 0.96392wy — 0.0095280 w@ + 0.00011659 w3 — 0.00000050934 w{.. (261)

Unter Beachtung von (261) stellen die kompakten Formeln (255) bis (256) bzw. die ausfiihrlicheren Formeln
(257) bis (259) eine Lésung 10. Ordnung fiir den Duffing-Oszillator (144) dar.** Zumindest wird die Bewegungs-
gleichung mit der entsprechenden Genauigkeit erfiillt, so dass die notwendige Bedingung erfiillt ist.

Mittels der Laplace-Transformation (siehe Abschnitt 11.3.3) wurde schlieflich fiir den klassischen Duffing-
Oszillator eine Losung 30. Ordnung hergeleitet (vgl. Abschnitt 11.3.6). Dabei sind die Anfangswerte ug :=
u(tp = 0) = apr und ug := u(tg = 0) = 0 verwendet worden. Die Losung gilt fiir beliebige Parameter wy und e.

Durch das Erhéhen der Ordnung erweitert sich die w-Darstellung aus (185) bzw. (259) unter Berticksichtigung
der Setzung (258) und bei Zulassung beliebiger Werte wg # 0 zu

42die ,, 31“ in (260) folgt hier demnach aus 3nmaz + 1 Mit Nz = 10
43fiir wg > 1 kann es verkleinert werden, fiir wop < 1 muss es vergrofert werden
44fiir Werte wp < 1 steht noch die Formulierung einer Bedingung der Form (261) aus
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6077907 7 2604833685 .8

4, 37737
7"+ 3097152 q°

497158650207

256q + 2048‘1

= 3
W= wo (H‘s 262144

17839453041 .9 3511276321347

q10 +

67108864q
11

+

401225915283063

T 274877906944
2892201453147555

536870912

q12 + 13

*72199023255552 70368744177664 562949953421312 4

84053106665670789 614845335384090729 15

1158192705499996341141

© 72057594037927936 576460752303423488

16

14
"+ 147573952589676412928

254612814518190043882263

"~ 18446744073709551616
8566538482894401288225

T 302231454903657293676544

1899627691040292362960331 19

q18_+

+_2417851639229258349412352q

227596989316436230247319519

77371252455336267181195264
1709927715033995335998264315

618970019642690137449562112

21 51540365604229690710497415957 22

T 79228162514264337593543950336 4

389438690970876750046440420489

633825300114114700748351602688 ¢
188795142527417230943052740506743

"~ 20282409603651670423947251286016
24

*_162259276829213363391578010288128q
1433354172888839436206957799960651

25

43620287139590359353779051871097077

"~ 83076749736557242056487941267521536

26

+_664613997892457936451903530140172288

332511114668281231541162666697706977 27

40627902280574750800614874972113342213

21267647932558653966460912964485513216

28

*_170141183460469231731687303715884105728

310776231991264191653072549572442092905 29

T 21778071482940061661655974875633165533184

9523718690685384379797012321894208868127

*_174224571863520493293247799005065324265472

Die Losung 30. Ordnung lisst sich dann darstellen als

547 6713

42397

30
~ 5575186299632655785383920568162090376495104 +_()( ))'

1098913 116517115 7

¢ +

+

86514354425

524288 q!

u(t) = aM( Coswt<1 — *(l + 1024‘1 32768q

6297662471 8

T 4194304
4821475754931

134217728q 17179869184

10 _ _33994478482815 11

+ - ¢+

1099511627776 17592186044416

3874660107331169 12 111391885334848731

1125899906842624

9007199254740992

3227105934789100625 14

4_1152921504606846976q T 36893488147419103232

94120845010257353085

1380658603415603787053

180591620717411303424

16 10179295836724880779113 17

_ 15
37778931862957161700568 0 T

2412738004747834229141665 18

604462909807314587353088 ¢
71781387388905823709170565

"~ 4835703278458516698824704
19

4_1237940039285380274899124224

1071771218660833281046214453 20

64226710135623222180785821023

"~ 39614081257132168796771975168

21

+_633825300114114700748351602688
965158070418423146176292462973

58177313623056655039773345463363

T 40564819207303340847894502572032

23

+_649037107316853453566312041152512q

1757879987380772276130133027508963

3327555471552234776321093654312305

41538374868278621028243970633760768

25

4_1329227995784915872903807060280344576q

202000502521443685197632340045769411

2658455991569831745807614120560689152

24574241831162198673025903553231735701 27

4_170141183460469231731687303715884105728q

748782020105080267447901510389266391779
696898287454081973172991196020261297061888

+

1397458339604731700720188861999298400715611

+_1427247692705959881058285969449495136382746624

297 15121

28

T 21778071482940061661655974875633165533184

45710070181154029374769136437004522513923
44601490397061246283071436545296723011960832

29

q30) n

5265651 7

1, _ 3 2 -
+ cos 3wt(§q 125q" T 16384(] 1048576

7913777523 110872631829

4, 394701
¢+ 33554432q

6287043160531

6 + 286361891
536870912 ¢ 34359738368

180061881670737 11

_ 8 _
1099511627776 4 + 17592186044416q

5201952344930925

1125899906842624

10
"+ 36028797018963968

13 4436232477579737889 14

_ 12 + 37853953425262849
1152921504606846976 9223372036854775808

65360362106746252083 15

3871401446655252024431

1180591620717411303424

7198116552647696632749 17

4_18889465931478580854784

3439914400292444410467111 q18 +

1208925819614629174706176
1611152956832660510108705

16 +
q 2417851639229258349412352

19

"~ 1237940039285380274899124224
775235720234809814233861995

93529193337970816505998419549

618970019642690137449562112

21

T 316912650057057350374175801344

2828543473278803269413050442671 q22 +

20_+
q 40564819207303340847894502572032
85751378017385685267442321914519

23

T 1298074214633706907132624082305024
2605520208075263413616929390764321

79331501455502638366634747126575385

41538374868278621028243970633760768

25

T 1329227995784915872903807060280344576

2420061213240127351067587179316578927 q26 +

24
+ 42535295865117307932921825928971026432

2311136254652117287568655701413426593 27

T 1361129467683753853853498429727072845824
4421490962035288978970028606515660363

1361129467683753853853498429727072845824

69401193940186552887483474722071270893555 29

_ 28
3722258035367507707706096859454145691648 4 T

__266333729584928893948357717516326330507153
178405961588244985132285746181186892047843328

44601490397061246283071436545296723011960832

q30) n



Anhang 135

1 2 3 .3 883 4 921 5 1879479 6
+ cos 5‘*’15(1024‘1 50i89" t 5212884 5242889 T Torsraiszad 34359738368

_ 27491635845 9+ 1674301599697 10 _ _ 50923370042121 11+ 1548798547447735 12
7592186044416 ¢ 1125899906842624 4 36028797018963968 ¢ 1152921504606846976

58520521 7 | 899930413 8
q 549755313388

__23568926500162441 13 + 89762727881709651 14 _ _21907804924712841081 15
18446744073709551616 4 73786976294838206464 4 18889465931478580854784

+ 1338611646509109059903 16 40955216528185753651165 q17+ 313711270255111099229169 18
2

1208925819614629174706176 T 3868562622766813359059763 309485009821345068724781056

__38502010448841111245337353 19_|_ 1182956413273077847557409451 20
39614081257132168796771975168 4 1267650600228229401496703205376

__36393366454397765182409579379 21+ 560516461124139158199682395955 22
10564819207303340847894502572032 1 649037107316853453566312041152512

__17286268106597736891761473614639 23+ 266854963699262491015290724951411 24
20769187434139310514121985316880384 332306998946228968225951765070086144

__515496501381764520593279604469697 25 4 1020748548861266039091115961442634967 26
664613997892457936451903530140172288 4 1361129467683753853853498429727072845824

__31611999325815268110279722937619280893 27+ 979905015646592163568816943951696714553 28
13556142965880123323311949751266331066368 4 1393796574908163946345982392040522594123776

__.30401483361757343976637467139410966391875 29_|_ 471992960695040613113778764015547265376913 30 4
14601490397061246283071436545296723011960832 713623846352979940529142984724747568191373312

. 1 3 9 4 1757 5 9075 6 5480077 _ 7 _ 24477285 _ 8 3374978793 _ 9
+cos 7Wt(32768q 310724 T Terrrate? ~ Griossoa? T 3a3597ss308d  Taassonsdrad T 7592186044416

227078322481 q10 + 3754917537603

_ 11 _ _ 122666023469979 12 + 1985719319161929 13
1125899906842624 180143985094819084 4 576460752303423488 4

9223372036854775808

__255450243946186791 14+ 8174496176392338115 15 _ _ 130298256726036341717 16
1180591620717411303424 37778931862957161709568 604462909807314587353088

+ 8283609037641435556559 17 _ _262728518424732020038689 18+ 2079669258630238002260667 19
38685626227668133590597632 4 1237940039285380274899124224 1 9903520314283042199192993792

__131523012206279334202771263 20+ 8309446930399666300046129161 21
633825300114114700748351602688 4 40564819207303340847894502572032

_ . 131144125561782448137150025721 22_|_ 1034292270881387268297372433325 23
649037107316853453566312041152512 4 5192296858534827628530496329220096

__260915459898446708776571447480341 24_,’_ 2056220810125497735340335858452839 25
1329227995784915872903807060280344576 4 10633823966279326983230456482242756608

64804334562088456156267772341769137 26 + 8168374470758547508906736191424726861 27
3402582366920938463463374607431768211456 4 43556142965880123323311949751266331066368

__257377762523744501704617217560778978207 28 + 8109453384704900809936151549208237818131 29
1393796574908163946345082392040522594123776 1 44601490397061246283071436545296723011960832

_ _ 255513945727742054144770850029909339878713 30 +
1427247692705959881058285969449495136382746624 4
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1361129467683753853853498429727072845824 10889035741470030830827987437816582766592
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1 9 27 10 13049 145497 12
+ cos 19wt ( 35184372083832 4 T40737488355328 ¢ T T8014308500481084 q'! ~ 72057594037927936

4 171016573 _ 1369759755 14 4 317039711489 15
36893488147419103232 q T47573952589676412928 4 18889465931478580854784 4

_ 2118784372461 16 + 212706297401123 _ 1267709148810489 18
75557863725014323410136 1 4830703278458516698824704q 19342813113834066795208816 ¢

4 463360952208257291 19 _ 2553098002357268211 + 6986167939736723133689 21
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29554422137125193172453837 + 18548969288135533076000260691 25
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170141183460469231731687303715884105728 4 21778071482940061661655974875633165533184
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1393796574908163946345982392040522594123776 1 44601490397061246283071436545296723011960832

705104216249397920798468775539577891 +
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1 10 __ 15 11 15939 12 48411 13
+cos 21wt ( 1125899906842624 ¢ 2251799513685248 4 + 576460752303423488 4 576460752303423488 4

4 246140487 14 1059116499 5 + 523824087161
1180591620717411303424 4 2361183241434822606848 4 604462909807314587353088 q

_ 232615558059 17 + 3164082583620153 9942033609231363
151115727451828646838272 4 1237940()39285380274899124224q 2475880(]78570760549798248448q

4 3818400132854215119 5509528830263219553
633825300114114700748351602688 q "~ 633825300114114700748351602688 q

+ 7873526432580357772829 _ 21352810736961141851325
649037107316853453566312041152512 q 1298074214633706907132624082305024 q

+ 7228864084586636268074805 _ 4675996580746262141418525 25
332306998946228968225951765070086144 q 166153499473114484112975882535043072

4 24302354276291411326525907235 _ 60620479858408143090500649045
680564733841876926926749214863536422912 L] 1361129467683753853853498429727072845824 q

+ 19060456030026987396817921728117 23090407443079639766787477778137 29
348449143727040986586495598010130648530944 q ~ 348449143727040986586495598010130648530044 4

4 113164754006873705742320652470645775 4
1427247692705959881058285969449495136382746624 q

1 11 33 12 19117 251355
+cos 23wt ( 36028797018963968 ¢ 144115188075855872 4 + 18446744073709551616 q T 73786976294838206464 q

+ 343564065 _ 3161702349 16 + 832018661065
37778931862957161709068q 151115727451828646838272 4 19342813113834066790298816q

_ 6263670166539 18 4 2810198255502023 18575589773875407
77371252455336267181195264 19807040628566084398385987584q 79228162514264337593543950336q

4 3740364580335991701 22572323211828498219
10141204801825835211973625643008 q T 40564819207303340847894502572032 q

+ 33642271086975829633115 _ 189861599239960952907399 24
41538374868278621028243970633760768 q 166153499473114484112975882535043072

4 33367642377516442587290399 25 178922948891016402190043925 26
21267647932558653966460912964485513216 4 85070591730234615865843651857942052864

+ 60114210327702636267493722831 309674871626618805065699375871
21778071482940061661655974875633165533184 q T 87112285931760246646623899502532662132736 q

4 50192961498876998998435088818945 29 250396414148846588013198184093143 4
11150372599265311570767859136324180752090208 4 44601490397061246283071436545296723011960832 q

1 12 9 13 + 2583 14 _ 159747
1152921504606846976 ¢ 1152921504606846976 4 590295810358705651712 4 1180591620717411303424q

+ cos 25wt<

+ 467303179 286222881 17 + 1277871909201
1208925819614629174706176q ~ 302231454903657293676544 1 618970019642690137449562112 q

_ 5080946001291 19 + 9598760754173175 _ 16646385797839737 21
1237940039285380274899124224 4 1267650600228229401496703205376 q 1267650600228229401496703205376

4 14031120687967626069 22 44193317577821685621
649037107316853453566312041152512 4 1298074214633706907132624082305024 q

+ 17148402020382083976733 24 _ 12571105535036053026885
332306998946228968225951765070086144 4 166153499473114484112975882535043072 q

4 4582728618067524982694357 12719717699362498927412403
42535295865117307932921825928971026432 q T 85070591730234615865843651857942052864 q

4 282670914608060543113334646631 28 375651878468779012875432569715
1393796574908163946345982392040522594123776 1 1393796574908163946345982392040522594123776 q




138 Anhang

n 250951105270250193264750180698961 n
TT36I304695 3019010530150 4ra a4 s081915 38T
. 1 13 39 26337
+ cos 27wt ( 36893488147419103232 4 147573952589676412928 g + 18889465031478580854784 q*°
_ 398925 16 4 621705477 _ 6464300031
75557863725914323419136 4 38685626227663133590507632 q'’ 154742504910672534362300528 q'
i 1906556777841 15970742625897 20 | 3960596317057749
T0R07040638560054395355057554 0 — TOTIETAIEIAZbASS 605543050336 1 TOTZTZ04901835895213 5736256430089

_ 28772046117767403 22 + 3166623590997146445
10564819207303340847894502572032 ¢ 2596148429267413814265248164610048 q

_ 20788621638704329761 24 + 134221490621328814580253
10384593717069655257060992658440192 ¢ 42535295865117307932921825928971026432 q

_ 816993543691833389670015 26 4 154279630453440092574141765
170141183460469231731687303715884105728 4 21778071482940061661655974875633165533184 q

_ 885792464869111983652821525 28 + 635256076721505481796624393661
87112285931760246646623899502532662132736 4 44601490397061246283071436545296723011960832 q

3482144386219551430149564220947 I
~ T7I05001 5882 11085 152285 101811868030 7573528 4
, 1 14 _ 21 15 30379
+ cos 29wt ( 1180591620717411303424 ¢ sseTTeseiseono0esis | T G0TT6200580751 1557355055

_ 657 it 811450383 4461226389
T51115727451828646838272 4 TIFToaTTeRs R0 Ao zazsd |~ ZATERR00TNs 0705407 ssaasd

4 2773524993161 6103005379527 21, 25374337872077957
CIFIEAI LA 147007isTT60Z6Rs § — GRRRIEAM LA L4007 S5 T60Z6ss 4 T TZoR0TE1 4633706007 15262 1057305071 4

_ 96333156132605733 23 + 44224247204825159547
2596148429267413814265248164610048 4 664613997892457936451903530140172288 q

_ 37764022972220823699 25 + 126611984050990917193143
332306998946228968225951765070086144 ¢ 680564733841876926926749214863536422912 q

B 399472942426750001175777 27 | 156144412906920550667590467
1361129467683753853853498429727072845824 4 SIS TA0TAS 25 0A000Gb 64055080 0150645530022
B 231597370627609704725685951 29 4 342764136311965381533367727091 I
348449143727040986586495598010130648530044 ¢ SECETIOoAT sGAR00TOD6 e LADDIE 20 ar 1005686656 T
1 15 45 16 34709
+cos 31wt ( 37778931862957161709568 4 T511157274518286468382729 1 10342813113834066795298816 ¢
B 119 18 1041549097 _ 12075641121
77371252455336267181195264 4 ETAORIITI501687057710751689 | — TERASE3T50aa5086 51087000673
n 3945956922361 36410446011591
SIS TATIEa0E16 04550475 286016 0. — SIT206384545066816955800051820619
n 19787997822337717 156758980546738761
SOTEOIBTAS 130310 4 2 98e3ToRE03EA Y . — BI0TETAD Seser2An0NeAeToA 56 5aTEe T
n 37462075008920823635 265926005204513086545
T063I8T300627 55509835504 20455022756608 1 — IT535I05e50I L0 OaB0i8050050TT0264Ta L
n 462389898951899921462527 B 3021399864491401860311727
T EeTaT00esR0L 033098 L 1040 5 1605310663680 — TTATOIETIStaE30409000347 0000b06ssaITes Tz L
n 610522624064861970238320347 3739610443428028787407930605 i
STI00TAS 1085 S0sas 141505 T 155y 264856 15050804T6 Y — S0302080704130402500149573000503446533071662 7

. 1 16 _ 3 17 39327 18
+cos 33wt ( 1208925819614629174706176 1 3022314549036572036765144 T G18970019642600137449562112 ¢

_ 6805 19 4 1317344595 _ 4015386333
1237940039285380274899124224 4 ToETEE0600358 000401 406703205376 9| — TZ6T65060002850040 1406703306576
i 5504306986273 _ 26566822019265
649037107316853453566312041152512 q* 1298074214633706907132624082305024 q*
n 60280919175511011 62175006739401723
33037005 13491587290380706025034a576 0 — GOAGII00T00IE 0645 1003 s0TA0T I8 T
i 123572576972321009409 _ 455136947374091154471
680564733841876926926749214863536422912 q*° 1361129467683753853853498420727072845824 ¢
i 102485091641215670141565 _ 173177659841033873492001
TSI TI86553040330394574900506532a065 020 — TTATIA5TISe 5504932532477 000000533 1265573 L
i 289162632544936653152207187 n
TTRI0506Ts 880 LI0oE 13200840 151 L6050 TT8aaaa8 T
1 17 51 18 44233
+ cos 35wt ( 38685626227668133590507632 4 154742504910672534362390528 ¢ T T0807040628566084308385087584 q"

_ 846849 20+ 1644511629 21034904499
79228162514264337593543950336 ¢ 40564819207303340847894502572032 q T 162259276829213363391578010288128 q

4 7543944623457 76037079725541
20769187434139310514121985316880384 q "~ 83076749736557242056487941267521536 q




Anhang

+ 5617877981501421 _ 48208253505503535

2658455991569831745807614120560689152 q 10633823966279326983230456482242756608 q

+ 49733543903045529897 379695212996723931897
5444517870735015415413993718908291383296 q © 21778071482940061661655974875633165533184 q

+ 1415608228387683015179201 _ 9887397161061941567555223 +
44601490397061246283071436545296723011960832 q 178405961588244985132285746181186892047843328 q

1 18 27 19 49427
+ cos 37wt ( 1237940039285380274899124224 4 3475880078570760549798248448 ¢ T 633825300114114700748351602688 ¢*°

_ 248925 21 + 2029056727
633825300114114700748351602688 4 1298074214633706907132624082305024 q

_ 13584255927 23 + 10176890805785
2506148429267413814265248164610048 4 664613997892457936451903530140172288 q

_ 13364274811041 25 + 131482223258054161
332306998946228968225951765070086144 4 1361129467683753853853498429727072845824 q

_ 585846713865095319 27 4 313305378067197491879
2722258935367507707706996859454145601648 ¢ 696898287454081973172991196020261297061888 q

_ 619036987577620067187 29 + 1192886339735257421599825 +
696808287454081973172991196020261297061888 ¢ 713623846352979940529142984724747568191373312 q

54909

139

1 19 _ 57 20
+ cos 39wt ( 30614081257132168796771975168 4 TST56375028528675 187057900673 1 T 20383 1096036516701339 47251786016 1

_ 1161027 22 4 2477318193
81129638414606681695789005144064 ¢ 41538374868278621028243970633760768 q

_ 34654210101 24 + 13533650105513
166153499473114484112975882535043072 4 21267647932558653966460912964485513216 q

_ 147952078280835 26 + 94503080988363075
85070591730234615865843651857942052864 4 21778071482940061661655974875633165533184 q

_ 873389723875918515 28 4 241834266671782198929
87112285931760246646623899502532662132736 4 11150372599265311570767859136324180752990208 q

1976365018693736716743 4
T 44601490397061246283071436545296723011960832 q

1 20 15
+ cos 41wt ( 1267650600228229401406703205376 4 1267650600228220401496703205376 ¢!
60679 671847

+ 649037107316853453566312041152512 q T 1298074214633706907132624082305024 q

+ 2995966107 5462985843
1329227995784915872903807060280344576 q T 664613997892457936451903530140172288 q

+ 17765138313841 _ 100896436826679
680564733841876926926749214863536422912 q 1361129467683753853853498429727072845824 q

4 267416100878425615 _ 639971669767464507
1393796574908163946345982392040522594123776 q 1393796574908163946345982392040522594123776 q

+ 733144260743284341549 +
713623846352979940529142984724747568191373312 q

1 21 63
+cos 43wt ( 10564819207303340847894502572032 4 162259276829213363391578010288128 q*

i 66737 23 1544565
SOTEOTS A ATI03105 4T3 1085316850384 . — S307T6TA0TICEET2420864870AT2675e 56
I 3592002325 _ 54550469415
DT I0eREs T 093200 1a750Ts0 06T — TTOTATIES 60460991753 6879077 T5e8aT05 78T
n 23044705610961 271601339274081
PTTTE0TIASE0 A0 160165507 487563a1aR5a3TeAd. — FTIIo29503T 60nde040029500502532660 3T TH0 L
n 93223364602481379 923251592748397221 I
TIT5037I5000655 e 67 b5 9156304T80752000208 0 — TA60TA00307001 4698307 14305495067 230T 10608320
1 22 33
+ cos 45wt ( 12980742146337069071326240823050249  — 2506148429267413814265248164610048 >
n 73083 220563
GGTBTI00780215709645 1003530120172258 0 — 33230609801622803822505 1765070086144
n 4272760479 33724460601
TS6TTI0I6T6SaTsaae st zT 0T eass Y. — TTo3I5S03EI0TE0 v T 06006e50aEATIseoTes Y
n 29570255287593 0284679892125
FOGS08I 5A05 1973159941 19602036 1207061888 ¢ — GOGB0BIE AEA0B19 3172991 060a026TZIT06TERS L
n 513072957187964637 4
4T IETo0T 0505008108856 5 969440905 1363527 46671

1 23 69
+ cos 47wt ( 11538374868278621028243970633760768 4 166153490473114484112975882535043072 ¢*!

+ 79717 2004375
21267647932558653966460912964485513216 q T 85070591730234615865843651857942052864 q



140 Anhang

5045905977 82677235977

+ 43556142965880123323311949751266331066368 q T 174224571863520493293247799005065324265472 q
4 37566458018009 474843291131199 +
22300745198530623141535718272648361505980416 q "~ 89202980794122492566142873090593446023921664 q

1 24 9
+ cos 49wt ( 1320227995784915872003807060280344576 1 664613997892457936451903530140172288 4

+ 86639 _ 1132521
680564733841876926926749214863536422912 q 1361129467683753853853498429727072845824 C]

+ 5919436003 _ 25134358431
1393796574908163946345982392040522594123776 q 1393796574908163946345982392040522594123776 q

4 47287061684545 4
713623846352979940529142984724747568191373312 q

1 25 _ 75 26
+cosSlwt ( 12535295865117307932921825028971026432 ¢ 170141183460469231731687303715884105728 4

+ 93849 2547369

21778071482940061661655974875633165533184 q T 87112285931760246646623899502532662132736 q

4 6901679517 _ 121356555867 4
44601490397061246283071436545296723011960832 q 178405961588244985132285746181186892047843328 q

1 26 _ 39 27
+ cos 53wt ( 1361129467683753853853498420727072845824 4 2722258935367507707706996850454145691648 1

+ 101347 713055
696898287454081973172991196020261297061888 q* T 69689828745408197317299119602026129706 1888 q*
+ 8001297255 +
1427247692705959881058285969449495136382746624 q*
1 27 _ 81
+ cos Sowt ( 13556142965880123323311949751266331066368 ¢ 174224571863520493293247799005065324265472 ¢
+ 109133 3180459 +
22300745198530623141535718272648361505980416 q* T 89202980794122492566142873090593446023921664 q*

1 28
+ cos 57wt ( 1393796574908163946345082392040522504123776 4 1393796574908163946345982302040522504123776 4

+ 117207 +
713623846352979940529142984724747568191373312 q

1 29 87
+cos 59wt ( 24601490397061246283071436545206723011960832 ¢ T78405961588244985132285746181186892047843328 7’ ) +

8 1 30
+cos 61wt 1427247692705950881058285969449495136382746624 4 + O( ))

Die vorstehende Losung des freien, ungeddmpften Duffing-Oszillators wurde eingehend gepriift:

a) von Mai/Lelgemann [41] mittels numerischer Integration, basierend auf einer Liereihen-Entwicklung,

b) von Ettl [7] mittels hochgenauer numerischer Integration, basierend auf einem Programm, das die Inte-
gration von Differentialgleichungen mit beliebig vielen signifikanten Nachkommastellen erlaubt.

Eine weitere Kontrolle erlaubt das Bestehen eines Bewegungsintegrals beim freien, ungeddmpften Duffing-
Oszillator (siehe Abschnitt 11).
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