Nachtrag zu der Abhandlung:

Theorie der Dammerungsfarben.

Von

K. von Lommel.
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In der Abhandlung: ,Theorie der Dammerungsfarben* (Abhandlungen der b

k. bayer. Akademie der Wiss. II. Cl. XIX. Bd. 1897, p. 449—508) wurden zur i
Berechnung der Lichtstirken im Beugungsbilde zweli unendliche Reihen benutzt, v
die sich derart erginzen, dass die eine fir kleinere, die andere fiir gréssere !
Werte des Arguments bequemere Anwendung zuliasst. Dabei wurde bemerkt
(l. c. p. 497), dass beide Reihen konvergent sind, jedoch der Beweis fiir diese

Behauptung nicht mitgeteilt, um den Text nicht zu sehr mit mathematischen i
Entwickelungen zu belasten. Da jedoch das Fehlen der Konvergenzbeweise i

als Liicke in der Beweisfithrung empfunden werden kénnte, so mochte ich o
diese Beweise hiemit noch nachtriglich beiftigen.

Die zwei Reihen, von denen hier die Rede ist, ergeben sich, indem man it
das in dem Intensititsausdruck |

¥ c0s 1)

- 2 B » |
n = Ja — 5@ — J3@) 5 b e '3

0 |
vorkommende bestimmte Integral auf zwei verschiedene Weisen entwickelt.

I.

Eine erste Entwickelung erhilt man, indem man 1 — J2(2) — J2(2) in

eine nach Potenzen von ,1

e = Vr+r —2rrcosd = r V1 42— 2vcos y
fortlaufende Reihe verwandelt und sodann noch & von 0 bis 2 7 integriert. ‘
Man erhalt unter Weglassung des Faktors n® R*:

M= S 1A Dol |

wo die Koeffizienten
ks iy gl ,1)“?,,',,’,)2' i

A== ((C I 1)3) [1 +X ((( e (0 fel) | I il

2a < ¢

96*
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und
1 i e L
Ay A S e
BL' e 221_ Z (aww )

selbst wieder endliche Reihen mit wachsender Gliederzahl vorstellen.
Um nachzuweisen, dass die unendliche Reihe

Y (—1)4, B2

konvergent ist, betrachten wir den Quotienten zweier aufeinander folgender
Glieder :

451~C+ 1 ]—’: +1 }.2

A v
und bestimmen. seinen Grenzwert fiir ein unbegrenzt wachsendes ¢. Bezeichnen
wir in dem Ausdruck

o I %
e )
: ((‘C LR

3 s (' =1\ 2
L \1( e (c )@
b 2 \(_( a) (a . 1) ) '
(2a < 0)

die cckig eingeklammerte Summe der Kiirze wegen mit a., und unterscheiden
¢ gerade == 2 b und ¢ ungerade = 2 p -+ 1, so ergibt sich

a=p L l a|—1
Agpr== - L( 2pb —2aq) (~ (a ;,,, ) ;

a=0

oder, wenn man die Glieder der Reihe 3] in umgekehrter Reihenfolge ordnet,
indem man b — a statt a setzt:

r=='h v \ NG a=Db—1 . Va1 =02
w4237 <9 e 3 (((’a b 1)7
Lo — el - 1 S I - 3y - e EALE )
b — (b gt i h—a)!
wo die letatere Form hervorgeht, wenn man von der Summe Y, das erste
Glied, welches Null ist, absondert, indem man zuerst q — 0, dann a - 1 statt a
setzt. Durch dieselbe Behandlung ergibt sich

a=5 o
=i ( b T ))Ufa —=1N\2
Gopp1 == 1 4~ Z- ((“2 a - 1) Kb B :

a=0 \ /

Setzt man hier das erste Glied (0 = 0) der Summe ¥, namlich

)b AFA [) —1
( (b + U’ >
als Faktor heraus, so kommt

: e e b+ 1) 2 '1\:3, e (26 2)—ai-1\2
”‘“““( (b+1)! ) [(egzﬁi}?éib‘?{) TH(('“ “*hahhaﬁ—l)t' 2b+ ))f’ o ) ]

a=u
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oder, da

b@:ﬁ; ll)l )
und
(2b 4 230w 1
R e e mee e
st :

(26 96| —1)\ 2 'b—‘ g a=bh B 1jel=1 \e
“‘-“‘“:( o 1>> ) l((zé “*1)+Z< s Dise e |

Auf demselben Wege findet man

(@0 L L e 7 : b1 ! pal—1 N\ 2
(Bt b R @ s = ]

Q=0
und
o ()b—f— BHI))I‘ (b"f"l)f_”\‘z a?j e W(b_*_l)cq*l )gl
027-!—2 S ( b**l\' <(2b —{'— 3)5 J) +a:()<(~ﬂ 15 ") (h—i‘gJX’ Q:)a —1 g

Bilden wir nun die Quotienten Upp1t Gpp UNA @gp 5 Ayp,;, 80 bemerken
wir zunidchst, dass fir den ersteren Fall

EoH20! @O+1PI b @okupis 254 @paneie
Mot Dl b! MBS D@D LT b g b e TR

1st, und dass im zweiten Fall

Al (Nl FaL e e

oD o R BEEL L @b ait T L ey T b e
ist, folglich fiir b = o ebenfalls = 2 wird. Wir bemerken ferner, dass in den
Ausdricken fiir a das erste Glied in der eckigen Klammer fiir § — o ver-
schwindet. Denn es ist beispielsweise

b! 26111 965 8 0 4 b Lyoal \
o s e e S o b e i S A e = _:“ fur PHE-—— i o)
(2bF1)P Tl TofpEg)e 1 RHE pik ey g (< (3) . )

Dagegen nahern sich die unter den Summenzeichen ¥, vorkommenden
Quotienten mit unbegrenzt wachsendem (1 dem Werte 1. Denn man hat z. B.

al—1 WosTit oo M e i

b “hiner Al lJ. (b L " g + 2) ( ‘ ! 7)”:, g ot i

3 e (b2 +abgl4-a)ylb+a).--(b+4)(b+3)

Die eckigen Klammern reduzieren sich daher bei unbegrenzt wachsendem 5
auf die Summen der Quadrate aller geraden oder aller ungeraden Zahlen,
und zwar ist
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n=h

1 dQa+2P=40+1)+66(0+1)+ 4604+ 1)0H—1)
{ a=0

a=h

| 2.Rast ) e=b1 44006+ 1) + 4b(b 4 1)(6—1)

a—=490

und der Quotient der beiden Summen nihert sich fiir ein endlos wachsendes b

der Einheit. Man hat also schliesslich: !
&3 dop-1 i d2pt2
lim 221 — 4 und hm—t =
@25 2641

und allgemein, gleichviel ob ¢ gerade oder ungerade ist,

e 41

lim —— L

Qe

In dem Ausdruck

gewinnt, wenn » > 1 ist, das Glied mit der hochsten Potenz von v (a == o)

L‘C‘”](C—}*])“"] »\2¢ : p\2¢
el <z> = (2) P

bei endlos wachsendem ¢ das Uebergewicht iiber die Summe aller iibrigen
Glieder. Es ist daher 4

S By ey 20 o2 S e
lim P (3) hmc_}'_] = (3) ‘l

Wir erhalten also schliesslich, da

O

e e
C ‘ | A9
(e DI)?
ist, fir ein unbegrenzt wachsendes ¢

& ;’19+1 B"‘l“ f ok l"?"l\‘z . Qe 41 (C+])' 2 ares 1 N2
lim e T A <2> lim o (i_c—i—zj’!) = (vr;)" Iim (c%z) —

Die unendliche Reihe {
> (— 1) 4, B, ri

konvergiert also, da der Quotient des (¢ 4 1)ter Gliedes durch das cte fir
¢ = oo verschwindet, fiir jeden Wert von 7»,, zunichst wenigstens fir » > 1.
Da aber die Koeffizienten B, fiir kleinere » kleiner werden, so konvergiert
sie auch fiir » < 1. Die Reihe konvergiert also fiir alle endlichen Werte von
v, und », oder von 7 = »r,.




I1.
Eine zweite Entwickelung des Intensititsausdruckes
27
. 2 ., 1 — »cos®d
JPZQ]U_J@—JWUfW’ﬂfwda

Ik -+ »2 — 2y cosd
0

'gab sich') durch teilweise Integration, indem in vorstehendem Integral der
Quotlent

Y COS 19

als integrierter Faktor angesehen wurde. Setzt man zur Abkirzung

RO - HoE e

- 22 — 29 cos O

so erhdlt man, da wegen #* = r2(1 4 »® — 2y cos 9)
2 = Lsing
ist:
L,", /o 3 (Z)) 1+ Jm — ()O?/ I:m 9 I = By, = F"[) ‘/nd 9
== g %{{ff aaj Padrt — b g, = gy f z Z(I)O o 8in Fd 9.

Nimmt man nun in letzterem Integral bei Fortsetzung der teilweisen
Integration ¢, sin & als integrierten Faktor, u.s. f bei den folgenden Integra-
tionen, indem man

f{po B ddd = ¢ f‘h SO dd =g -f‘/"a sin $d 9 = Wiy
1 29, 1 2% 1 9%, 1 29,

b = = 7Y hya= e L gy 2 FRRTRR @ 5 S i
! ol 2 : iz < e g’ Sl & 9z

setzt, so erhilt man fiir das obige unbestimmte Integral die Entwickelung
> (— l)ay?al,a (])a Pay

und nach Einsetzung der Grenzen ¢ =— 0 und 9 — 7L, da Jop s e 0 and

i
(ZQ D\~1 ik
[fpﬂ]ﬂ — 2‘”’ Z g8 —b

b=0

1) 1 c. p. 492.
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! die Lichtstirke
f ﬂjz —_— 2_‘, (f)a i

WO

| = 4(— 1)

pia—1) i (2 a)f’ -1

s2m=—ib
)a 2 il
b=0 b!
ist. Um zu zeigen, dass auch diese Reihe M?® konvergiert, betrachten wir
wiederum den Quotienten zweier aufeinander folgender Glieder &, ; v, e
Wenden wir uns zunichst zu dem Quotienten w, , :w,, so ist erstlich
4 7 a1 ra)

ferner, wenn man in den Summen die Rei}'nenfolge der Glieder umkehrt,

a J,_j)flfl =1

Fra S NE; S58K ﬂ At 10_1_
- TeE

b= "‘I (¢ < iRk, R .

e b! - (a—+— L.
b—ﬂ ¢ S o o o
(2¢ g ,,2a—b e (2 Ol“ -1 Tl U—)a 21 ,8—2
e ) e V + - e e
e al L (a—2)!

Setzt man hier sowohl im Zahler als im Nenner das erste Glied als

Faktor heraus und beachtet, dass

@ iy, @O, | et H@stDED, 20k,
a - i al (2 a)“*‘"‘l(a~—1)( -+ 2) a-+ 2
und dass beispielsweise
'2 S A0 (B2 2 at1|—1 : 2 Sl i
e L gy =
al (a 4+ 1)! L 259 2) a4 2
sodann
(Qu } O)avl -1 ( (I+ ))u-}—l -1 - ﬂ(ﬂ+1> (2a+ ;_J)a—]]*lr i u(a+ ]) :
| " (e 1! = 2a+2)*1-T(a+3)(at+4) (af3 ) (a+4)
u. 8. w. ist, so ergibt sich der Quotient der beiden Summen
a1
a+1 1 a a+ 1) 1
b3 ShiF et . i
W e R e e
2'1—: + 2 Yo ticid e “(GTL,‘ 7717 i
= a+1 »  (a+2)(a+3) »2 '
Ziahler und Nenner des letzten Quotienten nihern sich mit wachsendem a

i der Gleichheit, der Quotient selbst also der Einheit, und man hat

a-}-1

> e

. o S Qg
lim —— = 27 lim=—'— = 4,

E a2

L
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folglich mit Riicksicht auf den oben bereits ermittelten Faktor mit »2:

- YWa 1 ¢ .
lim 22+ — 44 42 lim

Wa A ]
Um den Grenzwert von @D, 41: P, zu bestimmen, machen wir von einer
anderen Entwickelung der Funktion ®,; Gebrauch, die nach den Differential-
quotienten der Funktion & = &b, — 1 Jy — J? fortschreitet und durch
1 2@,

a-}-1 i 3z
Z &

fortgesetzte Anwendung des Bildungsgesectzes o erhalten wird.

Es ergibt sich namlich

> B D
| A a—1]2 ,—(2a—1)
G = (l‘( 1) 1 Z2 355

1 s tgeeme D ¢ gy 1a—2[2 ,—@2a—g) O° P
- (o— 2) 12 112 5 =Cc ditaglas Al 810 CoEhle

D

()
[y

1 : 9i5 i 5D
= (L] = 3) (LI‘—4) 12212 ,—Ra—4) - e g ) ;
(DAY 3

wo der Natur der Sache nach die Exponenten von 2z weder Null noch positiv,
die Exponenten der Faktoriellen niemals negativ sein konnen, und daher
Glieder, bei welchen dies eintreten wiirde, einfach wegzulassen sind (so ergibt
; 1 0D : :
sich z. B. fiir ¢ = 0 : &, — 71 5, Wie es sein muss).

Setzt man in dieser Entwickelung zur Rechten 1%/% z—@s+D heraus, und
beriicksichtigt, dass

Ja—5{2 la—b|2 1

1512 je=nEiag o lifle - Baan . b
ist, so wird

=1 ,BD 1 a—2. , %
i 451 : ;

95 Ay ( 1)‘1 L ngp 2l Z*'; s b 8 et e 2
g z204 oz s e e T 82 —1" 9

Lo a—23)la~3) , 0 :
g e BT v )
a2

=

Da
1ai2 :
— = 924
e 1
1st, so ergibt sich
(I)a-{—] - 20 —1 1’7,14_1
e 22 T
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Der Quotient

g oD o0t 0f0 1 q- 9 Dl
T ey e heend e
Vi 2P 29 3 a—2 . 1l a3 .90

dz “ Qg2 2a—3 -3z $ 90 85 D

nahert sich aber mit wachsendem o dem Werte 1, da Zahler und Nenner

desselben der Gleichheit zustreben. Man hat daher; ‘da & = », (1 - ») ist,
: G i ) : 1 g 5 :
: = 9 gty : oA
lim - g lim (2a — 1) e Iim (2a 1)

Da andererseits

Wa 1 s
El — 4y 2 lim 5

lim
YWq 2014

oben bereits gefunden ist, so haben wir endlich

(T)a +1 '{/,’g b it 49

= i
Dy, (1 + v)2

Iim

oder, da

: 2a — 1
Imsneme T e )
2a + 4
st ;
Lot1 Vot _ 4v

lim s

Der Quotient 4 »|(1 4 »)? ist aber stets kleiner als 1. Die Reihe
= 5 by,

ist also, da der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder sich mit unbe-
grenzt wachsendem a einer Grenze < 1 nihert, konvergent, und zwar kon-
vergiert sie um so rascher, je grosser v, also auch z ist.




