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383 

Über eine 
mögliche Erweiterung des Gravitationsgesetzes. 

I. Abhandlung. 

Von A. Korn. 

(Eiug(laufen •/. Juli.) 

Einige Schwierigkeiten, welche der Allgemeingiltigkeit der 
Newtonschen Form: 

des Gravitationsgesetzes entgegenstehen, lassen sieh liehen, 
wenn man das Gesetz in der Form: 

K = G I"2, 
r~ 

oder in der Form: 

K = G  », Vi., 
1 J 

annimmt, entsprechend einer Art von Absorption in dem die 
Gravitation vermittelnden Zwischenmedium. Diese Fragen sind 
in neuester Zeit von H. v. Seeliger angeregt und diskutiert 
worden.1) 

Die folgenden Untersuchungen sollen zeigen, dass auch in 
der von mir aufgestellten Gravitationstheorie, welche auf der 

') H. Seeliger, Astr. Nachr. 137, p. 129, 1895; Münch. Ber. 20, 
p. 373, 1890. 

C. Neumarin, Allg. Unters, über das Newtonsehe Prinzip der 
Fernwirkungen, Leipzig 1890. 

20* 
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Theorie der universellen Schwingungen1) beruht, eine solche 
Erweiterung des Gravitationsgesetzes leicht zu begründen ist 
und zu einem mathematisch höchst interessanten Problem führt, 
welches ich als das Problem der universellen Schwing- 
u n gen bei absorbiere n dem /wische n m e d i u in be- 
zeichnen will. 

Bei dem einfachen Problem der universellen Schwingungen 
handelt es sich um die Auffindung dev Eigenschwingungen 
eines aus schwach konipressibeln Teilchen und einem idealen, 
inkompressibeln Zwischenmedium zusammengesetzten Systems. 
In den Gleichungen: 

jr  t 
u — LJ sin — 1, n 

1) v = V sin -jj 2 n 

w = W sin — 2 ji 

für die Schwingungsgeschwindigkeiten des Systems müssen 
(’, V, IF Ableitungen eines Geschwindigkeitspotentials 'P sein: 

2) 

3 

dx 

d (p 

Ty' 

W = 
3 (P 

JJ ’ 

das im Innern der Teilchen der Gleichung: 

3a) zl <P + /F <P = 0, 

in dem Zwischenmedium der Gleichung: 

3,J) /J <P = 0 

') A. Korn, Les vibrations universelles do la matière. Ann. de 
l’Eo. Norm. 20, 1003. 
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genügt, wobei /ca mit der gesuchten Schwingungsdauer T durch 
die Relation 

4) k* = 4 Ti* 
^2 

verbunden ist (a* eine der Kompressibilität der Teilchen zu- 
gehörige Konstante). 

<[> muss mit seinen ersten Ableitungen im ganzen Raume 

eindeutig und stetig sein und im Unendlichen verschwinden. 
Wenn wir nun eine Absorption des Zwischenmediums in 

dem in den einleitenden Sätzen angedeuteten Sinne voraus- 
setzen, so ändert sich bei der Stellung des Problems nur die 
Gleichung 3b); dieselbe ist, wenn fx eine der Absorptionsfähig- 
keit des Zwischenmediums entsprechende Konstante ist, durch 
die folgende Gleichung zu ersetzen: 

5) A 0 — /A* 0 = 0. 

Indem wir die Gleichung 3) durch die Gleichung 5) 
ersetzen, geht das Problem der universellen Schwing- 
ungen in das allgemeinere Problem „der universellen 
Schwingungen bei absorbierendem Zwischenmedium“ 
ü b e r. 

Ähnlich, wie dies für das einfache Problem möglich war,1) 
werden wir auch für dieses allgemeinere Problem den Beweis 
erbringen, dass stets eine unendliche Reihe positiver, unbegrenzt 
wachsender Zahlen 

hî, kl, h~i .... Icj . . 

und entsprechender Funktionen 

0'o, 01'. 0t1 .... 0J‘ . . 

existieren, welche als Lösungen des Problèmes zu betrachten sind. 
Der Grundschwingung kfn 0O, d. h. der Schwingung mit 

kleinstem entsprechen Pulsationen der einzelnen Teilchen, 

/ A. Korn, le problème mathématique des vibrations univer- 
selles; Commun, de la Soc. Math, de Kharkow 1903. Wir bedienen uns 
auch hier einer von H. Poincaré gegebenen Methode (Rendiconti del Cire. 
Mat. di Palermo 189-1). 
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in ihr haben wir die Ursache der Gravitation zu erblicken. 
Während sich für /t = 0 für die Wechselwirkung zweier 
Teilchen infolge dieser Grundschwingung das Gravitationsgesetz 
in der Newtonschen Form ergibt, folgt bei von null verschie- 
denem fi für die Wechselwirkung ein verallgemeinertes 
Gravitationsgesetz, das wir als das Schlussresultat dieser 
Untersuchungen aussprechen werden. 

I. Abschnitt. 

Über die universellen Funktionen bei absorbierendem 
Zwischenmedium. 

§ 1. 

Wir stellen uns das folgende sehr allgemeine Problem: 

Es sei f eine mit ihren ersten Ableitungen in dem Innen- 
raum i einer stetig gekrümmten, geschlossenen Oberfläche w 

(die sich auch aus mehreren getrennten Teilen zusammensetzen 
kann) eindeutige und stetige Funktion. 

Wir suchen eine mit ihren ersten Ableitungen im ganzen 
Raume eindeutige und stetige Funktion U, die im Unendlichen 
verschwindet und den Bedingungen genügt: 

6:i) J U + 7c* U=f, im Innenraume,1) 

6b) J U—JM® [7=0, im Aussenraume, 

wenn Zü und /.ta gegebene positive Zahlen vorstellen. 

b Die Untersuchung ist leicht auf den Fall anwendbar, dass Ga) 
allgemeiner so lautet: 

A U+Wff2 U = f 

und 9p2 eine überall von null verschiedene, im übrigen beliebige mit 
ihren ersten Ableitungen im Innenraume eindeutige und stetige Funktion 
darstellt. 
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Wir bilden successive die Funktionen: 

«o (#, */,e) = 

7) • 

Uj (x, y, z) = 

(» fl — fl ** 

— 7 /'(£, »?. 0 .. (7t. 4: 77 J ? 
* 

\ f* C ~~' •" r 

+ 4^: J "i-i & 0 —~r 
1 U = 1,2,3...), 

indem wir unter r die Entfernung von (æ, y, nach einem 
Elemente d r (£, ?/, C) verstehen. 

Alle diese Funktionen sind mit ihren ersten Ableitungen 
im ganzen Raume eindeutig und stetig und verschwinden im 
Unendlichen; sie genügen ferner den Gleichungen: 

j A
 «o = »O + fl j 

8a) j d uj = fj? iij—Uj— i, j im Innenraume, 

I (J = 1,2,3...) I 

8'0 

A M0 = /t* M0, 

I = /{a Uj , 

0'= 1,2,3...) 

Die Funktion: 

im Aussenraume. 

H0 + x ui + u2 + •   

(x = /A + Z;a) 

wird somit eine Lösung der gestellten Aufgabe sein, wenn wir 
beweisen können, dass diese Reihe eine mit ihren ersten Ab- 
leitungen im ganzen Raume eindeutige und stetige Funktion 
darstellt. 

Diese Konvergenzbetrachtungen werden uns im besonderen 
auch zur Lösung des in der Einleitung gestellten Problèmes 
führen. 
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§ 2. 

Wir bilden successive die Funktionen: 

U = 1, 2, 3 . . .) 

wobei wir unter p eine endliche, ganze Zahl, unter et0 al «2 ... ap 

p Konstanten verstehen wollen, die der Gleichung: 

aö "h aï “F aï "K • • • “I- a
p — 1 

genügen, und über die wir uns noch weitere Bestimmungen 
Vorbehalten. 

Wir wollen zeigen, dass aa cij . . . ap bei genügend gross 
gewähltem p stets so bestimmt werden können, dass 

10) abs. (yJ  io,) < A  IJ 
A endliche Konstante,\ 

L echter Bruch ) 

wenn « eine beliebig grosse, aber von vornherein fest gegebene 
o o ' o o 

positive Zahl vorstellt. Die Funktion 

im Innen- 
raume, 

11) w = w0 -p * w1 -j-z’Wjf.. 

wird dann die Lösung des Problems: 

19N I Aiv-\-lc2*)iv = agf—(*!?(„ — n.piy —... — at,Up-\ 

( A w — n% w = 0 im Aussenraume 

darstellen. 

Zum Beweise suchen wir eine obere Grenze für den 
Quotienten: 

J wm d T 
i 

dT' 

*) 7:2 = x 
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wobei wir vorläufig unter m eine von vornherein beliebig gross, 
aber fest gegebene endliche Zahl verstehen wollen. 

Es ist: 

- J 
i -f- a 

Wm I Mm d T , 

= —S w,n A IVm d T — J/P w2„, dz 
i a 

oder : 

-§ivmAivmdz. 

Hieraus folgt (nach der bekannten Ungleichung 

[ J* X  TÖ r]* < J* X2 ir.JPdr): 
i i i 

Nun kann man nach einem bekannten Satze von Poincaré1) 
bei genügend grossem p die Konstanten a0a1a2 . . . ap stets so 
wählen, dass 

9 H. Poincaré, Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo 1894, 
A. Korn, Abhandlungen zur Potentialtheorie, Berlin 1901—1902, Abh, 4 
S. G und 7. 
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(aß eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche <o ab- 
hängende Konstante), und um so mehr: 

da 
tt'm — «o M«i —1 “1“ ai Um "f" °2 !,»l + I "f" • • • '“I- aV + I 

unter der Voraussetzung, dass um — \ um . . . um + z>-i linear 
unabhängig1) sind. 

Man kann somit unter der Voraussetzung der linearen 
Unabhängigkeit der Funktionsreihe: 

stets 

I w"‘ d T * 
. ff^ 

U) * 7 < s 
dx Jy 

machen, für ein beliebig grosses, aber fest gegebenes m, indem 
man a0 a, a2 . . . ap geeignete Werte a(

0"‘l cj'd a^m) . . . cd“) erteilt. 

Da: 

so 

jX,-i 
l 

folgt : 

d T = — J A w,„ CIT -\- /DJ wm-\ tvm dr, 
t i 

= — J U'm I W»I_ 1 für + /D J _ ! ît’„, dX, 
» Ï 

= J«em W,„_2 Dr, 

b D. h. unter der Voraussetzung, dass sieh nicht Konstanten 

ßa ßi ßi    ßi> so finden lassen, dass: 

ßl + ßl+ßl + -.- + ßl=l 

ßo - 1 + /h «m + ßl + • • • + ßv », - 1 
und : 

0. 
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jV«-i dz 2 < J ivl dz J w- 2 d x 

(„* = !,*) 2, 3...) 

und in derselben Weise successive: 

S wl d T 

16) 
J{«o/'— «i «o— a2«,—  •— ctpUp-^dr 
i 

C on- t fl. r f irr., fl. r 

Dieses Resultat, das für endliche m abgeleitet ist, lässt 
sich auch für unendlich wachsende m beweisen: Man denke 
sich ab'b ab'b . . . cdm) als Koordinaten eines Punktes der Kugel: 

in einem (p -j- 1) dimensionalen Raume, es wird dann (16) für 
ein gewisses Gebiet öm dieser Kugel erfüllt sein. Wir können 
nun durch geeignete Wahl der Werte O O 

a(m+i) a^d-1) . . . Q<
M

 + I) 
o 1 p 

die Ungleichungen : 

«5 + aï + • • • + ap — 1 

17) 
J{«o f 

*) Für m = 1 ist 

~ wm - 2 = «0 f — «1 »o — «5 «1 
zu setzen. 
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erreichen; die Punkte ct("‘+0 a(”‘+0 . . . cdm+i)) welche dieser 

Bedingung 17) genügen, werden einem Gebiete angehören, 
das ganz in öm enthalten ist, da 16) eine Folge von 17) ist. 
Wenn man in dieser Weise fortgeht, wird man finden, dass 
das folgende Gebiet <5W-|_2 ganz in f5„,_|_ i enthalten ist, _j_3 in 

U. S. W. ; daraus folgt die Existenz von Werten 

an a, a, . . . a„ 0 1 2 

für welche die Ungleichungen: 

18) 

Jivl d 1 X w] d - 
< 

SWof— aiuo— anni —   —aPUp-i}2dr Xw» d 

Swld-c 
< I ;— < in inf. < . 

Smd r 

< 

Vv 
bestehen. 

Setzt man : 

19) — 3 » 
Vp 

so kann man nach 18) folgern : 

X»'/ dr < 1:1  Lp, . j = 1, 2, 3 . 
» 

(JB endliche Konstante), und da: 

1 r e~/'r 

«7=4— J Wj-1—- dr> 

w*<i 
auch : 

20) abs. Wj < A  L>, (j = 1,2,3...), 

wenn A wieder eine endliche Konstante vorstellt. Indem wir 
bei gegebenem x die Zahl p genügend gross wählen, können 
wir stets erreichen, dass * Lp kleiner wird als ein echter Bruch 
L, und dann wird: 
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21) abs. (xhvj) < A • JJ\ (0 < L < 1) 

die Funktion 11) löst somit das Problem 12) bei geeignet 
gewählten a0 a1.. . ap unter Voraussetzung der linearen Unab- 
hängigkeit der Funktionsreihe : 

O Ö 

o o. 

Die p -J- 1 linearen Gleichungen: 

22) 

«0 U -p «j U‘ -\- ai U" -p • •  -p av Ut, = ft’, 

U — ft U‘ = uQ 

U‘ — ft U‘l — ftj 

— x UW=ttP-i 

definieren für den Fall des Nicht-Verschwindens der Deter- 
minante : 

I «0 a2 • ' • 

1 -ft 0 ... 0 

23) J> = 0 1 -ft ... 0 

I 0 0 0 . . 1 -ft 

p -p 1 Funktionen 
U U‘ U“. . UM ; 

die erste derselben löst das Problem 6a), 6b), wie wir leicht 
zeigen können: Wir schreiben die zweite bis Q?-p ])to Glei- 
chung 22) in der Form: 

24) U(J'-x) _ UM — Uj_1 = 0, (_;== 1,*) 2 . .p) 

und folgern hieraus durch die Operation .1 im Innenraume: 

25) AWi-V — xAUW + Uj-t — vPui-i, (j= l,**)2..j>). 

*) UP ^ steht im Falle j = 1 für U. 

**) 2 ateht im Falle j = 1 für (— f). 
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Während die erste Gleichung 22) mit Rücksicht auf die 
Eigenschaft 12) von ir die Relation liefert: 

«0(. I CH-fc**) U-f) 4 «, (/j fr' + /fr fr' + u0) 

4 «2 (A fr" + /fr fr" 4 «,) 

2Ga)  +  

4 a,, (A UM + /fr IJM 4- uP _ j) = 0 
(im lnnenraume), 

folgen, wenn man 24) mit /fr multipliziert und zu 25) addiert, 
die folgenden Gleichungen, die wir für j = 1, 2 . . .p explicite 
hinschreiben wollen: 

Es ist im Innenraume: 

26 b) 

(J U + /fr U — /') - x (. I fr' 4 /fr fr' + »,„) 

(J fr' 4 /fr fr' 4 »0) — * (. I fr" + /fr fr" + «,) 

=0, 
=0, 

(J frü>-D + lc* fr(p -1) + «p_i)— *(J fr(p) 4 /fr fr('4«;,)=0. 

Die Gleichungen 26a) und 26b) bilden zusammen ein 
System A'on p linearen, homogenen Gleichungen in bezug 
auf die 4 1 Grössen: 

I fr + /frfr —f, 

\ l ‘ 4 /fr fr' 4 
. I fr" 4 /fr fr" 4 «j, 

zl fr») 4 /fr UM 4 up-, 

ist ihre Determinante I) (das ist wieder die Determinante 23)) 

=4 0, so müssen sie einzeln verschwinden, im besonderen 
ist also : 

/I fr 4 /fr U — f, im Innenraume. 

Dass fr mit seinen ersten Ableitungen im ganzen Räume o O 

stetig ist, im Unendlichen verschwindet- und dass 

A fr — /fr fr = 0, im Aussenraume 

*) /fr = « - /fr. 
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ist, ergibt sich daraus, dass sich U linear aus den to,n0,nl 

zusammensetzt, die alle diese Eigenschaften besitzen. 

Die Formel: 
V 

27) 

in der : 

28) p = 

w 

11 r. 

tip-1 

77 = 

rtj «2 

-X 0 

1 -X 

ir 

av 

0 

0 

1 

«P 

0 

0 

und 1) durch 23) gegeben ist, stellt daher die Lösung unseres 
allgemeinen Problems 6a), 6b) dar, unter den beiden Voraus- 
setzungen, dass y. nicht grade eine Lösung der algebraischen 
Gleichung 

I) = 0 

ist und dass keine lineare Abhängigkeit zwischen den Funk- 
tionen der Leihe : 

besteht. 

Diese beiden Fälle haben wir noch zu diskutieren. 

§ 4. 

Zur Untersuchung des ersteren Falles wollen wir * nicht 
mehr, wie bisher, als eine bestimmte fest gegebene Zahl, son- 
dern als eine Variable unterhalb dieser festen Zahl auffassen. 
Die Funktion P und ihre ersten Ableitungen nach x, y, z sind 
bei einem beliebigen Werte von y. stetig, aber die Lösung 

U = 
P 

J) 

wird unendlich wachsen, wenn * sich einer Wurzel der 
Gleichung 

I) = 0 



B96 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 4. Juli 1003. 

unendlich nähert und nicht etwa gleichzeitig auch P zu null 
konvergiert. 

Was geschieht nun mit P, wenn x sich einer der Wurzeln1) 

«1 *2 • • • */< 

der Gleichung 
1) = 0 

unendlich nähert? Es folgt aus 28): 

I w a. 

/I P = 
J «0 

zl u. 
-x 0 

1 — x 

np- 1 «y, 

0 0 

0 0 

0 1 x 

somit 

29a) 

und : 

JP — /t2P= 0, im Aussenraume, 

JP+PP 

a„ f — a, H0 — a2 ^ ap nv _, a1 as . . 

/ + 54 "o 
— <f0 -f X 

Up — 2 x wP-i 

-x 0 

1 -x 

0 0 

Op— 1 Qp 

0 0 

0 0 

1 -X 

oder : 

29 b) 

Lassen wir x in eine der Wurzeln x, x2 . . . x2, der Gleichung 

I P -f- /PP — f • D, im Innenraume. 

ir x in eine der 
_D = 0 übergehen, so wird : 

30) 
[AP — / A P = 0 im Aussenraume, 

I / I P -|- k‘l P = 0 im Innenraume. 

P bleibt dabei nach wie vor mit seinen ersten Ableitungen 
nach x, y. z im ganzen Raume eindeutig und stetig und ver- 
schwindet im Unendlichen. 

9 Es kommen dabei nur reelle, positive Wurzeln in betracht. 
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Definition. Wir sagen, eine mit ihren ersten Ab- 
leitungen im ganzen Raume eindeutige und stetige, 
im Unendlichen verschwindende Funktion 0'.‘ ist eine 
der Oberfläche eines oder mehreren Teilchen ent- 
sprechende universelle Funktion hei absorbierendem 
Zwischenmedium, wenn (I>'j die Bedingungen erfüllt: 

( A — (t2 07 = 0 im Aussenraume, 
31) ' 3 r 3 

1 A 0" 4- 7:2 0" = 0 im Innenraume; 

là bezeichnen wir als die der universellen Funktion 
0j‘ zugehörige Zahl. 

Wir können, wenn wir noch die Festsetzung: 

hinzufügen,2) folgendes aussagen : 
Für y. = *!, y.2, ... y.p wird P entweder identisch null 

oder eine universelle Funktion 07, multipliziert mit einer von 
null verschiedenen Konstanten. 

Die Wurzeln denen universelle Funktionen 0" ent- 
sprechen, können nicht Doppelwurzeln der Gleichung I) = 0 
sein. Für eine solche wäre: 

somit nach 30): 

d D 
dy 

= 0, 

32') 

l) Oder, was dasselbe ist: 

<D=1. 

2) Auch für die einfachen universellen Funktionen erweist sich 
diese Festsetzung mit Rücksicht auf die physikalischen Anwendungen 
am zweekmässigsten ; ich möchte daher die 2. Gleichung 01) meiner p. 3S5 
zitierten Arbeit durch die Gleichung: 

21 
I 

fl T = 1 

ersetzen, entsprechend der Definition in den Comptes rendus 13G, 
p. 31, 1903. 

1903. Sitzungsb. ri. niatli.-pbys. Kl. 27 
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MPs = à Pi, 

A 
dPÄ 

dx) 
    7. 5 d Pj   p 

~ 3 dx h 

im Innenraume; 

multipliziert man diese beiden Gleichungen und integriert über 
i, so folgt mit Rücksicht auf: 

dx 31 i 11 dx dx 3' 

dl3: dP: 

dass : 

oder : 

d. h. 

= -SUy 

= 0, 

SPjlPjdT = 0, 

JPj dr = 0, 

ll‘l " 3 - 3 h dx d> 

d Pj I d T, 

'3-lPPj\dT, 

Pj = 0, 

womit die Behauptung erwiesen ist, dass einer Doppelwurzel 
Xj keine universelle Funktion (Pj entspricht. 

Es ist ferner leicht zu sehen, dass die Wurzeln xj der 
Gleichung 1) = 0, denen identisch verschwindende Pj ent- 
sprechen, nicht Pole für die Lösung: 

U = 
P 
I) 

sein können, da in diesem Falle wenn das betreffende 

D = 
d’“-' D _ dmD 

dx’“-' ~ ’ dxm 

eine »»fache Wurzel der Gleichung D = 0 ist (;» = 1, 2 . .p)\ 

dl) _ d* I) _ 

d x d xl ‘ ’ d; 

d'"P >) 

d x m 

d"‘D 

dxm 

U = 

dP 

dx 

1) Für in — X folgt das unmittelbar; für m = 2 folgt aus 29) und 

0: 
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d m P 
und ———- an den Stellen = x: stetig ist. Wir können unser 

dxm 3 

bisheriges Resultat in folgender Weise aussprechen: 

I. Wählt man die Zahl p gross genug und setzt man: 

x = P f jP<Vf 

voraus, so kann man stets eine (für jeden Wert 
3  

fi2 <,x < ]/p*) mit ihren ersten Ableitungen nach x,y,z 

eindeutige und stetige, im Unendlichen verschwin- 
dende Funktion: 

V (x, x, y, s) 

so finden, dass der Ausdruck: 

33) U • 
V(x, x, y, ss) 

, (0 *)<n<p) 
(* — *i) (* —    0* — *«) 

eine Lösung des Problems: 

I U -j- Id1 U =f im Inn en rau me, 
14) 

I U—n® U= 0 im Aussenraume 

darstellt, wo xt x^ ... xn bestimmte, von einander ver- 
3   

schiedene positive Zahlen (JA1 < xj < Vp'1) sind, und dass 
für 

x = r-j 0 = 1,2.. n) 

F(abgesehen von einem von null verschiedenen, kon- 
stanten Faktor) in eine universelle Funktion #y mit 
zugehöriger Zahl kJ = xj — /P übergeht. 

Wir haben diesen Satz unter der Voraussetzung abgeleitet, 
dass die Funktionen (7) 

dP 
d y. = 0, 

d* P 

somit U = 
d-Pj 

du) 

und so fort, für m = 3, 4 . . p. 
d-P 

*) Im Falle n — 0 soll die rechte Seite einfach V (x, x, y, z) sein. 
27 * 
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u0, «j, ?r3.. 

keine Relation von der Form zulassen: 

35) ß0 Ko -f- ßi >(1 + ß2 »2 + ‘ ' • + ßv UP =- 0, 

wo p irgend eine endliche Zahl, ß0 ß1 ß2 . . ßP reelle Kon- 
stanten vorstellen, die der Gleichung: 

36) ßl + ßl + ßl + • • • + (?p — 1 

genügen. 

Wir werden in dem folgenden Paragraphen zeigen, dass 
auch in diesen singulären Fällen der Satz I richtig bleiht. 

Wir wollen zunächst zeigen, dass man aus 35) stets eine 
Relation : 

37) y0 Ho -f- j’j K1 + y2 n2 + • • • + yP- \ KP -1 = 0 

ableiten kann, wo y0 yt y2. . . yp — i reelle Konstanten vorstellen, 
die der Gleichung: 

33) yi + yl + yl + • • • -j- y],_, = 1 

genügen, in folgenden drei Fällen: 

1. Wenn die Gleichung: 

39) ß0 x>‘ -f- /?, x >' -1 + ß2 x p -2 -f- • • ßp = 0 

eine imaginäre Wurzel 

x1 i- x2 {x2 ß 0) 
besitzt; 

2. wenn diese Gleichung eine reelle Wurzel < /t2 liât; 

3. wenn diese Gleichung eine Doppelwurzel besitzt. 

In der Tat, berechnen wir die p -(- 2 Konstanten 

J’o 7i •   Yp - \ x a 
so, dass: 
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40) 

a 7o — ß(» 

«7i =Ä + «®7o. 

a 72 = ß2 + « « }’i. 

ayp_i = /îp-i + aa;j,p-â, (a + 0) 

0 = Pr + a*yp-i» 

73 + 7Ï + y\ + - • + 7p -1 = 11 

was auf Weisen möglich ist, entsprechend den p Wurzeln 
der Gleichung 39), so folgt aus 35): 

41^ / 7O«O + 7I«I4 f 7P-I Mp-i 

I = ^ OVh + JVG 4 t-7p-i«p) 
und hieraus 

41 h, 
/( (Ya "O + 7, M, 4 H 7P- 1 «p-i) (im Innen- 

= — (* — /<2) (}’n ?,o ~h 71 Mi “f— + 7p-1 W -1) raume). 

Hat die Gleichung 39) eine imaginäre Wurzel 

x = x1 i x2 (x2 £ 0), 
so setzen wir: 

Youo + 7i 
vi + ‘ ‘- ~b 7P-I 

U
P~ 1 =X-\- i Y, 

multiplizieren 41b) mit (X—iY) und integrieren über den 
Innenraum, dann folgt: 

- s 
i + a 

3(X- i_Y) ' 3(X+iIQ 3(X-i7) d(X + i Y) 
3 x 3 x 3 y 3 y 

+ 
3(X—iY) d(X+iY) 

th 
dz dz 

- J*(X- lY) (X+ iY) dz = - i», - A**)J‘(-X> + r») dz, 

somit, da die linke Seite reell ist 

Jf(X2 -j- Y*) dz = 0, falls a:2 4 0, 
» 

oder: 
x= r=o, 

4-0 7o "n + 7i «I + • ’ ' + 7P- 1 
ui> -1 — 0 . 
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Hat die Gleichung 39) eine reelle Wurzel x0 < /i~, so dass: 

x0 — f il — — a2 (a2 > 0), 

so folgt aus 41b), wenn wir mit 

7a «o + J'i ui + • ‘ ' + Yp-iUp-i = X 

multiplizieren und über den Innenraum integrieren: 

= a2$X2d T, 
* 

und hieraus wieder 
X=0, 

also 42). 

Hat schliesslich die Gleichung 39) eine Doppelwurzel : 

43) x — x, 

so können wir die p Konstanten dn <5X ... <5/y_o b so bestimmen 
dass sie zusammen mit x die Gleichungen erfüllen: 

44) 

b<\ =7i + bx,\i 

b d2 = y2 + b x d,, 

b (\, _ 2 = 7/; - 2 b x öp—3, (7; £ 0) 

0 = -f da; dp_o, 

dö d; & -j- • • + dj, _= 1, 

und wir können die Gleichung 41a) in der Form schreiben 

45) F— 2xF1 + x'Fs= 0, 

wo : 
[F=i30 u0 + dj «, -j- ••••-}- dz,_ o uT_ 2, 

46) » F7] = d0 #j -j- dj U'2 + • ' • • + dp-2 Up -1, 

' Fj = d0 -f- dj W3 -)- j- dp _2 ?fp- 

Es folgt aus 45) im Innenraume: 
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A F — 2 x (ß2 F) — F) + x2 O2 F<2 — F’,) = 0 

oder, da wiederum nach 45) 

x2 F2 = — (F — 2 x Fi) 
ist : 

A F —ft2 F-f- 2xF — x2F1 = 0-, 

diese Gleichung multiplizieren wir mit (—F^)dx und inte- 
grieren über den Innenraum, dann ergibt sich:1) 

S(F2—2xFF1 + x2F2)dr = 0 
i 

und hieraus: 

47) F — xFi = 0, 

und das ist eine Gleichung von der Form: 

F1 "o +«! + ••• + Fp-1 Hp-i = o, 
wobei man die F0 .. Fp_ i noch der Bedingung: 

F\-\-r\  + rj_, = l 
unterwerfen kann. 

Wir sind damit zu dem Resultat gelangt, dass man eine 
Gleichung von der Form 35) stets auf eine Gleichung: 

48) J'n »o + l’i u\ "+  • • ‘ + 7m i'm = 0, (m < g>) 

reduzieren kann, wo die y0 . ym reelle Konstanten vor- 
stellen, die der Gleichung: 

49) 71 + 7i H + 7l, — 1 
genügen und so beschaffen sind, dass die Gleichung: 

50) j'n -f }’[ x -)- y2 x2 -f- 4- ym xm = 0 

m reelle, einfache Wurzeln besitzt, die den Ungleichungen: 

51) 42<^, <J = !> 2 •  • m) 

in strengem Sinne genügen. 

0 Mit Rücksicht auf: 

J* F\ -4 7' d r = £ F J Ei d T — § F (/<2 I‘\ — F) d r . 
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Da hiernach die Determinante: 

1 1 ... 1 

 1 

y>m — 1 ryJH — 1 
I ‘*'1 

3/f/j 

xl 

. X Hl — 1 

+ 0, 

können wir mit Hilfe der m Gleichungen: 

H 

52) 

'n 
»,  x. 

Ux + 

L\ + x2 

+ • •• + 

U2  •  -)- x,i 

um, 
D m ! 

= x" U, x'o ~1 U2+ } - x” U 

die Funktionen U1U2...Um linear durch die uaul...um~ i 
definieren. Aus 52) und 48) folgt nun, da xxx2 . . Xm die 
Gleichung 50) erfüllen, auch: 

x"‘ U , m m1 u,+x^ u,+. 
so dass wir U1 U2. . Um auch durch die in Gleichungen: 

58) H. = xf IJ1 -f- xi U2 •-(- • • • + xjn Um (j = 1,2... m) 

definieren können. 

Nach 53) ist im Innenraume: 

54 a) /t* ».— ». .=x{A U. + x\ J I/o 4—\-xi.UJ (j= 1,2. ..ni). ' ‘ j j — 1 1 1 1
 1 2 1 in HI w ’ 

7 

Andererseits folgt aus 53) und den Gleichungen 52), die 
wir auch so schreiben können: 

» _ I — x[ 1 ^ 1 + xi ' U2xim 
1 Um (j — 1,2... )»): 

54 "> », - V. - f ("* - ÿ v, + ^ (,.* - 4) if. 

+ •  + »« —,.)) c . 

und durch Vergleichung von 54'1) und 54 b): 
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(j = 1,2... ni), im Innenraume. 

Das sind m lineare, homogene Gleichungen für die m 
Grössen: 

A U, - (> - Ut, ..., A Um-(> - Um, 

es folgt somit, da die Determinante dieser Gleichungen % 0 
ist, einzeln : 

56) A TJj-f- /.'/ Tfj = 0, ( / =1,2.. Mi) (im Innenraume) 

wobei 

57) — ,1t1, (.7 = 1,2.. Mi) 
Xj 

gesetzt ist. 

Damit ist bewiesen, dass wir (mit Rücksicht auf die erste 
Gleichung 52)) n0 in der Form darstellen können: 

5S) u0 = C\ <I>\ -j- ü2 0“ + • • • + C„ <K, (0 < n < m <1>) 

wo (J>\   'f'" universelle Funktionen in dem S. 397 eingeführten 
Sinne sind, C\ C2. . . Cn Konstanten. 

Aus 58) folgt im Innenraume: 
n 

A H0 = /12 ua + /' = — IP M Gj <I>j', 
1 

also : 

59) / = -i'(/l-/ + /P) Gj <]>' , 

und die Funktion: 

eu) (o<»<3.) 
1 At — Aj 

wird bei unserer Voraussetzung 35) offenbar eine Lösung des 
Problems: 



406 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 4. Juli 1903. 

61) 
f A U -(- Ti% U = f, im Innenraume, 

\ AU — /LI* U= 0, im Aussenraume. 

Dieses Resultat 60) ordnet sich als Spezialfall dem Satze I 
unter, so dass dieser Satz I jetzt ohne jede Einschränkung 
bewiesen ist.1) 

II. Abschnitt. 

Über die Reihenentwickelungen nach den neuen universellen 
Funktionen (Pj. 

§ 1. 

Wir werden zeigen, dass man jedes Raumintegral: 

in dem f eine mit ihren ersten Ableitungen im Innenraum ein- 
deutige und stetige Funktion vorstellt, in eine nach den <1>j 
fortschreitende Reihe verwandeln kann : 

Sf 
* 

jfeZ—(lr = C\<Py' + C2cI^ + ... 
i I 

genau, wie dies — Spezialfall JLI — 0 — für das Newtonsche 
Potential : 

X f — — 
C
\ + C2 ^2 4* ' ' ' 

» • 

((P1 
(P2. . . gewöhnliche universelle Funktionen) möglich ist. 

Wir müssen, um diese Untersuchung streng durchzuführen, 
zunächst einige Sätze über die cPjl vorausschicken: 

Hilfssatz I. Die einer universellen Funktion <I>j' 
zugehörige Zahl hj muss reell und > 0 sein. 

0 Ich weise hier noch kurz darauf hin, dass sich zwei Lösungen 
des Problèmes 61) nur um eine universelle Funktion '/d' unterscheiden 
können, das Problem ist daher stets eindeutig, wenn sich zu 7c2 keine 
zugehörige universelle Funktion konstruieren lässt. 
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Es folgt nämlich aus 

A (I>!j = — Tcj (I)!j im Innenraume, 

A (pj = /j? im Aussenraume: 

I 
t + rt 

dr + /H j* dr 
a 

= jcjS(&jydr. 

Wäre le? imaginär oder reell <0, so würde aus dieser 
Formel stets 

<Z>/ = 0 
folgen. 

Hilfssatz 2. Ist p eine genügend grosse Zahl, so 
ist die Zahl der überhaupt möglichen, der Fläche m 
entsprechenden universellen Funktionen Ct>f mit zu- 
gehörigen Zahlen 

Je? < YjP — ff 

jedenfalls kleiner oder höchstens — p. 

Zum Beweise dieses Hilfssatzes bemerken wir zunächst, 
dass die Lösung des Problems: 

f A U— /P U = 0, im Aussenraume, 

\ A U le2 U = — fI>j' im Innenraume, 

wenn also (— f) eine gegebene universelle Funktion mit zu- 
gehöriger Zahl 7,-/ darstellt, durch die Formel: 

2) U = ua + * *) », + = jJiL_, (7;2 < 7,y) 

gegeben ist. 

Denn es ist in diesem Falle: 

-) y. = Tc2 + »2. 
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\ = + 4 J f/,i‘ - = -T7 
x TZ i / /l/j 

0f 

+ A** 

t — /< î* 

= (// + 

0/ 

In analoger Weise wird das Problem: 

( J U—/t* 77= 0, im Aussenraume, 

3) P 
I J 77 -f- 7;* 77 = — 2J1 «, 0, im Innenraume, 

wenn 0j" 07 . . . <!>{,' p gegebene universelle Funktionen mit 

zugehörigen Zahlen l'\ lei . . . Icf, ; a, «2 . . . av Konstanten vor- 

stellen, durch die Funktion : 

4) 77 = uQ-\- y. u -j- y.2 u2 -(-••• = XJJ \ 2 

gelöst, solange Je2 kleiner als die kleinste der Zahlen Z;j là . . l;j, 

ist; )tn »j u2 . . . sind in 4) durch die Gleichungen: 

1 v. e-i‘r 

»o= + rJ^'ö//,i‘ .. dri ±7i , î ; 

«, = + j-i'"«6,,. dT> <± TT i / 

1 /» C ~ "r 

»* = + 4"J
H

I r 
(1t' 

gegeben. 

Nach einem früheren Resultate kann man nun, bei ge- 

nügend grossem p, a2 . . . up so wählen, dass 

«Î d- al “k  • • ~j~ 
np — 1 

und die Reihe 4) jedenfalls für ein beliebiges 

y.<V(p- 1)* 
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konvergent ist. Wären nun alle 

fc/cfop-i)»- 

so würde die Gleichung: 

U = 
v 
£i 

1 Ttj — /c1 

diesem Resultate widersprechen, es muss somit wenigstens eines 
3   

der lCj>Y(p — 1)* — fü sein, wenn (ß[l (T>!> . . . (I>P p linear 
unabhängige universelle Funktionen vorstellen, und wenn p 
eine genügend grosse Zahl ist. O O o 

Wir können dem Hilfssatz 2 sofort die folgenden Zusätze 
hinzufügen : 

Zusatz 1. Ist m eine gegebene endliche, positive 
Zahl, so kann man aussagen, dass die Zahl der über- 
haupt möglichen, linear unabhängigen universellen 
Funktionen <ßj‘ mit zugehörigen Zahlen kj < m end- 
lich ist. 

Zusatz 2. Die Zahl der möglichen, linear unab- 
hängigen universellen Funktionen (J>j‘ mit derselben 
zugehörigen, endlichen Zahl icj ist stets endlich. 

Hilfssatz 3. Jede universelle Funktion mit 
zugehöriger Zahl h] entspricht der Ungleichung: 

5) (ßjf < « lej 

wo a eine endliche, lediglich von der Gestalt der 
Fläche und von fi1 abhängende Konstante ist. 

Es ist in der Tat jedes: 

6) 

somit: 

7) 

nun ist: 

(®n* <p-1~\‘s ' ,1"’ i*fw ; 4 n ) , ) 
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,vj * 

jMMSMi'! 
+ /‘* J* (ßi f är 

dt 

< 
1*) 

M ’ 

nunmehr folgt die Behauptung- 5) unmittelbar aus 7). 

Hilfssatz 4. Sind 0>j' und 0" zwei universelle 

Funktionen mit den von einander verschiedenen zu- 

gehörigen Zahlen l:j und lei, so ist: 

8) J*0j 0" dr — 0, (Je* $H). 
I 

Zum Beweise multiplizieren wir die Gleichung: 

J 0j — — kJ 0j im Innenraume 

mit (— CP") und integrieren über den Innenrauin, dann folgt: 

J‘j S&j 0y. dr = — j 0y. A 0}' (l T, 
i i 

= -f0fA0''dT, 
i 

= S0j‘0Lldz, 
i 

und hieraus die Behauptung 8). 

Dieser Hilfssatz 4 gestattet den für uns wichtigen 

Zusatz. Ist die Entwickelung einer gegebenen, mit 

ihren ersten Ableitungen im ganzen Raume eindeu- 

tigen und stetigen, im Unendlichen verschwindenden 

Funktion F nach universellen Funktionen 0}‘: 

9) F= C, 0\ + C2 0J +  •  

) Cf. Gleichung 32, p. 397. 
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überhaupt möglich, so haben die Koeffizienten Cj 

(1 ie Werte: 

Wir multiplizieren zum Beweise die Formel 9) mit 0/ 
und integrieren über den Innenraum, dann folgt: 

Jetzt können wir daran gehen, auch die Möglichkeit der 
Entwickelung 9) nachzuweisen, wenn: 

und /' eine beliebige gegebene, im Innenraume mit ihren ersten 
Ableitungen eindeutige und stetige Funktion darstellt. 

In diesem Falle werden wir übrigens den Gleichungen 10) 
noch eine etwas einfachere Form geben können: 

Es ist dann: 

10) 

SF-<I>J dr = CjU^y dz, 

ji (cf. 32‘) p. 397). 
/Cj 

11) 

somit: 

(ßj + A2) X F  (ß'j (IT = 4 Ti J f  <P!j d r 

und : 

12) 
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2 

Um die Möglichkeit der Entwickelung 9) in dem Falle 
11) zu beweisen, gehen wir wieder auf die im I. Abschnitt 
gegebene Lösung des Problèmes: 

A U —U = ü im Aussenraume, 

A U + lt'1 U — f im Innenraume 

zurück, die wir (bei genügend grossem p) in der Form 

V(k* + /**, x, y, z) 

(Ä* - *ï) •  • (/c2— 7c»)’ 
(0 <n <p) 

angeben können, wenn 

7c* < Vpl
 — /r, 

und wo V für jedes solche 7c2 mit seinen ersten Ableitungen 
nach x, y, z im ganzen Raume eindeutig und stetig ist, im 
Unendlichen verschwindet und für 

0 = 1,2.. n) 

in eine universelle Funktion <I>jl mit zugehöriger Zahl l'j 
übergeht. 

Wir setzen nun: 

13) Bp — f — (Cj (1>' 1 + c2 
(Ix> -j- • • cp 

(I>p ), 

wo : 

14) 
Cj =Ti"j dz, j =1.2.. n 

i 

Cj <!>’: = 0, j = n + 1, n + 2, . . p. 

Wir werden von dem Ausdruck 

IPp dz 
i 

nachweisen, dass er durch Yergrösserung von p unter jeden 
beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke die Lösung 1 des 
folgenden Problems: 
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15) 
I A V— /.i* V— 0 im Aussenraume, 

\ A V-\-le3, V = Rp im Innenraume, 

wir werden sehen, dass die Reihe: 

16) *) V=v0A- yAv2-\ , 

in der : 

17) 

für jedes 

V°— 4 ” ^T’ r 

e il r 

Vj= + (IT, (j= 1, 2. .) 
7X, t 1 

y.<Yp‘ 

konvergent ist und die Lösung des Problems 15) darstellt. 
Wir können — man vergl. den Beweis dos Hilfssatzes 2 

S. 407 — die Lösung des Problems 15) zunächst in der Form 
darstellen : 

18) 
L c- 0" 

V= 77+ (/c'2</h2), 
1 Ivj Io* 

wenn 7c ? das kleinste der h\ hl . . . 7c,* ist, U unsere frühere 
Reihe : 

19) 

in der: 

20) 

— "o + y- n\ + y1 n2 + • •  i 

1 n e~l‘r 

" j— + 1 "i -1 —  o = i,2..). 

Für einen genügend kleinen Wert von h\— 7c3 ist nun 
nach unseren früheren Resultaten (vergl. Satz 1 S. 399): 

y 0t.1 

21) u={(±h+ u'< 

wo j', eine Konstante, U‘ eine Grösse darstellt, die auch für 
lim (Ici—7c*) = 0 endlich bleibt; es folgt somit aus 18): 

') * = 7;2 + ,fi. 
1903. Sitzungsl). <1. niatli.-pliys. Kl. 2S 
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v = 0, + ci) 
<K_ 

i'i — k2 

oder 

p 
i (** < /.T) 

22) (Ä? - kr) V= (/, + c.) 0;" + e, (/ra < &?), 

wo £ durch. Verkleinerung von (Jc\ — kr) unter jeden beliebigen 
Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann. 

Multiplizieren wir nun die zweite Gleichung 15) mit 
</>;", so folgt durch Integration über den Innenraum: 

j*<[>" (,il V-\- kl V) CIT = j* f  <!> " dr — jr, — 0 (nach 14)) 
. i I 

oder : 

23“) j7(d</f'+/^/f)<h = 0; 
i 

andererseits ist auch nach der Grundeigenschaft der 0j‘: 

23b) J F(d0f + l;i<f>ï)âT = 0, 
i 

somit : 

24) (&ï — Ä;*) J“ V<^dr = 0. 
i 

Diese Gleichung wird gelten, wie nahe wir auch k'1 an 
l’i heranrücken lassen. Berücksichtigen wir nun in 24) die 
Relation 22), so folgt durch Übergang zur Grenze lim (k\—/rs) = 0: 

und : 

25) 

7\ + Cj — 0 

l\ C' P'1 

r- 

wo U‘ endlich bleibt, wie nahe wir auch k‘l an k‘i heranrücken 
lassen. 

Damit ist gezeigt, dass kJ = k\ kein Pol der Lösung V 

des Problèmes 15) ist, die Reihe 1 fl) somit einen Konvergenz- 
radius 

bat. 
> k'i + /«* 



A. Korn: Über Erweiterung des Gravitationsgesetzes. 415 

In genau analoger Weise folgt jetzt successive, dass auch 
die Stellen 

P = 1-1, kl ... K 

nicht Pole der Lösung V des Problèmes 15) sein können, die 
Reihe 16) somit einen Konvergenzradius 

> VjP* 

besitzt und demgemäss für alle 

y <. YJ)1 

die Lösung des Problèmes 15) darstellt. 

Da die aufeinander folgenden Funktionen 

-L/j, L, ^2 • • • 

die Eigenschaft haben : 

J Li d 1 j v\dz j* vi dz 

Tv~T<  -, < • • (ver8']  s. 391), J liÿdr J Vielt J VI dz 

so ergibt sich: 

jY dz J tü th j)K(h 

j Up dz j dz JVj dz < < 

1 

Vy 
denn sonst würde die Reihe 16) bereits für Werte von * 

< Vy 
divergieren. Im besonderen folgt aus 26): 

27) $vldr<-}—.$Rldr. 

‘ Vy ‘ 

Andererseits haben wir nach der ersten Gleichung- 17) 

7?,, = I vn— fil v0, im Innenraume, 
somit : 

28 
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j Bf, (IT = JBp ( I v0 — ,Ma i>0) «fr, 

= - J [3 R/' 3 ,'o + dIii> 9«o + 3«o + , 7» | 
4«l3a; 5x 3y d,j ds 3* f 

wenn wir B,,2) auch im Aussenraume durch die Gleichung 

28) Br = fa — (Cj <J>\ 'h Gi (K + ' ' + c/< ) 

definieren und unter fa die Lösung des Problèmes: 

29) 

verstehen. 

Es folfi-t: 

I ,1 fa — /il fa = 0 im Aussenraume, 

1 fa = f an 0) 

3 r„V . /3iV 
•.n(g) + (s)4 

I 
c'y, 

2 ?;“! «fr 

<1 X ( V0 fff (f r ‘ '-fp ' 
wenn wir 

w) ^=,1.11^ 

31?, A 2 . p 7? 
3 2/ 

+ 
al?,, 
3 ,r 

+ /t* 1 if, I d T 

setzen. Nun ist: 

j (— ®0) Bp dr < VXà r • J f?r, 
» J J 

< } -XRp (nach 27)); 

Vv%
 *' 

wir können daher die Ungleichung vor 30) auch so schreiben 

31) XBf dz < ~ • J„, 

‘ VP* 

’) Das durch 1 f!) nur im Tnnenranme definiert ist. 
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und wir werden schliesslich beweisen, dass Jv auch bei unend- 
lich wachsendem p stets unter einer endlichen Grenze bleibt. 

Es ist nämlich nach 30), wenn wir für Ev seinen Wert 13) 
resp. 28) einsetzen: 

Jr = -f- j.i% dz 

+ cl + Cä + • • • + Cp 

0 c V'- tefM’j . 3/ 2d>j dfd<v; , , 1 , 
— 2 j ZJJC,-i— 

3 -\ 
;--J-- - 

3
 -4- alf (I>j für, 

,•+« 1 '?rr 3« 3y dy 3^ 3^ 7 JJ 

oder, da das in der dritten Zeile rechts stehende Integral 

= 2S^cjfA<Pfdz, 
i 1 

= -2 bcjl-fSf'lfdr, 
1 
V 

= — 2 Lb c/ 
1 

gesetzt werden kann: 

s2> ''-j. {($+$)’ 

— er — Co 

+ 3 ,e; 

c». 

"h /fî f* ! d T 

JP ist eine nach 30) stets positive Grösse, die nach 32) 
mit wachsendem p nur abnehmen kann; es ist: 

33) 

und nach 31): 

» <**'&i®r.rar.e3r id /'2j <7 z. 

Das Integral rechts ist bei unseren Yoraussetzungen über 
/ eine bestimmte, endliche Grösse, und wir haben somit be- 
wiesen, dass 
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J IVp clr 
i 

durch Vergrösserung von unter jeden beliebigen Kleinheits- 

grad herabgedrückt werden kann. 

Da nun : 

F : : J* /• C " d T = j* Si CJ <I>? ~~ d T + j‘ iïp ~d T , 
I > i 1 > i > 

= 6’j <Pl 4-C'202' 4 1- (Jpd'p + j -ß/>  T1 

wo : 

und : 

3 = 4ÄjiTzr(7iJY-*;,rf*. i = i,2,3.. 

abs. j* i?;, — d T < j/ j* 7!/ d T • J*- -- 7 r 

< endl. Konst. ——, 

Vp 
so haben wir das folgende Resultat bewiesen: 

II. Ist /’mit seinen ersten Ableitungen im Innen- 

raume eindeutig und stetig, so gilt stets die Reilien- 

e ntwickel u n g : 

35) 

w o : 

36) 

J/’^-7T = C'171''4-6'2Ç+----, 
i • 

Die 7/ 0)'. . . sind gerade die universellen Funk- 

tionen, welche sich nach dem Satze 1 bei der Lösung 

des Problèmes: 

A U — ,ua U = 0 im A u s s e n r a u m e, 

A U 4~ h2 U = f im Innenraume 

konstruieren lassen. 
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ill. Abschnitt. 

Die einer Kugelfläche entsprechenden universellen 
Funktionen (fij\ 

8 1. 

Die Differentialgleichungen der universellen Funktionen: 

( A — ti10," = 0 im Aussenraume, 
1) \ 3 3 

l A 0j‘ -j- kJ 0/ = 0 im Innenrautne 

gehen durch die Transformation in sphärische Polarkoordinaten: 

2) 

x = r cos 0, 

y = r sin 0 cos cp, 

, 5 = r sin 0 sin cp 

in die folgenden Gleichungen über: 

15) 

3 
3r 

1 3 / . , 3 0f \ 1 3* 0" 
+ sin 0 3 0 V'Sln ’ 3 0 ) + sin'2 0 3 <p* 

— liitAfPf= 0, im Aussenraume, 

1 3 

sin 0 3 0 
30/;x 

3 0 y 
1 32 0/ 

sin'2 0 3 cp'1 

l'j r2 0j‘ - 0, im Innenraume. 

Wenn wir uns jetzt auf den Fall beschränken, dass o> 

eine Kugelfläche vom Radius Ii um den Anfangspunkt ist, 
können wir sagen: die 1. Gleichung 3) muss für 

r>B, 

die 2. Gleichung 3) für 

r < Ji 

erfüllt sein. Da die <I>j‘, wie wir wissen, im ganzen Raume 
mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig sind, so sind 
sie für jede Kugelfläche vom Radius r nach Kugelfunktionen 
entwickelbar: 
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4) (©,«?), 
o 

wobei die Yj der bekannten Differentialgleichung der Kugel- 
funktionen : 

5) 
a 

sin 6 3~6 
sin G Q 3 V 

36 
+ 

1 y. 
T ôâ^+iC/ + l)ï}=° <r 

genügen. 

Setzen wir die Reihenentwickelung 4) für <fijl in den Glei- 
chungen 3) ein,1) dann folgt mit Rücksicht auf 5): 

6) 
& r,{l, o ' > 

<? I 1 \; y. I 1 

^ X] I K ü ' *2 

3) (»•’/})-iU + i)/} 

y- (>'" / i) — j Ü + 1 ) tj C / 

-/‘Vi]=0, (r>iï), 

+ *//) =o, (>-<Æ)- 

Die /}(>•) müssen somit jedenfalls von der Form sein 

Ü = 0,1,2..) 

( fi = c]i /;i + c‘j-2fj2, (»' < R), 

I fj = cji /ii + Da /i2, (>' > -ß), 

wenn /ji f]o zwei unabhängige Lösungen der Differential- 
gleichung : 

8a) ,v;+2., /;• + /,'fr2 ./ 0' + 1) fj = o 

f'ji fjo zwei unabhängige Lösungen der Differentialgleichung: 

8b) »•’/i + 2r/5=L«>r*+iO' + l)]/} 

vorstellen. 

Eine partielle Lösung von 8:‘) ist die Bessclsche Funktion 

Jj-y j (kj r) dividiert durch Ykjr : 

l) Es ist dies gestattet, weil auch A ’P'l mit seinen ersten Ablei- 
tungen im ganzen Innen- (Aussen)-raume eindeutig und stetig, also nach 
Kugelfunktionen an jeder Kugelfläche (»') entwickelbar ist. 
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9!1) 

Jj+lfar) ’) 

Vk, r 

und es ist bekannt, dass die Differentialgleichung 8a) keine 
von diesem f)i unabhängige, für r — 0 endliche Lösung zu- 
lässt; es ist daher 

und : 

KD) 

Cjo = 0 

, , Jj+1 Ve > ' r) , . 7A 
fj — cj -./y  > (? < “) 

I' fo • »- 

wobei die Konstanten c] willkürlich bleiben. 

Eine partielle Lösung von 8b) ista) die Funktion: 

= >v2i_„ # (i)_ *)_ (1V+' 
0 " n(2j)' ri(x) II(j-x) \jir 

9b) 

wie wir leicht durch Substitution dieser Funktion in 8b) veri- 
fizieren können; wir werden diese Verifikation zugleich mit 
dem Beweis verbinden, dass die Differentialgleichung Sb) keine 
von diesem fji unabhängige, für r = co mit seiner ersten Ab- 
leitung verschwindende Lösung zulässt, so dass: 

(I r\ 
Cj2 = 0 

und : 

10b) fj = c'j (JA r) 

sein muss. Die Konstanten c“ werden mit den Vj, wie wir 
weiterhin sehen werden, infolge der Stetigkeit von (ßj‘ und 

Jj+ i K) = V ; S;- 
T/fi + x) 

-T.t" 77 (7.) II fi — 7.) 

(man vergl. z. B. Pockels, Über die partiellen Differentialgleichungen 

d u + 7c2 M = 0, Leipzig 1891, p. 110 und 98). 
2) Man vergl. C. Neumann, Allg. Unters, über das Newtonsche 

Prinzip der Fernwirkung, Leipzig 189G, p. 105 und 90 — 100. 
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seiner ersten Ableitungen bei dem Durchgänge durch die 
Kugelfliiche (K) durch gewisse Relationen verbunden sein. 

Wir setzen zur Verifikation der Lösung 9b) von 8b): 

11) Fj=file'", 

dann folgt aus 9b): 

12) Fj(r) = E*2i 
//(./) //(,/-f«) / 1 Y + 

11 (2 j) Il (*) 11(j—x) V/t r) 

und wir haben zu zeigen, dass dieses Fj(x) der aus 8b) folgen- 
den Differentialgleichung : 

13) x~ Fj — 2 (,« x1 -f- x) Fj = [2 it x + j (J + 1)] Fj 

genügt. O O 

Es ist nach 12) 

7 

14'-) xFj=-&2J-(«+l) mj + y) 1 v+1 
u 

3-1*) 

Jl(*)Il(j—x) \fix) 

n(j+x+i) /1 v+1 

14") nx'F-j—'fr 2i ' '(* + 2hl(x+l)nU-x-l)\fixJ 

14-’) uxFy= 2'-”-' ^(
i
; j7^.+ 1) (i y+l-,, 

-1 n(x + V)ii(]—x — l) VM»/ 

wenn : 

15) 

somit : 

(i)_ 
^(2./)’ 

*) Wir haben « mit x -(- 1 vertauscht. 
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14 e) 

und : 

i-1 

— 2 f i x% F'j — 2 fi x Fj 

=S2;-(* +1) 77(i + * + 1) 1 *4- 1 

= S"2J-«(x+l) 

770 + 1)770'-*—1) Vw 

0 + ^4-1)0’ — *) 77 (j + *) 
+ 1 770) 770 - *) 

1 + + > 

»27< j — 2 (/< + + x) Fj — [2 /< x + j 0 + 1)1 77j 

— 2+ 2
J ~ * • a,- 770 + *) ( 1 V+1 

JII(y.) 770 — *:) 0l *. 

+ 0 - *) 0 + * + 1) - 2 0 + 1)] 

[0+1)0 +2)0+1) 

+ «/^ (,y)J+1 [0 + 1) 0 + 2)-.i 0 + 1) -2 0 + 1)1 = 0, 

da die Leiden eckigen Klammern identisch verschwinden. 
Denken wir uns nun eine andere Funktion Gj, welche auch 
derselben Differentialgleichung, wie Fj, genüge: 

16) Æ2 G-j — 2 (ji x2 + X) Gj = [2 ,« * + j (J + 1 )] G3 ; 

wir multiplizieren diese Gleichung mit Fj, die Gleichung 13) 
mit Gj und subtrahieren, dann folgt, wenn wir: 

17) Gj Fj - F] Gj = Qj 

setzen : 

ö;-+‘+!+-° 
hieraus 

/ Qj = 2 fix Fix + l Gj*) 

18) Qj —GjX e-'-lx. 

Setzen wir nun analog 11): 

19) Gj — gj e!ir 

Gj eine unbekannte Konstante. 
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und verlangen von der Funktion <Jj(r), dass sie mit ihrer 
ersten Ableitung für r = oo verschwinde, so muss auch 

Gj e~ und G] e ~ •" '' 

also auch 
lim • \ Üj c~2i‘ ’] = lim | Gj «•] 
r = oo r = » 

= 0 sein, es folgt somit 

Gj = 0, 

.0=0, 

20) Gj = const. Fj, 

damit sind aber unsere Behauptungen bewiesen, und wir wissen 
jetzt, dass die universellen Funktionen die allgemeine Gestalt 
haben müssen: 

21 “) 0f = XJy Cj ®j(ju r) Yj (0, (p) (im Aussenraume), 

21b) = Xji r'j —° ^ Yj((-),cp), (im Innenraume); 
o I/ fc r 

die Y) können wir schon im Hinblick auf die Stetigkeit von 
0f bei dem Durchgang durch die Kugelfliiche als dieselben 
Funktionen für den Innen- und Aussenraum voraussetzen. 

§ 2. 

Wir haben nun zur weiteren Bestimmung der 0f die Be- 
dingungen, dass 

0" und 
d 0;" 

(Z r 

beim Durchgang durch die Kugelfläche stetig sein müssen. 

Es folgen somit die Gleichungen (j — 0, 1, 2 . .): 

22a) c°m,lR) = 4Ji+l{hIt) 

23) Cj Yj (/.(. It) = c'j 

Vh.Ii 
h-r...Ghii) 

Vhit 
Jj+l (Jr;. F) 

2 n Vh it ' 
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Die Gleichung 23) können 
der Besselschen Funktionen:1) 

T>. TI J'j-y 1 (]i). TT) -j- (j + %) Jj+ 

wir infolge der Eigenschaft O o 

r (ly Ti) = T, -, TT Jj _ I (Z-, TT) 

auch so schreiben: 

24) /LiCjtyifi Tl) = Cj 

oder mit Rücksicht auf 22a): 

1 (h E) O'+i) 
Jj+ j (h H) 
R V h. Ti : 

25) C; /<©;(//i?) + (./ + 1) 
(,« IZ) .Jj-lihE) 

,j Yhu 
h. 

Wir können auch der linken Seite noch eine einfachere 
Gestalt geben : 

Setzen wir wieder 

2)j (// x) = Fj (x) c •"1, 
so ist : 

[ix JD,- {/i.x) -[  (;j “kl) (/< &) — (£ Fj -j- {j -k 1) Fj — ii x Fj) c~ 

j- : TI(j) //(./>*) ( 1V + 1 

o U Jl/(2j) J/(y)II(j-*){/< x) 

_V>2,-K-I k/(j) 77(i + , + l) 
-i TJ{2j) ri{y. 1) //(/ — « — 1) (/i.-r) 

1 

i-1 
= 2> 2J 

(nach den Formeln S. 422) 

177(27) 7/7+(i)î/(./-7e ‘ "L2 + VO’-*) 
1 V + i 

ü + y. + 1)0-*)] 
llX ) 

l) Es ist allgemein: 

x 'Tn G) 4* a (, ( «') = a: • J(( _ , (.r) ; 

man vergl. z. B. Riemann-Weber, Die part. Differentialgleichungen 
tier math. Physik. Braunschweig 1000, p. 1(51. I. Bd.; für n — 0: 

T-}. G) 
2 
— cos x. 

JT X 
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= n(j) +  /iv+'r 
1 “ n(2j)n(y. + l)II(j-y.-2)\nx) 

= Jÿ»2J-* n{j) g
0' + *-1) fiv( 

U TI{2 j) II (x) II(j — y. — \)\(ix) 

und : 

26) -i£®Kï£)±iL±iI®/"?)__ } a ,(,„).,) 
/a — 1 J 

Wir können daher 25) auch so schreiben: 

22 '•) 
a 

Cj fl 

2j-l 
1 (/ 611!) — Cj /( )_ Jj -\<hm 

VhR 

Es sind nun nach 22“), 22b) zwei Fälle möglich; es ist 
entweder 

26“) c] = c'j— 0, 

oder es verschwindet die Determinante: 

26'-) h % <ji Ti) J}_ j (h II) + (,u II) Jj+ j 7?) = 0 

Wenn wir beweisen können, dass zwei Gleichungen 

27) 

1C« -B) Ja - j (ft 22) + - 1 (/t/2) «/* + . (ft/2) = 0, 
Z a— I 

ft ©r (fl 22) JT _ , (ft 22) + - ©r _ ! (n/2) JT + , (ft22) = 0 

(a, T = 0, 1, 2 , 4i) 

keine gemeinsame Wurzel ft haben, ist unser Gesamtresultat 
in folgender Weise auszusprechen: 

*) Für j = 0 ist: 

®i- 1 •'.» ' ) = - /< ,'c 
zu definieren. 
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III. Die universellen Funktionen (I>\\ welche der 
Kugelflüche (R) entsprechen, sind, abgesehen von 
einem konstanten Faktor:1) 

<[>j' = /J+1 (/ir) Yj (0, <p), (im Aussenraume) 

28) <!>}' = ^' i> SDj (,» Ji) - 
VhJiJj+l(Jcjr) 

y h] r ID 

(im Innenraume). 

Yj (9, (p), 

Dabei ist lcj irgend eine Wurzel der Gleichung: 

29) IcjtojOiXiJj-i (JcjB) + 

Yj(0,cp) eine beliebige allgemeine 
jtur Ordnung. 

1 Jj+ Qc jft) = 0, 

Kugelfunktion 

§ 3. 

Wie wir ausdrücklich bemerkten, bleibt uns noch der 
nachträgliche Beweis dafür zu liefern übrig, dass zwei Glei- 
chungen von der Form 27) keine gemeinsame Wurzel lc haben 
können. 

Für den Fall /t = 0 ist dies ein in der Theorie der Bessel- 
schen Funktionen wohlbekanntes Resultat: 2 Gleichungen: 

Jn-l(kl{) = 0, I Ö,T= 1,2,3... 

J r — \ (Z; R) = 0, J o z 

können keine gemeinsame Wurzel lc haben. 

Der Beweis für diesen Spezialfall möge hier kurz folgen, 
da wir den Beweis für den allgemeinen Fall ganz analog geben 
können und durch den Vergleich mit dem einfacheren Falle die 
Übersichtlichkeit des allgemeinen Beweises erhöht werden dürfte. 

b Wir setzen willkürlich = c]er konstante Faktor wäre 
nach der Definition 32') S. 14 noch so zu wählen, dass 

/' ijVf)2 d x = 1 ; 

doch kommt es auf die Bestimmung desselben nicht weiter an. 
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Nehmen wir an, es gäbe einen Wert von Je, für den 

Ja -1 (Je IV) = 0, 
T <C O 

Jr-1 (Je JR) = 0, 

dann ergibt die successive Anwendung der Rekursionsformel :x) 

cc cc 
30) Jn (&) o“ 1 (pf) ~f" Q ~ (ß^) ? 

dass auch jedes: 

Ja — j (Je IV) = 0, (r < g < o), 

wobei wir natürlich unter o, r, Q ganze Zahlen verstehen; im 
besonderen folgt: 

J4 + j (JcE) = 0; 

nunmehr folgt aber aus derselben Rekursionsformel successive, 
da wir Je stets Jç 0 haben müssen: 

JT — 1 (Je II) - 0, 

JT-«(JeIV) = 0, 

J i (Je 11) — 0, 
J j (Je IV) — 0. 

Nun ist (man vergl. Aura. 1 S. 421): 

Jl(JcU) = ]ZjcIMnJcB, 

es müsste somit 
V 

2 I sin Je JR , ... I 
nku\~inr-cosini• 

sin Je II = cos Je B = 0 

sein, was für keinen Wert von Je möglich ist. 

Wir gehen nun zu dem allgemeinen Falle über, dass 
M eine beliebige positive Zahl ist und setzen allgemein 
(n = 0. 1, 2, 3 ..) 

*) Man vergl. z. H. If,i om an n-Web er ]. c. p. 160, 1. Bd. 
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11) ¥„ = le ®„ (j, II) J„ - j (fr JO + 9- ‘ 5D» -, QiB) JH +1 (772); 

wir wollen annelmien, es gäbe einen Wert von Ir, für den: 

12) 
I wa = o, 
I '^ = 0, 

z < o. 

Wir werden, um die Unmöglichkeit dieser Annahme nach- 
zuweisen, für die Wn eine ähnliche Rekursionsformel ableiten, 
wie die Formel 30) für die J„. 

Es ist: 

T« +. = fr ©„ + r*) • Jn + j (h B) + ^ l ©„ •/„ +1 (fr B), 

'J'» - , = h ©„ _ , • _ ä (fr JS) + - 5D„ _ 2 Jn - > ( fr 72) : 2 n — o - 

wir multiplizieren die erste Gleichung mit ®„_i, die zweite 
mit und addieren, dann folgt: 

®„ _ 1 lIf„ -j- 1 ®(1 + 1 7^, _ ] 

= 2 y ®»I +1 ®n - 2 Jn — i (fr 72) -f- fr ©„ 4. 1 _ 1 Jn _(_ I (fr 72) 

+ 2"^_[_ j ®» ®« - 1 J» + 2 (fr J2) + fr ®n -I-1 -1 -7» _ •; (fr 72) ; 

nun ist nach 30) : 

2 Mi^+I (* K) = Jn + ä (fr 72) - 2 jJ|-] J„ _ j (fr 72), 

2^~I '7» - i (**) = -7« - J (* - 2»-- l 'L + i ^ 7,,)' 

somit : 

*) Die Argumente von $H $)1 + j _ 2 _ , sollen stets /i 72 sein; 

wir schreiben diese der Kürze halber nicht jedesmal hin. 

1 M3. Sitzungsb. d. niatli.-pbys. Kl. 20 
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- 1 Xlfn + 1 + ®>i + 1 llfn - 1 

= Jn - . (Zf B) I 5D„ + , ©„ - 2 12 n — ö 

- „ flr, ©„ ©„ -1 + 2 V1 ©. -I-. ©„ -. ! 
2n-\-1 U ' \ 

-f- J» + l (/*• -ß) I />' ®n -|- ! ®« 1 

-j- J jj ©,, _ 1 — 7t -)- 
IC 1 1 

TL 

Bedenken wir jetzt, dass auch die eine ßekursions- 

formelerfüllen : 

0 Setzen wir wieder: 

(/* -4 = J'i ( *') « 
dann ist nach 12): 

r _ //( /) 77f./ -J- ^) / 1 \* 

’J T“ 77(2j) 77 (*j//(./-*)' W/ 

f 1 

nach 14h 

r __y7 n,-x-2 77(,/ — 1 ) 77 (./+_*) 
'J ' """ 77 (2 ,/ — 2) 11 (y. -\-\) JÏQ — — 2) 

somit : 

2V + (2j— 1)72.7 + 1) Fj~ 1 

Hü) nu + x) fi\* + ' 

-1 73 (2 j) 77 (« -(- 1) II (j — y.) \ftx 

1 

{H-i 

+ 2 (2.y + Tj{J -*)U — x- 1)} 

= i>£ 
xnU) nu + x) 

77(2,/) 77(*+!) 77 (,/-*) \,«.r 
1 \ * _l 1 (./ 4~ X + 1) (,/ -)- K + 2) 

2 (2 j + 1) 

V i-xl'J-i + V nti + x+ 2) / 1 \ *+i 
ff “ 77 (2 j + 2) 77 (y. + 1) 77 ( j - *] \a j 

= y. x Ij -|-1 , wieder nach 14 e1), 

und daher auch : 

(/( -r) + (2 j ~~i ) ’(2 j +1 ) ' - 1 <•" = •" •'*' ~j + 1 t" 
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E 
- 1 ! LI Ej -j- 1 t~ -I \ /ç\ I -j \ 

33) (2w —l)(2w+l) 

a E ®„_2 = (2n — 1) (2 n — 3) {n E ©it 

so können wir die letzte Formel auch so schreiben: 

®« - 1 llf
n +1 ~h ®« +1 lüf

n — 1 
9 vt - 

= Ju _ > (JcE -- rj [®» + 77^-TW' I -,XSD„_,U/*-R®»-®«-,]. fiE2 \ (2H—1)(2H-H) j( j 

r»+i (®“+ (2^=$|»+1)®-'J 

"f 7^7) ®n - 1 p/»/4- .V (& -ß) ? h 

J„ - j (/>' 7?) *) • ), (2 n — 1 ) $,», + 7^ ©„ ©H _, Ju + , (/,: 7?) 7; 7i 
oder : 

ow I 
©«-. +1 + ©«+. v» p ©„ VI,, /h' 7 h 

oder schliesslich : 

34) = 
h E Î),, _ 1 (/.t 7i) 

2 H - 1 T„ (///,') 
^«-1 + 

lc Fe 5)„ 4-1 (,/t 7 c'J 

2-^-®^r ,,+l 

diese Formel, in der die Koeffizienten von ÎF,, _ i und I'n i 0 
(übrigens stets positiv**)) sind, ist das für uns brauchbare Ana- 
logon der Formel 30). 

Es ergibt die successive Anwendung der Formel 34), dass 
auch iedes 

WB = 0 

sein muss (T < Q < o), wenn die beiden Formeln 32) erfüllt sind, 
wobei wir natürlich unter o, T, Q ganze Zahlen verstehen; im 
besonderen folgt: 

V'o -i=0. 

*) Alle übrigen mit Ju — i (k It) multiplizierten Glieder beben 
sich fort. 

**) Nur das Anm. S. 421 definierte —i für j = 0 ist negativ, was 
für die folgenden Schlüsse nicht in Betracht kommt. 

20* 
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Nun ist: 

'I'a _, = /„• ©„ _ 1 (,« B) ,T„ - 2 (Je B) + --t- ©„ _ s (juB) J„ _ i (J;B) 
Ao — o 

oder, wenn wir bedenken, dass: 

0 ]C B , J„ _ s (Je B) — J„- s (ft I?) - —- Ja + . (ft 7Ü), (nach 30)) 

/< 72 ©„_2 0t 2Î) = (2 ö -1)(2 o- 3) {,« B ^„(ftB) - S„_i(/t70}, 

(2. Formel 33)), 
auch : 

T„ _ ! = /t (2 a — 1)©„ (," 70 _ j (ft R) - ft©a_ ! Cu /0 ^ + j (ft 70. 

Die beiden Gleichungen 

7ft - - - ft ©„ (u 70 Ja — s (ft" 70 ",—'—, ©o — 1 (,"70-7„ 4. j. (ft /0=0, 

70-1 “,«(2o-l)©„(/t.ZÎ)_.j (ft 70 - ft ©„ _ 1 (,"70 Ja +1 (ft 70 = 0 

können nun nicht gleichzeitig bestehen, weil weder gleichzeitig 

J„ . (ft 70 = 0, -7, + 1 (ft7?) = 0, 

noch die Determinante: 

(ft * + ,"2) ©„ (/.t 70 ©„_,(/« 7?) = 0 
sein kann. 

Damit ist aber unsere Behauptung bewiesen. 

§ 4. 

Von allen durch den allgemeinen Satz III gegebenen 
Schwingungen wird uns vor allem der Spezialfall 

3 = 0 
interessieren. In diesem Falle ist 

Yj eine Konstante = c, 
e~ur 

J + ä(V)=]/ sinft0r, 

und die Gleichungen 28), 29) werden: 
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35) 

30) 

<K 

c , (im Aussenraume), 
r 

, sin knr 1 
c  e~ilR -T~ v°'_: • — (im Innenraume), 

sin k0 II r 

k0 cos kn E -f- ß sin ka E — 0. 

Die Schwingung, der die kleinsteWurzel kQ der Gleichung 36) 
entspricht, werden wir als die Grundschwingung des Systems 
bezeichnen. Sie besteht in einer Pulsation der Kugel und geht 
für ß = 0 in die Grundschwingung der gewöhnlichen univer- 
sellen Schwingungen über, für die: 

37) 

38) 

<Z>0 = —, (im Aussenraume), 

. sin/i-„r .. T (l>a — c—, (lm l-nnenrauinej, 

71\ 
n 

Hl 

Vernachlässigt man bei der Grundschwingung erst die 
zweiten Potenzen von ß, so folgt: 

39) 

<N = 

c c 
(im Aussenraume), 

ru c , , r, sin knr .. T f/Jb = (I — . ... (im Innenraume), r sin /.y E 

'"o 2 E ' S ’ 

wobei s der Gleichung zu genügen hat: 

40) — lc0 sin (e E) + ß cos (e E) = 0 

oder in erster Annäherung: 

2 u 

lmJc0E = 1, 

sin Z-0 r = sin ( ~ ^ ) -| COS 
TT r 

2 /,*/’ 

41) 
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Wir können somit für die Grundschwingung das folgende 

Resultat aussprechen : 

Zusatz zu III. Für die Grundschwingung ist: 

0>o = c — —, (i m À u s s e n r a u m e), 

0S = e 
sin r 

sm k0 R 
-n , (im Innenrau me), 

und /r0 die kleinste positive Wurzel der transcendenten 

Gleichung: 
kn cos JCQ B -f- f i sin Jc0 R — 0. 

Ist fi sehr klein, und vernachlässigen wir bereits 

zweite Potenzen von /<, so wird: 

42) 

0o — c , (im Aussen raum e), 

01 sm 
ri r 

2 P + c0 cos 
n r\ R . 

2 RJ r 81 n 

n r 

2 R 

(im Innenraume), 

]; — PL LL 
0 2R' n ' 

Pie mit Jcn umgekehrt proportionale Schwingungs- 

d a u er der G r u n d s c h w i n g u n g w i r d d u roh d i e A b s o r p t i o n 

des Zwischenmediums verkleinert. 


