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Uber die Torsion von runden Stiben mit verinder-
lichem Durchmesser.

Von A. Foppl.

(Fingelanfen 3. Juni.)

Zur Behandling des in der Uberschrift hezeichneten Pro-
blems wurde ich durch die Frage veranlalit, wie sich der
Spannungszustand in der Ubergangsstelle gestaltet, wenn eine
auf Verdrehen beanspruchte Welle aus zwel zylindrischen und
konaxialen Teilen besteht, zwischen denen ein durch eine Ab-
rundung von ziemlich kleinem Halbmesser vermittelter, ver-
hiiltnismiifiig schroffer Ubergang stattfindet. Die Spannungen
werden nimlich an der ﬁbergangsstelle erheblich grofier, als
am Umfange der schwiicheren Welle in einem grifieren Ab-
stande von der Ubergangsstelle und in Ubereinstimmung mit
diesem theoretischen Ergebnisse lehrt auch die Erfahrung, daf3
Wellenbriiche meistens an der Ubergangsstelle eintreten. Rine
strenge Lisung des in der eben angegebenen Weise formu-
lierten Problems vermochte ich freilich nicht zu finden; ich
mufite mich vielmehr mit einer fiir die praktischen Zwecke
des Maschinenbaues ausreichenden Abschiitzung begniigen, zu
der die theoretische Betrachtung, die ich hier wiedergeben
will, die erforderlichen Unterlagen lieferte.

Dagegen zeigte sich, dali man auch eine strenge Lisung
des Torsionsproblems fiir eine grifiere Zahl von Fiillen angeben
kann, in denen der Stab einen Rotationskorper bildet, falls
man die Meridiankurve passend wiihlt. Als eine strenge Lisung
bezeichne ich hier eine solche, die dieselben Anforderungen



250 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 3. Juni 1905.

erfilllt wie die Losung von de St. Vénant fiir zylindrische
oder prismatische Stiibe, d. h. es muli uns wie bei der Lisung
von de St. Vénant frei stehen, eine solche Verteilung der
fubieren Kriifte an den lndquerschnitten des Stabes voraus-
zusetzen, wie sie sich aus der Losung selbst ergibt. Die
Mantelfliiche des Stabes ist dabei iiberall als frei von Hulieren
Kriiften vorauszusetzen.

Rein mathematisch betrachtet handelt es sich darum,
eine Lisung der Differentialgleichungen der Elastizitiitstheorie
fiir die elastischen Verschiebungen zu finden, die allen Grenz-
bedingungen geniigt. Man weils auch ferner, dafi diese Losung
durch die Grenzbedingungen eindeutig bestimmt ist. Bezeichnet
man die Komponenten der elastischen Verschiebungen in den
Achsenrichtungen eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit

&9y ¢ und mit — die Poissonsche Verhiiltniszahl, die fiir Stahl
i

im Mittel zu 0,3 angenommen werden kann, so lauten die Grund-
gleichungen der mathematischen Elastizitiitstheorie

vii+ n i:’ i‘cv =0
Vi + 0 7_"_ 2 Oaj;: 0
v 1)132 gﬂ:()
wobel zur Abkilrzung
T = ;:, + 9852 = aai und e = zf + 22 'rgs

gesetzt ist. Ubersichtlicher lassen sich die drei Grundglei-
chungen auch zu einer cinzigen Vektorgleichung zusammen-
fassen, von der ich im weiteren ausgehen will. Wenn man
die elastische Verschiebung, deren Komponenten &1 ¢ waren,
als Vektor aufgefalit, mit v bezeichnet, lautet diese Gleichung

T4+ gdive =0 (1)

m— 2
Hierbei hat div v dieselbe Bedeutung wie vorher e.
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Es liegt nun sehr nahe, hier eine Losung der Grund-
gleichung zu versuchen, bei der

div p=10 (2)

gesetzt ist, weil auch schon bei der Theorie der Torsion von
zylindrischen oder prismatischen Stiiben dieser Ansatz zu Grande
liegt. In der Tat zeigh sich auch, dafi man auf diese Weise
zu der gesuchten Lisung gelangt. Die Grundgleichung (1)
zerfillt hiermit In zwei Gleichungen, nimlich in (2) und in
die weitere

7o =0 (3)

die beide von der gesuchten Losung erfiillt werden miissen.
Nach einem bekannten Rechengesetze der Vektor-Analysis Lifit
sich wegen (2) die Gleichung (3) auch durch

curl*np =0 4)
ersetzen, von der man ein erstes Integral in der Form
curl p =V (5)

sofort anzuschreiben vermag. Dabei bedeutet V' eine heliebige
Potentialfunktion, die von Massen herriihrt, die alle aulierhalb
des Rotationskorpers liegen, so dafy ¥ tberall innerhalb des
Stabs die Laplacesche Gleichung

TV =0 (6)
erfiillt. Natiirlich wird man, um nacher die Grenzbedingungen
am Umfange des Rotationskorpers erfitllen zu kinnen, auch
die Massen, zu denen die Potentialfunktion V" gehort, in sym-
metrischer Verteilung um die Rotationsachse oder auch auf
der Rotationsachse selbst anzunchmen haben. Dann fillt der
Vektor 77 und hiermit auch curl v iiberall in die Meridian-
ebene des Rotationskirpers. Wie man aber im iibrigen auch
die Massen wiihlen mag, wird man mit diesen Ansiitzen zu
einer miglichen Lisung der Grundgleichung gefithrt, die fiir
einen Rotationskorper durch entsprechend gewiihlte Grenzbe-
dingungen verwirklicht werden kiinnte. Unsere Aufgabe wird
dagegen darin bestehen, die allgemeine Lisung so zu speziali-
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sieren, dafi die bereits vorgesehriebenen Grenzbedingungen er-
fiillt werden komnen. Dazu gelangen wir, wenn wir von nun
ab v so wiihlen, dali es keine Komponente in der Richtung
der Rotationsachse hat, sondern in der Querschnittsebene des
Rotationskorpers enthalten ist, ferner in jedem Punkte eines
Kreises, der in der Querschnittsebene (mit dem Mittelpunkte
in der Achse) gezogen ist, gleich grofi und tangential gerichtet
ist.  Die absolute Grifie von v, die mit ¢ bezeichnet werden
soll, ist dann eine zuniichst unbekannte Funktion der Koordi-
naten z, o des Punktes in irgend einem Meridianschnitte, wenn
die Koordinate # in der Richtung der Rotationsachse geziihlt
ist und o den Halbmesser des erwithnten Kreises bedeutet.

Gleichung (2) ist mit diesem Ansatze von selbst erfiillt.
Die Vektorgleichung (5) lilt sich dagegen durch die beiden
skalaren Gleichungen

2V 1 r 20

) 2 =
o o 99(09) und 20 = " ou (7)

ersetzen, woraus folgt, dali v der Gleichung

a”f n EcS <17 2 (v Q)> —0 (8)
ax* 30 \o Q0

geniigen mufi. Natiirlich hiitte es des Umweges, der mit der
Einfithrung der Potentialfunktion V7 verbunden ist, nicht he-
durft, wenn es sich nur um die Herleitung der GL (8) ge-
handelt hiitte, denn diese Gleichung stimmt bei der Wahl, die
wir jetzt fiir v getroffen haben, inhaltlich vollstiindig mit
Gl (3) iiberein. Die Emfiihrung der Potentialfunktion V7 hat
nur den Zweck, die Krmittelung von partikuliren Lisungen
der Gl (8) zu erleichtern.

Wir wollen jetzt schen, von welcher Art der Spannungs-
zustand ist, der durch eine elastische Formiinderung, wie wir
sie hier annehmen, hervorgebracht wird. Zu diesem Zwecke
seien durch einen Punkt mit den Koordinaten z, o im Meridian-
schnitte drei zuemander senkrechte Kbenen gelegt, niimlich die
Meridianehene, die Querschnittsebene und cine zu beiden senk-
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rechte Ebene, die demnach parallel zur Achse geht und die
Richtung der Verschiebung v an dem betrachteten Punkte ent-
hiilt. In diesen drei Schnittrichtungen konnen in der Nachbar-
schaft des Punktes z, o keine Normalspannungen iibertragen
werden, da die Dehnungen in den Richtungen der Achse, des
Radius und der Richtung von v bei dem hier betrachteten
Formiinderungszustande alle drei gleich Null sind. Die Schub-
spannung im Meridianschnitte sei in zwei Komponenten 7, in
der Richtung der Achse, und 7, in radialer Richtung zerlegt;
dann hat man

LoV ov v
;=G — und 17, = G’-< — > (9)
ow = 20 0

wenn mit ¢ der Schubelastizititsmodul bezeichnet wird. Diesen
Spannungskompounenten entsprechen in den beiden anderen
Schnittrichtungen die thnen zugeordneten, also inshesondere
eine Schubspannung in der Querschnittsebene von der Grifie 7o,
die in der Richtung von v oder kurz gesagt in tangentialer
Richtung geht. Dagegen fehlt in der Querschnittsebene eine
in radialer Richtung gehende Schubspannungskomponente, weil
der rechte Winkel zwischen einer in radialer und einer in
axialer Richtung gezogenen kleinen Strecke bei der Form-
fiinderung ungefindert bleibt., Durch die Angabe der Schub-
spannungskomponenten 7, und 7, in der Meridianebene ist daher
der hier vorliegende Spannungszustand vollstiindig beschrieben.

Jetzt lilt sich auch die fiir die Mantelfliche des Rotations-
kérpers vorgeschriebene und durch die bisherigen Festsetzungen
noch nicht erfiillte Grenzbedingung in einer Gleichung aus-
driicken.  Damit die Mantelfliiche frei von iulieren Kuiiften
sel, muls die Resultierende aus 7, und 7, in der Meridianebene
am Umfange tangential zur Meridiankurve gerichtet sein. Denkt
man sich die Gleichung der Umriflinie in der Form

c=1(@) (10)

gegeben, so lautet diese Grenzbedingung

T



o
[SAS
[Ioe

Sitzung der math.-phys. Klasse vom 8, Juni 1905.

v v
dz T, 20 o
- o—Jd __he. @ (11)
dr 1, Jv
3 oo

Der weitere Weg ist jetzt klar vorgezeichnet; man hat
eine Lisung von GI. (8) zu suchen, die mit der Bedingung (11)
vertriiglich ist.  Der Spannungszustand folgt dann aus den
Gleichungen (9).

Nun wiirde es zu schwierig sein, diese Aufgabe fiir den
Fall einer ganz beliebig gegebenen Unrifilinie zu losen. Man
kann aber, wie es auch bei der ganz iihnlich liegenden Aut-
gabe der Torsion von prismatischen Stitben geschicht, umge-
kehrt irgend eine Lisung von Gl (8) zu Grunde legen und
dann nachtriiglich die Gestalt der Umriilinic nach GIL. (11) er-
mwitteln, fiir die diese Losung zutrifft. Dazu braucht man nur
noch eine gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung
zu integrieren, was zum mindesten niherungsweise immer aus-
fiihrbar ist.

Was schlieilich die Grenzbedingungen an den beiden End-
querschnitten des Stabes betrifft, so folgt schon aus den vor-
hergehenden Betrachtungen iiber den Spannungszustand, daf
dort, wie es verlangt war, weder Normalkriifte noch Kriifte in
radialer Richtung, sondern nur solche in tangentialer Richtung
als dufiere Krifte angebracht sein diirfen. Uber die Verteilung
der tangential gerichteten Kriifte iiber die Querschnittsfliiche
am Stabende konnen wir bei dem Verfahren, wie es soeben
heschrieben wurde, freilich nicht mehr verfiigen; wir miissen
uns vielmehr jene Verteilung gefallen lassen, die aus der Lisung
selbst hervorgeht. Wenn man darin einen Nachteil erblicken
wollte, wiirde ihn aber die hier besprochene Lisung mit der
Theorie der Torsion von prismatischen Stiiben teilen, bel der,
wie schon eingangs bemerkt, der Sachverhalt derselbe ist.

Meine Absicht geht hier nicht darauf hinaus, eine grifiere
Zahl von Beispielen fiir das angegebene Verfahren beizubringen,
da ich mir fiir den praktischen Zweck, den ich im Auge habe,
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davon nicht sehr viel verspreche. Wie diesem meiner Ansicht
nach besser gedient werden kann, werde ich nachher noch aus-
einandersetzen. Hs wird daher geniigen, wenn ich wenigstens
an einem Beispicle zeige, wie man auf dem hisher besprochenen
Wege zu Ziele gelangen kann.

Man setze:

3 (1 ¢4z .
V=0 (]B> =0 ., (12)

a XL Fay

wobel
B = (a2 o,

I selbst also den Abstand des Punktes x, 0 von einem auf der
Achse in der beliebigen Entfernung @ vom Anfangsquerschnitte
des Stabs gelegenen Punkte bedeutet. Der angegebene Wert
von V ist die Potentialfunktion eines an dieser Stelle gelegenen
»Doppelpunktes®, befriedigt also jedenfalls iiberall innerhalb
des Stabs die Laplacesche Gleichung (6). Aus den Gleichungen
(7) findet man hierauf leicht

k 3 (1 s 0
v=-—4C =——0 = 13
0 i 30\ It 0 i (13)
wenn mit & eine Integrationskonstante hezeichnet wird. Nach-
triiglich kann man sich auch noch leicht unmittelbar davon
tiherzéugen, dafi GI. (13) eine partikuliire Losung von GL (8)
liefert. Die Integrationskonstante & in GL (13) mufi iibrigens
gleich Null gesetzt werden, damit die Verschiehung v fiir die
auf der Achse gelegenen Punkte verschwindet. Es bleibt also
0

v=—(C 7

. (1)

Setzb man diesen Wert in GL. (11) ein, so geht sie iiber in

2
O
30 =;
de Al 2
dr r)’CQ(.’(:—?—((,) Tz 4a
X Vs
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und deren Lésung ist, wenn mit JC eine neue Integrations-
konstante bezeichnet wird,

s=K@+ «a) (15)
d. k. die vorher gefundene Lisung bezieht sich auf einen Stab,
der cinen abgestumpften Kegel bildet, dessen Spitze um die
beliebig zu wiihlende Strecke @ vom Anfangsquerschnitte ent-
fernt ist.  Es mag nur noch bemerkt werden, dali sich die
Schubspannung in einem Querschnitte, wie aus den Gleichungen
(9) sofort zu entnehmen ist, nach dem Gesetze

n=3ac" *]’i:‘)ﬁ (16)
iiber den Querschnitt verteilt, also nach einem Gesctze, das
namentlich an dem kleineren Endquerschnitte sehr merklich
von jenem abweichen kann, das fiir eine zylindrische Welle
gelten wiirde. Die Abweichung ist um so grifer, je stumpfer
der Kegel ist.

Da die Differentialgleichung (8) linear ist, kann man aus
der einen partikuliiven Liosung in GL (14) cine Rethe anderer
und auch eine allgemeinere ableiten, die eine willkiirliche
Funktion enthiilt, indem man etwa

v = Qf ———]’— (((l——- - da (17)
(0* 4 (& + a)h)!

setzt, worin I'(«) eine beliebige Funktion von « ist, in der

natiirlich # und o nicht vorkommen diirfen.

Man konnte auch von anderen Massenverteilungen aus-
gehen, zu denen das Potential 17 gehdren soll und hiermit zu
weiteren Losungen gelangen. — Am niichsten wiirde es natiir-
lich liegen, den Tall zu untersuchen, dal sich v aus zwei
Gliedern von der in Gl (14) gegebenen Form zusammensetzt.)

1) Einfache Lisungen von Gl (8) sind auch
¢ =ay 04 a3 0% oder v = by oDy 03 =Dy 0
u. s f., wenn unter den o« und b leicht zu bestimmende einfache Funk-
tionen von @ verstanden werden,
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Ich sehe aber auch davon aus dem schon angefiihrten Grunde
ab und wende mich jetzt zu einer anderen Behandlung der
Aufgabe, die mir fiir die Erreichung des praktischen Zweckes
elner Festigkeitsberechnung aussichtsreicher zu sein scheint.

Man kann niimlich die Aufgabe auf ein hydrodynamisches
Problem zuriickfithren, indem man die Verteilung der Schub-
spannungen In einem Meridianschnitte durch eine ebene Iliissig-
keitsbewegung abbildet. Zuniichst denke man sich eine Schar
von Spannungslinien in den Meridianschnitt eingetragen, nim-
lich von Linien, die iiberall in der Richtung der Schubspan-
nung 7 fortschreiten, wobei unter v die Resultierende aus den vor-
her berechneten Komponenten 7, und 7, zu verstehen ist. Die
dulerste Spannungslinie fillt, wie wir schon sahen, mit der
Meridiankarve, also mit der Umrifilinie der Welle zusammen.

Diese Spannungslinien lassen sich nun auch als die Strom-
linien einer ebenen Fliissigkeitsbewegung anselien, die sich
durch den Liingsschnitt des Stabes erstreckt. Die Geschwindig-
keit der Stromung darf aber nicht unmittelbar proportional
mit 7 gewithlt werden, sondern proportional mit o°r, damit die
Fliissigkeitsbewegung quellenfrei bleibt, was natiirlich unbe-
dingt notwendig ist, weil man im anderen Falle mit der Ab-
bildung iiberhaupt nichts anfangen konnte. Die Divergens
einer mit o*z proportionalen Stromung berechnet sich nach
den Gleichungen (9) zu

3(0*t) |, 3(0%t,) 3w 3*w v
& /. L 7 G 2 . 2.7 C— S
i 30 ot tTe 392—% 250 Y 0 (18)

denn der Wert in der Klammer stimmt mit der linken Seite
der Differentialgleichung (8), wenn in dieser die Differentia-
tionen ausgefithrt werden und mit o* multipliziert wird, voll-
stindig iberein.

Die Geschwindigkeit der ebenen Flissigkeitsstromung sei
als Vektor aufgefalit mit 8 bezeichnet und ihre Komponenten
mn axialer und radialer Richtung mit s, und s,, so dali also

S, == 0%, und s, = p*1,
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gesetzt wird. Dann kann zuniichst Gl. (I18) in der Form
divg =0 19)

angeschrieben werden und fiir den Wirbel w, der iiberall
senkrecht zur Stromungsebene steht, so daly es nur noch anf
die Ermittelung des absoluten Wertes ankommt, erhiilt man

38, 98,

W = —_—
30 Jx

oder wenn man fiir die s und die 7 ihre Werte ecinsetzt (die
von 7 nach den Gleichungen (9))

: Qv
w=30Go-:
ox
wofiir auch noch
s )
wWw=8p1,=3= (20)
0

geschrieben werden kann.  Durch die Gleichungen (19) und (20)
ist die Fliissigkeitsbewegung im  Zusammenhange mit den
Grenzbedingungen villlig bestimmt.  Fine strenge Lisung des
Torsionsproblems, das uns hier beschiittigt, wiire demnach auf
die Integration der beiden simultanen Gleichungen

sy , 33,
2 'ai‘ =0
£ 0
§ - (21)
‘asﬁ . 39S, _ 33{
30 dx 7

zuriickgefiihrt. Nun sind freilich die analytischen Schwierig-
keiten durch die veriinderte Formulierung kaum vermindert;
eine nitherungsweise Lisung der Aufgabe ist aber dadurch er-
heblich erleichtert.

Man betrachte ein Stromfadenelement von der in der
Richtung der Normalen zu den Stromlinien gemessenen Dicke dn
und der Linge rdy, wenn unter » der Kriimmungshalbmesser
der Stromlinien an dieser Stelle verstanden wird und wende
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darauf den Satz von Stockes an. Dann erhiilt man fiir den
Wirbel w den Ausdruck

w=" ") 22)

” ln

woraus n Vurbindung mit GI. (20)

(rs)=3~ (23

r dn

folgt. Hierbei ist unter s der Absolut\vert der Strimungsge-
schwindigkeit ¢ zu verstehen. Nun ist aber

S;dn=scosudn=sdp
wobel « den Neigungswinkel der Stromlinie gegen die Achse

hezeichnet. Die G (23) lifst sich daher auch ersetzen durch

“oog=3"® (24)

1' (l 0 0
wofliir auch
d . 3rs
) rs)= 25
1, 09="" (25)

geschrieben werden kann. Man sieht, daf3 sich die Gleichung
sofort integrieren lilit. Sie liefert

3
0

rs=2A0® oder s=4° (26)
,.

Dabei ist A eine Integrationskonstante, die aber fiir jede
die Stromlinien iiberall rechtwinklig schneidende Trajektorie
einen anderen Wert hat. Wenn der Verlauf der Stromlinien
bereits hekannt wiire, liee sich der irgend einer solchen Tra-
jektorie zugehirige Wert von A aus der Bedingung berechuen,
daly das lings dieser Trajektorie von der Achse bis zur Um-
riilinie des Meridianschnitts erstreckte Integral

fs dn

einen fiir alle Trajektorien konstanten Wert hat, da es die durch
die Trajektorie hindurchfliefiende Fliissigkeitsmenge angibt.
Man sieht nun schon, dafy fiir eine strenge Losung der
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Aufgabe durch die zuletzt abgeleiteten Formeln nichts ge-
wonnen wird. Dagegen wird fiir eine nitherungsweise Lisung
durch Gl (26) sofort eine sehr brauchbare Handhabe geboten,
. R . . ds

da man das Verhiiltnis des Geschwindigheitsgefills g Ge-
schwindigkeit s selbst unmittelbar an der Umrifilinie hiermit
oline weiteres kennt, indem der Wert von » an dieser Stelle
gegeben ist.

Geht man von der hydrodynamischen Abbildung jetzt
wieder zur urspriinglichen Aufgabe zuriick, so hat man fiir
die Schubspannung 7 an irgend eciner Stelle des Meridianschnitts

() cey
7= A; (27)

wobeil .1 dieselbe Bedeutung hat, wie zuvor.

In grifierer Entfernung von der Ubergangsstelle ciner
Welle von kleinerem Durchmesser in eine Welle von grofierem
Durchmesser gehen die Spannungslinien iiberall parallel zur
Zylinderachse; die senkrechten Trajelitorien der Spannungs-
linien sind daher gradlinig und senkrecht zur Achse und der
Kriimmungshalbmesser » ist unendlich groli und lings einer
Trajektorie konstant. Daher mufi auch die Konstante /1 un-
endlich grofi sein, so daly das Verhiiltnis A[r einen endlichen
konstanten Wert liefert. Die Schubspannung 7 wiichst daher
in diesem Teile der Welle proportional mit dem Abstande o
von der Achse, genau so wie dies von der Torsion zylindrischer
Stitbe von vornherin bekannt war.

So wie wir uns aber der Cbergangsstelle nithern, beginnen
sich die Spannungslinien zu kriimmen, indem sich die dullerste
der durch die Abrundung gegebenen Umrifilinie anschliefzt
und sofort wird damit die Spannungsverteilung, wie aus Gl (27)
Lervorgeht, vollstiindig gedindert und zwar so, daly die Spannung
in der Nihe des Umnrisses jetzt viel schneller nach aufien hin
anwiichst als zuvor. Das hat natiirlich zur Folge, dafy die
inneren Teile entlastet werden und das Torsionsmoment tber-
wiegend nur in den #dubiersten Schichten des Querschnitts iiber-
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tragen wird, niimlich in einem konzentrischen Ringe, dessen
Dicke von derselben Grifienordnung ist, wie der Halbmesser
der Abrundung, der mit ¢ bezeichnet werden mag und als
klein gegen den Wellenhalbmesser betrachtet werden kann.

In einem geringen Abstande p von der Umrikilinie, der
senkrecht zu den Spannungslinien gemessen wird, kann genau

genug fitr die gefiihrlichste Stelle
r=q-+p

gesetzt werden. Wenn daher p = ¢ genommen wird, hat man
(ungefiihr wenigstens) an dieser Stelle » = 2¢ und da p klein
gegen o ist, hat sich die Spannung 7 nach Gl. (27) schon in
diesem kleinen Abstande von der Umrililinie auf die Hiilfte
des Wertes vermindert, der am Umfange selbst auftritt. Wenn
q unendlich klein wiire, miilite die Spannung am Umfange
unendlich grofy ausfallen, d. h. es wiirde dann schon ein sehr
kleines Torsionsmoment geniigen, um ein Uberschreiten der
Elastizitiitsgrenze und hiermit ein geringes plastisches Nachgeben
des Materials an dieser Stelle herbeizufiithren. — Zugleich er-
kennt man, daf die Bruchgefahr an der Ubergangsstelle durch
einen moglichst allmiihlichen Ubergang, der zuerst mit geringer
Kriimmung einsetzt und in dem Malle, wie o dabei wiichst,
stiirker gelkriimmt sein kann, auf einfache Weise herabgesetzt
werden kann.

Was nun die praktische Verwendung der hier angestellten
Betrachtungen betrifft, so kann ich mich dariiber kurz fassen,
da eine ausfithrlichere Darlegung hieriiber besser an anderer
Stelle gegeben wird. Man wird damit beginnen, den Verlauf
der Spannungslinien schiitzungsweise in den Liingsschnitt der
Welle einzutragen, wobel es natiirlich nur auf den Verlauf in
der Nihe der Ubergangsstelle selbst ankommt. Diese erste
Schiitzung 1ifit sich dann noch verbessern, indem man Riick-
sicht darauf nimmt, dali die den Spannungslinien entsprechenden
Stromlinien um so dichter aneinander riicken miissen, je grifier
die Geschwindigkeit liings eines Stromfadens wird. Da es auf

grolie Genauigkeit iiberhaupt nicht ankommt, wird man leicht
1905, Sitzangsh. d. math.-phys. KI. 18
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zu einer annehmbaren Zeichnung des Stromverlaufs gelangen.
Dann folgt die Spannungsverteilung lings einer senkrecht zu
den Spannungslinien gezogenen Trajektorie nach Gl (27), die
man graphisch darstellen wird, worauf man die groBite Spannung
am Umfange auf Grund des gefundenen Spannungsverteilungs-
gesetzes aus der Momentengleichung berechnet, nach der das
Moment der Schubspannungen in dem der Trajektorie ent-
sprechenden Schunitte gleich dem gegebenen Torsionsmoment
sein mub.

So weit, als es die praktische Technik verlangt, kann
damit die in den ersten Siitzen dieser Abhandlung gestellte
Aufgabe als gelost angesehen werden. Wiinschenswert wiire
es freilich, noch eine bessere Losung zu finden, die schneller
und genauer zum Ziele filhrte. Is mag wohl sein, dafi eine
solche auch noch gefunden werden kinnte. Gegeniiber dem
bisher bestehenden Zustande, der nicht einmal eine Abschiitzung
der griBten auftretenden Spannung selbst ihrer Grofienordnung
nach gestattete, darf aber in dem angegebenen Verfahren
immerhin schon ein recht wesentlicher Fortschritt erblickt
werden.
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Berichtigung

zu meiner Abhandlung itber die Torsion von runden Stiben.
(S. 249—262 dieses Bandes.)

Bei der Ableitung von Gl (22) S. 259 auf Grund des
Satzes von Stockes ist ein Rechenfehler vorgekommen, auf den
mich Herr Prof. Prandtl in Gottingen freundlichst aufmerksam
gemacht hat. Nach Berichtigung des Fehlers mufi diese
Gleichung, falls man jetzt dn nach aufen hin positiv zihlt,
lauten :
ds s

_— (22)

w =
dn r

Auch die unmittelbar folgenden Gleichungen sind dem-
entsprechend zu iindern und die SchluBigleichung (27), S. 260
geht iiber in

j‘dn
r (~)7)

=

7= Adop-¢

wenn die Integration nach » lings einer Trajektorie von der
Achse aus bis zur betreffenden Stelle xp erstreckt wird.

Alles, was der Gl (22) vorausging, wird von dieser Be-

richtigung nicht betroffen und auch die weiteren Schliisse, die

sich an Gl (27) ankniipften, werden davon nur wenig beriihrt.

Miinchen, im Dezember 1905.
A Foppl



