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Einleitung 

Die folgenden Betrachtungen können als kleiner Beitrag zur 

Weiterführung der vor Jahren von E. Noether in ihrer bekann- 

ten Abhandlung [6] eingeführten Methode zur Gewinnung von 

algebraischen Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe durch 

Parameterdarstellung der Koeffizienten gelten, wenngleich zum 

Verständnis unserer einfachen Überlegungen die Kenntnis dieser 

größeren Zusammenhänge nicht erforderlich ist (vgl. das Sum- 

mar). Dort werden zunächst die Wurzeln als Unbestimmte ange- 

sehen und die Lösung der Aufgabe von der (im allgemeinen 

schwer zu prüfenden) Existenz einer w-gliedrigen Rationalbasis 

für den zur Gruppe gehörigen Invariantenkörper abhängig 

gemacht. Damit kommt man in den Fällen n < 4 zum Ziel, und 

die Ergebnisse sind in der Arbeit Seidelmann [8] niedergelegt. 

(Ein Irrtum sei vermerkt: Bei den zyklischen Gleichungen 4. Gra- 

des S. 232 IV darf der Fall f = O nicht ausgeschlossen werden, 

wie etwa das Beispiel der zyklischen Gleichung x4 — $x2 + 5 = o 

zeigt.) 

Wir legen hier von vornherein eine spezielle Gleichungsform 

zugrunde und ziehen nur die alternierende Gruppe mit ihren 

Untergruppen in Betracht. Dies bewirkt, daß die entstehende 

Bedingungsgleichung für die Diskriminante (bei Ausschließung 

einiger Werte für die Charakteristik) stets parametrisiert werden 

kann, was, falls das mittlere Gleichungsglied gerade das vorletzte 

ist, fast unmittelbar, allgemein aber durch ein schrittweises 

Reduktionsverfahren einzusehen ist. Dies wird in § 1 etwas all- 

München Ak. Sb. 1974 



Hermann Schmidt 116 

gemeiner (unabhängig von der Anwendung auf die Diskriminante) 

für Gleichungen durchgeführt, die (bei passendem Grundkörper) 

auch als Gleichungen spezieller algebraischer Flächen aufgefaßt 

werden können, die sich als rational erweisen und deren rationale 

Punkte gefunden werden. Nach einer kleinen Abschweifung 

mehr zahlentheoretischer Natur in § 2 folgt die Anwendung auf 

das Ausgangsproblem in § 3, besonders Satz 4. Zum Schluß brin- 

gen wir Bemerkungen zur Berechnung ganzzahliger Lösungen im 

Falle 11 — 3, wo ja diese Aufgabe in die Lehre von den positiv 

definiten quadratischen Formen bzw. die Theorie des quadra- 

tischen Zahlkörpers Q — 3) fällt. Entsprechend werden bei der 

betreffenden Aufgabe in den höheren Fällen quadratische Zahl- 

körper eine Rolle spielen (was aber erst aufgrund der Parameter- 

darstellung zum Vorschein kommt), so der reelle Zahlenkörper 

Q (]'^7) für n = 5. - Erwähnt sei noch, daß die Frage, wann sich 

die Gruppe reduziert, nicht allgemein behandelt wurde; es kann 

dies schon über dem Körper K(u, v) der unbestimmten Parameter 

u, v der Fall sein, wie etwa das Beispiel (15)" für k = 2, m — o 

lehrt. 

§ 1. Rationale Punkte auf speziellen algebraischen Flächen 

Satz 1. Es sei K ein Körper, in dem jede Gleichung xm = c 

(c G K, m ungerade) lösbar ist (z. B. der Körper R der reellen 

Zahlen). Vorgelegt sei die Gleichung 

(1) Z3 = aXn + b Yl, in der 

(1) 0 a,b G K,ab 4= o, (n,l) = 1. 

Falls, was keine Einschränkung bedeutet, noch n ungerade ist, 

erhält man genau alle Lösungen von (1) mit X =f= o, X, Y G K in 

der Forzn 

(2) X = th, Y — teu, Z = fv, 

zv or in Q, O geeignete ganze Zahlen > o sind, ferner h G X und 

(3) at: = v2 — bu1, 

während das Paar u, v alle Elemente von K X K mit t =j= ° 

durchläuft. 
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Es sei nämlich zunächst X, Y, Z eine gegebene Lösung dieser 

Art. Bei beliebiger Wahl der natürlichen Zahl h = 1 (2) und von 
j,(j£JV0 können dann t, u, »£lso bestimmt werden, daß (2) 

gilt, und es ist dann 

tZav2 = athn -f- btqlul. 

Jetzt werde für h eine ungerade Lösung der Kongruenz 

hn = i(7) gewählt; eine solche gibt es, da (», /) = 1 nach Vor. 

(i)0, ferner ein gerades h = hQ nur für ungerades l auftreten kann, 

worauf dann // = /?„ + / = i (2) wird. Mit den Werten 

hn — 1 hn — 1 

ist dann (3) erfüllt. 

Umgekehrt erfüllen die Werte (2) mit t aus (3) bei dieser Wahl 

der Exponenten und für beliebige u,v E K mit t d= o die Glei- 

chung (1) mit X =j= o. 

Zusatz. Ist l\ (n — 1) oder // (n -f- 1), so kann h — \ genom- 

men werden und man erhält unmittelbar für beliebiges K alle 

Lösungen mit X =j= o in der Form 

(4)a aX = vz — bu‘,Y = uX2Lf^>z = vXnjr- '//(»—1) 

- „,, „., für 
(4) b ~Y = v“—bu',Y = uX~T~, Z = vX~ l/(n-\-i) 

11 = 1 (2),u,v E: X, vz — bu1 ={= o. 

Im allgemeinen aber wird man zur Anwendung von Satz 1 

einen beliebigen Körper K erst zu einem Körper K* erweitern 

müssen, der die gemachte Voraussetzung erfüllt (im Einzelfall 

wird es nach Ermittlung eines passenden h auch genügen, wenn 

diese für m = h zutrifft) ; man erhält dabei keine Auskunft dar- 

über, für welche Werte u, v aus K* man Lösungswerte £ K 

erhält. Sei beispielsweise über K = Q (rationaler Zahlenkörper) 

die Gleichung gegeben 

(5) X2 = X1 + 16 Y12, die für X = 2, Y = 1, Z = 12 

erfüllt ist. 
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Die nach unserem Verfahren bestimmte Parameterdarstellung 

X = P, Y = t^ii, Z — t2iv mit t : = v2 — i6u12 

ergibt aber diese Lösung (in R) nur für t = VT, also gewiß nicht 

für rationale u, v. 

Gleichwohl gibt es aber eine ähnliche, wenn auch nicht ganz so 

bequem zu erhaltende Parameterdarstellung auch über einem 

beliebigen Körper, die aber nicht aus Polynomen zu bestehen 

braucht (worauf wir schon bei (4)b verzichtet haben). 

Satz 2 : K sei ein beliebiger Körper, und für 

(i) Z2 = «Z” + bY1 bzw. (i)' Z2 = (aX" + bY1) Y 

gelte Voratissetzung (i)0. Dann lassen sich in endlich vielen 

Schritten drei Potenzprodukte vv‘(at.. ßyy- gZ,; = 1,2,3) 

sowie ein Polynom (Binom) P(u,v) G K\u,v\ derart her stellen, 

daß diese genau alle Lösungskomponenten X,Y,Z G K mit 

X YZ =j= o liefern, wenn u, v alle Paare aus K X K durchläuft, 

für die uv ■ P(u,v) =f= o ist, und dann t = P(u,v) gesetzt wird. 

Zum Beweis betrachten wir zunächst Gleichung (1), worin 

jetzt ohne Einschränkung n > l angenommen sei. Für / = 1 ist 

nichts zu beweisen: man setze X = u, Z = v, bY = v2 — au". 

Nun sei 1 < / < n. Dann bestimmen wir, was stets möglich ist, 

Q G X so, daß QI = : 20 gerade und weiter 

(6) o == I n — QI | < /, 

wobei von selbst n1 =1= 0,1, da (n,l) = 1. 

Es sei ferner e : = sg(n — ol) (für l gerade kann nach Belieben 

e = + 1 oder — 1 erreicht werden). Dann machen wir die bi- 

rationale (,,monomiale") Transformation 

Y = Xe ■ Yv Z = Xa ■ Zj, nebst X = X[, wodurch (daJ=o 

ausgeschlossen ist) die Gleichung hervorgeht 

Z\ — aX"' + b Y[, 

in der nun 1 <«!</, und (l,nx) = 1. So fortfahrend erhält 

man schließlich eine Gleichung mit kleinstem Exponenten 1, wo- 

mit das Verfahren zum Abschluß kommt. Dieser Fall war soeben 
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behandelt worden, und durch Rücksubstitution erhält man die 

Behauptung. 

Im Beispiel (5) (wo die Rolle von X und Y vertauscht ist, 

d. h. n = 12, / = 7 zu setzen ist) erhält man in zwei Schritten mit 

Qi = 2, o1 = 7, £j = — 1 

Q2 = cr2 = 3, e2 = 1 bezw. ß2' = a2 = 4. «2' = — 1 

die beiden Darstellungen 

X= u~2P-
3 =u'-*P"’ 

y= u^p-3
 = 

z = zm-7P-18 = «'-vp'24 

u = -5-, z/ = —, P — 2 rational für X = 2, Y = 1, Z — 12 
o 2 

(die durch die birationale Transformation u = &' = — in- 

einander übergehen). 

Im Falle der Gleichung (1)' haben wir wegen der unsymmetri- 

schen Form die beiden Fälle 

oc)0 1 = / < n und ß)0 1 = n < / 

vorweg zu behandeln. Beidemale setzen wir 

(7) Z = vY, so daß v2Y — aX” bYl 

weiter zu untersuchen ist. Die Formeln 

a)o X = u; [v2 — b)Y = aun; Z = vY und 

ß)0 Y = u; aX = u {v2 — bul~1') \ Z — uv 

enthalten die gewünschten Parameterdarstellungen (a =j= o, 

XYZ =)= o). 

Damit läßt sich jetzt die allgemeine Gleichung (1)' erledigen. 

Wenn 

a) 1 < / < zz setzen wir 

Y = XQY1, Z = XaZ1, X = X\ wo Q,nlte wie bei (6) 

mit 

P = P{u,v) = v2 — i6u2 

P' = P(u',v') — “ vermöge 

« = J-’ v 
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bestimmt werden, jedoch diesmal 

(/ + i){? = : 2 a 

gerade sein soll. Man erhält durch Einsetzen 

Z2 = (aX^ + b V') V1 mit 1 <»!</. 

Im Falle 

ß) 1 <n < I 

werde 

1 < 4 = I / — »g [ < n, sg(l— nq) = e, nq = 2a 

gesetzt, ferner 

X= YeX1, Z = Ya+1^r-Z1, Y = Yi- 

Es kommt dann 

Zx
2 = (aXx

n + b Yjf0 Yl mit i < lx < n. 

Jedesmal hat der kleinere der beiden Exponenten um mindestens 

eine Einheit abgenommen, so daß nach endlich vielen Schritten 

einer der Fälle a)„, ß)0 erreicht wird. Damit ist der Beweis zu 

Satz 2 abgeschlossen. 

Übrigens läßt sich für ungerade n = 2 k + l, was hier eine 

echte Einschränkung bedeutet, die Gleichung (l)' im Falle a) 

vermöge X = X'/ Y', Y = 1IY', Z = Z'IY'i+1 birational auf 

Z'2 = aX’” + bY’n~l, das heißt auf die Gleichung (t) mit n — / 

statt / zurückführen. Die betreffenden Parameterdarstellungen 

gehen z. B. im Falle a)0 (/ = l) durch u — 1jti, v = v'ju'k in ein- 

ander über ((4)a in gestrichenen Parametern undUnbekannten). 

Es sei noch bemerkt, daß es bei K = R oder K = C klassische 

Bedingungen für die Rationalität einer Fläche Z2 = f(X, Y) gibt 

(f(X, Y) G K\X, F]); vgl. etwa Castelnuovo-Enriques [3], 

738-740; Baker [1], 130/131; [2] 35/37; Conforto [4] 41 iff. 

Doch dürfte die Heranziehuno; dieser Sätze für unsere Zwecke 

kaum von Nutzen sein, da es uns um fertige Darstellungen von 

der Art zu tun ist, daß nicht nur die Parameterfunktionen in 

K(u, v) liegen, wo K der gegebene Körper ist, sondern außerdem 

alle Lösungswerte G K auch für Parameterwerte aus K hervor- 
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gehen, was bei den Formeln (2) (3) nicht allgemein, wohl aber bei 

Satz 2 gewährleistet ist. 

§2. Verallgemeinerung eines Satzes von Mordell 

Noch einfacher als die Gleichungen (1), (l)’ ist die folgende 

Gleichung für n + 1 Unbekannte aus K zu behandeln: 

(8) J = H(y0,yi, ■ ■ 

wo rechts eine homogene Funktion vom Grade k(^ o) aus 

■ • ■ yn—1) steht, n > 2, (l,k) = 1. Gesucht sind 
alle Lösungen mit y 0z =)= o. Für solche kann man setzen 

yv = : t„ y0; man erhält mit H: = . . . tn_x) 

l'\k'\ Z
l=y0

tH( 4=0). 

Es sei ferner k!I — l'k = i,k' und /' £ Z und v durch 

— l\ — k\ / =y0
i'v-1 

erklärt. Durch Potenzieren mit den angegebenen Exponenten 

und Multiplikation ergibt sich dann sofort 

^ = vkHk' 

(9) Jo = dH1’ 

y„ = tvv
lH1 (v — i,2, ... n — 1), 

und umgekehrt ist für jede Wahl von v,tv G K, für die vH ={= o, 

auch das Wertsystem (9) eine Lösung der gewünschten Art; so 

erhalten wir alle solchen Lösungen. 

Insbesondere sei jetzt %(W) = o und mit o =j= d G K gesetzt 
(n — 1 Wi-fl n — 1 

JG yA : d II yt, sodaß k = 1 ; dazu werde l = 1 
>> = 0 / v = 0 

gewählt, sodaß k' — 1, /' = o angenommen werden darf. Dieser 

für (8) (9) ganz triviale Fall führt im Anschluß an Mordell [4] zu 

bemerkenswerten Folgerungen. Mit y0 — 2 = : x0 geht jetzt (8) 

über in 

(«—1 \ » + 1 1 „ — 1 
xo +Sy, + Z) — dx02 Id yv = d22Ylyy. 

V = l I V = 1 V = 1 
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Durch passende Wahl der Parameter kann die rechte Seite zu 

einer beliebigen Größe <:(=)= o) E K gemacht werden. Nach (9) 
n — 1 « — 1 

ist hierzu nur erforderlich, daß bei II tv =j= O mit T = 1 -f Z tv 

»=1 V=1 

(v 7'2)” + 1 = cd TI tv, oder also T =|= o und 
v = l 

n — 1 

(11) cd II tv = einer (n + i)-ten Potenz t” + 1 eines Elements 
y= 1 

4= o von K wird. Das läßt sich bei Vorgabe von tv E K mit 

f 2 G G • • • =t= 0 durch Auflösung von (11) nach tx erreichen; 
alsdann nehme man (unter Beachtung der wegen %(K) = o 

erfüllbaren Bedingung T=\=o) v = tj T2, wodurch H = c 

hervor geht. 

Mit Rücksicht auf (9) (10) wird schließlich 

(12) 

xv-=yv = tv t„ T~2 (v = 1, . . . n — 1) 

J'n-l 

xn : = z = vH = c ——— 

t„ __ _ « + 1 —c7’" + 1 

X
0 2"l Xn fl 

Damit hat man 

Satz 3 : Die Gleichung 

(» \ » + 1 n 

Z xv) — d TI x„ = c (c,d E K,o =)= cd) 

hat wenn %(K) =0 We (4z — 1 )-parametrige Lösungsschar (12) 

mit xv E K. Dabei durchlaufen die Parameter tv (v > 2) alle 

n — 1 

Werte ^ 0 aus K, für die mit tx = f” + 1 : cd II tv der Wert 
tt — 1 v = 2 

T = 1 -f- Z tv^c 0 ausfällt. 
V=1 

Für « = 2 wurde dieser Satz von Mordcll [5] im Zusammen- 

hang mit der Lösung von X% -f- X\ -f- X\ = 7? angegeben, wo- 

für nur <af = 24, zr = 8 R zu nehmen ist, ferner xv = Xv + 1 Xv + 2, 

Indizes mod 3. 
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§ 3. Diskriminanten trinomischer Gleichungen 

Es sei nunmehr 

(13) f(x) — xn — Ax”~l + B, worin A, B zunächst Unbe- 

stimmte über Q sein mögen, und 1 <~ / < n — 1. Zur Berechnung 

der Diskriminante benützen wir die Formel 

(14) D = D (/) = (— 1)® n” II worin y} die 
J= 1 

Nullstellen von fix) = (n(xl—A) + lA)xn~l~1 (in einem 

Erweiterungskörper) sind. Es ist 

/O',) = B + y?~\yj — A) = B Ay;-1, somit 

(— 1)^) D — nn FI (.B   A (coxy0)
n~l) • Bn~l~1, wenn 

A = O 
n 

co eine primitive Ite Einheitswurzel bedeutet, und yl
0 = —— A ist. 

Für (n, /) = 1 ist nun of~l ebenfalls primitive Ite Einheitswur- 

zel, somit wird 

(15) (— 1 = {yTB1 — l\n — ly-'A^B"-1-1. 

Ist dagegen (n,l) = h > 1, n — hn\ l = hl', so ist 

co”~1 primitive /'te Einheitswurzel, und es wird 

(U)' (— i)f <» + "'-2> D(f) = h” B,‘~1D\cp), wenn 

(16) f(x) = <p(xA) geschrieben wird. Übrigens folgt (15)' für 

jedesPolynom derForm(i6)auchunmittelbaraus(i4)(i? : =ç?(o)). 

Ist nun K ein beliebiger Körper, A, B G K, so bleiben 

(t5) (15)' richtig, wenn nur, falls die Charakteristik % =(= O, die 

ganzzahligen Koeffizienten c = nn, . . . durch die Körperelemente 

c ■ e ersetzt werden, wo e die Eins des Körpers bedeutet. Nun- 

mehr werde gefordert 

(17) A BD =}= o, z =)= 2. Dann hat die Gleichung f(x) = 0 in 

einem Erweiterungskörper n verschiedene Wurzeln, und die 

Galoissche Gruppe des (separablen) Wurzelkörpers ist genau 

dann die alternierende oder eine Untergruppe, wenn man hat 

(18) D = C2 mit C{-{= o) aus K. Schreibt man noch 

n — 2 k -f- y, 11 — l — 1 = 2 m + <5 (k,m G Z, y, ô — o oder 1), 
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so geht die Bedingung (18) im Falle (15) über in 

(19) Z2 = (aXn + bYl)Y6, das heißt eine Gleichung der Form 

(1) oder (1)', wie sie in § 1 behandelt wurden. Hierbei ist jetzt 

(20) a = (— 1 )i~1 ll(n— l)”~l, b = (— 1 )knn, und 

A = X, B = Y, C = ZYm gesetzt. Damit kann jetzt Satz 2 

herangezogen werden, wobei aber, da dieser sich nur auf ab =j= o 

bezieht (was in den Beweisen entscheidend benützt wird), nun- 

mehr weitere Einschränkungen bezüglich der Charakteristik ge- 

macht werden müssen. So kommt man zu 

Satz 4: Es sei K ein Körper der Charakteristik % mit 

1 f nl(n — /). Die Gleichtmg ( 13) mit A B ={= O hat, wenn 

(n,l) = 1, genau dann über K die alternierende Gruppe oder eine 

Untergruppe derselben, wenn A, B bezw. aus zwei in endlich 

vielen Schritten konstruierbaren Potenzprodukten 

Q(u,v)a’ uß> vr> G Z), Q(u,v) E K\u,v\ 

für zwei Werte u,v E K mit uvQ(u,v) =j= O hervorgehen. 

Wenn {nf) > 1 ist (vgl. (15)', (16)), gelangt man entsprechend 

zu C2 = (— i)kh ”D ' wobei gesetzt ist 

D' = (-— i)^2^ D(cp)B~(n'~Mit h = 2q + #(# = o oder 1) 

und C = : ZhkD'gBm hat man jetzt die Bedingung 

Z2 = (— 1 )khvD'0Bö zu erfüllen. 

Für & = 1 ist dies eine Gleichung der Form (19) mit 

a' = (— lf-1 hy l,r (»' — iy'-1' ,b' = (— i)k hk n'”' statt a, b, 

so daß unter der Voraussetzung % f hn l'(n — /') wieder Satz 2 

anwendbar ist. Für & = o ist stets y = o, <5 = 1, so daß gesetzt 

werden kann 

B = (— 1)* v2, A =u beliebig, doch mit BD' 4= o, u, v E K. 

Man hat die einfache Gleichung 

(15)'' x*k — ux2m + 2 + (—i)kv2 = o, 

die sich der Aussage des Satzes 4 für o.j — o unterordnet. 
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Sonderfälle 

Wir geben hier eine übersichtliche Zusammenstellung für den 

nächstliegenden Fall / = n — 1, wo man ohne den allgemeinen 

Satz 2 schon mit (4)a b auskommt. Die Werte von a, b sind aus(2o) 

zu entnehmen. 

n = 2 k 4- 1 ungerade 

a = ( l)*-1(2i6)24
> b= (— l)4(2k [ l)2* + 1> xj'2k(2k+ 1) 

(2k)2* A ={2k+i)2i + 1u2*+ B — uA, C = vAk 

oder mit 

u = 2T+-7’ w = (2/è+ 0(2/è)V 
(21) ^ = (2k + l)P,B = 2kpP, C = (2k)i(2k+ l)l + 1qP\ 

wo 

+ O4“1 (2^+ i)ÿ2- 

« = 3 4^4 = 2 7U2 -f- z'2, 4Z? = U(2"JU‘
2J -f- z/2), ^ 6. 

Mit « = — p, v — £>q ergibt sich 

A = 3(p2 + 3?2), B= ^P(P
2J

T 3P
2

) 

(Seidelmann [8],17 (5)) und mit 

3K= — u', v = u 2V 

(21) ' ^4 = ?Z2 -f- u'v' + v2, B = —(Perron [7], b)) 

w = 5 (Bring-Jerrardsche Form der Gleichung 5. Grades). 
A = SiP*— 5?2), B = AP(Pi— 5?2)- 

n = 2 k gerade. 

Man setze 2 k = :/',/ = 2k — 1 = n (ungerade) 

«':=(— t/(2/è)2^, 3': = C— i)^-1 (2/è — l)2^-1, 

damit (4)b anwendbar wird. Man erhält schließlich 

(22) A =2kpQ~\ B = (2k— i)Q-\ 

C = (2k— 1/(2k)k qQrk, wo zf 2k(2k— 1), 

0 :=/* + (— i)*(2Ä— t)«?2 

4 A = 4PQ-1, B = 3Q-\ c = i44qQ-2, 

Q = P* + 3 S'2- 
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Ersetzt man noch q durchpk xq, so wird aus (21) (n = 2k-{- 1) 

(21)* A=(2k+i)j>2i-2 P*,B = 2kp2k~lP*, 

C = (2k)k(2k + l)(i —D(2i + 1) qP*y WO 

P* — p- -f- (— if~~x{2k -f- l)q~ und aus (22) (n = 2 k) 

(22)5 A = 
2k 

*2fc-3 O* ’ 
B 

2k — 1 
Mk~in* ’ 

C 
(2k l)k(2k)kÇ 
^(fc-l)(2fc-l) QM 

mit 

Ö*=^2 + (— 1)*(2^— l)?2 

Für k — 2 vgl. Seidelmann ([8], 233 für e = o). 

Die Formeln geben Anschluß an die Theorie der quadratischen 

Zahlen und dürften für arithmetische Untersuchungen zweck- 

mäßig sein, wie wir sie im folgenden nur für n — 3 durchführen. 

§ 4. Ganzzahlige Lösungen (n = 3) 

Wenn a, b ganzzahlig sind, liegt es nahe, auch nach ganzzahli- 

gen Lösungen für die Gleichungen (1) (1)' des Satzes 2 zu fragen. 

Wir beschränken uns hier auf den einer trinomischen kubischen 

Gleichung entspringenden Sonderfall n = 3,/ = 2 der Gleichung 

(15) in der Form 

(23) 4A3 = 27 B* + C2 

wo man bei vorgeschriebenem A aufgrund der Lehre von den 

(positiv definiten) quadratischen Formen bezw. der Theorie des 

imaginär-quadratischen Zahlkörpers K(E) alle Lösungen finden 

kann : = —1 ~^-z ^ j. Ein rationaler Algorithmus, der ohne son- 

stige Hilfsmittel im Prinzip zu jedem A alle etwa vorhandenen 

Lösungen ergibt, ist z. B. in dem Patz-Arwinschen Ketten- 

bruchverfahren verfügbar (vgl. [9] insb. (6.1) (6.2) und Satz 1). 

Doch dürfte es im allgemeinen günstiger sein, die Tatsache aus- 

zunützen, daß Z(s) Hauptidealring ist. Bedeutet 5t die Bildung 

der Norm in Q(e), so besagt Gleichung (23) 

A3= 3B) = »(*■—3*«)= 91(3B — sK), 
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wo jetzt K : = C- G Z, da ja nach (23) B s=C (2) (Vgl. hier- 

zu Perron [7] (2)ff.). Andererseits ist nach (21)' für jede Lösung 

A = 9t(u' — ev'), u’,v' G Q, woraus sofort folgt, daß auch 

A = 9t(<y0 — e V0), wo U0, V0 G Z. Zu gegebenem A dieser 

Form findet man dann (nach einem z. B. bei der Quadratsum- 
mendarstellung natürlicher Zahlen geläufigen) Verfahren alle 

B, C folgendermaßen: Das System © der Primfaktoren n in Z(co) 

(mit Vielfachheiten) für A3 ist durch dasjenige für A (je bis auf 

eine Einheit) vollständig bestimmt. Man treffe eine bestimmte 

Wahl, so daß A3 = II n und teile © auf alle möglichen Arten 
n G © 

in zwei Systeme ip, ^ auf, wobei <p genau die konjugierten 

Primfaktoren zu denen von *P enthalten soll (in dem Paar ^5, *P 

wird die Reihenfolge nicht berücksichtigt). Dann ist für jede 

Lösung B,C die Zahl 3 B — sK für passendes assoziiert zu 

II 7t = : U —eV.1 Es ist dann, entsprechend der Multiplika- 

tion mit den Einheiten i,e,e2, zu prüfen, ob in einer Zeile 

(U*, V*) des Schemas 

I U’V \ (24) v, — u—v\ 
\ — u — V, u ) 

eine durch 3 teilbare Zahl U* auftritt. Jedesmal hat man dann 

mit 

B: = ^~,K\ = V*, C: = 3B + 2IC = U* + 2 F* 

eine Lösung, wenn nur C nicht verschwindet. Dieser Ausnahme- 

fall erscheint offenbar genau dann, wenn 

(25) A = 3 A\ mit Ax G Z. Damit sind, abgesehen von Vor- 

zeichenumkehr bei B, C oder beiden, alle Möglichkeiten erschöpft. 

1 Die komplexe Primzahl ir soll genau so oft als Faktor im Produkt auf- 
treten, wie es die Vielfachheit in © bezw. 5)5, d. h. also in dem betreffenden 

Hauptdivisor angibt. 

9 München Ak. Sb. 1974 



128 Hermann Schmidt 

Die wegen 

— e • (U* — e2 V*) = V* — e U* dem Übergang von zu '^ent- 

sprechende Vertauschung von U* mit V* gibt nichts neues, da V* 

schon in der ersten Spalte von (24) vorkommt, nur daß anstelle von 

C — V* + 2 U* jetzt C = V* — 2 (U* + V*) = — C entsteht 

womit die oben bereits festgesetzte Nichtberücksichtigung von $)) 

neben 'll gerechtfertigt ist. 

Jeder Darstellung A = 91(f/0—£ V0) mit Id 7i—U0 — eV0 
71 G Q 0 

entspricht durch Potenzieren insbesondere eine Darstellung 

A3 = 91 II n3 = 91(£/0— £ PT)3, in der 
ueüo 

U— eV= (i/0 — eV0)3, V= 3 U0 V0(U0 + V0), so daß man mit 

B = V/3 sicher zu einer Lösung gelangt, wenn nur 

(26) - C = (V0 - V0) (2 U0 + V0) (2 Vo + U0) =4= o wird. 

C = O tritt nur unter der Bedingung (25) auf, andernfalls hat das 

entstehende Polynom f(x) = (x — V0) (x — V0) (x U0 -f- V0) 

mit den drei verschiedenen Wurzeln £/0, V0, — U0 — V0 

aus K die Identität als Gruppe. 

Wir wollen jetzt für einige Sonderfälle die Rechnungen 

durchführen; die Ergebnisse liefern uns zugleich Belege für 

grundsätzliche Feststellungen bezüglich der Bestimmung aller 

ganzzahligen Lösungen. Zunächst führen wir die Bezeichnung 

ein 7in : = 1 —= 1,2, . . .). nn braucht nicht Primzahl zu 

sein, z. B. ist ni '^7t1Ji2,7t9 ~7r2^3> dagegen ist nn prim für 

n = 1,2,3, 5,6- 
Jetzt geben wir uns mit rj = a — eb,a,b G Z, (rf) = : N =j= o 

die Zahl A = 3W vor und bestimmen alle jene ganzzahligen 

Lösungen, die aus der Darstellung A3 = — eV) mit 

(27) U—eV = n\rj3 bezw. entspringen. 

Wenn r\ Primzahl ist, kommen so alle Lösungen zustande, denn 

wegen ~ 7i1 brauchen nur die in (27) angegebenen 

Primpotenzprodukte in Betracht gezogen zu werden (die acht 

Möglichkeiten für J), die in der Tafel S. 131 für ein anderes Paar 

von Primfaktoren berücksichtigt sind, reduzieren sich aus dem 

angegebenen Grund hier auf zwei). 

Bei der ersten Annahme (27) wird nun jede Zeile des Schemas 

(24) durch 3 teilbar, so daß wir schreiben können 
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— = —Cl3 -j- b 3 

3 
3 ab"1- — 6a2b = 

= (b — a)N — 3 ab (2 a + b) oder 

(28) B - < 
j = 2a3 — 2bz

 — 3ab2 -j- 3a^b = 

= (a — b) ia + 2 b) (2 a -f- b) oder 

U+ V 
■ a3 b3 -j- 6ab3 -j- 3a3b = 

= (1b — a)N -j- 3ab{a -j- 2 b) 

und entsprechend für das jeweils zugehörige C 

3 (b — a)N -f- gab2 

— C 
— gab(a -j- b) 

3 (a — b)N -f- 9 a3b. 

Ferner gibt die zweite Annahme (27) 

U — eV = A(a — b —- e(a -j- 2 b)~) 

das Schema 

(a — b,a + 2b,3(a + b) 

a + 2b, —(2 a + b), — 3 a 

—(2a + b),a — b,— 3 b. 

Fälle mit C — o sind dabei stets wegzulassen. 

Für a = i,b = n>o seien die Schlußformeln nochmals ange- 

geben. Die nach der Bemerkung bei (26) zu reduziblen Gleichun- 

gen führenden Fälle sind hier und weiter unten mit einem Stern 

gekennzeichnet. 

(28)' (n—i)JV—- 3n(n -\- 2) 

B = (n — 1)(2 n -j- 1) (n -|- 2) *, C = 

(n — i)N -j- 311(211 -f- 1) 

3 (n — 1 )N -j- 9n2 

— gii(n + 1) 

— 3(n— i)Af + 9 n 

(29)' B,C = N- 

— (n — 1), 9 (11 + 1) 

211 -f- 1, — 9 

— (n -f- 2), — 9;?. 

9* 
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Für die Bedeutung der zugehörigen zyklischen Gleichungen in 

der Zahlentheorie des Körpers Z (e) sei etwa auf Fueter R., 

Synthetische Zahlentheorie, De Gruyter 1925, Satz 18, S. 248ff. 

hingewiesen; dortige Beispiele: a= 2, b — $,N = 19; 

a = 1, n = 2,3, s 
N =■ 7,13,31. 

Da wir hier für U — sV nur Ansätze der Form (27), also je- 

denfalls vom Typ f3 oder £2C(C G Z [e]) in Betracht gezogen 

haben, müssen die Endformeln auch aus den Perronschen 

Typen [7] für die ganzzahligen Werte u — a — b,v = a 2b 

der dortigen (rationalen) Parameter hervorgehen (an geeigneter 

Stelle). Entsprechendes gilt jedoch nicht allgemein. Viel- 

mehr hat man etwa im Beispiel A = 91 = 9f(7r27r3) der folgenden 

Tafel acht wesentlich verschiedene Wahlen zur Festlegung von *)) 

bezw. U— e V zu betrachten, und in der Hälfte dieser Fälle, näm- 

lich in Zeile 3), 4), 5), 6), ist eine ganzzahlige Darstellung mittels 

der Perronschen Parameterformeln1 tatsächlich unmöglich, da 

eine solche offenbar wegen n2 n2,n3 <*> n3 der betreffenden 

Primzahlzerlegung von U—eV widersprechen würde. 

Auf der folgenden Seite geben wir eine 

Tafel aller ganzzahligen Lösungen der Gleichung 

4A3— 27B2 — C2 

für A = 7,13,91. 

7t2 = 1   2£,7T3 = 1 —- 3£,7r27T3 =   5   11 S,7t27C3 ~ 1 — 9£. 

Für A = 3, 9, 21, 39, 93 ist auf (28)', (29)' mit 

n — o, 1, 2, 3, 5 zu verweisen. 

1 die ja alle auf solchen Zerlegungen fußen 
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Q  O g   
^2 ^3 ^3 —■ 13 ^2 “^3 

2 2 — — ^„ 
7Î9 ^3 TCO ^3 ■ 9 ^ ^2 ^3 

0 —2 — 
JTg ^3 ^2 *^3 — 9 ^ *^2 *^3 

Bemerkung. Von den mit Stern bezeichneten Fällen abgesehen, 

sind die zugehörigen Gleichungen x3 — Ax -\- B = O alle unzer- 

legbar, also zyklisch (Satz von Eisenstein). 

Auch das Verfahren (27) ist zur Behandlung von A = 3N 

unzureichend, wenn rj keine Primzahl ist. Sei z. B. A = 273 = 

= 9I(7r17raJr3). Mit rj : = entstehen aus (28), (29), je drei 

Lösungen, ebenso mit rj' : = n2n3 TZ9 aus (28)', (29)' (n = 9). 

Nun kann aber für U—sV auch gesetzt werden n\H, wenn 

H einer der Werte unter 3), 4), 5)> 6) in der zweiten Spalte der 

Tafel ist, beispielsweise der erste. Er liefert vermöge 

£2 (U— £ V) — 21 (12 y — 1 2 1 £) noch die Lösungen 

B\ = y 

127 

121, \C\ = 21 • 

248 

369 
375, A = 273, 

6 

die wieder nicht aus einem Ansatz vom Typ Ç3 oder £2 £ mit einem 

£ = u — £ v bei u,v E Z entspringen können. 



i32 Hermann Schmidt 

Nachtrag (8. 7. 1974). Nach Einreichung der vorstehenden 

Note habe ich noch kennen gelernt: Nagell, T., Sur quelques 

catégories d’équations diophantiennes résolubles par des identités, 

Acta Arithmetica 9 (1964), 227-235, eine Arbeit, die sich teilweise 

mit § 1 und § 2 berührt. Aus Theorem 5.6. (a.a.O. S. 232/233) 

kann man nach einer dort allgemein möglichen (und erwünsch- 

ten) Verschärfung (Ersetzung des Produktes MN durch das 

kleinste gemeinsame Vielfache MN : (TV, M)) unseren Zusatz zu 

Satz 1 erhalten (N = 2,M = l, P = n). Ein Gegenstück zu unse- 

rem (entscheidenden) Satz 2 wird jedoch dort nicht gegeben. Fer- 

ner entsprechen Theorem 1.2. zusammen mit der Bemerkung 

(S. 230/232) dem Sonderfall / = dz 1 (k) unseres Ergebnisses 

§ 2 (9) (k' = dz U V — dz m bei l = mk dz i)- 
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