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Vorgelegt am 7. Juni 1974

Einleitung

Die folgenden Betrachtungen koénnen als kleiner Beitrag zur
Weiterfuhrung der vor Jahren von E. Noether in ihrer bekann-
ten Abhandlung [6] eingefithrten Methode zur Gewinnung von
algebraischen Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe durch
Parameterdarstellung der Koeffizienten gelten, wenngleich zum
Verstindnis unserer einfachen Uberlegungen die Kenntnis dieser
grofBeren Zusammenhinge nicht erforderlich ist (vgl. das Sum-
mar). Dort werden zunichst die Wurzeln als Unbestimmte ange-
sehen und die Losung der Aufgabe von der (im allgemeinen
schwer zu priifenden) Existenz einer z-gliedrigen Rationalbasis
fir den zur Gruppe gehorigen Invariantenkérper abhidngig
gemacht. Damit kommt man in den Fillen 2z < 4 zum Ziel, und
die Ergebnisse sind in der Arbeit Seidelmann [8] niedergelegt.
(Ein Irrtum sei vermerkt: Bei den zyklischen Gleichungen 4. Gra-
des S. 232 IV darf der Fall f = o nicht ausgeschlossen werden,
wie etwa das Beispiel der zyklischen Gleichung #* — 522 4- 5 = 0
zeigt.)

Wir legen hier von vornherein eine spezielle Gleichungsform
zugrunde und ziehen nur die alternierende Gruppe mit ihren
Untergruppen in Betracht. Dies bewirkt, daB die entstehende
Bedingungsgleichung fiir die Diskriminante (bei AusschlieBung
einiger Werte fiir die Charakteristik) stets parametrisiert werden
kann, was, falls das mittlere Gleichungsglied gerade das vorletzte
ist, fast unmittelbar, allgemein aber durch ein schrittweises
Reduktionsverfahren cinzusehen ist. Dies wird in § 1 etwas all-
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116 Hermann Schmidt

gemeiner (unabhingig von der Anwendung aufdie Diskriminante)
fur Gleichungen durchgefiihrt, die (bei passendem Grundkérper)
auch als Gleichungen spezieller algebraischer Flichen aufgefalt
werden konnen, die sich als rational erweisen und deren rationale
Punkte gefunden werden. Nach einer kleinen Abschweifung
mehr zahlentheoretischer Natur in § 2 {folgt die Anwendung auf
das Ausgangsproblem in § 3, besonders Satz 4. Zum SchluB3 brin-
gen wir Bemerkungen zur Berechnung ganzzahliger Lésungen im
Falle 2 = 3, wo ja diese Aufgabe in die Lehre von den positiv
definiten quadratischen Formen bzw. dic Theorie des quadra-

tischen Zahlkorpers Q (V— 3) fallt. Entsprechend werden bei der
betreffenden Aufgabe in den héheren IFéllen quadratische Zahl-
korper eine Rolle spielen (was aber erst aufgrund der Parameter-
darstellung zum Vorschein kommt), so der reelle Zahlenkorper

0 (VE) fir 2 = 5. — Erwihnt sei noch, dal die Frage, wann sich
die Gruppe reduziert, nicht allgemein behandelt wurde; es kann
dies schon iber dem Kérper & (2, v) der unbestimmten Parameter
22, v der Fall sein, wie etwa das Beispiel (15)" fir 2 =12, m = o
lehrt.

§ 1. Rationale Punkte auf speziellen algebraischen Flichen

Satz 1. Es sei K ein Korper, in dem jede Gleichung x™ = ¢
(¢ € K, m ungerade) losbar ist (z. B. der Kdorper R der reellen
Zahlen). Vorgelegt sei die Gleichung

(1) 22 =aX" 4 bY’ in der
;1>0 (Z-,é E [{)ab :}: o, (71,[) = 1.

Falls, was keine Einschrankung bedeutet, nock n ungerade ist,
erhdlt man genau alle Losungen von (1) mit X 4= 0, X, Y € K in
der Form

(2) X = YV=1u7=1"0,
worin p, 0 geeignele ganze Zahlen > 0 sind, ferner & & N und
(3) at: = v*— bid,

wdahrend das Paar u, v alle Elemente von K X K mit t =0
durchliuft.
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Es sei nimlich zunichst X, ¥, Z eine gegebene Losung dieser
Art. Bei belicbiger Wahl der natiirlichen Zahl 2 =1 (2) und von
0, ¢ & N, kénnen dann #,z,v € K so bestimmt werden, dal (2)
gilt, und es ist dann

2902 = qi* + b1l

Jetzt werde fiir %4 eine ungerade Loésung der Kongruenz
An =1(/) gewihlt; eine solche gibt es, da (», /) = 1 nach Vor.
(1), ferner ein gerades 2 = /o nur fur ungerades / auftreten kann,
worauf dann 4 = /%, + / = 1(2) wird. Mit den Werten

hn—1 . hn—1

Qi =—g—, 0 =—

ist dann (3) erfullt.

Umgekehrt erfiillen die Werte (2) mit # aus (3) bei dieser Wahl
der Exponenten und fiir beliebige #,v & K mit ¢ & o die Glei-
chung (1) mit X = o.

Zusatz. Ist [/ (n — 1) oder /[ (# + 1), so kann % = 1 genom-
men werden und man erhilt unmittelbar fiir beliebiges X alle
Losungen mit X == o0 in der Form
@), aX =0t —bu Y =uX"T 7= o X" T 1 (n—1)

. flr

(), (—‘(,—=7Jz——bul,Y=uX ;I,Z_—_yX”jz_l I/ (n+ 1)

n=1(2),u,v € K, v?— b4’ 5 0.

Im allgemeinen aber wird man zur Anwendung von Satz 1
einen beliebigen Korper X erst zu einem Kérper K* erweitern
miissen, der die gemachte Voraussetzung erfiilllt (im Einzelfall
wird es nach Ermittlung eines passenden % auch genligen, wenn
diese fiir 772 = / zutrifft); man erhilt dabei keine Auskunft dar-
tber, fir welche Werte z,v aus K* man Ldsungswerte & X
erhdlt. Sei beispielsweise iiber K = Q (rationaler Zahlenkérper)
die Gleichung gegeben

(5) Z'=X"4 16V diefir X =2, V=1,7 = 12

erfullt ist.
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Die nach unserem Verfahren bestimmte Parameterdarstellung

X=7Y==¢tuZ=1t?ymit #: = 02— 16212

ergibt aber diese Losung (in R) nur fir £ = V;, also gewil nicht
fiir rationale #, ».

Gleichwohl gibt es aber eine dhnliche, wenn auch nicht ganz so
bequem zu erhaltende Parameterdarstellung auch {iber einem
beliebigen Koérper, die aber nicht aus Polynomen zu bestehen
braucht (worauf wir schon bei (4), verzichtet haben).

Satz2: K sei ein belicbiger Korper, und fiir
(1) Z2=aX" + bY bzw. (1) Z2 = (a X" + V)Y

gelte Voraussetzung (1),. Dann lassen sich in endlich vielen
Schritten drei Potenzprodukte t uP ¥ (0 By v, € 2,7 = 1,2,3)
sowie ein Polynom (Binom) P(u,v) € K [u,v] derart herstellen,
daf} diese genaw alle Lisungskomponenten X, YV, Z & K mit
XYZ == o liefern, wenn u,v alle Paare aus K X K durchléuft,
Jiir die uv - P(u,v) 5 0 ist, und dann t = P(u,v) gesetst wird.

Zum Beweis betrachten wir zunichst Gleichung (1), worin
jetzt ohne Einschrinkung » > 7 angenommen sei. Fir / = 1 ist
nichts zu beweisen: man setze X = 2, Z = v, bY = 22 — qu”.
Nun sei 1 <</ < . Dann bestimmen wir, was stets moglich ist,
0 € Nso, daB p/ = : 20 gerade und weiter

(6) o< ny:=|n—pl| </
wobei von selbst #, &= 0,7, da (»,/) = 1.

Es sei ferner ¢ : = sg(n — p/) (fir / gerade kann nach Belieben
e = -+ 1 oder — 1 erreicht werden). Dann machen wir die bi-

rationale (,,monomiale’’) Transformation
Y=X° YV, Z=X"Z,, nebst X = X}, wodurch(da X = o
ausgeschlossen ist) die Gleichung hervorgeht

Zf =aXT 4+ &Y{,

in der nun 1 <y <</, und (/,%,) = 1. So fortfahrend erhilt
" man schiieBlich eine Gleichung mit kleinstem Exponenten 1, wo-
mit das Verfahren zum Abschlull kommt. Dieser Fall war soeben
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behandelt worden, und durch Riicksubstitution erhilt man die

Behauptung.
Im Beispiel (5) (wo die Rolle von X und Y vertauscht ist,
d. h. z = 12,/ = 7 zu setzen ist) erhilt man in zwei Schritten mit

01=2,0,=7,& =—1

’ ! ’
P ==0y= 3,65 =1Dhezw. o, = 0y = 4,8, =—1

die beiden Darstellungen

X=u2P 5 =u2P7 P = P(u,v) = v*— 1622
V=01 P8 = 4/-1 P mit | P = P, v') = 71,— vermdoge
Z=gyn T P8 =y Ty P2 uw = %—, o' =%;
#=g,v==2, P=2z rational fir X =2, ¥ =1, Z =12
(die durch die birationale Transformation 2’ = %, 7 = % in-

einander iibergehen).
Im Falle der Gleichung (1)’ haben wir wegen der unsymmetri-
schen Form die beiden Fille

o) 1=/<n und f), 1=n</
vorweg zu behandeln. Beidemale setzen wir

(7) Z =vY,so dal} vV = a X"+ Y’
weiter zu untersuchen ist. Die Formeln

o X=u; (0 —8Y =av; Z =Y und
Bo YV=u;aX =u@?—b"Y; Z = uv

enthalten die gewliinschten Parameterdarstellungen (e = o,
XYZ = o).

Damit 148t sich jetzt die allgemeine Gleichung (1) erledigen.
Wenn

o)1 <l<n setzen wir

V=XY,,Z=X°Z,, X = X{ wo g,7,¢ wie bei (6)
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bestimmt werden, jedoch diesmal
{4+ 1)p=:20
gerade sein soll. Man erhilt durch Einsetzen
Z2=(a X4+ b6YHY mit1 <n, </

Im Falle

B 1 <n <!

werde

1 <4 =|l—no|<nsg(l—mnp) =¢ng=20
gesetzt, ferner

1—¢

X=YeX,,Z=Y"""735 Z,YV=VY,"

Es kommt dann
Z = (a X" + 6V MY, MIBH =16 =2 %

Jedesmal hat der kleinere der beiden Exponentenummindestens
eine Einheit abgenommen, so dall nach endlich vielen Schritten
einer der Fille )¢, f), erreicht wird. Damit ist der Beweis zu
Satz 2 abgeschlossen.

Ubrigens 148t sich fiir ungerade # = 24 + 1, was hier eine
echte Einschrinkung bedeutet, die Gleichung (1) im Falle «)
vermoge X = X'|Y', YV = YY', Z = Z'|V**¥! birational auf
Z'% = a X' + b¥Y'"~/, das heilit auf die Gleichung (1) mit % — /
statt / zurlickfithren. Die betreffenden Parameterdarstellungen
gehen z.B. im Falle o), (/ = 1) durch # = 1/u’, v = ¢'[;,* in ein-
ander iiber ((4), in gestrichenen Parametern und Unbekannten).

Es sei noch bemerkt, dal3 es bei X = R oder K = C klassische
Bedingungen fur die Rationalitiit einer Fliche Z% = f(X, V) gibt
(f(X,Y) e K[X,Y]); vgl. etwa Castelnuovo-Enriques [3],
738-740; Baker {1}, 130/131; [2] 35/37; Conforto [4] 411ff.
Doch diirfte die Heranzichung dieser Sitze fir unsere Zwecke
kaum von Nutzen sein, da es uns um fertige Darstellungen von
der Art zu tun ist, dal nicht nur die Parameterfunktionen in
K (12,v) liegen, wo K der gegebene Korper ist, sondern au3erdem
alle Lésungswerte € K auch fiir Parameterwerte aus &K hervor-
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gehen, was bei den Formeln (2) (3) nicht allgemein, wohl aber bei
Satz 2 gewiihrleistet ist.

§2. Verallgemeinerung eines Satzes von Mordell

Noch einfacher als die Gleichungen (1), (1)’ ist die folgende
Gleichung fiir z 4+ 1 Unbekannte aus K zu behandeln:

(8) 2 =H(Yoy1 -+ Y1)
wo rechts eine homogene Funktion vom Grade ,é(% 0) aus

Ko ¥y -+ Yo1) steht, m > 2, (/,k) = 1. Gesucht sind
alle Lésungen mit y 4z == o. Fiir solche kann man setzen

v, = : ¢, ¥o; man erhilt mit A : = H(1,¢,¢9,...¢,_1)

A # =y H(= o).
Es sei ferner £/ — /"= 1,£ und /' & Z und v durch
_.1‘_,kl zl'=yok'v_]_

erklirt. Durch Potenzieren mit den angegebenen Exponenten
und Multiplikation ergibt sich dann sofort

z = FHY

) yo=vH"
y,=t, 0 H" (v=1,2,...n—1),

und umgekehrt ist fiir jede Wahl von v,¢, € X, fir die v/ == o,
auch das Wertsystem (9) eine Losung der gewlinschten Art; so
erhalten wir alle solchen Lésungen.

Insbesondere sei jetzt y(K) = o und mit 0 5= d & K gesetzt
n—1 n4+1 n—1
H(y):(Zy,) :d 1l p,, sodaBl 2 = 1; dazu werde / = 1
v =0 y=0

gewihlt, sodall 2’ = 1, /" = o angenommen werden darf. Dieser
tiir (8) (9) ganz triviale Fall fiihrt im AnschluB an Mordell [4] zu
bemerkenswerten Folgerungen. Mit yy— z = : x, geht jetzt (8)
tiber in

n—1 n+1l n—1 n—1
(10) (xo Sol TR Z) —dxoz I y,=dz2 11 y,.

v=1 y=1 v=1
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Durch passende Wahl der Parameter kann die rechte Seite zu
einer beliebigen GroBe ¢(5 o) € K gemacht werden. Nach (g)

n—1 n—1
ist hierzu nur erforderlich, dafl bei Il 7, 4= omit 7= 1 + 3 ¢

y=1 y=1

v

n—1
(@72 =cd 1T ¢, oder also 7 == o und

v=1

n—1
(11) ¢d I ¢, = einer (% + 1)-ten Potenz #'*1! eines Elements

y=1
== o von K wird. Das ldf3t sich bei Vorgabe von ¢, € K mit
Zotgty ... ¢, = o durch Auflésung von (11) nach #; erreichen;

alsdann nehme man (unter Beachtung der wegen x(X) = o
erfiillbaren Bedingung 7'=F0) v = £,/ 72, wodurch H = ¢ (77"_),, i
n

hervorgeht.

Mit Riicksicht auf (9) (10) wird schlieBlich

xi‘::yv:tvtﬂy‘—‘z (’V':].’...7Z——1>
Tn-l
(12) xn.=z=vH=c—l:——
z, Y
Yo = Fz T = VS

Damit hat man

Satz 3: Die Gleichung
n n+1 ”
(va) —d N x,=¢c (,d & K,0Fcd)
=0

hat wenn x (K) = o die (n— 1)-parametrige Lisungsschar (12)
wmit x, & K. Dabei durchlaufen die Parameter ¢, (v > 2) alle

n—1
Werte == 0 aus K, fiir die mit t; = £**1:cd 11 ¢, der Wert
v=2

n—1
T =1+ D 1 4 0 ausfillt.
p=1
Fiir 2 = 2 wurde dieser Satz von Mordell [5] im Zusammen-
hang mit der Lésung von X§ + X3 + X3 — R angegeben, wo-
flir nur & = 24, ¢ = 8 R zu nehmen ist, ferner x, = X, +4X, o
Indizes mod 3.
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§ 3. Diskriminanten trinomischer Gleichungen

Es sei nunmehr

(13) f(x) = " — Ax"~! + B, worin A, B zunichst Unbe-
stimmte {iber Q sein mégen, und 1 < / < 7 — 1. Zur Berechnung
der Diskriminante beniitzen wir die Formel

” n—1
(1) D=D) = (— 0w T (), worin y, die
J=1

Nullstellen von f'(x) = (n(x' — A) + [A)x"~*~! (in einem
Erweiterungskorper) sind. Es ist

n— 4 n— 1
fo) =B+ "7y —A)=B— Ay, somit
. 71
(— )8 D =w I (B— % A(0* yo)* =% - B»~'71, wenn
i=0

o eine primitive /te Einheitswurzel bedeutet, und ) = Z’_n_ A ist.

n—17

Fir (2, /) = tistnun w
zel, somit wird

15) (09D =B —Fn—Iy—ian e
Ist dagegen (mn,0) = & > 1, n = hn', [ = ki, so ist

”

o” ! primitive /'te Einheitswurzel, und es wird
(15)/ (_ 1)-2— (n+n —2) D(f) A Bﬁ_th(‘P): wenn

(16) f(x) = @(x*) geschrieben wird. Ubrigens folgt (135)" fiir
jedes Polynom derForm (16) auch unmittelbaraus(14) (8 : = ¢(0)).

Ist nun X ein beliebiger Korper, 4, B € K, so bleiben
(18) (135)’ richtig, wenn nur, falls die Charakteristik % == o, die
ganzzahligen Koeffizienten ¢ = 2", . .. durch die Kérperelemente
¢ - ¢ ersetzt werden, wo ¢ die Eins des Korpers bedeutet. Nun-
mehr werde gefordert

(17) ABD =0,z 2. Dann hat die Gleichung f(x) =0 in
einem Erweiterungskoérper # verschiedene Wurzeln, und die
Galoissche Gruppe des (separablen) Wurzelkdrpers ist genau
dann die alternierende oder eine Untergruppe, wenn man hat

(18) D = C? mit C(s= 0) aus K. Schreibt man noch
n=2k+y,n—Il—1 =2m+06(kmEZy 6= o0 oder 1),

ebenfalls primitive /te Einheitswur-
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so geht die Bedingung (18) im Falle (15) {iber in

(19) Z% = (a X" + bY")Y?® das heiBt eine Gleichung der Form
(1) oder (1), wie sie in § 1 behandelt wurden. Hierbeti ist jetzt

(20) a = (— ) ln— D" b= (— 1)*#", und

A=X, B=Y, C =ZY” gesetzt. Damit kann jetzt Satz 2
herangezogen werden, wobei aber, da dieser sich nur auf @6 == o
bezieht (was in den Beweisen entscheidend beniitzt wird), nun-
mehr weitere Einschrinkungen bezliglich der Charakteristik ge-
macht werden miissen. So kommt man zu

Satz 4: Is sed K ein Korper der Charakteristik y wmit
% 1 ni(n—1I). Die Gleichung (13) mit A B == 0 hat, wenn

(n,l) = 1, genan dann ilber K die alternierende Gruppe oder eine
Untergruppe derselben, wenn A, B bezw. aus swei in endlich
vielen Schritien konstruierbaren Potenzprodufkten

Qau, ) P o (o 87 € 2), Qu,v) € K (2]
Siir zwel Werteu,v @ K mit uvQ(u,v) == 0 hervorgehen.
Wenn (7,/) > 1ist (vgl. (15)’, (16)), gelangt man entsprechend
zu C2 = (— 1)’% *D’ B wobei gesetzt ist
= (— )% D(g) B~¢"—I=D Mit / = 2¢ + 9(? = 0 oder 1)
und C = : Z/#*D’?B™ hat man jetzt die Bedingung

2= (— )} D'*B° zu erfillen.
Fiir 9 = 1 ist dies eine Gleichung der Form (19) mit
@ = (— 1) TR (=Y T 8 = (— 1) A statta, b,

so daB unter der Voraussetzung y  4n'/ (n’ — I') wieder Satz 2
anwendbar ist. Flir & = o ist stets y = 0, § = 1, sodal} gesetat
werden kann

B = (—1)*v?, A = u beliebig, doch mit BD' == 0,2,v € K.
Man hat die einfache Gleichung
(15)11 ka_ux2m+2+(_ l)k‘Z/2=O,

die sich der Aussage des Satzes 4 fiir «; = 0 unterordnet.
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Sonderfiille

Wir geben hier eine Gibersichtliche Zusammenstellung fir den
niichstliegenden Fall /= % — 1, wo man ohne den allgemeinen
Satz 2 schon mit (4), ;, auskommt. Die Werte von 4, 4 sind aus(20)
zu entnehmen.

7 =2/ + 1 ungerade
a=(—1"102A%, b= (—1) @} )T, yF2k(2k+ 1)
QEP* A =0+ 1) 12 L (—1)* 12, B=uAd, C=vA*

oder mit
£ :
=22, v=(h+ 1Ry
(21) A = (244 1)P,B = 2kpP,C = A L+ 1)1 g P,
wo

Pi=p* 4 (— 1) (24 4 1)g2
n=3 44 =270+ % 4B =uwnu(27u® + v¥,x |6.
Mit 2 = —; P, v=06g ergibtsich

A =30+ 39", B=2p(p>+35%
(Seidelmann[8],17(5)) und mit

3u=—u', v=u -+ 27

w A

(21) A =u24+u'v 4+ 2% B =— (Perron[7], b))

=35 (Bring-Jerrardsche Form der Gleichung 5. Grades).
A=50"—59%, B=4p(p*—34".
7 = 2k gerade.
Man setze 2& =:/',/ = 2/ — 1 = »' (ungerade)
a'i= (— 1)} @A & = (— 1) (2h— 1),
damit (4), anwendbar wird. Man erhilt schlieBlich
(22) A =2kpQ7 ", B=(2k—1)07},
C = (b— 1)k} q0™ " wo xF2k(2k—1),
Q:=p" + (—1)f(zk—1)g?
n=4 A=4p0 \ B=30"" C= 1449072
Q=p*+ 34"
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Ersetzt man noch ¢ durch p*~1g, so wird aus (21) (2 = 24 1)

(21)*" A = (Zfé + 1)p2k—2 P*,B = zkp%é—lp*,
C = (2k)"* 2k + 1>(k—1)(2k+1) g P*, wo
P* =p 4 (— 1) "2k + 1)¢° und aus (22) (2 =24)

2k —1 _ (2h—1)k(2k)kg .
C= PUE=DRE-1) ()*F mit

24k
sige B = gmmges

Q*=p*+ (— 1) 2k —1)¢®

Fir £ = 2 vgl. Seidelmann ([8], 233 fiir ¢ = 0).

Die Formeln geben Anschluf an die Theorie der quadratischen
Zahlen und durften fiir arithmetische Untersuchungen zweck-
mifig sein, wie wir sie im folgenden nur fir # = 3 durchfiihren.

(22)* A=

§ 4. Ganzzahlige Losungen (n = 3)

Wenn a, b ganzzahlig sind, liegt es nahe, auch nach ganzzahli-
gen Losungen fir die Gleichungen (1) (1)’ des Satzes 2 zu fragen.
Wir beschriinken uns hier auf den einer trinomischen kubischen
Gleichung entspringenden Sonderfall 7 = 3,/ = 2 der Gleichung
(15) in der Form

(23) 4A% =27 B*+ C*

wo man bei vorgeschriebenem A4 aufgrund der Lehre von den
(positiv definiten) quadratischen Formen bezw. der Theorie des
imaginir-quadratischen Zahlkérpers K (¢) alle Losungen finden

kann (s D= l—‘;ﬂ) Ein rationaler Algorithmus, der ohne son-

stige Hilfsmittel im Prinzip zu jedem 4 alle etwa vorhandenen
Losungen ergibt, ist z. B.in dem Patz-Arwinschen Ketten-
bruchverfahren verfiigbar (vgl. [9] insb. (6.1) (6.2) und Satz 1).
Doch diirfte es im allgemeinen glinstiger sein, die Tatsache aus-
zuniitzen, daB Z(e) Hauptidealring ist. Bedeutet M die Bildung
der Norm in Q(g), so besagt Gleichung (23)

4% = m(£—1V3 - 33) = RK —3B6) = NREB— k),

2 2
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C—;3B & Z,dajanach (23) B = C (2) (Vgl. hier-

zu Perron [7] (2)ff.). Andererseits ist nach (21)’ fiir jede Losung
A= N —ev'), «',v' € Q, woraus sofort folgt, daB auch
A= NTy—eVy), wo Uy, Vo & Z. Zu gegebenem A dieser
Form findet man dann (nach einem z. B. bei der Quadratsum-
mendarstellung natiirlicher Zahlen geliufigen) Verfahren alle
B, C folgendermaBen: Das System & der Primfaktoren z in Z(w)
(mit Vielfachheiten) fiir 43 ist durch dasjenige fiir 4 (je bis auf
eine Einheit) vollstindig bestimmt. Man treffe eine bestimmte
Wahl, so dall 43 = Ie'[G 7 und teile & auf alle moglichen Arten

wo jetzt K =

in zwei Systeme P, P auf, wobei P genau die konjugierten
Primfaktoren zu denen von 9P enthalten soll (in dem Paar 9, P
wird die Reihenfolge nicht beriicksichtigt). Dann ist fiir jede
Loésung B,C die Zahl 38— &K fur passendes P assoziiert zu

Ie'Imw = : U—¢V.* Es ist dann, entsprechend der Multiplika-

tion mit den Einheiten 1,¢,62, zu priifen, ob in einer Zeile
(U*, V'*) des Schemas

uv
(24) V,—U—V
—U—-V,U

eine durch 3 teilbare Zahl U* auftritt. Jedesmal hat man dann
mit

B =%,K: =V* C:—=3B42K=0U%1L 20+
eine Lésung, wenn nur C nicht verschwindet. Dieser Ausnahme-
fall erscheint offenbar genau dann, wenn

(25) A = 3A% mit 4; € Z. Damit sind, abgesehen von Vor-
zeichenumkehr bei 2, C oder beiden, alle Méglichkeiten erschdpft.

1 Die komplexe Primzahl = soll genau so oft als Faktor im Produkt auf-
treten, wie cs die Vielfachheit in & bezw. §, d. h. also in dem betreffenden
Hauptdivisor angibt.

9 Minchen Ak. Sb. 1974
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Die wegen
— & (U*— V%) = V* —gU* dem Ubergang von ¥ zu Pent-
sprechende Vertauschung von U * mit /* gibt nichts neues, da I7'*
schon in der ersten Spalte von (24) vorkommt, nur daf3 anstelle von
C=V*420*%jetzt ' = V* —2(U* + I'*) = — C entsteht
womit die oben bereits festgesetzte Nichtberiicksichtigung von 9
neben P gerechtfertigt ist.

Jeder Darstellung 4 = N(U, — V) mitné_laon =U,—el,

entspricht durch Potenzieren insbesondere eine Darstellung
A3 =N C}:IQ 73 = N(Uy—e V)3, in der

U—eV=_Uyg—eVp3 V=3UaV s+ Vy),sodaB manmit
B = V|3 sicher zu einer Lsung gelangt, wenn nur

(26) — C=Uyg—Vy @Uy+ Vo) (2Vy4 Uy + o wird.
C = o tritt nur unter der Bedingung (235) auf, andernfalls hat das
entstehende Polynom f(x) =(x — U (x — Vo) (x + Uo+ Vy)
mit den drei verschiedenen Wurzeln Uy, V,, — Uy — V),
aus K die Identitdt als Gruppe.

Wir wollen jetzt fir einige Sonderfille die Rechnungen
durchfithren; die Ergebnisse liefern uns zugleich Belege fiir
grundsitzliche Feststellungen beziiglich der Bestimmung aller
ganzzahligen Losungen. Zunichst fihren wir die Bezeichnung
einm,: =1 —ne(n = 1,2,...). «, braucht nicht Primzahl zu
sein, z. B.ist @y ~ 7 &y, 7ty ~ 7,7y, dagegen ist 7, prim fiir
n=1,2,3,5,6.

Jetzt geben wir uns mit 5§y = e —¢eb,0,0 E Z, N() =: N Fo0
die Zahl A = 3V vor und bestimmen alle jene ganzzahligen
Loésungen, die aus der Darstellung A3 = R(U — e V) mit

7 U—eV =an® bezw. al9°7, 7 entspringen.

Wenn 5 Primzahl ist, kommen so alle Lésungen zustande, denn

wegen 1/— 3 ~ 7y ~ @4 brauchen nur die in (27) angegebenen
Primpotenzprodukte in Betracht gezogen zu werden (die acht
Moglichkeiten fir 9, die in der Tafel S. 131 fur ein anderes Paar
von Primfaktoren berlcksichtigt sind, reduzieren sich aus dem
angegebenen Grund hier auf zwei).

Bei der ersten Annahme (27) wird nun jede Zeile des Schemas
(24) durch 3 teilbar, so daB wir schreiben kénnen
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%=—a3—|—53——3a62—-6426=
= (b—a)N —3ab(za + &) oder
28) B— -3K= 2a®— 263 —3ab% + 3a%b =
= (a—06)(a + 26)(2a + b) oder
—”;“V=—as+bs+6aé2+ 30 =
= (b—a)N + 3abla -+ 25)

und entsprechend flir das jeweils zugehorige C

3(6—a)N + gab?
:3£ — |l —gab@a 5
3(@ — &N + 9a?b.
Ferner gibt die zweite Annahme (27)
U—eV=2A(a—b—e(a+ 26))
das Schema
a—b,a+ 26,3(a + )
gy (UXV*C)=A4d-{a+ 26— (2a-}+08),—3a]
—(2a 4+ &),a — b,— 36.
Fille mit € = o sind dabei stets wegzulassen.
Fir e = 1,6 = »# > o seien die SchluBformeln nochmals ange-
geben. Die nach der Bemerkung bei (26) zu reduziblen Gleichun-

gen fithrenden Fille sind hier und weiter unten mit einem Stern
gekennzeichnet.

(28) | — 1)N — 322(2 + 2) 3(n— 1)N + gn?
B={—mn—1)2n+1)(n--2)% _36= —on(n + 1)
(n— )N 4 3n(2n 4 1) —3n—1)N +on

—(n—1),9( + 1)
(29) B, C=N-{2n-+1,—9

—(n 4+ 2), —9n.
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Fir die Bedeutung der zugehorigen zyklischen Gleichungen in
der Zahlentheorie des Korpers Z (¢) sei etwa auf Fueter R,
Synthetische Zahlentheorie, De Gruyter 1925, Satz 18, S. 248ff,
hingewiesen; dortige Beispiele: @ = 2, § = 3,V = 19;

a=1,1n=23,5
N =17,13,31.

Da wir hier fiir U — &V nur Ansdtze der Form (27), also je-
denfalls vom Typ (3 oder (2Z(¢ € Z [¢]) in Betracht gezogen
haben, missen die Endformeln auch aus den Perronschen
Typen [7] fiir die ganzzahligen Werte # =a— 6,0 = a - 24
der dortigen (rationalen) Parameter hervorgehen (an geeigneter
Stelle). Entsprechendes gilt jedoch nicht allgemein. Viel-
mehr hat man etwa im Beispiel 4 = 91 = N(w,7y) der folgenden
Tafel acht wesentlich verschiedene Wahlen zur Festlegung von 9
bezw. U — e I zu betrachten, und in der Hilfte dieser Fille, nim-
lich in Zeile 3),4),5),6), ist eine ganzzahlige Darstellung mittels
der Perronschen Parameterformeln! tatsichlich unméglich, da
eine solche offenbar wegen m, ~ 7,73 ~ @; der betreffenden
Primzahlzerlegung von U — ¢ I widersprechen wiirde.

Auf der folgenden Seite geben wir eine

Tafel aller ganzzahligen Losungen der Gleichung

443 —27B%=(C?
fir 4 = 7,13,01.

Ty =1——28T3 = 1 —— 3&MgMy = — § — 11&,7y73 ~ 1 — Q&.

Fir A = 3,9, 21, 39, 93 ist auf (28)’, (29)’ mit

7 =10,1, 2, 3, § zuverweisen,

1 die ja alle auf solchen Zerlegungen fuBen
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w5 6, 2o *
7 0 =
ﬂz 9 = 777:2 77 7
n 12; 4o *
3 )
13 N
75y iy == 13704 1g;. ' B¢
1) mg 330, 272 *
2) mm 90, 1672 *
2 = 3
3) gme him, = Y, % 41, 127
) T, ML = 77T, N 1
01 4 42753732—7 9 /lg 9, 97
E oS e vty = 1% 785 W 5, 131
. 13-
| 6) A maAE = 13757, BE, 31
7) LT Ty Ty = Q17,7 2, 16
s 20— . __ = L
| 8) WA T, Ty = 917, 7Ty 3, 11

Bemerkung. Von den mit Stern bezeichneten Fillen abgesehen,
sind die zugehorigen Gleichungen % — Ax + B = o alle unzer-
legbar, also zyklisch (Satz von Eisenstein).

Auch das Verfahren (27) ist zur Behandlung von 4 = 3NV
unzureichend, wenn 7 keine Primzahl ist. Sei z. B. 4 = 273 =
= N(mymymy). Mit 5: = w7y entstehen aus (28), (29), je drei
Losungen, ebenso mit %' : = 7m,7; ~ 7y aus (28)’, (29)" (# = 9).

Nun kann aber fiir U — eV auch gesetzt werden a8 H, wenn
H einer der Werte unter 3),4),5),6) in der zweiten Spalte der
Tafel ist, beispielsweise der erste. Er liefert vermoge

e2(U—eV)=21(127—121¢) noch die Lsungen

127 369
[Bl=17+1121, [C]|=121"- {375, 4=273,
248 6

die wieder nicht aus einem Ansatz vom Typ &3 oder {2 mit einem
{ =2 -—¢v bei u,0 & Z entspringen kénnen.
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Nachtrag (8. 7. 1974). Nach Einreichung der vorstehenden
Note habe ich noch kennen gelernt: Nagell, T., Sur quelques
catégories d’équations diophantiennes résolubles par des identités,
Acta Arithmetica 9 (1964), 227—235, eine Arbeit, die sich teilweise
mit §1 und §2 beriihrt. Aus 7/heorem 5.6. (a.a.0. S. 232/233)
kann man nach einer dort allgemein méglichen (und erwiinsch-
ten) Verschirfung (Ersetzung des Produktes MN durch das
kleinste gemeinsame Vielfache M : (M, N)) unseren Zusatz zu
Satz 1 erhalten (N = 2, M = [, P = »). Ein Gegenstiick zu unse-
rem (entscheidenden) Satz 2 wird jedoch dort nicht gegeben. Fer-
ner entsprechen 7/eorem 1.2, zusammen mit der Bemerkung
(S. 230/232) dem Sonderfall / = 4 1(%) unseres Ergebnisses
§20@F = 4+ 1,0'= L mbeil=mbk +1).
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