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§ 1. Das Kaleidoskop Ceva’scher Sitze

In der vorausgehenden Arbeit gleichen Titels [5] wurde u. a.
gezeigt, wie der Pascal’sche Satz der Euklidischen Geometrie in
der hyperbolischen sich zu einem ganzen Kaleidoskop verschie-
dener Sitze ausweitet. Ein noch umfangreicheres Kaleidoskop
liefern, wie jetzt gezeigt werden soll, die Sitze von Ceva und Me-
nelaos. Der Ceva-Satz lautet im einfachsten bereits in [2] § 32 be-
wiesenen Fall so:

Wenn drei Eckiransversalen eines Dreiecks ABC durch einen
Punkt P gehen und wenn sie die gegeniiberlicgenden Seiten in den
Punkten Ay, By, Cy schneiden (Fig. 1), dann ist

I sinh (B A4,) sinh (C B,) sinh (A Cy)
@ sinh (CA,) ~ sinh (AB,)  sinh (BC))

Das Vorzeichen macht keine Schwierigkeit, da entweder alle
drei Briiche negativ sind (wenn ndmlich 7 im Innern des Drei-
ecks A BC liegt) oder nur einer (wenn 2 im AuBlern liegt). Und fiir
Manchen Ak. Sb. 1966
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Fig. 1

die Absolutwerte braucht man nur den Sinussatz. Nach diesem,
angewandt auf die Dreiecke BPA4, und CPA,, ist

sinh (£.A,) sin (B PA,) sinh (C'A,) sin (CPA,)

sinh (BP)  ~ sin(BA,P) sinh (CP)  — sin(CA,P) °

woraus durch Division folgt:

sinh (B4,) sinh (BP)  sin(BPA,) sin(CAP)

(L1) Gm(cAy = amb (CP) " sn(CPA,) " sn(BALP)
sinh (5 P) sin (BPA)

= TSmh(CP)  sin(cPa) !

Durch zyklische Vertauschung ergibt sich

sinh (CB) _ _sinh(CP)  sin(CPB)
(42) TRz = Sah(42) " Sm(dPE)

sinh(AC))  sinh (4 P) sin (4 PC)
(1-3) oW (BC) = soh(BP) " sn(BPC)

und durch Multiplikation der drei Formeln erhilt man sofort das
Resultat (I).

Jetzt kommen wir zum Kaleidoskop. Zuerst behandeln wir den
Fall, daf3 einer der drei Schnittpunkte, etwa 4,, ein Znde ist,
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wihrend B, und €| noch gewdhnliche Punkte sein sollen. Dazu
verschieben wir den Punkt 7 ein wenig nach 2’ derart, daB die
Schnittpunkte Ay, By, C, drei gewdhnliche Punkte sind. Nach
(I) ist dann

sinh (BA})  sinh (CB;)  sinh (4C)
sinh (CA)) ~ sinh(AZ,)  sinh(BC)

Nun lassen wir 2’ gegen 2 wandern, wobei B; und C] gegen B,
und C; wandern, wihrend 4; dem Ende A4, zustrebt. Dabei ist

iy SRR BAD o sinh (BC + Cd)
MGh@c4y — "™ " <inh (C4)
= lim [sinh (BC) coth (CA}) + cosh (BC)] =
= 4 sinh (BC) 4+ cosh (BC) = exp (4 BC),

wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem das Ende
A, in der Richtung von 2B nach € oder von € nach B gemeint ist.
Die Formel (1) ist also jetzt so zu modifizieren, daff der erste
Bruch durch exp ( + BC) ersetzt wird.

Wenn auch der dritte Schnittpunkt € ein Ende ist, so muB} ent-
sprechend der dritte Bruch durch exp (4 4 B) ersetzt werden.
Jetzt kann man versucht sein zu sagen, dal, falls auch By ein
Ende ist, der zweite Bruch durch exp (£ C4) zu ersetzen ist.
Aber dann wire die linke Seite von (I) positiv, die rechte negativ,
woraus zu schlieBen ist, dafy dieser Fall gar nicht eintreten kann,
was auch anschaulich ohne weiteres klar ist (Anordnungsaxiome).

Wir kommen jetzt zum Fall, daB einer der drei Schnittpunkte,
etwa A, ein Uberpunkt ist, also das gemeinsame Lot der Seite BC
und der Transversalen PA4. Den Schnittpunkt dieses Lotes mit
BC nennen wir jetzt 4, den mit 24 nennen wir 4, (Fig.2). Dann
gelten wieder die Formeln (1.2) und (1.3), wihrend (1.1) gedn-
dert werden muB. Aus den Vierecken PBA; A, und PCA, A, folgt
nach dem Hilfssatz in [7], § 7, Formel (I)

sinh (4,4,)  sin(BPA,) sinh (A, 4,) sin (CPAy)

sinh (BP) ~ cosh (BA,) ' sinh (CP)  cosh (CAy
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Fig. 2
Daraus durch Division
cosh (84,)  sinh (BP) sin(BPA,)  sinh(BP) sin(B1A)
cosh (CA,) ~  sinh (CP) ~ sin(CPA,)  sinh(CP) sin(CPAY "

Diese Formel tritt also jetzt an Stelle von (1.1), wihrend sich an
(1.2) und (1. 3) nichts dndert. Durch Multiplikation kommt dann
ein Resultat, das sich von (1) nur dadurch unterscheidet, daff im
ersten Bruch die sinh durch cosh ersetzst sind und daff A, den
Schnittpunkt des gemeinsamen Lotes von B C und PA mit BC be-
deutet.

Wenn auBer 4, auch noch C; ein Uberpunkt ist, so sind auch
im dritten Bruch von (I) die sinh durch cosh zu ersetzen und €
bedeutet dann den Schnittpunkt des gemeinsamen Lotes von 48
und PC mit 4B; ist C; dagegen ein Ende, dann ist der dritte
Bruch nach der Uberlegung von vorhin durch exp (4 A B) zu er-
setzen. Der Schnittpunkt B, kann jetzt nicht auch noch ein Ende
oder Uberpunkt sein, so daB wir bereits alle Moglichkeiten er-
schépft haben.

Aber das Kaleidoskop geht trotzdem noch weiter, weil auch
der Punkt P selbst cin Ende oder Uberpunkt sein kann. Wenn 2
ein Ende ist, so nehmen wir auf dem Strahl 4 P einen Punkt 7/,
wobei die Transversalen 4P (=A2P), BP', CP' dic Dreicck-
seiten in A;, By, C; schneiden, und es gilt die Formel (I) mit den
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besprochenen Modifikationen, wenn unter den Punkten Aj,
B;, C; auch Enden oder Uberpunkte sind. Lassen wir nun 7’
auf seinem Strahl 4 7 gegen das Ende £ wandern, so bleiben die
Formeln véllig ungeindert, weil ja 2’ gar nicht darin vorkommt:
die darin vorkommenden Ay, By, C| gehen aber in A4y, B, C}
tiber.

Wieder anders wird es aber, wenn die drei Transversalen sich
in cinem Uberpunkt schneiden, also ein gemeinsames Lot A4 B, C,
haben. Wir behandeln dann zuerst den Fall, dal3 4,, B,, €, drei
gewohnliche Punkte sind (Fig. 3). Aus den Vierecken BA; A, B,
und C A, A4, folgt dann nach dem bereits oben benutzten Hilfs-
satz aus [7] § 7, Formel (I)

sinh (£,A4,) sin (BA, A,) sinh (CyA,) sin (CA,A4,)

sinh (8A,) ~ cosh (BB,) '’ sinh (CA4,) ~ cosh (CCy)

Hier sind rechts die Winkel in den Zihlern dieselben oder Supple-
mentwinkel, die Sinus also einander gleich. Daher folgt durch
Division

(1.4) sinh (BA4,)  sinh (B, 4,) cosh (B By)

sinh (C4;) ~ “sinh (CoA4,) ~ cosh (CCy)

Durch zyklische Vertauschung ergibt sich ebenso

(1 ) sinh (C4,) _ sinh (Cy By) cosh (CCy)
5 Sinh (AB,)  sinh (4,8, cosh (AAy)
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(1.6 sinh (4G) ~ sinh (A3C6;)  cosh (A4 A,)
1.6) sinh (BCy) — sinh (B,C;) ~ cosh (BB,)

Durch Multiplikation der drei Formeln erhdlt man, wenn man
nachtridglich auch auf das Vorzeichen achtet, wieder genau die
Formel (D).

Den Fall, da3 etwa A, cin Ende ist, gewinnen wir wieder durch
Grenzprozef3. Die Formeln (1.5) und (1.6) gelten unveriindert,
wihrend die linke Seite von (1.4) wie oben in exp (4= B () uber-
geht. Also ist auch im Resultat (I) der erste Bruch wieder durch
exp (4 BC) zu ersetzen. Wenn etwa (] ebenfalls ein Ende ist,
so ist der dritte Bruch durch exp (4- A4 B) zu ersetzen, und 73,
kann dann nur noch cin gewoéhnlicher Punkt sein.

Anders wird die Sache wieder, wenn 4, etwa ein Uberpunkt
ist, also das gemeinsame Lot 4,4, von BC und A;4 (Fig. 4).
Die Formeln (1.5) und (1.6) gelten dann weiter, aber an Stelle von
(1.4) tritt eine andere. Aus den Flnfecken A,8,8 A4, A4, und
A3C;CA4;4, mit vier rechten Winkeln liest man nach dem
Hilfssatz in [7], § 5 ab:

sin (B3 B Ay) cosh (BAy) = sinh (AyA4,) sinh (4, B,),
sin (C3C Ay) cosh (CA,) = sinh (Ay,A4,) sinh (A4,C),

woraus durch Division folgt:

cosh (B4,) __ sinh (A3 8;) . sin (CaCA4;)  sinh (4,8;)  sin (C,CB)
cosh (CA,) ~ sinh (A,Cy) ~ sin (ByBAy)  sinh (4,Cy)  sin(B,BC) °
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Nun ist aber im Viereck B3B8 C Cy nach dem Hilfssatz aus [7] § 7,
Formel (I)

sinh (8,C;) __ _sin (G,CB) __ sin(B,B0)
sinh (BC) = cosh (BA,) und auch = cosh (CC,) !
daher ist
sin ((3CE)  cosh (BB;)
sin (B, 5C) ~ cosh (CCy)
so daf} die vorige Formel iibergeht in
cosh (BA,) _ sinh (435y) __cosh (BB5)
cosh (CA;) ~  sinh(4,C,) cosh (CCy) -~

Diese Formel tritt also jetzt an Stelle von (1.4), und durch Multi-
plikation mit (1.5) und (1.6) ergibt sich die Formel (I) wieder mit
der Abinderung, dafl im ersten Bruch die sinh durch cosh ersetzt
sind und daB3 A4; den Schnittpunkt des gemeinsamen Lotes von
BC und A A; mit BC bedeutet. Wenn auch noch C; ein Uber-
punkt ist, dann mul} auch der dritte Bruch in (I) entsprechend
modifiziert werden, und wenn C; ein Ende ist, muB3 er durch
exp (4 A B) ersetzt werden. B, kann dann nur noch ein gewdhn-
licher Punkt sein, so daf3 also genau dieselben Formeln gelten wie
wenn P ein gewdhnlicher Punkt wire.

§ 2. Das Kaleidoskop Menelaos’scher Sitze

Der hyperbolische Meneclaos-Satz lautet im einfachsten bereits
in [2] § 32 behandelten Fall so:

Wenn die drei Seiten eines Dreiecks A B C von einer Geraden g
in drei gewdhnlichen Punkten Ay, By, Cy geschnitten werden,
dann ist (Fig.5)

(11 sinh (B A,) sinh (CA,) sinh (4C))
sinh (C4,) ~ sinh(4B,)  smh(BC,) . I

Das Vorzeichen ist wieder klar (Anordnungsaxiome). Aus dem
Dreieck B4, liest man nach dem Sinussatz ab:

(2.1) sinh (B A4,) sin ()

sinh (BC,) =~ sindA, ’
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A

Fig. 5

und durch zyklische Vertauschung ergibt sich auch

2.2) sinh (CBy) _ sinA sinh(4Cy) _ sinfy
(= sinh (CA,) ~  sin B, ’ sinh (4 B,) ~  sin(,

Durch Multiplikation der drei Formeln kommt sofort die Be-
hauptung (IT).

Jetzt kommen wir zum Kaleidoskop. Der Fall, dal} etwa der
Punkt A, ein Ende ist, wird durch Grenziibergang erledigt.
Dabei geht der erste Bruck in ([1) wie im vorigen Paragraphen
iiber in exp (4 BC), wihrend die andern Briiche bleiben. Wenn
auch noch Cy ein Fnde ist, geht der dritte Bruch entsprechend
tiber in exp (4 A B). Dal} der letzte Schnittpunkt B, dann auch
noch ein Ende sein kénnte, ist natiirlich ausgeschlossen, da die
Gerade g doch nur zwei Enden hat.

Wenn einer der drei Punkte, etwa A, ein Uberpzm/ct ist, also
durch das gemeinsame Lot A;A4, von BC und g reprisentiert
wird (Fig. 6), dann gilt zunichst die zweite Formel (2.2). Weiter
aber folgt jetzt aus den Vierecken BC, A, 4, und CB, A, A,
nach dem Hilfssatz aus [7] § 7, Formel (I)

sinh (A, 4,) sin C) sinh (4,4,) sin A,

(23) @R @C) = eoh(BAY ' smh(CBy — cosh (CAD

und hieraus durch Division:

sinC; _ cosh (B4, sinh (C5y)
sin B,  cosh (CA,) ~ sinh (£Cy) °
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A

Fig. 6

Durch Vergleich mit der noch giiltigen zweiten Formel (2.2)
kommt

cosh (BA4y)  sinh (CBy) Sinl1ﬁC1)

cosh (CA,) "~ “sinh (A4 8,) ~ sinh (BC)

Los sind also im ersten Bruch der Formel (11) einfack die sink
durch cosh zu ersetzen. Wenn jetzt vielleicht By ein Ende ist, so
mul} nur noch der zweite Bruch durch Grenziibergang durch
exp (£ C'A)ersetzt werden, und wenn € auch noch ein Ende ist,
der letzte Bruch durch exp (4 4 B).

Wir kommen jetzt zum Fall, dal} auBler A4; auch noch 5, ein
Uberpunkt ist, also durch das gemeinsame Lot By B, von AC
und g reprisentiert wird. Der Leser kann dann leicht die Fig. 6
entsprechend abindern. Dabei bleibt das Viereck By .4,A4; und
damit die erste Formel (2.3) erhalten. Ferner folgt aus dem Vier-
eck AC, B, B, wieder nach dem Hilfssatz aus [7] § 7, Formel (I)

sinh (£ 5,) sin €}
sinh (A4 () cosh (A By)

und nach Division durch die noch giiltige erste Formel (2.3):

(2.4) sinh (2} B,) cosh (5A,) sinh (A4 Cy)

sinh (A, 4,)  cosh (A4 5,)  sinh(5Cp) °

Nun haben wir noch das Funfeck € 4, 4,8, B, mit vier rechten
Winkeln, aus dem nach dem Hilfssatz in [7] § 5 folgt:

sin €'+ cosh (€ A4;) = sinh (A4, B,) sinh (B, B,),
sin €'« cosh (€ B;) == sinh (ByA,) sinh (A, A,),

10 Miinchen Ak, Sb, 1466
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und hieraus durch Division:

cosh (CA4,)  sinh (B, 8,)
(2:5) coh (CByY — simb (A, 4

Durch Vergleich mit (2.4) und leichte Umstellung ergibt sich
hieraus:

cosh (B A,) cosh (CF5,) sinh (4 C})
cosh (CA,) cosh (A B,) sinh (£ ()

Es sind also diesmal in den ersten beiden Briichen der Formel
(17) die sinkh durch cosh zu ersetzen. Wenn jetzt Cy vielleicht ein
Ende ist, mufl der letzte Bruch noch durch exp { &+ A B) ersetzt
werden.

SchlieBlich gibt es auch noch den Fall, def A,, By, () alle
drei Uberpunkte sind, also durch gewisse Lote A, A,, B, B,,
C; C, reprisentiert werden. Der Leser kann dann leicht die Fig. 6
wieder entsprechend abindern, wobei die Gerade g freilich stark
gebogen gezeichnet werden mufl. Die Rechnung ist diesmal be-
sonders einfach. Aus dem Flnfeck C A4, 4,8, 5, folgt wie vor-
hin die Formel (2.5) und aus ihr durch zyklische Vertauschung

cosh (4 5,) __ sinh (C,Cy) cosh (BCy) sinh (A4,4,)

cosh (A C;) ~ “sinh (B,8y) ° cosh (BA) ~ sinh (GG

Durch Multiplikation der drei Formeln, Ubergang zum rezipro-
ken Wert und leichte Umstellung folgt dann

cosh (B A4,) cosh (CBy) _c_osh (ACY)
cosh (CA,) cosh (A4 By) cosh (BCY)

= 1.

Es sind also diesmal alle sink durch cosh zu ersetzen.

§ 3. Die Mitteltransversalen im Dreieck

Die Mitteltransversalen schneiden sich in ednem Punkt (Um-
kehrung des Ceva'schen Satzes), den wir Schwerpunkt nennen
wollen. Er ist aber, nebenbei bemerkt, nur der Schwerpunkt der
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drei gleich schweren Ecken und nicht auch wie in der Euklidi-
schen Geometrie der Schwerpunkt der homogenen Dreiecks-
Adche. Fir diese Transversalen gelten in der Euklidischen Geo-
metrie besonders einfache metrische Relationen, die in der hyper-
bolischen verlorengehen. Immerhin ist bemerkenswert, was an
ihre Stelle tritt.

Wie iiblich, seien a, 4, ¢ die Seiten und «, 8, v die Winkel des
Dreiecks A BC (Fig. 7); S sei der Schwerpunkt. Die Mitteltrans-
versale 4 A; bezeichnen wir mit #z;, ihren gréBeren Abschnitt
A S mit my, ihren kleineren S A4 mit s, . Nach dem ersten Co-
sinussatz ist

cosh ¢ = cosh @ cosh 4 — sinh a sinh 4 cos y,

a . a .
cosh 2y = cosh — cosh 6 — sinh — sinh 4 cos y.

Fig. 7

Setzt man den Wert von cos y aus der ersten Gleichung in die
zweite ein, so bckommt man nach leichter Rechnung:

hd h
(3-1) cosh my = R C:3—£ .
2 cosh

Hieraus folgt weiter

sinh? 4 4- sinh? ¢ 4 2(cosh & cosh ¢ — cosh a)

(3.2) sinh?wmy =
4 cosh? (—:—)

y

10:%
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und da die Klammer im Zihler gleich sinh & sinh ¢ cos o ist:

sinh® 4 4- sinh2 ¢ + 2 sinh 4 sinh ¢ cos «

.3) sinh?m,; =
(3-3) 1 2 cooh? (%)

Aus Fig. 7 liest man weiter nach dem Sinussatz ab:

. , . . . .
sinh 772, sin u sinh 772, sin A
= ’ == == ’
sinh & sin (A8 By) sinh < sin (BSA,)
sin p sinh @
z — )
sin Z sinh %

und da die Winkel 4.5 B, und B S A, Scheitelwinkel sind,

. ‘ : b . b . !
sinh 772, sinh 5 sinp sinh + sinha

: " . : : b
sinh 772, sinh = sin A sinh % sinh —
also schlieBlich:

sinh 72, B
(3-4) Sard 2 cosh —.

Durch den H Z-Prozel3 (vgl. [4], S. 160) ergibt sich hieraus die
Formel der Euklidischen Geometrie: 2y = 2 m; .

Aus (3.4) folgt, da wey == m1, — m) ist,

. 1 a
sinh 72, coth ;" = cosh m; + 2 cosh —

Quadriert man und subtrahiert noch sinh? 22, so kommt:

sinh? 72 . "
—————— = sinh? m; (coth? m, — 1)
sinh? 72

a\2 .
(COSh w1y -+ 2 cosh —;—) — sinh?

= 1 -+ 4 cosh? (a) -+ 4 cosh cosh%

= 3 4 2 cosh a + 4 cosh mz; cosh —:Z~.

Wenn man jetzt fur cosh »2; den Wert aus (3.1) einsetzt, kommt:

ke
(3-5) —%}ﬁ‘,— = 3 + 2cosh a -+ 2cosh 6 -+ 2cosh c.
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Diese Formel zeigt, da der Quotient sinh 7, [sinh #2; fiir alle
drei Mitteltransversalen derselbe ist.

Wir wollen jetzt auch gleich die W-(= Weierstraf3-)Koordina-
ten (vgl. [1] § 21 oder [6] § 2 oder [7] S. 172 oder [8] § 1) des
Schwerpunktes S dreier Punkte 1, 2, 3 angeben, wenn der Punkt i
diec W-Koordinaten X, ¥;, P, hat. Zunichst brauchen wir den
Mittelpunkt der Strecke 12, die Gleichung der Verbindungs-
geraden 12 ist

X Y P
X, ¥V, Pi|=o,
Xy Yo Py

also muf}

(36) X =0X,+0X,, V=pV,+0V, P=pP,+0hP,

sein, wobel wegen P2 — X2 — V2% =1

2

(3-7) 0% - 6% 4 200 cosh (12) =1

ist. Jedem reellen Wertepaar o, o, das der Gleichung (3.7) geniigt
und fiir das ¢ P; 4+ o Py > o ist, entspricht vermdége (3.6) ein
Punkt der Geraden 712, und umgekehrt. Diese Zuordnung
,Punkt <= (g, 6)' ist offenbar stetig. Fur ¢ == o ist p = 1 (nicht
— 1, weil 2 > o sein muB). Das liefert den Punkt 1. Fir den
Punkt 2 ist dagegen p = 0, ¢ = 1. Daher ist ¢ im Innern der
Strecke 12 nirgends o, am Ende aber positiv, und deshalb wegen
der Stetigkeit im ganzen Innern positiv. Ebenso ist auch ¢ im
ganzen Innern der Strecke 12 positiv.

Insbesondere im Mittelpunkt der Strecke 12 sind g und ¢ posi-
tiv. Der Mittelpunkt ist von 1 und 2 gleichweit entfernt, also ist
in thm

PIP—XX— VYV =P,P—-X, X— Y,V

oder also

(Ly = Py) (0P + 0Py — (X —Xp) (X -+ 06Xy —
— (Y1 =Yy (V1 + 0¥y =0
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und nach Ausmultiplizieren:
o [1 —cosh(12)] + o[cosh(12) — 1] = o.

Daher ist p = o und aus (3.7) folgt dann

0% (2 4 2cosh (12)] = 1, also p = ___l_ﬁ__
2 cosh (—2—)
Der Mittelpunkt der Strecke 12 hat also die #W-Koordinaten

X+ X, Vit Y, PP
2 cosh (—123) d 2 cosh 323 : 2 cosh (%) ’

Die Verbindungsgerade des Punktes 3 mit der Mitte von 12 hat
daher die Gleichung

X Y P
X3 Y3 P3 == O.
A’l+X2 Y1+Y2 P1+P2

Ebenso hat die Verbindungsgerade des Punktes 1 mit der Mitte
von 23 die Gleichung

X vV £
X]. Y]_ Pl = 0.
Xy X, VoV, Pyt P,

Der Schnittpunkt der beiden ist der gesuchte Schwerpunkt S. Die
Auflosung ist offenbar

(38) X=X, +X,+X,;, AV=V,+ ¥,+ T,
AP =P, + P, + P,

wobei sich der Faktor 4 aus der Gleichung P%?— X2 —-V? =
ergibt, also

(3.9)  A*= 3 + 2cosh(12) + 2cosh (13) + 2cosh (23).

4 ist die positive Quadratwurzel.
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§ 4. Was ist mit der Euler’schen Geraden?

In der Euklidischen Elementargeometric gibt es eine ganze
Reihe hitbscher Sitze, die aussagen, daf irgendwelche bemer-
kenswerte Punkte auf einer Geraden oder auch auf einem Kreis
liegen. Am bekanntesten ist wohl der Satz, daf} bei einem Dreieck
der Schnittpunkt S der Mitteltransversalen (Schwerpunkt), der
Hohenschnittpunkt /A und der Mittelpunkt A7 des Umkreises
auf eciner Geraden liegen (Euler’sche Gerade). Fiir ein gleich-
schenkliges Dreieck siecht man sofort, daB3 der Satz auch in der
hyperbolischen Geometrie gilt; denn da liegen alle drei Punkte
trivialerweise auf der Symmetrielinie des Dreiecks. Beim allge-
meinen Dreieck ist der Beweis aber nicht ganz einfach, und so
kann man fragen, wie das in der hyperbolischen Geometrie viel-
leicht sein mag. Die wohl kaum so prizis erwartete Antwort lau-
tet: Wenn die drei Punkte auf einer Geraden liegen, dann istdas
Dreieck gleichschenklig?

Zum Beweis betrachten wir ein Dreieck 4 B8 C mit den Seiten
a, b, ¢ und den Winkeln a, £, ¥ und fithren W-Koordinaten ein.
Die Ecke B wihlen wir als Nullpunkt, die positive x-Achse
legen wir durch € und die Ecke A4 nehmen wir dann auf der
positiven y-Seite an (Fig. 8). Die Koordinaten von B sind dann

A

by

! Wie ich nachtriiglich bemerkt habe, ist der Satz nicht neu. Er findet sich
bereits in einer Arbeit von R. Baldus (Uber Eulers Dreieckssatz in der ab-
soluten Geometrie. Sitzungsber. d. Heidelberger Akad. d. Wissenschaften,
Math.-naturw. Klasse 1929, 11. Abhandlung), der zum Beweis das Klein’sche
Modell der hyperbol. Geometrie heranzog.
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Xi=o0,Y,=0,P =1,
die von ( sind

X, =sinha, ¥, =0, Py = cosha.

Fiir die von A liest man aus Fig. 8 ab: Py = cosh (4 B) = coshe,
sodann Y; = sinh (A4A4,) = sinh¢sinf (nach [2] § 28 Formel

[11]) und analog X, = sinh (4 4,) = sinh ¢ sin (ij- — ﬁ). Also zu-
sammenfassend: }

X, =sinhccosf, VY;=sinhesinp, P, = coshc.

Nach [2] § 28 Formel (I11I) notieren wir noch

sinh ¢ cos f§
cosh¢

tanh (B A4,) = tanhc cosf§ =

b

woraus die gleich zu benutzenden Formeln folgen:

sinh ¢ cos 8

(4.1) sinh (B A4,) = —

cosh ¢
CostlBAdy) == ety

Der Schnittpunkt S der Mitteltransversalen hat nach (3.7) die
IW-Koordinaten

b

X, =Xt Xt X Nt Vet ¥y 5 BT PP
1 J) ’ 4 ; ’ 4 ;

oder also nach Einsetzen der gefundenen Werte:

sinh @ 4- sinh ¢ cos 8 sinh ¢ sin §
b y e )
A 4 F)
1 -+ cosha + cosh ¢
l b

X, =

5=

wobei es auf den (ibrigens in [3.9] angegebenen) genauen Wert
von 4 nicht ankommen wird.
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Um die W-Koordinaten des Hohenschnittpunkts A zu berech-
nen, lesen wir aus Fig. 8 nach [2] § 28, Formeln (V) und (I) sowie
der ersten der obigen Formeln (4.1) ab:

tanh (& A,) = sinh (BA,) tanp = —-Smnc c0sB__  coty

V14 sinh?c sin2g  cosha’

und wenn wir im Zihler sinh ¢ nach dem Sinussatz noch durch
sinh 4 sin y/sin § ersetzen,

tanh (H/ A)) = — Sinhi/ fiﬂofi_.,__ .
sin ff coshal/ 1+ sinh?¢ sin? 8

Daraus folgt

i inh £ 3
sinh (H 4,) = sin bcoUsﬁcos,i’

cosh (H A)) = Sinf cosha VW’

wobei U eine Quadratwurzel ist, auf deren genauen Wert es nicht
ankommen wird. Die V-Koordinaten von / sind nun in Fig. 8

Xy = cosh (HA,) sinh (BA4,), Y;=sinh(HA4,),
Py = cosh (HB) = cosh (HA4,) cosh (BA4,).

Setzt man hier die oben gefundenen Werte ein, so kommt:

A sin § cosh @ sinh ¢ cos > sinh & cos f cos ¢

A= Y=

5 U ) 5 —'__(f_—"
sin f§ cosh @ cosh ¢

Py = 7 .

Was schlieSlich die W-Koordinaten Xy, Vg, P des Mittel-
punktes A/ des Umbkrejses angeht, dessen Radius 7 sei, so ergeben
sie sich aus der Bedingung

cosh (BAM) = cosh», cosh (CA) = cosh 7,
cosh (A M) = cosh 7,

die sich in W-Koordinaten so schreibt:
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P Py— X, X¢— Y, Yy = coshr,
P, Pi— X, Xg— Y, Yy = coshr,
Py Pi— X, Xg— Y3 Yy = coshr,

oder also:
1+ Pg—o-Xg —o0* Yy = cosh 7,
cosha- Py —sinha- Xy —o0- Yy = cosh 7,

cosh ¢ - Pg— sinh ¢ cos f + Xy —sinh ¢ sin - ¥ = cosh 7.

Durch sukzessive Auflésung nach Pg, X, Vg kommt

cosha—1
P, = coshr X,—= ——— . coshr
6 : 6 sinh a @ g
- cosh ¢ — 1) sinh @ — (cosh @ — 1) sinh ¢ cos
y6:(_ ) ( ) ﬂ-coshr.

sinh @ sinh ¢ sin f

Setzt man zur Vereinfachung

(cosh @ + 1) sinh¢ sin f

coshr» = % ,
so kommt schlieBlich
sinh @ sinh ¢ sin §

XG = vV )
% (cosh ¢ — 1) (cosh = + 1) — sinh @ sinh ¢ cos

6 vV )
P — (cosha -+ 1) sinhe¢ sin

6 vV b

wobei es auf den genauen Wert von V/, der sich natiirlich aus
PE— X% — V2 =1 ergeben wiirde, nicht ankommen wird. Bei
Y, ersetzen wir noch sinh a sinh ¢ cos # nach dem ersten Cosinus-
satz ([2], § 30) durch cosh @ cosh ¢ — cosh 4 und erhalten

V. — cosh¢ — cosha — 1 + cosh &
6 = 74
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Dalfir, daB die drei Punkte S, A, M auf einer Geraden licgen,
ist jetzt notwendig und hinreichend, daB die Determinante

X, vV, P,
X, v, P,
X, Y, P,

verschwindet, oder also, dal} die Determinante

sinh a sinh ¢ sin f8 ' 1 ++ cosha
+ sinh ¢ cos f3 -+ coshe
4 - sin f cosh a sinh & sin f cosh a
N - sinh ¢ cos f - cosfi cosy - cosh ¢
sinh a cosh ¢ — cosh @ (cosha 4+ 1)
»sinhesinfp  —1 + coshé - -sinhesinf

verschwindet. Um diese zu berechnen, multiplizieren wir die
zweite Spalte mit cosha und dividieren dafiir die zweite Zeile
durch cosh 2. Sodann ziehen wir die neue zweite Zeile, noch
durch sin f# dividiert, von der ersten ab. Dadurch bekommen wir

sinh a cosh @ sinh ¢ sin 8 cosha 41
— sinh 4 cot i cosy

sinfi sinhe¢  sinhé cosff cosy coshe sinf
ccos fi '

sinha sinhe  coshe¢ cosha — cosh?a  (cosha + 1)
+sin g — cosha -+ coshé cosha -sinhesinf

cosha +

Jetzt zichen wir von der letzten Spalte die mit S ! multipli-

zierte erste ab. Dann kommen in der ersten und dritten Zeile
Nullen. In der zweiten aber kommt
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. h
sinf (coshe¢ — -C—%I%j L sinh ¢ cos 5

?S:%z—ﬁ— [cosh ¢ sinh® @ — (cosh @ + 1) sinh @ sinh ¢ cos f§]
= ::Ilf [coshe (cosh?a—1)—(cosha + 1) (cosha coshe— cosh d)]
- Slsrii_ﬁ (cosha + 1) (coshé — cosh o).

Dadurch zerfillt die Determinante 4 in zwei Faktoren 4y 4,,

wobeli

a4, = _sinf (cosha 4 1) (cosh ¢ — cosh &),

“sinh?a

cosha sinh¢sin 8

SiEh g — sinh & cot f cosy
Ay =
sinh @ sinh ¢ cosh ¢ cosh a — cosh?a
-sin f§ — cosha -+ cosh 4 cosha

ist. In der Determinante 4, zichen wir von der zweiten Spalte die

hé
———~qm i multiplizierte erste ab. In der zweiten Zeile kommt
sinh @ sin

dann mit Benutzung des ersten Cosinussatzes

coshe cosha — cosh?a - coshéb cosh @ — cosh @ — sinh ¢sinh 4 cos «
== cosh ¢ cosh @ — cosh?a -+ cosh b cosha — cosh ¢ cosh 4

== (cosh @ — cosh ¢) (cosh 6 — cosh a).

In der ersten Zeile aber kommt

cosh @ sinh ¢ sin § — sinh & cos p cosy sinh.b cos o
sin 8 sin f3
. ) hé
= cosh ¢ sinh ¢ sin § — Sl:; 7 (cos f cos y + cos o)
. i hé
= cosh ¢ sinh 4 siny — ”:1ﬂ sin f siny cosha = o,

wobei zuletzt noch der Sinussatz und der zweite Cosinussatz
([2] § 30) benutzt wurden. Also ist
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A, = sinh a (cosh @ — cosh ¢) (cosh 4 — cosh a),

und somit

A=A A, = S0P

& sinh a

(cosh a + 1) W, wobei
W = (cosh ¢ — cosh 4) (cosh a — cosh ¢) (cosh & — cosh a).

Daher verschwindet 4 und liegen also die drei Punkte S, #, M
auf einer Geraden dann und nur dann, wenn von den drei Seiten
a, b, ¢ zwei einander gleich sind, das Dreieck also gleichschenklig
ist. W.z. b.w.

Beim nicht gleichschenkligen Dreieck miissen die drei Punkte,
da sie nicht auf einer Geraden liegen, auf einer echten Kreisform
(gewdhnlicher Kreis oder Grenzkreis oder Abstandslinie) liegen.
Aus Stetigkeitsgriinden ist klar, daf3 bei einem ,,nahezu‘’ gleich-
schenkligen Dreieck auch die Kreisform ,,nahezu‘’ eine Gerade
sein muB, also eine Abstandslinie. Ob es immer so ist, vermag ich
nicht zu sagen. Ich konnte trotz eifrigen Suchens kein Dreieck
finden, bei dem es anders war, kann aber auch nicht beweisen,
dal es keines gibt.

§ 5. Uber die Kriitmmung ebener Kurven

Bekanntlich gibt es in der hyperbolischen Geometrie eine
natlirliche Lingeneinheit, die genau so nattirlich ist wie die dem
Anfinger als gekiinstelt erscheinende, in Wahrheit aber natiir-
liche Logarithmenbasis ¢. Diese natiirliche Lingeneinheit ist
allerdings nicht auf den unseren Augen oder gar unseren Astro-
nauten zuginglichen winzigen ,,unendlich kleinen® Teil der un-
endlich groBen Welt zugeschnitten. Sie reicht weit in die Sternen-
welt hinein, und wir kénnen sie nicht in Lichtjahren oder gar
Kilometern ausdriicken. Alle in dieser und meinen fritheren Ar-
beiten vorkommenden Lingen sind in dieser natirlichen Einheit
ausgedriickt. Will man statt dessen eine irdische Lingeneinheit,
etwa das Meter, einfiihren, so muB man die natiirliche Lingen-
cinheit etwa mit R bezeichnen, wobei R eine ungeheuer grofe,
uns aber unbekannte Zahl ist, und man muf} in den Formeln
statt aller Lingen a, 6, ... schreiben a/R, 6[/R, ... Wie hiBlich
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wiirden dann z. B. die Formeln des Ceva-Kaleidoskops aussehen.
Trotzdem wird das vielfach so gemacht und manchmal wird der
unschone Faktor 1/R oder sein Quadrat auch als Kriimmung be-
zeichnet. Aber das sollte man nicht tun, es ist irrefithrend. Ich
erinnere mich aus meiner Studentenzeit, wie schon Ferdinand
Lindemann in Vorlesungen davor warnte und mi3billigend aus-
rief: ,,Da reden die Philosophen von krummen Riumen.*

Man kann im Euklidischen Raum Abbilder (Modelle) der
hyperbolischen Ebene (oder wenigstens eines Teiles davon) an-
geben. Das sind gewisse Flidchen, z. B. die Pscudosphiren, und
auf ihnen gewisse Kurven als Bilder der hyperbolischen Geraden.
Diese Flichen und Kurven sind als Gebilde der Euklidischen
Geometrie gekriimmt, aber man soll die Kriimmung der Bilder
nicht als Krimmung der Originale ausgeben. Mit demselben oder
noch gréflerem Recht kénnte man auch folgendes machen. Im
hyperbolischen Raum gibt es Abbilder (Modelle) der Euklidi-
schen Ebene (sogar der vollen Ebene, nicht nur eines Teiles). Das
sind die Grenzkugeln, und auf ithnen gewisse Bilder der Eukli-
dischen Geraden; das sind die Grenzkreise. Diese Flichen und
Kurven sind als Gebilde des hyperbolischen Raumes gekriimmt,
und nun kénnte man versucht sein, diec Krimmung dicser Bilder
auch den Originalen, also den Euklidischen Ebenen und Geraden,
anzudichten. Aber so weit hat sich wohl noch niemand verstiegen.

Nunmehr wenden wir uns dem echten Krimmungsbegriff zu,
und zwar bei einer ebenen Kurve. Zunichst sei daran erinnert,
wie man cs in der Euklidischen Geometrie macht. Da berechnet
man im gegebenen Kurvenpunkt 2 mit Hilfe eines Nachbar-
punktes P;, den man auf der Kurve gegen P hinwandern 1d0¢,
die Tangente in 2 und senkrecht dazu die Normale in /. Dann
braucht man einen zweiten Nachbarpunkt P,, berechnet in die-
sem (mit Hilfe eines weiteren gegen £, wandernden Nachbar-
punktes P;) die Tangente in P, und senkrecht dazu die Normale
in P,. Dann berechnet man den Schnittpunkt der beiden Nor-
malen und [4Bt schlieBlich 2, gegen P hinwandern, um dann die
Grenzlage des Normalenschnittpunktes als Kriimmungsmittel-
punkt zu definicren. Also cine ziemlich komplizierte Sache, drei
Nachbarpunkte sind etwas reichlich; manchmal werden auch
noch Kontingenzwinkel und Bogenelement bemiiht.
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Es geht aber auch viel einfacher. Die rechtwinkligen Koordina-
ten x,, v, der Kurve seien als Funktionen eines Parameters 7 ge-
geben, die Gleichung des Kriimmungskreises sei

(x—aP+ (y—06) =,

man muB &, &, » berechnen. Da der Kriimmungskreis durch den
Kurvenpunkt x,, ¥, gehen soll, muf3

(5.1) (xg—a)P + (yo— 06 = »*

sein. Der Kreis soll aber auch durch den Nachbarpunkt x, - & x,,
Yo+ dy, gehen. Statt die entsprechende Gleichung hinzuschrei-
ben, zieht man gleich die vorige davon ab, dividiert durch Z# und
1iBt dann &# nach o wandern. Das heif3t einfach, man differen-
ziert die Gleichung (5.1) nach # und erhilt

(5.2) (xo— @) x5 + (yo—8) yo = O.

Der Kreis soll aber noch durch einen weiteren Nachbarpunkt
gehen. Man differenziert also noch einmal:

\ ’ e N2 NI
(5-3) 22 + v+ (g — @) xy + (yo—8)y, = o.

Aus (5.1), (5.2) und (5.3) sind @, 4, » zu berechnen. Aus (5.2)
folgt

(54) xO_a:__Qy(l)) yo_&z_gx(l)’

und das in (5.3) eingesetzt ergibt:
e (%030 —yo o) = x® + 9 ¢

Damit hat man p, aus (5.4) dann 2 und 4 und aus (3.1) auch ».
Nun kommen wir zur hyperbolischen Geometrie, wo die Rech-
nung noch einfacher ist. Da kann man gar nicht immer von
Kriimmungskreis, seinem Mittelpunkt und Radius reden. Viel-
mehr gibt es durch irgend drei Punkte stets genaw eine Kreis-
form, die ein gewéhnlicher Kreis oder Grenzkreis oder Abstands-
linie oder auch eine Gerade sein kann. Das gilt auch fir drei un-
endlich nahe Nachbarpunkte auf einer Kurve. Wir denken uns



140 Oskar Perron

die W-Koordinaten X, YV, P, der Kurve als Funktionen ecines
Parameters # gegeben. Die Gleichung der Krimmungskreis-
form sei

(5.5) AX +BY 4+ CP+ D = o.

Wir miussen die Koeffizienten 4, B, C, D berechnen., Da die
Kreisform durch den gegebenen Kurvenpunkt Xy, ¥, P, gehen
soll, mulB3

AXy+ BYy+ CPy+ D = o

sein. Die Kreisform soll aber auch durch einen unendlich nahen
Nachbarpunkt gehen; wir miissen also einfach nach ¢ differen-
zieren:

AXy+- BYy + CPy = o,
und noch ein Nachbarpunkt verlangt nochmals Differentiation:
AXY 4 BY) + CP) = o.

Aus den drei Gleichungen kann man das Verhiltnis 4:B:C: D
berechnen und in (5.5) einsetzen, und in Determinantenform
sieht die Kriimmungskreisform ecinfach so aus:

X Vv P
X, Y, P,
Xy Yy P,
Xy vy Py

QO O ~= M

Einfacher kann man es nicht mehr verlangen. Die Kriimmungs-
kreisform ist fur 4% 4- B* < €2 cin gewdhnlicher Kreis, dessen
Mittelpunkt und Radius man z. B. aus [3] Ziffer 102 ablesen
kann; fur A2 + B? = (C?ist es ein Grenzkreis, dessen unendlich
fernen Mittelpunkt man ebenfalls aus [3] Ziffer 102 entnehmen
kann; fir A% B* > (C? ist es cine Abstandslinie, deren etwa als
Kriimmungsachse zu bezeichnende Null-Linie und deren etwa als
Kriimmungshihe zu bezeichnender Abstand von der Null-Linie
auch wieder aus [3] Ziffer 102 zu entnehmen sind. Far D = o
fillt die Abstandslinie mit ihrer Null-Linie zusammen und ist ein-
fach die Kurventangente.
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