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Bemerkungen iiber normale Systeme
linearer partieller Differentialgleichungen. I

Von Georg Aumann in Miinchen

Vorgelegt am 8. November 1963

Die kiirzlich?® entwickelte Methode der ,,matriziellen Trennung
der Verianderlichen*' liefert in Verbindung mit dem Super-
positionsprinzip eine betrichtliche Mannigfaltigkeit von Losun-
gen der betreffenden partiellen Differentialgleichungen; ihr
wahrer Umfang oder gar allumfassender Charakter erweist sich
erst beim Studium des Anfangswertproblems. Die folgenden
Bemerkungen gehen in diese Richtung.

Zunichst wird die in ,,I‘* aufgeworfene Frage, ob sich jede
holomorphe Funktion f(z) durch ein Integral der Form [ &' dm (s)
mit einem komplexwertigen Mal . darstellen 148t, positiv be-
antwortet. Ferner wird die in ,,1' in etwas speziellerer Form
behandelte Matrix-Differentialgleichung
() Sr=SHUK +3 B &
unter der Voraussetzung betrachtet, daf3 die Matrixkoeffizienten
konstant sind, dabei A; und B; beliebig sein diirfen, dagegen
die K;und ]?J einem kommutativen Ring & angehéren. Um die
zu gewinnende Mannigfaltigkeit von Loésungen méglichst um-
fangreich zu machen, bequemen wir uns hier zu der Auffassung,
dafy die Losung der gewohnlichen Matrix-Differentialgleichung

A
=2 A.ZB,

mit konstanten Matrizen 4, und B; unproblematisch sei, ebenso
auch die Frage nach der Abhingigkeit der Integrale von den

! G, Aumann, Bemerkungen iiber normale Systeme linearer particller Dif-
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64 Georg Aumann

Koeffizienten. Bei analytischen Anfangsbedingungen fir (1)
im Sinne des Cauchy-Kowalewskischen Problems kommt man
dabei auf ein ,,matrizielles Momentenproblem, das von (1)
vollig abgetrennt formuliert ist und selbstdndiges Interesse ver-
dient. SchlieBlich kénnen wir noch durch ein Beispiel darauf
hinweisen, dal3 die matrizielle Trennung der Veridnderlichen in
einfachen Fillen auch auf Systeme mit verdnderlichen Koeffi-
zienten anwendbar ist; z. B. gehoéren die Tricomi-Gleichungen
hierher. Fir diese liefert die hier verfolgte Methode neuartige
Gesichtspunkte der Behandlung.

1. Die in der vorausgehenden Note I aufgeworfene Frage nach
der Darstellbarkeit einer jeden holomorphen Funktion durch ein
Integral der Form [ ¢ dm(s), worin m ein komplexwertiges
MaBin der komplexen s-Ebene bezeichnet, findet durch folgenden
Satz eine positive Antwort:

Ist f(2)= 3 a,2" eine in |z | < 1 regulire Potenzreihe, so
gibt es (auf vielfaltige Weise) ein komplexes Maff m, so dafl
f (&) = [ e dm(s) fiir | 2| < 1; dabei ist das Integral diber die
ganze s-Fbene zu erstrecken.

Beweis. Man betrachte die Kreise |s[ =7, n=20,1,2,...
mit Radien », > »,,; >ound > », < +oo. Wenn M eine
Teilmenge der s-Ebene mit der Eigenschaft, daf3 ihr Schnitt mit
jedem der genannten Kreise im Sinne des dazu gehérigen Bogen-

langenmaBes A meBbar ist, so nechme man als Mal} p (M) die
Summe der MaBe aller dieser Kreisschnitte:

p)= A A (st ]s| =7}

Fiir |s| = 7, werde

@ (S) o %e—in arc s 7.”—(?1 -+ 1)f(n) (O),

und sonst ¢ (s) = o gesetzt. Ein MaB der gesuchten Art ist dann
m (M) = | 9(s) d n(s).
M

Mit Verwendung der Potenzreihe fiir ¢'* verifiziert man leicht
die Giiltigkeit der behaupteten Gleichung.
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2. Bei der Behandlung der Gleichung

‘aa% = S UK B
i 7

J
9x;
hatten wir in der ersten Mitteilung angenommen, daf3 die qua-

dratischen Matrizen 2B, nicht-singuldr sind, und dasselbe auch
fiir eine Gleichung

du T Ju
(2) 57 = B u + % Bj'a; (u Vektor)

Aber gerade in wichtigen Fillen ist diese Bedingung nicht er-

fullt. Der Wellengleichung it + (Zey—zi fiir das Skalar #

oL T oxt
entspricht die Vektordifferentialgleichung

au u ou
2 a},

ist das System
ou ou ou
= Dov T Bigy T By

ebenfalls mit singuldren Koeffizientenmatrizen zugeordnet. Man

braucht aber im nachfolgenden Ansatz auf solche Singularitit
keine Riicksicht zu nehmen.

3. Zunichst eine Zwischenbemerkung.

Die gewdhnliche homogen lineare Matrixdifferentialgleichung
dz :
e I

kann ohne besondere zusitzliche Uberlegungen nach der Metho-
de von Picard behandelt werden. Um die Anfangsbedingung
Z(t,) = C* zu garantieren, setzt man Z(#) = C7,

£
Z, 1 ()=C"+[ X 4,Z()Bidsin=01,...
te ¥
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Definiert man Konvergenz mittels der Norm || 4 ||, die gleich
dem Maximum der absoluten Betrige der Elemente der Matrix 4
ist, so erhilt man die Abschitzung

1Z,s1®D—=Z,ON £ kab [ |1 Z,()—Z,—1 () | ds,

worin @ bzw. 4 eine Schranke aller || 4| bzw. || B;| bedeutet. Hier-
aus erschlieBt man nach den iblichen Methoden die Konvergenz
der Z, gegen eine Loésung und auch die Eindeutigkeit derselben.

4. Um Losungen der Gleichung (1) zu gewinnen, bezeichnen wir

mit Cy, Cy, .. .., C,(m ist die Anzahl der Variablen x;) irgend-
welche Matrizen aus & und setzen

U=Z(t)eclxl+"'+c'n"'nC0.

Wegen der Vertauschbarkeit der Exponentialfaktoren und von
Cymitden K ;und [E'J ergibt sich fiir Z das gewohnliche System

az - =

Die allgemeine Losung dieses Systems sei mit Z(¢, C*, Cy,..., C,)
bezeichnet, C* = Z (¢4, C¥*, Cy, ..., C,). Dann ergibt sich eine

allgemeinere Losung von (1) nach dem Superpositionsprinzip in
der Gestalt

(1% U=[Z@C*Cy,. .., C et F onsm Codm(0),
()

wo m ein MaB im (endlich-dimensionalen) Raum (C) der
C=(*<¢C, ... C,, C,) bedeutet.
Ein analoger Ansatz fithrt bei (2) auf die Gleichung

a7 .
S =Bz + Y BZC,
J

worin die C; Matrizen aus einem kommutativen Ring € be-
zeichnen. Nennt man die allgemeine Losung dieser Gleichung
wieder Z(¢, C*, C, ..., C,), so erhilt man in

@Y u=[Z@¢ %0, .., Cy Tt mmmedm (0),
<)
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wo m ein MaB im Raume der C = (C*,C, ..., C,, ¢) bezeichnet
(¢ ein beliebiger Vektor) Losungen von (2).

Bemerkung. In (1*) bzw. (2*) kann man Cydm (C) bzw.
¢dm (C) allgemeiner ersetzen durch & M, ein Mal3 im Raume der
(C*, Cy, ..., C,) mit Werten aus f, bzw. durch dm, ein vektor-
wertiges MaB im Raume der (C¥, (4, ..., C,).

Will man mit den obigen Formeln das Anfangswertproblem
(ty = o) 16sen, so fiithrt dies auf die Frage, ob, etwa im Falle (1),
die vorgegebene Funktion U (o, #y,..., 2,,) =V (2, ..., x,)
durch geeignete Wahl des matrixwertigen Mafles 4 (vgl. vor-
ausgehende Bemerkung) in der Gestalt

(1%%) V = J' C* Crmt ¥ Cp2m g 11

darstellbar ist.

Setzt ‘man Analytizitit von V(xy, ..., x,), etwa in der Um-
gebung der Stelle x;, = ... =z, = 0, voraus und die gleich-
miBige Konvergenz von (1*¥) in einer solchen Umgebung, so
ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen von ¥ an dieser Stelle

b1t ..k

mV * o~k ?
i _JC Ch... CmdM

ein System von Gleichungen, was man als ein ,,matrizielles Mo-
mentenproblem‘‘ bezeichnen kann.

Besondere Beachtung verdient der Umstand, daB} das Anfangs-
wertproblem im Falle (1) gemil (1**) von der Gleichung (1)
vollig abgetremnt ist, also fiir alle Gleichungen (1) formal das-
selbe ist; die Besonderheiten von (1) kommen in der Losung
Z(t, C* Cy, ..., C,)und in Konvergenzfragen zur Geltung.

5. Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daBl man auch bei
Differentialgleichungen mit verinderlichen Koeffizienten in ein-
fachen Fillen die hier verwendete Methode der matriziellen
Trennung der Verdnderlichen anwenden kann. Hierzu als Bei-
spiel die T7icomi-Gleichung

(3) #,,— X1, = O.
6 Miinchen Ak, Sb. 1963
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Mit %, = v, ,=w, u= (ZJ) und 7" = (?z) nimmt diese die
Form

' ou . 0u
(3) 'a = Ta—y— an.

Der folgende Ansatz ist auch unter der allgemeineren Voraus-

setzung durchfiihrbar, da§ 7" irgendeine nur von x abhingige
Matrix bezeichnet. Wir setzen

@ t=X@Y (e

mit einem konstanten Vektor ¢. Wihlen wir noch eme beliebige
konstante Matrix (3, so ist durch

(5) V=06V, X' =T7TXCC

Gleichung (3') erfiillt.

Verlangen wir dabei, etwa mit y, = o0, dall Y(y,) = £ und
X (xg) = Cp, wo E die Einheitsmatrix und C, irgend eine weitere
konstante Matrix bedeuten, so liefert Superposition

u=[X(x, Cp) 2 dm (G, Cy)
(€1, Cy)

ein allgemeineres Integral von (3'); darin bedeutet m ein vektor-
wertiges Mal} im Raume aller Matrizenpaare (C3, G,).

Betrachtet man das Anfangswertproblem zu (3') in der Form,
daB

u (o, J’) = Uy (J’)

vorgegeben ist, so stellt sich die Aufgabe, die Gleichung

(6) Uy (9) = [ Cye dm(Cy, Cy)

(€1, Ca)

durch geeignete Wahl des vektorwertigen MafBes m zu befrie-
digen.

Ist uy(y) analytisch in einer Umgebung von ¥ = o und dort
das Integral in (6) gleichmiBig konvergent, so gilt auch

dn u()

FO= [ Gedmc, 0,

(C1.C9)
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so dafl die Vorgabe der Ableitungen a, von u, an der Stelle
vy = o auf das ,,matrizielle Momentenproblem""

a, = J‘ C2 Cita”m (Cly CZ)) n=20,1,2,..

(€, Co)

fuhrt. Ist das Mafli m auf €y, = £ konzentriert, so verbleibt das
einfachere Momentenproblem

a,,=_[C"a’m(C), 7n=0,1,2,....
©
Darliber soll bei anderer Gelegenheit berichtet werden.
Wir kommen auf den Fall, dal3 7" die obige spezielle Form hat,

zurlick. Gleichung (35) fur X ergibt fir die zweite Spalte (‘;) =

von X7 eine Differentialgleichung zweiter Ordnung
(SI) pll — xA p

mit 4 = (C])*. Schrinken wir C; so ein, daB 4 verschiedene
charakteristische Wurzeln #, @, hat (die ibrigens reell sind, wenn
es die von () sind), so kénnen wir durch Transformation auf die
Normalform 4 = (5 ) tibergehen, und erhalten fiir das trans-
formierte p, nimlich p, die Gleichung p'' = xf—I—B Mit p = (ﬁ;)
zerfillt diese Gleichung in

Ix: 1
P =mxap, Py = X ayp.

Fiir die Beherrschung der Gleichung (3) ist also die gewdhnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung

it TRV =0
von grundsitzlicher Bedeutung.
Bei der Tricomi-Gleichung zweiter Art

(3*> Uy — YUy, =0

ist ein analoger Ansatz durchfiithrbar; jedoch erhilt man fiir die
Matrix Y (y) eine Gleichung S V' = ¥ (; mit einer Matrix
S =(1%), die fir y = o singulér ist, was eine Unterscheidung
der Fille y > o und y < o notwendig macht.

o



