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Betrachtungen iiber Flichenabbildungen.
V. Fliachenpaare mit vorgegebener Schiefe.

Von Frank Losbell in Miinchen.

Vorgelegt am 4. Juli 1947.

In der Theorie der Fliachenabbildungen im euklidischen Raum
spielt eine Reihe von Differentialinvarianten! gegeniiber der
Gruppe der gekoppelten Parametertransformationen eine Rolle,
unter denen sich eine besonders einfache befindet, nimlich die
wSchiefe'* ], eine skalare Ortsfunktion, die folgendermaBen de-
finiert ist:2 Stellen die Ortsvektoren 1t (x, v) und v (7, 7) zwei
regulire Flichenstiicke dar, die durch die Abbildungsgleichun-
gen # =u, v =wv aufeinander bezogen sind, und ist n (x, v)
einer der stetigen Einheitsvektoren der Normalen der Flache 1,
so ist

./ ‘:”’ 'U) = <¥u Do L D) I, L (1)

Besonders interessant sind die ,, geraden'* Flichenabbildungen,®
die durch das identische Verschwinden der Schiefe gekennzeich-
net sind.

Im folgenden sollen alle méglichen Flichenpaare t (#, v) —
y (2, v) aufgestellt werden, fiir die / eine gegebene Funktion von
2 und v ist. A

1. Zunichst suchen wir s der gegebenen Flicke ¥ (u,v) alle
Flichen ©(u,v), die ihr ,,gerade' entsprechen, d.h. so, daB
J =0 wird:

Jeden Vektor y kénnen wir mittels dreier skalarer Koeffizienten
%, 4, ¢ in der Form darstellen

‘,‘=5L'u+7)&'u+§§u><l)m (2>

! Vgl. Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. Abt., 1943, S. 217 ff.

% Vgl. Sitz.-Ber, d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-nat. Abt., 1944, S. 1206.

® Vgl. die in FuBnote 2 zitierte Stelle. Dic geometrische Bedeutung des Ver-
schwindens der Schiefe wird in der in Fufinote 1 angefithrten Arbeit auf
S. 234 f. erortert,
Milnchen Ak. Sb, 1847
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da die Vektoren r,, r, I, X r, linear unabhingig sind. Weil
v (2, v) ebenso wie t (#, v) stetig differenzierbar sein soll, miissen
wir fordern, dafl ¢ (#, v) stetige Ableitungen 2. O. besitze.

Nun 148t sich j =mn 1, t, - / in der Form ausdriicken

J =1 Vo Ly Yy = (&‘u 1))1» - (&v 1))u' <3>

Ist p eine Vektorfunktion, fiir die

J =0, d. h. (gu v)v = (Eu Y

ist, so muB} es bekanntlich eine stetig differenzierbare Funktion
® (u#, v) geben von der Art, daf3

. 9o oo )
Lu b = u’ &y H = 2z (4)

ist, und wir miissen umgekehrt simtliche gesuchten Vektoren y
dadurch erhalten konnen, daB wir eine willkiirliche Funktion
® (2, v) annehmen und &, 7, { in (2) so bestimmen, daB (4) erfiillt
wird; es muf3 also, wenn %, F, G die Fundamentalgréflen 1. O,
des Koordinatennetzes v (22, v) sind,

zE-}—'I]F:(Du! EF'{"GG:(DL

werden, und { darf beliebig gewihlt werden. Durch Auflésen
dieser Gleichungen nach £ und v finden wir

EG—FYH =G0, —FO, n(EG—F) —E® — F®,
y u 2 v v

und daraus gemil} (2) y = (5

((G q)u—‘" F(bv) L + (.Eq)u - F(Du) o P:—\F L, X gv): (EG - FZ,\'

Hierin kommen zwei willkiirliche Iunktionen @ (7, #) und
W (1, v) =% vor; damit y stetig differenzierbar sei, muf3 @ stetige
Ableitungen 2. O., W stetige Ableitungen 1. O, hesitzen.

Die Annahme ® = const fithrt auf den schon frither besproche-
nen Fall eines Ortsvektors y, der auf der Beriihrebene der Fliche
t in dem y entsprechenden Punkt senkrecht steht;? die Annahme
" == o liefert eine Fliche v, deren Ortsvektor zur Normalen der
Flache r in dem v zugeordneten Punkt lotrecht ist.

1 Vgl. Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-uat. Kl., 1947, S. 41f..
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Wir bemerken, daf3 wir statt (5) auch schreiben kénnen:

py(EG—F) = (5"
D, 2, XL X + O, T, XLy X, +%¥et, X Ly

2. Nun gehen wir zu der allgemeineren Frage nach den Flachen
v (u, v) iiber, die der gegebenen Fliche g (#, v) so entsprechen,
daB die Schiefe [ (u, v) eine vorgegebene, stetig differenzierbare
Funktion von 2 und v wird.

Es muB8 dann vermdge (1) und (3), wenn n g, r, = W gesetzt
wird,

(gu "))v - (gv x))u

der bekannten Funktion /W = (u, v) gleich werden.

Zunichst sehen wir, daB, wenn j (#, v) eine andere Fliche ist,
die auf g (%, ») ebenfalls durch gleiche Parameter mit derselben
Schiefe / abgebildet ist, nach (3)

T (9= 3o — @ (Y — 3D =0
sein mul3; ist also eswe Fliache § der gesuchten Art ermittelt, so
erhalten wir a//e weiteren Fliachen o dieser Art dadurch, dafl wir
zu § den Ortsvektor einer beliebigen der in Abschnitt 1 gefundenen
Flichen addieren, die ¢ ,,gerade’ zugeordnet sind.
Um aber irgendeine solche Fliche 3 zu gewinnen, kénnen wir
so verfahren: Wir suchen eine skalare Funktion ¢ (z, ), fir die

Po— Pu =7 (6)
ist. Haben wir eine solche gefunden, so wird (3) erfiillt durch eine
Vektorfunktion 3 an Stelle von v, fiir die gilt:

L,y =¢ und g,3 =o. 9

Wie in Abschnitt 1 finden wir, wenn wir ¢ statt ®,, und @, und
o statt " setzen,

SEC—F) = X X B+ 8 XT X5) 9. (8)

Samtliche Flichen p der gesuchten Art bekommen wir nach
dem oben Gesagten dadurch, daB wir den durch (3') bestimmten
Vektor zu dem durch (8) gegebenen addieren; bedeutet also
® (u, v) irgendeine stetig differenzierbare Lésung der linearen
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partiellen Differentialgleichung 1. O. (6), bedeuten ferner @ (2, )
~und ¥ (%, v) willkiirliche Funktionen, von denen die erste stetige
Ableitungen bis zur 2. O., die zweite stetige Ableitungen 1. O,
besitzt, so liefert die Gleichung

y(EG-—F?%) = ()
(\CP + (Du) Lo XLy XL, =+ ((Q =+ (I)‘l‘> Lu XLy X Ly +1F Ly XL

alle Flachen vy, die der gegebenen Fliache r mit der gegebenen
Schiefe / entsprechen.

Die Lésungen der Differentialgleichung (6) aber erhalten wir
auf bekannte Weise folgendermaBen: Wir bilden die Funktion

au
Y(u, €) =— [ju,C—u)ydu (C =const); (10
dann ist
oG v =0, u - v) + 3@+ o), (10)

wo x (# + v) eine willkiirliche Funktion ist, die aber hier ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit als Konstante gew#hlt werden
kann. Da nach den am Anfang von 1. tiber £ und am Beginn ven
2. Uber / gemachten Annahmen ;7 =mn1y,1, / stetig differen-
zierbar sein muB, ist ¢ (#, C) nicht nur nach #, sondern auch
nach C, folglich, wie es sein muf3, ¢ (7, 2) nach # und nach v
stetig differenzierbar.

SchlieBlich kénnen wir- dieses Ergebnis noch durch Berech-
nung von y fiir das Flichenpaar ¢ — v verifizieren:

Es ergibt sich ¢, v (EG-— %) = (0 4- ®,) (&£ G — F?), eben-
so 1, v =o -+ ®_; daher stimmt in der Tat nach (1) und (3)
(Fu 9p— Ty )i N L, L, mit der vorgegebenen Funktion / (z, v)
iiberein.



