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Wir betrachten eine ebene algebraische Kurve mit einem #z-
fachen und einem #z-fachen Punkt. Die 72 Tangenten des #-fa-
chen Punktes sollen zusammenfallen und ebenso die » Tangenten
des z-fachen Punktes. Die Ordnung der Kurve sei 7 -+ 7. Ferner
wollen wir verlangen, daBl simtliche s -4 » Schnittpunkte der
Kurve mit ihrer Tangente im z-fachen Punkt in diesem ver-
einigt sein sollen. Das gleiche gelte fiir den z-fachen Punkt.

Wir wollen nun die Gestalt der Kurvengleichung in homogenen
projektiven Punktkoordinaten aufstellen. Wir legen die beiden
Eckpunkte O; und O, des Koordinatendreieckes in den #-fachen
bzw. m-fachen Punkt, die beiden Seiten 0,04 und 0, 0j in die
betreffenden Tangenten. Wenn wir das homogene Gleichungs-
polynom nach fallenden Potenzen von x; ordnen, so beginnt es
(vgl. z. B. [1], S. 193) mit «7"; als Faktor tritt 23 hinzu, entspre-
chend den 7 in der Geraden xy, = o zusammenfallenden Tan-
genten. Dieselbe Uberlegung beziiglich O, ausgefiihrt, liefert
ebenfalls das Glied 277 25 .

Wenn wir jetzt nach steigenden Potenzen von x5 ordnen, so
schen wir, dal3 keine Glieder mit der ersten Potenz von x3 auf-
treten kénnen. Denn nach dem Vorhergehenden sind héhere Po-
tenzen von x; und x, als die m-te bzw. 7z-te unmoglich und a7
kann nur mit 23 multipliziert sein. Berticksichtigen wir ferner,
daB3 die Tangenten xy = 0 bzw. x; = 0 je m -+ 2 Schnitt-
punkte in O; bzw. O, haben, also x5 *” = o liefern miissen,
so folgt, daB keine Glieder mit x7 **~! auftreten kénnen, wohl
aber das Glied 2§ *” vorhanden sein muB. Die iibrigen Poten-
zen von xg, also von der zweiten bis zur (m -- » — 2)-ten, sind
1 Minchen Ak, Sb. 1969



2 Josef Lense

derart mit Potenzen von x; und x, multipliziert, daB jedes Glied
die Dimension #2 -+ » hat, aber die Potenzen von x; bzw. x, die
(mm — 1)-te bzw. (22— 1)-te nicht iibersteigen und gemilB den
eben gemachten Erérterungen tiber xg in jedem Glied sowohl eine
Potenz von x, als auch x, vorkommt. Man erhilt demnach, wenn

. . . . 2 . . ¥ .

z. B. m = ist, ez Glied mlt x2, nimlich a7~ ' 2771 2%, zwei
: . 3 = . _2 N .
Glieder mit xj, nimlich 7 *a% %4} und a7 * 257 x5, drei mit

xt u.s.f.,, #— 1 Glieder mit x}, dann eben so viele mit 57!

bis a%, ferncr n—-2 mit 27" z-—3 mit a7 "% usw., schlieB-
lich das Glied x; 4,27 7*7% im ganzen daher 14-2 34 ... +
+—1)+m—n)(n—1)+m—2)+@—3)+...+1=
=~ a(n—1) + (m—n)(n—1) + 5 (r—1) (r —2) =
= (m—1) (n—1) Glieder.

Wir wollen nun insbesondere die Kurve niher untersuchen, bei
der die eben genannten Glieder fehlen. Wir kénnen ihre Glei-
chung in der Gestalt x7 7" = ca]" x} voraussetzen. d sei der
groBte gemeinsame Teiler von m und #, m = dwm', n=dn'. Ist

¢ > 0, so flihren wir durch passende Wahl des Einheitspunktes
i x, als neue Veridnderliche ein und erheben beide Seiten der

Gleichung in die Potenz L—i,— Wenn wir uns auf reelle Kurven-

m' +an'

punkte beschrinken, erhalten wir x7 = 4« xy fir gera-
des @, wihrend fiir ungerades & das negative Zeichen weg-
fillt. Ist ¢ << 0, so besteht die Kurve bei geradem & nur aus den
beiden mehrfachen Punkten. Bei ungeradem & mul eine der bei-
den Zahlen 7z und 7, also z. B. »# ungerade sein. Dann ergibt
sich nach derselben Uberlegung wie vorher wieder die letzte
Form der Gleichung mit dem positiven Vorzeichen.

Wir kénnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die
Gleichung der Kurve in der Gestalt x5 ™" 4 27 2} = o voraus-
setzen, wobel jetzt 72 und 7 teilerfremd sind und nur die bei-
den Fille: m gerade, n ungerade oder beide ungerade zu unter-
scheiden sind. Je nach Bedarf wiihlen wir das positive oder nega-
tive Vorzeichen, indem wir den Faktor — 1 in x, hineinziehen,
was wegen des negativen 7 reell moéglich ist. Die Vorzeichendn-
derung bedeutet, daB jeder Kurvenpunkt in den von ihm durch
0, und die Gerade O; O, harmonisch getrennten Punkt {ber-
geht.
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Um das Verhalten der Kurve bei Oy festzustellen, wihlen wir
das negative Zeichen und fassen durch cine entsprechende pro-
jektive Transformation O, O, als x-Achse, O; O, als y-Achse eines
rechtwinkeligen Koordinatensystems und O, Oy als uneigentliche

Gerade der Ebene auf, identifizieren also x; mit 1, x, mit y, x5 mit
m—+n . .
x, wodurch sich ¥y = 27 ergibt. Die Kurve durchsetzt sonach

im ersten Fall im Punkt O; beide Achsen, verhilt sich also dhn-
lich wie bei einem Wendepunkt, im zweiten nur die yp-Achse,
demnach hier dhnlich einem Flachpunkt. Um das Verhalten bei
O, zu untersuchen, haben wir nur die Rollen von x; und x, zu
vertauschen, d. h. 0,0, als x-Achse und O, O als uneigentliche

Gerade aufzufassen, somit die Gleichun "= x"T" zu be-
) g
m + 9
trachten, Jetzt erhidlt man im ersten Falle y = 4= 2™ (nur
m 4

x 20), also die Gestalt einer Spitze, im zweiten y =2x = ,
demnach nur ein Durchsetzen der y-Achse dhnlich einem Flach-
punkt. Es entstchen somit folgende beiden Typen: Fall 1: Bild 1,
Fall 2: Bild 2.

03
VA
0, \\0;
Bild 1 Bild 2

Um die Kurvenbilder vollends zu rechtfertigen, haben wir
noch zu zeigen, daB die Kurve auBler den beiden mehrfachen
Punkten keine weiteren mehrfachen Punkte und auch keine ein-
fachen Wende- und Flachpunkte besitzt. Nach der Polarentheorie
der ebenen algebraischen Kurven werden die Wende-, Flach-
und mehrfachen Punkte aus der Kurve durch ihre Hessesche
Kurve ausgeschnitten (vgl. z. B. [1], S. 183-188). Die Gleichung
dieser Kurve erhilt man, indem man die aus den partiellen zwei-
ten Ableitungen des Gleichungspolynoms der gegebenen Kurve

1
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gebildete Hessesche Determinante gleich null setzt. Es ergibt
sich als Hessesche Kurve 217 2 25" 227 +72 = 0. Sie zerfillt
also in die entsprechend oft gezdhlten Seciten des Koordina-
tendreieckes, schneidet demnach die gegebene Kurve nur in den
beiden mehrfachen Punkten, womit die Behauptung bewiesen
ist. Weil die Gleichung der gegebenen Kurve durch x4y @ x5 1 2y =
= A"t A7 u” befriedigt wird, die Kurve somit eine ratio-
nale Parameterdarstellung besitzt, ist ihr Geschlecht p = o. Sie
wird in eznem reellen Zug durchlaufen (vgl. z. B. [1], S. 199-200).

Wir wollen nun die Gleichung der Kurve in Linienkoordinaten
aufstellen. Zu diesem Zweck ist es praktischer, die Gleichung in
Punktkoordinaten in der Gestalt 25 +" + 272} = o zu schrei-
ben. Durch Polarisierung der Kurvengleichung erhidlt man
mal oy, A naxl yy A (A w) Ty, = 0. Dies ist die
Gleichung der Kurventangente im Kurvenpunkt mit den Punkt-
koordinaten x,(» = 1, 2, 3), geschrichen in den laufenden Ko-
ordinaten y,. Die Koeffizienten der v, sind die Linienkoordina-
ten #, der Tangente. Driickt man damit dic x, durch die #, aus
und setzt die Ergebnisse in die Kurvengleichung ein, so erhilt

u. m+n uy \m [y \#
e e Rl
als Gleichung der Kurve in Linienkoordinaten. Die Klasse der
Kurve ist also gleich ihrer Ordnung »z - 2.

Wir wollen jetzt die Sciten des Koordinatendreieckes als x-
und y-Achse eines rechtwinkeligen oder schiefwinkeligen Ko-
ordinatensystems und die dritte Seite als uneigentliche Gerade
der Ebene auffassen, d. h. wir verteilen x, y, 1 auf 2y, x,, 23, und
zwar auf alle moglichen Arten. Es gibt sechs Moglichkeiten, wir
kénnen uns aber auf dret beschrinken, weil die Vertauschung
von x mit ¥ nur Achsenvertauschung bedeutet. Aus der Kur-
vengleichung x7 23 = «7 *” erhilt man so die drei Gleichungen
v mAn Ly = gt g™ y" = 1. Bei der ersten liegt der
Nullpunkt des Koordinatensystems im z-fachen Punkt der Kurve,
der uneigentliche Punkt der y-Achse im m-fachen Punkt, also,
der eine mehrfache Punkt im Endlichen, der andere im Unend-
lichen, bei der zweiten sind die beiden Punkte miteinander ver-
tauscht, die entsprechenden Kurven sind die sogenannten héheren

man

71

= X
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Parabeln (vgl. z. B. [2], S. 305 u. 317). Bei der dritten Gleichung
schlieBlich liegen beide mehrfachen Punkte in Unendlichen,
niamlich in den uneigentlichen Punkten der Koordinatenachsen,
die Kurven sind die héheren Hyperbeln.

Wir haben jetzt noch die beiden Fille # gerade, » ungerade
oder beide ungerade zu berticksichtigen, womit sich dann sechs
Maéglichkeiten ergeben, und wollen folgende Benennungen ein-
fithren: Wenn die Kurve im Schnittpunkt zweier Koordinaten-
achsen (auch die uncigentliche Gerade der Ebene soll als ,,Achse*’
gelten) die eine beriihrt und beide durchsetzt, heie der Punkt,
auch wenn er ein mehrfacher ist, Wendepunkt; wenn sie nur eine
durchsetzt, aber die beriithrte nicht, Flachpunkt, und wenn sie
schlieBlich auf beiden Seiten der berithrten liegt, aber die andere
nicht durchsetzt, Spitze. Damit erhilt man folgende fiinf Typen:

1) Wendepunkt im Endlichen, Spitze im Unendlichen (Bild 3),
2) Spitze im Endlichen, Wendepunkt im Unendlichen (Bild 4),
3) Flachpunkt im Endlichen und Unendlichen (Bild s),

4) Wendepunkt und Spitze im Unendlichen (Bild 6),

5) Flachpunkte im Unendlichen (Bild 7).

Bild 3 Bild 4

Bild 5 Bild 6
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N
-

Bild 7 Bild 8

Die Bilder 3, 4, 6 entsprechen dem Bild 1, je nachdem welche
der drei Eckpunkte des Dreieckes im Unendlichen liegen, ebenso
die Bilder § und 7 dem Bild 2. Daf} hier nur zwei statt drei, also
im ganzen nur fiinf statt sechs Typen auftreten, rithrt daher, daf3
zwischen den beiden Flachpunkten im Sinne der eben definierten
Gestaltsbenennung kein Unterschied besteht.

Die drei Gestalten der héheren Parabeln kann man mit posi-
tiven ganzen teilerfremden Zahlen » und ¢ in der Gleichung
y? = x? zusammenfassen mit

1) p und ¢ ungerade,
2) p ungerade, ¢ gerade,
3) # gerade, ¢ ungerade,

die zwei der hoheren Hyperbeln in der Gleichung x”y? = 1 mit

4) p gerade, ¢ ungerade,
5) # und ¢ ungerade.

Im sechsten Typus: p ungerade, ¢ gerade (Bild 8) wire nur die
x-Achse mit der y-Achse vertauscht.
Weil gemiB diesen Uberlegungen die hoheren Parabeln und

Hyperbeln mit den betrachteten Kurven der Gleichung 7 *" —

— a7 2y = o bei passender Wahl des Koordinatensystems iden-
tisch sind, geniigen die am Anfang gestellten Bedingungen
fiir eine Kurve mit zwei mehrfachen Punkten nicht, um diese
Parabeln und Hyperbeln projektiv zu kennzeichnen, da die
(#m — 1) (2 — 1) Glieder, dic Potenzen von allen drei Verdnder-

lichen xy, x5, 23 enthalten, bei diesen Bedingungen nur weg-
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fallen, wenn 7z oder # = 1 ist. Wenn aber das der Fall, also z. B.
2 = 1 ist, dann setzen wir m = z— 1, damit % die Ordnung der
Kurve sei, und erhalten folgenden Satz 1:

Eine ebene algebraische Kurve von der Ordnung # mit einem
(n — 1)-fachen Punkt, dessen 7 — 1 Tangenten zusammenfallen,
und einem einfachen Wende- bzw. Flachpunkt, in dem die #
Schnittpunkte seiner Tangente mit der Kurve vereinigt sind, ist
eine hohere Parabel oder Hyperbel bei passender Wahl des Ko-
ordinatensystemns.

Allerdings treten in diesem Satz, wenn wir von den betreffen-
den Umkehrungsfunktionen absehen, nur die héheren Hyper-
beln und Parabeln mit ganzzahligen Exponenten auf, bei letz-
teren auch jene mit solchen gebrochenen Exponenten, in denen
sich Zdhler und Nenner nur um 1 unterscheiden.

Wir suchen nun auch fiir die allgemeinen héheren Hyperbeln
und Parabeln eine projektive Kennzeichnung zu erhalten und be-
achten zu diesem Zweck ihre Hessesche Kurve. Sie zerfillt in die
entsprechend oft gezidhlten Tangenten der beiden mehrfachen
Punkte und deren Verbindungsgerade. Diese Eigenschaften
sind projektiv invariant, die Hessesche Kurve selbst ist pro-
jektiv kovariant mit der gegebenen Kurve als Ort derjenigen
Punkte, fiir welche der Polarkegelschnitt der gegebenen Kurve
zerfillt.

Wir fordern also zu den projektiven Eigenschaften der beiden
mehrfachen Punkte vom Anfang unserer Betrachtungen noch,
daBl die Hessesche Kurve in die Tangenten der beiden mehrfa-
chen Punkte und deren Verbindungslinie zerfallen soll, wobei die
Tangente im m-fachen (27 — 2)-mal gezihlt werden soll, die im
n-fachen (222 — 2)-mal und die Verbindungslinie (m 4+ 7 — 2)-
mal. Die Summe dieser Zahlen 3(# 4 2 — 2) stimmt mit dem
Grad der Hesseschen Kurve tiberein.

Wir verwenden wieder das am Anfang bentitzte Koordinaten-
dreieck und ordnen die Gleichung der gegebenen Kurve nach
fallenden Potenzen von x;. Das Gleichungspolynom beginnt, wie
wir wissen, mit 2% 23, hat demnach gemif den Ergebnissen
am Anfang unserer Betrachtungen die Gestalt

m_n m~1 _ L gm=2 = . " . ity
cxyxy a7 @y (xg, X) 27T @o(Xa, Xg) F o F 219, (¥, 45) + 25T = 0.
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Wir haben nun die Gleichung der Hesseschen Kurve aufzu-
stellen. Wie wir sehen werden, geniigt es, die Glieder héchsten
Grades in x; zu berlicksichtigen. Wir schreiben zu diesem Zweck
die Kurvengleichung in der Gestalt

x 2y + x’l""‘q)k(xm x3) -+ ... =0,

wobei wir je nach Bedarf £ = 1, 2, ..., m — 1 setzen. Damit er-
gibt sich nach lingerer Rechnung fur die Hessesche Kurve die
Gleichung

>
mn (1 — m —n) xpm I A2 i L0
r

.= 0.

Da sich aber als Gleichung gemif3 den aufgestellten Forde-
o2
=0 ergeben soll, mul3 a?f = 0 sein,

2m—2 2n-2 m+n—2
3 P

rungen xj x3" " x

solange 3m — 2 — & > 2m — 2, also £ < m ist. Somit ist

P (X2, 2g) = x5, (x2) + 74 (xp).

Nun setzen wir £ = 1. Weil nach den Bedingungen iber die
beiden mehrfachen Punkte x5 niecmals in der ersten Potenz auf-
tritt, ist gy (xy) = 0 und ebenso y;(x,) = o, da Glieder von der
Gestalt 277! y;(x,) nicht vorkommen koénnen. Dieselbe Uber-
legung kénnen wir dann fiir 2= 2, dann flir %= 3 usw. bis

= m ~—1 machen. Es sind also simtliche ¢,(x,, ;) = 0, d.h.
die Gleichung der gegebenen Kurve kann nur die Glieder
2’ x5 und 27 ** enthalten, womit alles erreicht ist. Es ergibt sich
folgender Satz 2:

Eine ebene algebraische Kurve besitze zwei mehrfache Punkte
mit zusammenfallenden Tangenten, cinem #z-fachen und einem
n-fachen, » und # teilerfemd, die Ordnung der Kurve sei m + 7.
Die m -+ n Schnittpunkte jeder dieser Tangenten sollen im je-
weiligen mehrfachen Punkt vereinigt sein. Ferner soll die Hes-
sesche Kurve der gegebenen Kurve in die (2 — 2)-fache ge-
zdhlte Tangente des m-fachen Punktes, in die (272 — 2)-fach ge-
zdhlte Tangente des #-fachen Punktes und in die (2 4 7 — 2)-
fach gezéhlte Verbindungsgerade der beiden mehrfachen Punkte
zerfallen. Die so projektiv gekennzeichneten Kurven sind iden-
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tisch mit den hoheren Hyperbeln und Parabeln bei passender
Wahl des Koordinatensystems.

Ist der eine der beiden Punkte ein einfacher, der andere bei
der Ordnung % der Kurve somit ein (# — 1)-facher, so kann man
die Bedingungen iber die Hessesche Kurve weglassen. Diese
zerfillt dann von selbst in die (272 — 4)-fach gezihlte Tangente
des (n — 1)-fachen Punktes und in die (2 -— 2)-fach gezdhlte
Verbindungsgerade des einfachen und mehrfachen Punktes. Die
Exponenten der Hyperbeln und Parabeln sind jetzt bei passen-
der Wahl des Koordinatensystems ganze Zahlen oder Briiche,
deren Zihler und Nenner sich nur um 1 unterscheiden.
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