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Es handelt sich hier um einen wohlbekannten und funda- 
mentalen Satz der Theorie der analytischen Funktionen, den 
man folgendermaßen aussprechen kann: 

Ist F(x, xv xr . .. x„) eine in der Umgebung der 
Stelle x — x, = xi = ... x„ = 0 konvergente1) gewönliche 
Potenz reihe von x, xv xv . . . xn und verschwindet die 
Funktion F(x, 0, 0. . . . 0) von x für x = 0 von der mien 

Ordnung, m > 1, so gilt für eine gewisse Umgebung 
der betrachteten Stelle x — x^~ x2 = •••== xn = 0 die 
Beziehung: 

F (x, xv x2, . . xn) 

= (x"‘ -f t\X"‘~' +•••-)- fm)  <I> (x, xv x2, . . . xn). 

Dabei bedeuten: 

fvfv    f» gewöhnliche Potenzreihen von xv xv 

. . . xn, welche an der Stelle x^ = x2 — — xH= 0 ver- 
schwinden und in deren Umgebung konvergieren; 

(P(x, xv x2, . . . xn) eine in der Umgebung der Stelle 
x — xx — x2 = • • • = x„ = 0 konvergente und a n d i e s e r 
Stelle selbst von Null verschiedene gewöhnliche Po- 
tenzreihe von x, xv x2, . . . x„. 

Die Zerlegung (1) ist eine völlig bestimmte. 

Dieser Satz, den Weierstraß schon 1860 in seinen Vor- 
lesungen gegeben hat, läßt sich verschiedenartig und in ein- 

b Eine Potenzreihe soll in der Umgebung einer Stelle konvergent 
heißen, wenn sich positive Zahlen <?, rt, ra, .. . rH so bestimmen lassen, daß 
die Reihe für I x ! < t>,  ,r(. < r. konvergiert. Die Reihe konvergiert 
dann absolut und es können ihre Glieder beliebig angeordnet werden. 
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fâcher Weise beweisen. Die folgende Überlegung bat den 
Vorzug, frei von jeder transzendenten Betrachtung zu sein; 
auch gibt sie ein Mittel, beliebig viele Glieder der Potenz- 
reihen der rechten Seite von (1) unmittelbar zu berechnen.1) 

§ 1. 

Wir zeigen zunächst, wie man formal zu der Zerlegung (1) 
gelangen kann. Wir setzen: 

F(x,xvx2,...x„)=F(x I Xi)=xm<p(x)U A,k/(i, ... ,,n xfl... a:“«, 
fi, //j, /<2, . . . fi fi ~ 0, 1, 2, 3,  

(."l + ,"2 + • • • + /‘n — D 

wo die numerische Koeffizienten bedeuten und cp(x) 

eine gewöhnliche Potenzreihe von x darstellt. 
Da nach Voraussetzung .F(oc|0) von der mten (in > 1) Ord- 

nung Null wird, so beginnt cp(x) mit einem von Null ver- 

schiedenen Gliede. Man kann also die Funktion } in eine 
<PW 

gewöhnliche Potenzreihe cp, (x) entwickeln. Multipliziert man 
die Funktion F(x\x,) mit cp, (x), so bekommt man: 

cp, (x) F(x I Xi) = X’" • 1 + u A;,' Wl X“ x“i. . . x>'n. 
fi, fi\, /to, . . . fiH = 0, 1, 2,  

(.«1 + fl2 + • • • !'n — 

Wir beweisen die Richtigkeit des Satzes für die einfachere 
Funktion F(x \ xi). Der Übergang von der Funktion F zur Funk- 

*) Bezüglich der klassischen Beweise dieses Satzes vergleiche man 

die Bemerkungen des Herrn Goursat in seiner Abhandlung „Démon- 
stration élémentaire d’un théorème de Weierstrass“ (Bull. Soc 

math. 3ti (1908), p. 209—215). 
Von dem Hauptsatze über implizite Funktionen, den Herrn Goursat 

in seinem eigenen Beweise benützt (p. 213 der zitierten Abhandlung), 
wird hier kein Gebrauch gemacht. Siehe auch: Hartogs, „Über die 
elementare Herleitung des Weiers traß s ch e n Vorbereitungs- 
satzes“ (München, Ber. 39 (1909), 3. Abhandlung), nebst Bemerkung vom 
3. Juli 1909, wo sich verschiedene Literaturangaben finden; Stickelberger 

„Über einen Satz des Herrn Noether“ (Math. Ann. 30 (1887), 
p. 403); Pellet. „Des équations majorantes“ (Bull. Soc. math. 37 
(1909), p. 97). 
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tion F ist zwar niclit notwendig, erlaubt aber eine elegantere 
Darstellung der ganzen Rechnung. 

Fassen wir in der Funktion F(x \ xi) die Glieder derselben 
Dimension in xv x2. . . . xn zusammen, und ordnen wir diese 
Glieder nach steigender Dimension, so erhalten wir 

Fix Xi) — Xm -1 -4- X\ <p\7 0, . .. 0 “F X-2 Cpo: 1, ... 0 “T   ' d“ xn 990, 0, ... 1 

d~  

+ X1 rPk, 0, 0, . . . 0 + x'\1 X'?    
xnn fPk,, kt. ...fcBd + X

n 9o, 0, . . . k 
d~  

oder kürzer: 

F(x x,) — x"‘  1 + X/*,1 <ph k j. • 
(h + h +  • • + = -1) 

Der Koeffizient <piCl, k2,... k, ist eine gewöhnliche Potenz- 
reihe von x. Die zu den Zeichen cp hinzugefügten n Indizes 
lcv lcsollen andeuten, dafi <pki,k2,...k Koeffizient von 

x^xty . . .xkn in F(x\xt) ist. 

Ebenso soll in 

'F(x x,) = 1 + X x*? . . . xk
nn ,p,H< h ... kn 

(/q + /. 2 + • • • + — 1) 

ipki, k2,... ku eine gewöhnliche Potenzreihe von x bedeuten, mit 

welcher der Ausdruck x]^xk?...xkp multipliziert ist. In 

6r (X \ Xi) = X”‘ + X X\' X1? . . . Xk
nn k% .. ^ 

(A't + *2 + • • • + kn — H 

möge gkl i-2 k, zwar noch Faktor des ähnlichen Ausdrucks in 
xv x2, . . . x„ sein, aber nicht mehr eine Potenzreihe, sondern 
nur noch ein Polynom von höchstens dem (m — 1). Grade in x, 

also eine ganze rationale Funktion bedeuten. 
Unter dieser Annahme brauchen wir nur zu zeigen, wie 

die Funktionen v;fc1,A-2,...kn und giH,k2t...kn in eindeutiger Weise 
so bestimmt werden können, dah die Beziehung 

(2) F(X \ Xi) = Cr (x j Xi) P [x j Xi) 

erfüllt wird. 
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Die Beziehung (2) kann, nur bestehen, wenn, nach Aus- 
führung der Multiplikation rechts, die Koeffizienten entspre- 
chender Glieder der beiden Seiten identisch sind. 

Somit haben wir: 

9h, k>,   • K, — x"‘ V’fc,, fc2,... kn + 1 • <A„ *2,... kn 
\^J I V' 

+ Zjy’i'hk:2,...kn(/khk.2,...iII, 

wo die Summe über eine endliche Anzahl von Produkten ipg, 

für welche 

+-&+ •• + &<*!+& +  i-k„, 

l 7ci + /A + •  • T- /i',i < /ii -f- Ti: +  • • -(- 7c,, 

zu erstrecken ist. Indem man in F(x xî) von den homogenen 
Gliedern niedrigster Dimension in xv x.v . . . xn zu Gliedern 
von immer höherer Dimension übergeht, kann man mittelst 
(3) wegen der Ungleichungen (4-) die Koeffizienten y> und g 

in W und Gr ermitteln. Die Potenzreihen y> und die ganzen 
rationalen Funktionen g sind eindeutig bestimmt. In der Tat, 
schreiben wir (3) in der Form 

(5) (pkt, &2, ... kn — xm i/’ku ,t2i... un -f 1 • !jkh ic.j,... k„ 

und denken wir uns <p, ip, g nach steigenden Potenzen von x 

geordnet: 

V = £ at 
i = o 

V = £ h‘x'^ 
i - o 

ui - i 

g = ci xl, 
I =o 

so hat man: 

(6) 
f e, = a, (7 = 0, 1, 2, . . . (»» —1)) 

l bi = am + l(l = 0, 1, 2, ) 

Dabei ist für das Folgende zu beachten, daß die Koeffi- 
zienten cii von (pi,h h kn zusammengesetzt sind aus den Koeffi- 
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zienten von <pkt, i,2,... kn und den Koeffizienten der Funktionen 

H’k\jc‘„...k‘n und gk“hk“,.die man schrittweise berechnen und 
somit als bekannt voraussetzen kann. 

Somit ist bewiesen, daß die Zerlegung (2) in eindeutiger 
Weise möglich ist. Daraus folgt aber sofort die Möglichkeit 
und Eindeutigkeit der Zerlegung (1), wo die Koeffizienten fv 

f2, . . . f„ und die Funktion (
ß, wie man durch eine andere 

Anordnung der Glieder von (x und W einsieht, die angegebene 
Bedeutung haben. 

§ 2. 

Da F(x Xi) in der Umgebung des Punktes x = 0, Xi = 0 
(i = 1, 2, . . . n) konvergiert, so ist dies auch für die Funktion 

F(x X,) der Fall. 

Macht man daher nötigenfalls in F(x x,) eine Transfor- 
mation von der Form x = ox‘, Xi = OiX'i und dividiert man 
den erhaltenen Ausdruck durch g‘", so gelangt man zu einer 
Funktion von derselben Struktur wie F(x \ x,), in welcher, in- 
folge eines bekannten Satzes der Funktionentheorie, alle Ko- 
effizienten absolut genommen kleiner oder gleich sind einer- 
gewissen positiven Größe a.

1
) Dies werden wir also auch von 

der Funktion F(x \ x,) selbst voraussetzen können. 
Bezeichnen wir mit (4,, ;,-2,... kn bzw. dk j, *' u. s. w. 

ganze positive Zahlen, die größer sind als der absolute Wert 
irgend eines Koeffizienten der Funktionen yjkt, k2 &, und 

Uki.hi,...kn bzw. V'/c /.-.j,... k‘n und ... u. s. w., so sehen 
wir, da diese Größen durch die Beziehung 

(7) dk„ t2 k„ = a + ?» 1J d/c^k!,,. dk'‘jc“,  

definiert werden können, daß solche Zahlen tatsächlich exi- 
stieren. 

(7) geht nämlich aus (3) hervor. Führt man auf der 
rechten Seite von (3) unter dem Summenzeichen eine der Multi- 

1
) Vgl. Brill, „Über das Verhalten einer Funktion von zwei 

Veränderlichen in der Umgebung einer Nullstelle“ (München, 
Iler. 111 (1891), p. 217). 
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p lik a t io n e n  v o n  y> u n d  g au s, so  s e t z t  s ic h  d e r  K o e f f iz ie n t  

i r g e n d  e in e r  P o t e n z  v o n  x  im  P r o d u k te  y>g a u s  h ö c h s te n s  

m A u s d r ü c k e n  z u sa m m e n , d a  g e in e  g a n z e  r a t io n a le  F u n k t io n  

v o n  n ie d r ig e r e m  a ls  d e m  » t ten G r a d e  ist. W i r d  a lso  je d e r  K o 

e f fiz ie n t  in  y> u n d  in  g m it t e ls t  d e r  e n ts p r e ch e n d e n  d m a jo r ie r t ,  

s o  b e k o m m t  m a n  a ls  m a jo r ie r te n  K o e f f iz i e n t e n  v o n

ipfc], kfr . . .  kH Qk ] , . . hH

d e n  A u s d r u c k :

I n  G le ic h u n g  ( 7 )  b e z ie h t  s ic h  d ie  e n d l ic h e  S u m m e  r e c h ts  

a u f  d ie s e lb e n  P r o d u k te  v o n  y  u n d  g w ie  d ie  S u m m e  r e c h ts  

in  d e r  G le ic h u n g  (3 ) .

S c h r e ib e n  w ir  n u n :

D (%v x3, . . . x„) =  D (xt)  =  £  dku k.b ...ka3% . . . a # ‘ ,

kj, kj, . . . fc„ =  0, 1, 2, . . .

(kl +  h  +  ■ • • +  kn —

so  h a b e n  w ir ,  in d e m  w ir  e in e  b e k a n n te  B e z e ic h n u n g  e in fü h r e n , 

d ie  b e s a g t ,  d a ß  e in e  R e ih e  M a jo r a n te  e in e r  a n d e r e n  is t :

(  x"' - f -  (1  +  x  +  + ------- H x"‘ I) (x.) J G(x\ X ,),
\ 1 +  (1  +  X  +  x l -H • • ■ ) D(x,) y  W(x Xi ) .

D ie  R e ih e  1 - ( -  x  -J- x1, - f -  • • • k o n v e r g ie r t  a b e r  fü r  x  <  1, 

w ä h r e n d  1 -f -  x - ) -  x2 +  • • • -|- xm~ 1 e in e  g a n z e  r a t io n a le  F u n k 

t i o n  is t . K ö n n e n  w ir  z e ig e n ,  d a ß  d ie  R e ih e  D(x,) in  e in e r  

g e w is s e n  U m g e b u n g  d es P u n k te s  x1 =  xs =  • • • =  xn =  0  k o n 

v e r g ie r t ,  s o  e r h e l lt  s o f o r t  d a ra u s , d a ß  d ie  b e id e n  P o te n z r e ih e n  

G (x Xi) u n d  ¥ (x  x,) in  d e r  U m g e b u n g  d es  P u n k te s  x =  xi 

=  x2 =  • • • =  x„  a u c h  k o n v e r g ie r e n .1)

S e tz e n  w ir  j e t z t  v o n  d e r  R e ih e  D (x,), d ie  w ir  k u r z  m it  1)

l ) G . D u m a s ,  „ S u r  l e s  f o n c t i o n s  à  c a r a c t è r e  a l g é b r i q u e

d a n s  l e  v o i s i n a g e  d ’ u n  p o i n t  d o n n é “ (P a r is  1 9 0 4 ) . I n  d ie s e r  A r b e i t  

(p .  5 5 )  w ir d  e in e  m i t  D  a n a l o g e  R e i h e  -  v e r w e n d e t ,  d i e  i c h  d a m a l s  n a c h  

e in e r  A n g a b e  v o n  H e r r n  J .  F r a n e l  s u m m ie r t  h a t t e .  D e r s e lb e  W e g  w i r d  

h i e r  e in g e s c h la g e n .



b e z e ic h n e n  w o l le n , f ü r  e in e n  A u g e n b l i c k  d ie  K o n v e r g e n z  v o ra u s , 

s o  b e k o m m e n  w ir  d u r c h  M u lt ip l ik a t io n  v o n  D  m it  s ic h  s e lb s t  

e in e  n e u e  R e ib e :

D »  =  £  dki, *2, . . .  hn x£ . . . a £ «,

&i, fcj, • • • kfi =  0. 1, 2 , . .

(fcl -f- • * • +  ü  1)

in  w e lc h e r :

( 9 )  Cllch  fco, . .  . k n  =  , k n ,  . .  . k,\ d h [ ,  / t o , .  . / t " .

D ie  e n d l ic h e  S u m m e  r e c h ts  in  ( 9 )  e n t s te h t  au s d en  b e id e n  

F a k t o r e n  D  g a n z  in  d e r se lb e n  W e is e ,  w ie  d ie  e n tsp r e ch e n d e n  

S u m m e n  in  d e n  r e c h te n  S e ite n  v o n  ( 3 )  o d e r  (7 ) .  D a h e r  h a t  

m a n

dkt, kJ,. kn =  m dkh fc,__ hn +  «

u n d  d a h e r  a u c h :

D — m D ‘l - j -  n x*' afy . . . x*».
fcj, kz, . .. ku s  0, ], 2, . . .

Ui +  *2 +  . •+  * „ > * )

d.  h . :

1 1 1

Ü b e r  d e n  W e ie r s t iu f is o h e n  V o r b e r e i t u n g s s a t z .  9

(1 0 )  m D 4 —  D -\- n 

w e n n

1 —  1 —  x% 1 —  x„
— ] =  0,

Xi < 1 
(1 =  1 ,? ,. . >0

ist.

D  is t  W u r z e l  d e r  G le ic h u n g  ( 1 0 )  u n d  z w a r  is t  d iese  

R e ih e  g le i c h  d e r je n ig e n  W u r z e l ,  w e lc h e  fü r  * , = * ,  =  ■ •• 

—  x„  =  0  s e lb s t  N u l l  w ir d .

D e m n a c h  h a t  m a n :

d= L 1 -  V 1 itna  ( j - 1 -  ¡ i -  •.  ■

w o r a u s  f o l g t ,  dafs I) t a t s ä c h lic h  in  e in e r  g e w is s e n  U m g e b u n g  

d es  P u n k te s  x̂  =  x$ =  • • • =  xH =  0  k o n v e r g ie r t .  W e g e n  (8 )  

k o n v e r g ie r e n  a u c h  d ie  P o te n z r e ih e n  G  u n d  W  in  d er  U m 

g e b u n g  d es  P u n k te s  x  =  x t =  x2 =  ■ ■ ■ =  x„ =  0 ,  u n d  s o m it  

is t  d e r  W e ie r s t r a ß s c h e  S a tz  b e w ie s e n .


