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Rekursionsformeln fiir den Inhalt gewisser Polyeder.

Von Heinrich Tietze in Miinchen.

Vorgelegt in der Sitzung vom 6. Dezember 1941.

1. Beginnen wir mit dem Fall von #» = 2 Dimensionen. Hier
betrachten wir Polygone II, die aus endlich vielen Rechtecken

0o<x Sa, 0Ly S

(A = 1,...,7)durch Bildung ihrer Vereinigungsmenge gewonnen
werden. Legt man eine solche Numerierung der Rechtecke zu-
grunde, daf

AP 2 (<L) (1)
gilt, so wird der Flicheninhalt von Il gegeben durch
!
Vy= 3 () —20) Max (), ..., 2) @
=1

(darin x{'*? = o gesetzt), somit in dem besonderen Falle, daf3
x;>x;'> .. .>xg)>o und o<x;<x'1'< C. <x(ll)ist (ein

Fall, auf den sich der allgemeine Fall zuriickfithren 148tY) durch

1 [—1
3 \ A1
V2 — 3\ x?‘) xg)\) _)\ 2" x(l)\) x;/\—r ), (3>
A=1 =1

Das Folgende betrifft eine Verallgemeinerung dieser Inhalts-
bestimmung auf drei und mehr Dimensionen?.

2. Seien xy, ..., %, cartesische Koordinaten im zn-dimensio-
nalen Raum. Nur Punkte, deren simtliche Koordinaten > o
sind, kommen weiterhin in Betracht, u. zw. vor allem Punkte

1 Vgl. Nr. 6, Formel (19).

2 Im Falle ganzzahliger Koordinaten :ry‘) gewinnt man damit zugleich
fiir gewisse Gitterpunktmengen eine Bestimmung der Anzahl ihrer Punkte
(vgl. Anm. 4).
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194 Heinrich Tietze

in dem durch x;, >o, ..., x, > o gekennzeichneten positiven
Teil € des Raumes und nur aushilfsweise Punkte am Rand
von & (fiir die ein Teil der Koordinaten = o ist). Die Menge
aller Punkte mit x, > o, ..., , =0 heifc £. Mit &, bzw. &
bezeichnen wir den in & < 2, < «, bzw. in x, > & gelegenen Teil
von &, hierbei o < 4 < ¢ angenommen. Es ist

& 4 &F = &p. @

Der n-dimensionale Rauminhalt eines in ¥ gelegenen Polyeders
IT werde mit V" (II) oder auch mit V7, (II) bezeichnet. Offenbar
ist (wie man aus (4) fiir 4 = o, sowie aus &f° = T und Il = T1II
erkennt)

VD = V(&I + 7 (&g 1), (5)

wobei beispielsweise &f I den Durchschnitt von &; mit I be-
deutet.

Ist = (g, ..., &,) cin Punkt aus &, so werde mit P" der
durch Projektion auf eine Ebene x, = const. erhiltliche Punkt
&y - -y &y_y) eines (# — 1)-dimensionalen (x; . . . x, _)-Raumes
bezeichnet; ferner werde, falls £, > @ ist, mit P (x,—a) der
Punkt (&, ..., &,_,, &, — @) bezeichnet. Da fiir die Projektion
P" von P der Wert der x,-Koordinate des Punktes £ belanglos
ist, gilt

P (x, —a)y = P". ©)

3. Es seien nun endlich viele Punkte
RN R ) (1 £rZ))

aus & gegeben. Wir betrachten dann das Polyeder Il = II (#,
..., P), das durch Vereinigung der rechtwinkligen Parallelotope
0<x; S, .., 0<x, <2V A=1,..., ) )

entsteht3. Das Volumen dieses Polyeders werde mit IV, (#y, ..., £))
oder auch mit

3 Das Parallelotop (7) werden wir auch mit £(P,) bezeichnen. (Es ist,
wenn der positive Teil © des Raumes als ,,Grundmenge (Fundamental-
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Vil owvars oo (8)

bezeichnet®. Wir wollen tibrigens die Bezeichnung (8) auch noch
in dem Falle anwenden, daB einige der Zahlen x'}) gleich null
sind® (wo also fiir den betreffenden Index A ein Parallelotop
(7) gar nicht vorliegt); es soll dann beispielsweise

/ / !/
S Tghy s sosriile s o %o

l l
\xi),...,x“

(
O x T

gesetzt, analog allgemein unter (8) der entsprechende Ausdruck
nach Weglassung der Punkte 2, mit 2% = o verstanden wer-
den. In dem Falle, daB alle #» = o sind, werde unter (8) die
Zahl o verstanden.

Sind in (8) alle #» 2 a>0 (A =1, ..., %), so ist offenbar®
Vn(ef' H(Py, ..., Pl))z Vn(‘pl(xn'—a>’ R (xn'_a)) (9)

menge) genommen wird, das Parallelotop £(2,) bzw. das Polyeder II nichts
anderes als die ,,komprimierte Hille* der aus dem einzigen Punkt P, bzw.
der aus den Punkten 7y, ..., P; bestehenden Punktmenge; vgl. hieriiber
,,Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren‘ Note II, diese Sitz.ber.,
Jjgg. 1940, S. 69 ff., Nr.1 und 7 und Note V, ebenda, Jgg. 1941, S.1 fi.,
Nr. 3.

4 Sind alle xg‘) ganze positive Zahlen, die Punkte £; also Gitterpunkte
in &, dann ist das Volumen (8) natiirlich zugleich die Anzahl der Gitter-
Punkte aus ¥, die dem Polyeder II (74, ..., P;) angehéren. Es sind auch
Fragen nach der Anzahl der Gitterpunkte in gewissen derartigen Gitter-
punktmengen (vgl. diese Sitz.ber. 1941, S. 23* ff., Sitzung vom 15. 11. 1941,
Punkt 5 und 6) der AnstoB fiir die vorliegenden Betrachtungen gewesen.
In dem besonderen Fall, daB3 die Punkte /%) ,,unabhingig sind (vgl. Anm. 10),
handelt es sich um Bestimmung der Anzahl der Punkte einer komprimierten
Gitterpunktmenge bei Kenntnis der Menge ihrer ,,Eckpunkte®, bzw. im all-
gemeinen Fall bet Kenntnis irgend einer ,,erzeugenden Menge* (vgl. Note 11,
l.c.? § 4, Nr. 18, S. 86).

5 Man kann iibrigens iiberhaupt den Fall miteinbeziehen, dafl der Wert
Null unter den Koordinaten der Punkte P, auftritt, ein solcher Punkt P;
aber dann natiirlich ohne EinfluB auf den Wert von (8) ist.

8 Es ist ja, wenn wir I zur Bezeichnung der Vereinigungsmenge schrei-
ben, II (7}, ..., ) =X £(£;) und (wegen der Vertauschbarkeit von Ver-
18+
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und
I I3
xl’ ) xn—l! a
v, (@8 LA (P, . ., Pl)) =V - . (10)
x(ll): xgll)—lr a

Sind im besonderen alle ¥ gleich derselben Zahl a (= 0)
und ist 2 > 1, so ist ersichtlich

*1s 1Ip—15 @ X1 y ¥n—1
vV, TR o =a-V,_, FAREEES o) (11)
\x Xp—1 @ x5 !x;)—l

4. Falls die Dimensionszahl » = 1 ist, gilt
-
Vi(Py.. . P)="V |} |=Max («,...,2"). (12)
0
Falls die Punkteanzahl / = 1 ist, gilt
V(P =V, (%3, .., %) = 21 X3 . . . %y (13)

Liegt keiner dieser beiden Fille vor und nehmen wir an, die
Numerierung der Punkte Py, ..., P sei so vorgenommen, dal3
alle 2N > 29 seien (1 <A < %), dann folgt aus (5), wenn wir
darin @ = Min (x), ..., ) = 2{!) setzen und (10), (11), (9)
sowie

Vo (P21 (Fn—2D), - Py (, —2)) =
=V, (P (Fn—2), oy Py (i —2Y))
beachten, die Rekursionsformel?:
Vo(Py o oP)y=20V,_ (@}, ... PD)+
V(P —aD), - Py (2 — 2))

mit 7z > 2, [ =2, 29 = Min (x),, ..., D).

(B

einigung und Durchschnittsbildung) @f Th(P) =EG7 k(Py); das
letztgenannte Polyeder aber ist kongruent und daher inhaltsgleich mit
SA(Py (apn—a) =10 (P, (xn—a), ..., P (xn—a)).

7 Formel (R) gilt iibrigens auch noch fiir xg) = 0, wie aus den fritheren
Festsetzungen iiber diesen Fall folgt.
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Im ersten Summanden ist die Anzahl der Dimensionen, im
zweiten die Anzahl der Punkte vermindert; fortgesetzte An-
wendung der Rekursionsformel (K) gestattet also Zu-
riickfihrung der Berechnung von V,, (#y, ..., P) auf (12)
und (13).

5. Denkt man die Numerierung der Punkte 7y, ..., P spe-
ziell so vorgenommen, daB x, >, > ... 2% ist, dann ge-
winnt man aus (X) durch vollstindige Induktion (Anwendung
der Rekursionsformel auf den letzten Summanden in (X) bzw.
in (14)) unter Beachtung von (6) die fiir o £ m < 7 — 2 giiltige
Formel

m
V(P .., P) = 2 (=W gy (Ph... P +
[,l.=

+ V(P — 2™ P (5 — 20T (14)

(darin £ *1 = o gesetzt). Wegen der geméB (13) geltenden Glei-
chung V,, (P (x, —xy)) = (x, — 23) V,_, (PD) folgt hieraus
fiir m = /— 2 (wenn man noch /— p = A setzt) die Rebur-
sionsformel

!
Vi@Py . 0 P)= 2 (EN — AT (P, P (R*)
A=1
mitz =2,/ 2> 1und
a2l 2 20 2 —o, (13)

wodurch die z-dimensionalen auf ( — 1)-dimensionale Inhalts-
bestimmungen zuriickgefiithrt sind.

6. Angewendet auf » = 2 erhilt man aus (R*) gemal (12) die
Formel

Va(Be - Pz) = \ﬁ (x()\) — QYY) gD (16)
=1
mit 2y Zap =... 229 20 = o,

wenn

Max (x, . - 2™ =MW 1 <AL
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gesetzt ist. Bestimmt man nun die Zahlen vy, vg, . .., v, vy =
=/ -1 so,’dal3
AW < fir v, A<y 1 ShS 4
und
M <M < h<a (17)

. . iy o -
ist®, dann wird M, = x§ M fiir v, <A< v, ., und aus (16) er-

gibt sich (darin 2H) = o gesetat)

kR
Va Py £ = D™ (e — o H0)

=1
= V2 (PVI’PVQ’ ~-->P\lh>' (18)
Um in der Summe (18) solche Summanden wegzulassen, fiir
die x_g_vh) —xgv" +1) — ¢ ist, zerlegen wir die Zahlenfolge vy, vy, ...

.., v, in Abschnitte derart, daf3 in einen Abschnitt alle Zahlen
v, mit gleichem Wert von xgvh) aufgenommen sind; ist p die
Anzahl der Abschnitte und umfaf3t der 7-te Abschnitt die Zahlen
v, mit 2, ; +1<v < 4, (wobeil 4y == 0 zu setzen ist), so hat
man (wenn man g, fir v, schreibt)

AW =) e <k <k, 1<i<p

und

x(zu,-) >~ x‘(ZELi +1),

Aus (18) ergibt sich dann

i==1

—Vy Py Py)

V@ - PY = 3 2l (xf) — i +0)) —
= (19)

mit
xgy'l) > xg”?) > . > xgy'p) > x(()(-’-p + 1) —0
o <Ta(t) <Caa) <. a0,

8 Falls auch Punkte P, auftreten, fiir welche x(ll) = 0 ist (vgl. Anm. 5),

dann ist fiir v; der kleinste Wert von 2 zu nehmen, fiir den x(l)‘) > oist. An-
dernfalls ist v; = 1 zu setzen.
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Von den Punkten £, gehdrt keiner einem Parallelogramm
,é(ij) mitj==7 an, wihrend die Koordinaten aller anderen einem
Parallelogramm ’é<PP~z) angehérenden Punkte 2, in der For-

mel (19) nicht mehr auftreten®. Dies entspricht der Tatsache,
daB IT (#y, ..., Py =11 (P, ..., Py.,,) ist.

7. Als Beispiel (auf das wir in Nr. 8 zuriickgreifen) betrachten
wir in der Ebene die acht Punkte

P1:<1’5>’ P2=(2)4): P3=(1:4)7 P4:(2;3), (20>
P5=(4x2)’ PG:(3:2>’ P7=<5:1)x P8=<4:1>‘

Ersichtlich ist hier I1 (P, ..., Pg) == I (Py, Py, Py, P;), da
beispielsweise Pg, weil zu £ (P,) gehorig, weggelassen werden
kann. GemiB (19) ergibt sich dann V, (Py, Py, Py, P;) == 14.

8. Um noch ein Beispiel im 3-dimensionalen Raum fiir die
Anwendung unserer Rekursionsformeln zu geben, betrachten
wir das Polyeder Il =1II (#;, ..., Py,), das man erhilt, wenn
man fir 7y, ..., Py, die folgenden Punkte nimmt!?

Alz(l 5 4) Az_(Z 4, 3) U1=(17 4, 5)7 U2 :<2) 3 4):
B = (41 1 5) BZ - (3) 2 4) V1 = (5) 1) 4)) V2 = (4; 2: 3))
Cl - (D) 4: 1) C" - (47 I 9) W (4: 5) 1): WZ == (3) 4) 2)»

die wir, um der Forderung x; >3 = ... 220 (vgl. (15)) zu
geniigen, in der Anordnung U, By, Ay, Uy, By, V5, Ay, Vo, W,
Cy, W1, Cy mit Py, P,, ..., Py bezeichnen. Bei Anwendung von
(R*) bleiben dann in der Summe nur die Summanden fiir 2 = 2,
6, 8, 10 und 12 stehen, da fiir alle anderen x{» — x(*+1 null
wird; man erhilt somit

Va(ID) = V3 (Pyy .., Pro) =VO + VP VP + VI + 17§,

% Irgend zwei verschiedene Punkte 2. sind also ,,unabhingig‘‘ in dem
[J.L ER] 818
in Anm. 10 erwidhnten Sinn.

10 Vgl. ,,Komprimierte Gitterpunktmengen und eine additiv-zahlentheore-
tische Aufgabe‘, Crelles Journal 184, S. 55, Nr. 10, Fig. 5 sowie Nr. 16,
S. 63, wo die gleiche Punktmenge unter der Bezeichnung £, fiir 2 =2 zu
finden ist. Die hier mit 4; By, Cj bezeichneten Punkte heiBen dort Py,
Qns» Ry Die obigen 12 Punkte /5 sind ,,unabhingig* in dem Sinn (vgl. L.c.,
S. 63, Nr. 16), dal fiir M # p niemals 2 dem Parallelepiped 4 (#}) angehort.
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wenn man kurz V® fiir V, (P}, ..., P3}) schreibt. Nimmt man
etwa A = 8, so sind die Punkte P2, ..., P3bis auf die Reihen-
folge di€ unter (20) angegebenen Punkte und gemiB Nr. 7 er-
halt man V'® = 14. Auf die gleiche Weise findet man V') = 7,
VO =12, V19 = 17, V{® = 24 und somit den Wert 74 fiir
den Inhalt V7 (II) unseres Polyeders; zugleich ist dies natiirlich
die Anzahl der dem Polyeder II angehorenden Gitterpunkte mit
positiven Koordinaten!!.

11 In Einklang mit der 1. ¢.1° hergeleiteten (hier fiir # = 2 anzuwendenden)
Formel m: + 64 = 4/ -+ 9/® + 3/ fir die Anzahl der Gitterpunkte in der
Menge Ny, = £(&,); vgl. dort Nr. 12 und 16.



