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Uber nach Polynomen fortschreitende Reihen.

Von Georg Faber.

Vorgelegt in der Sitzung am 17. Juni 1922,

Vor einiger Zeit habe ich mich, ohne meine damaligen
FErgebnisse zu verdffentlichen, mit der Darstellbarkeit analy-
tischer Funktionen durch Reihen beschiftigt, die nach den
Nitherungsnennern

) Q@ =a+dl @ e =0,1,2..);
(Koeffizient von ' in @, (z) gleich 1)

des IKettenbruchs

41
2) f]’f") e T P
“ Iz v

fortschreiten. Inzwischen hat Herr Szegs die gleiche Frage
gelost und als Haupt- und Endergebnis mehrerer umfangreicher
Abhandlungen folgenden Satz (mit gewissen einschriinkenden
Voraussetzungen iiber die nie negative Funktion p(x)) bewiesen
(Math. Ann. 82 (1921), S. 193):

Jede auf der Strecke — 1, 4+ 1 reguldre analytische
Funktion I'(x) lift sich in eine Reihe

3) Z"(x) = 2:" a, Ql (.L')
0

entwickeln; diese konvergiert innerhalb der Ellipse
mit den Brennpunkten — 1, 4- 1, die keinen singuliren
Punkt von I'(x) in ihrem Innern, wohl aber mindestens
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einen auf ihrem Rande hat. Aufierhalb dieser Ellipse
divergiert die Reihe (3). Die Koeffizienten a, ergeben
sich in Anbetracht der Orthogonalititsbeziehungen

+1
1) f 0 (@) Qu(2) p @) dw = 0 fiir o= »
g |
durch die Formeln
+1
5) a, == 7}2- f Fz) Q. (x)p)da, wo
l'—l

+1
6) f: = f(gz(x) p(x)dz.

—1

Falls die Summe der Halbachsen der obigen El-

lipse = I ist (ich nenne sie kiinftig die Ellipse ), gilt
T 1

7 }LHZC Viak, = R

Da sich neuerdings die Mathematiker in erhdhtem Mafe
mit der Darstellung analytischer Funktionen durch polyno-
mische Reihen beschiiftigt haben, interessiert es vielleicht, wenn
ich im folgenden meinen iiberaus einfachen Beweis des obigen
Satzes mitteile und dann im Zusammenhang damit auf einige
Fragen eingehe, die in anderer Richtung liegen, als die son-
stigen bemerkenswerten Ergebnisse, die Herr Szegd auf seinem
Wege gefunden hat.

§ I Beweis des Hauptsatzes.

Ich mache vorerst die den Beweis ein wenig vereinfachende
und hinterher leicht zu beseitigende Voraussetzung, dab p(x)
oberhalb einer endlichen Grenze g > 0 bleibt:

8) p@)y>9>0 (—1<z<1).
Mit ¢, ¢', 9", G, G, . . . bezeichne ich stets endliche
positive Konstante, mit «,, &, e, ... positive Zahlen, die mit

1/v gegen Null konvergieren, endlich mit g,, ¢., ¢;, G., G, . ..
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positive Zahlen, deren positive »* Wurzeln mit unendlich wach-
sendem » gegen 1 konvergieren. Ferner sei

1
9) P (z)= g1 ATCCOS COST = [
es 1st also
10) L, (cos V) == 2}-_ L cosv .

: . ., 2"(v1)?
11) L,(x) =2 + -+ seil das mit @

multiplizierte Legendresche Polynom »** Ordnung.

Dann ist

41 +1 +1
i = | p@@@de>g | Qyde>yg | Li(x)dx
] Je@>y |

12) 9 [gv (v !)9]2 g
= [0 s
3y 1] (20! SEL
+1 +1
: | - 1 G
13) m<jj@uﬂ@dx<wzyfp@mx<9“.
-1 -1 -

Aus (12), (13) folgt
1

14) lim %)

V= O

il
i

Ferner ist

41 +1
1 ¢
5 )2 - " —— (s, .
15) f@@ﬂx<gfﬂ@@@ﬂx<yyv@(wb
—1 —1

Um so mehr ist

v

16) fw@Mx<y$waS—l<x<+l,
—1

und daher
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G,
17) Qi) < .50 (—1<a<l,
18) 1 lg Q.(x) <G} + &
I

Nun beachte man: wemn x ==&+ iy gesetzt wird und

Va* — 1 durch die Bedingung

19) limVa* —1:2= -1

£ w0

in der Umgebung des Punktes o eindeutig gemacht wird, so
ist das logarithmische Potential

1) Ist niimlich ein Polynom rien Grades o () in irgend einem Inter-
vall J: b —a, b~ « der Linge 2 « dem Betrage nach < (7, so ist in J:
w' (7)< 4a G2 Durch die Substitutionen § = (# —b): 2a = cos @ moge
o () in z{) und ¢ (9) @ibergehen; dann kann man ¢ () == 12 by = by cos ¥

E4

2 .
4 D, cosrd setzen, wo b, = I g (W)eosp ddd) <26 ist.
/ a,
0
Da o () = — 2 aq¢'(#): sin & ist, ergibt sich

sin ¢4

0 S <4alGy? w2 bow.
sin {

m' (1) < 2a Z"’ | ]’/:
0

Im Hinblick auf Spiiteres moge hier noch der Beweis des folgenden
Satzes angefiigt werden:

In dem vergroBerten Intervall J': b —a(l+¢), b4 a(l +¢), wo
£>0, ist o) <2G14+3Ve" (41). Ich beweise etwas allge-
meiner: Die Funktion 7 (%) ist auf der Ellipse mit den Brennpunkten
41, —1, die durch die Punkte &= (1 4 ¢) hindurchgeht, <2 G (143} )"
(» -+ 1). Auf dieser Ellipse, deren Halbachsensumme = I¥ sein mége, ist
nimlich cosy arc cos & =] (E4 VE2 — 1) 4-(5 — Ve gy <
+ R7T¥*) < R". Nun ist offenbar <143 Ve, also 7(3) in.J' kleiner

als 26G Y (14381 <26+ 1)A+3Ve.
0

Die in dieser Fufinote abgeleiteten Abschiitzungen kinnen leicht
durch viel genauere ersetzt werden; vgl. den Satz HI auf S. 170 und ins-
hesondere die in der Fufinote daselbst angefiihrte Abhandlung des Herrn
S. Bernstein; vgl. a. M. Riesz, acta math., Bd. 40 (1916), 8. 337;
M. Fékeéte, Journal f. d. reine u. angewandte Math,, Bd. 146 (1916), S. 88.
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' 22— I

£ sz A konstant = Ig 2b‘

auf jeder Ellipse 22> 1; und dies gilt auch noch fiir die zur
Strecke — 1, + 1 ausgeartete Ellipse B = 1.

Die logarithmischen Potentiale

20) w(s ) =Ilg

1 ,
21) wy () == g @ (§ 4 i) — (& )
sind fiir jedes » in der lings der Strecke — 1, 4 1 aufge-

schnittenen Ebene I eindeutig und reguldr (weil ja die Null-
stellen aller Polynome @, (z) auf dieser Strecke liegen); im
Unendlichen nehmen sie alle den Wert

22) w,(x) = 0

an. Nach (18), (20) ist der Maximalwert, den w, (&, ) auf der
Strecke — 1, -+ 1 annimmt, < ¢,; um so mehr ist iiberall in J2*:

23) w, (& 1) < &,.
Aus (22), (23) schliefit man leicht
24) lim w, (&, ) = 0 fiir alle Punkte & % in EY,
oder o
25) lin } lg| Q@) —=1g £ V;”g—l .

Um (24) zu beweisen, denke man sich das Gebiet F' auf
das Kreisgebiet » <1 (r Abstand vom Nullpunkte) konform
abgebildet der Art, dab dem Punkte # = o der Punkt » = 0
entspricht. Jedem Punkte mit den Polarkoordinaten r, ¢ in
diesem Kreisgebiet ordne man den nimlichen Potentialwert
w, (r, @) = w, (& )Y zu, der zu dem entsprechenden Punkte
x=E-+ iy in ' gehorte. Die Funktion w () sel mit der
Randfunktion w, (1,y) (0 <y <2=n) identisch da, wo diese

1) Wegen der numerischen Ubereinstimmung 1n entsprechenden
Punkten sei es erlaubt, zwei verschiedene Funktionen mit dem nim-

lichen Buchstaben i, zu bezeichnen, wie es ju in Physik und Mechanik
iiblich ist.
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>0 i1st, sonst sei w,'," (y) = 0; die ganz entsprechend ge-
bildete nirgends positive Funktion w, (i) kann dann als durch
die Identitit

26) wil () + w07 () = w, (1, v)

erklirt angesehen werden; dal w, (y) fiir gewisse Werte y gleich
— o wird, ist fiir das folgende nicht stérend. Nach (23) ist

27) w¥ () < & und also 0 < J‘ wi () dy <2mne,.
0

Da ferner w, (v, ¢) fiir » = 0 wegen (22) =0 ist, hat man
28) 01 f (20,-,1‘ () 4w, () dy = 0,
Epr 4
0
also wegen (27):

29) 0> ‘)17' fw,,‘ G
0

Fiir irgend einen Punkt », ¢ des Kreisgebietes r <1 ist
nach dem Poissonschen Integralsatze

27 _
1 (10;*_ () + w, () (1 — T:)

30) w(ne)=g_ |5 5, cos (y — ¢) + »* i
0
27 ( ) 27
1—r 1 + ‘ 1—r?) 1 -
> (1— :*_—7».)2 9 w, (p)dy + =% 5 w, (p)dy
0 0
1471 ¢ L 0
1—r3n w, (Wydy>—se, 1—» (nach (29)).
0

Dagegen ist wegen (23):
31) w, (r, @) < &,
Aus (30), (31) ergibt sich
32) lim w0, (r, p) = lim w, (&, 5) = 0, w. z. b, w.

V=m0
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Aus (20) und (25) folgt nun weiter

)

lim VO, () = é

Vet D

fiir alle Punkte der Ellipse I.

Daher konvergiert, wenn

33)

34) lim V a, == 12) (< 2)

V= ®

ist (was wegen (14) mit (7) gleichbedeutend ist) die Reihe
35) X a, @, (%)
0

- gleichmiifiig in jedem Gebiet, das ganz innerhalb der Ellipse It
liegt, withrend auBerhalb dieser Ellipse Divergenz stattfindet.

Umgekehrt sei eine analytische Funktion I"(x) vorgelegt,
die im Innern der Ellipse R (> 1) regulir und eindeutig sei,
auf dieser aber mindestens eine singuliire Stelle besitze; und
es soll gezeigt werden, daf F'(x) durch eine im Innern der
Ellipse R konvergente Reihe der Form (35) dargestellt werden
kann, und zwar mit eindeutig bestimmten Koeffizienten

+1
36) 4= 1 f () Q@) p() dz.
1'—1

Zum Beweise gehe man davon aus, daf bekanntlich I"(z)
im Innern der Ellipse B durch eine Reihe

37) F(z) = 2»b, P, ()

0
dargestellt werden kann (vgl. (9), (10)) mit
38) lim |V, :21) B> 1).

1) Aus der Darstellung (38) folgt nebenbei noch folgendes: Ist I'(x)
eine im Intervall — 1, +1 gegebene Funktion und I7I, (x) des Polynoms
vten Grades, fir das das Maximum der Differenz | I7(z) — I, (x) mog-

lichst klein (= #)) ausfiillt, so ist lim ¥, dann und nur dann = 11, <1,
P -t 0



164 G. Faber

Bildet man fiir diese Funktion (37) die Koeftizienten «, (36),
so erhiilt man

59) - 71 " f Po(@) 9. @) p (2) de,

I

(" —;,F J‘p(x) dx

2 1 -
< (]{> -G, also

41) lim ]7 a,| <

el i

Die mit diesen Koeffizienten gebildete Reihe (35) konver-
giert somit im Innern der Ellipse R; es ist leicht zu zeigen, daf3
sie auch die gegebene Funktion 77(x) darstellt, woraus dann
ohne weiteres folgt, da; in (41) das Zeichen —=, nicht < gilt.
Jedenfalls stellt die Reihe (35) eine im Innern der Ellipse I
reguliire analytische Funktion @ (z) dar, die also in eine Reihc

40) a.| <2+ s,,)‘-‘"

2 @)~ 30 B, P
entwickelbar ist, wo fiir n — 0, 1, 2, . . .:

+1

02”_2 @
43) Bn — - o Z‘” hy, [ v (‘[) [ (‘l’
T n T
-1
+1
) 2n—2 . 1 ) - (ILL'
= . l,_ - ‘” fl (.’l,) Lll(‘l/)])(x)(l‘]’f(t).”(x) 1 L (J') 1/1 —z*
—1

(vgl. (39D

wenn ]( r) innerhalb der Ellipse It regulir ist, auf dieser aber min-

. m o . . . k. =
destens eine singulire Stelle besitzt. Dagegen gilt nur lim »" ) == 0
Vo— L

fiir jedes I: > 0, falls I (x) auf der Strecke — 1, + 1 iiberall unendlich oft
s

differenzierbar ist. Wenn also z. B. & = cos 9, F(r) = D » 1 cos B0

T B
gesetzt wird, wo I3, ganzzahlig, B, 41: B, ganzzahlig > 1, limm, = o,
y— L

lim (m,lg D) : B, = 0, so ist I'(2) an jeder Stelle der Strecke 1, -} 1

y—=w

unbeschriinkt differenzierbar, an keiner reguliiv analytisch,
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Daf die hier rechts stehende Doppelreihe absolut kon-
vergiert, ist ohne weiteres ersichtlich (vgl. (17)).

Der zu fithrende Beweis der Identitit @ (z) — I'(z) wird
erbracht sein, wenn gezeigt ist, daB aus (43)

‘1‘4) —Bn — bn

folgt. Nun sind aber offenbar in den Darstellungen

45) P, (x) = “~ B’ @ @),
46) 0 (@) — Ll P (@)
0
die Koeffizienten
47) = f Po@) Q@) p(@) d,
) 92 2n—2 dx
48) ol = f @ Pu@) 37y

eindeutig bestimmt; durch Einsetzen von (46) in (45) ergeben
sich daher die Identititen:

49) af”/‘f’) 1, o ui{’)f,, == 0, falls » > n.

H

Mit Benutzung von (47), (48) lifit sich (43) so schreiben:

50) Ba=3> (b Y al );
es st also wegen (49)
51) B, —=b,(n=0,1,2,..), w. z. b. w

DaB die so bewiesene Darstellung der gegebenen Funk-
tion I'(x) durch eine auf der Strecke — 1, + 1 gleichmiiiig
konvergente Iteile der Form (35) nur auf eine Weise, niim-
lich mit den Koeffizienten (36) moglich ist, leuchtet unmittel-
har ein, denn aus
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52) (@) = 2 (@)

folgt durch gliedweise Integration nach Multiplikation mit p (z):
+1
53) al = ]l f @) Q@) p@) dz — a,.
"

Dagegen wiirde es zweifellos, genau wie bei den Fourier-
schen Reihen, eines weiteren Ausholens hediirfen, wenn man
beweisen wollte, daBi iiberhaupt keine zweite Darstellung (52)
der Funktion F'(x) moglich wiire, auch keine ungleichmiibig
konvergente oder in einzelnen Punkten versagende; von vorn-
herein ist klar, daB eine solche zweite Darstellung jedenfalls
fiir keinen Punkt auferhalb der Strecke — 1, -4 1 konver-
gieren konnte.

§ 2. Erginzungen. Abschitzung von Polynomen.

Die bisherige Voraussetzung p(x) >g¢ mige nun durch
folgende ersetzt werden:

Aufierhalb einer endlichen Anzahl m von Intervallen der
Gesamtlinge e, sel

54) p@) > 9.

.
(lim ¢, = 0, lim ]/g,. = 1; es wiirde iibrigens keine Erschwe-

V— =0

rung des Beweises bedeuten, wenn man m durch m, mit
lim m, == oo ersetzen wollte).

Y =+ 0

Bei dem folgenden Beweise diirfen und wollen wir der
Einfachheit halber m == 1 voraussetzen; i, sei dann das Inter-
vall der Linge ¢,, J, der Rest der Strecke — 1, + 1. Fiir
J, gibt es ein Tschebyscheffsches Polynom »*r Ordnung

35) T(x)=2a" 4+ ---,
dessen Maximalbetrag in JJ, moglichst klein = /), ist. J, kann

aus einem oder aus zwel Intervallen bestehen. Im ersteren
Falle ist
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56) 9, =2 (3? 8”) :

Es ergibt sich dies sofort daraus, daf die Strecke ./, durch
die Substitution von const. + z:(2 — ¢,) an Stelle von z aus
der Strecke — 1, 4+ 1 entsteht, und daB fiir die zur Strecke
— 1, + 1 gehorigen Tschebyscheffschen Funktionen (9)
&y = 2—r+1ist. Besteht aber J, aus 2 Strecken — 1, ¢ und b,
+1, wo b —a =¢,, so ist

57) 9 <2 (ZA} 8") :

aber natiirlich < 2-»+t,

Um (57) zu beweisen, ersetze man jede Nullstelle & des
Polynoms T, (x), die > b ist, durch & — ¢, und eine etwa im
Intervall a, b gelegene Nullstelle durch «. Dadurch geht 7' (z)
in ein Polynom 7, (z) = =" -} - - - ilber, dessen Maximalwert

auf der Strecke — 1, 2 — &, einerseits nach (56) > 2 (2 : F'V)T
ist, withrend er andererseits offenbar kleiner als der Maximal-
wert von T,(2)| in .J, ist. Aus (56), (57) folgt, gleichviel,
aus wie viel Strecken .J, besteht,

1 —e&,

58) b — 5

Mit L, (x) bezeichne ich das Polynom »t" Grades

59) Ly(x)=2a"+4 .-,
fiir das
60) Li(x)dx

J

moglichst klein ausfillt; dieser Minimalwert sei x,. Indem
man zum Vergleich die Polynome (11) heranzieht, beweist man
1—e,

9

<

61) ;{', -

genan wie (H8).
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Die Polynome ¢, (2) und die Koustanten %, sollen die
gleiche Bedeutung haben wie in § 1, nur mit Voraussetzung (54)
statt (8). Dann tritt an Stelle von (12) folgende Ungleichung

62)  ki> fp(x) Q@) dx > g,,fL,"I (x)dx > ‘)9:1, (wegen (61)).
' J, J,

Da die Ungleichung (13) neben (62) ohne weiteres auch
jetat gilt, ist das Weiterbestehen von
1

14) lim [k, =

= w®
auch unter der Voraussetzung (54) bewiesen.
Die Ungleichung (15) iibertriigt sich ohne weiteres nur
in der Form

(r,

63) f Qi) da < )7
J, -
und hieraus folgt (wie (17) aus (15)):
64) Qi) < gr

fir alle  in J,. DaB dann aber ganz von selber (64) auch
fiir alle = der Strecke — 1, 4 1 gilt, ergibt sich sofort aus
dem zweiten der beiden in der Fufinote S. 160 bewiesenen Siitze.
Nachdem aber einmal das Fortbestehen der Beziehungen (14),
(17) auch unter der erweiterten Voraussetzung (54) festge-
stellt ist, verliuft der Lest des Beweises wirtlich wie in § 1.

Ganz anders werden die Verhiiltnisse, wenn wir nunmehr
voraussetzen, dafi p(x) auf einer Anzahl m von Teilstrecken i,
tyy ... im des Intervalls — 1, 4 1 identisch Null ist. oJ sei
der Rest dieses Intervalls nach Abzug der Strecken i, i, ... i,;
J besteht also aus einer Anzahl Strecken J,, J,, ... Jx, wo
l>m— 1 und <+ 1ist; in J mige p (2) der Bedingung (8)
oder (54) geniigen. Ich schicke einige Hilfssiitze voraus, die
zum Teil auch ahgesehen von ihrer Anwendung auf die vor-
liegende Aufgabe mitteilenswert erscheinen und die ich daher
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gleich etwas allgemeiner fasse, als fiir den augenblicklichen
Zweck nistig wiire,

In der 2 — & 4 iy-Ebene sei ein pfach zusammenhiin-
gendes, den Punkt o enthaltendes Gebiet G gegeben; jeder
der p Riinder €, C,,... €, von G darf aus einer einfachen
Jordan-Kurve oder auch aus einem geradlinigen oder krumm-
linigen Schlitze bestehen. Mit I" bezeichne ich den aus O,
C,, . .., bestehenden Gesamtrand von G, mit z = &' 4 iy’
irgend einen Punkt von I

w (& u) sei das logarithmische Potential einer einfachen
Belegung
65) w (& ) = f ol —a|pu (o) de,

%
das durch folgende Bedingungen eindeutig bestimmt ist:

66) lm  (u(§ ) —lg z)) =0,

24w
67) w(& )
nimmt einen und den niimlichen konstanten Wert lg o in allen
Punkten des Gesamtrandes [ an. Mit I, bezeichne ich die Kurve

68) w(&y) —=lgo(>lgo);
I, ist also so viel wie I

Es gibt eine untere Grenze 7, der Art, dab fiir o> 1
keine Kurve /7, einen Doppelpunkt hat; nur im Falle p =
st 7 = o.

gn (2) sel irgend ein Polynom nt" Grades der Form

59) 0.(@) =" 4
1. Satz: Das Maximum von ¢, (x) auf I, ist > o".

Das logarithmische Potential
1. .
70) > lglgu @) —u( 1)

verschwindet im Unendlichen (wegen (66), (69)). Es nimmt
also in dem unendlichen von I, begrenzten abgeschlossenen
Gebiete seinen Maximalwert auf I, an, und dieser ist nicht

Sitzungsh, d. math-phys, K1 Jahrg, 1922, 12

P



170 G. Faber

. . 1 5
negativ. D. h. aber das Maximum von lg\q,. () auf I,

ist > 1lgo. Das Zeichen == kann hier oifenbm nur dann gelten,
wenn das Potential (70) identisch Null ist.

IL Satz: Es gibt Polynome ¢, (z) der Form (69), deren
Betrag auf I, < (o 4 &) ist mit lim &, = 0; und zwar

n—+w
gilt dies gleichmiifiig fiir alle 0 > ¢/, falls nur ¢' > o ist.
Denn (ein hinreichend grofies # von vornherein voraus-
gesetzt) kann man in einem beliebig vorgeschriebenen Teil-
gebicte G' von (v die rechte Seite von (65) mit beliebiger An-
niherung durch eine Summe

m

- Ny :
71 Mg o —
1 R

ersetzen, wo die z;-Punkte auf I" und s¢; positive ganze Zahlen
sind, deren Summe == n ist. Das Polynom

m
72) ITi (. — )"

1

hat dann die verlangte Eigenschaft.

IIL. Satz:') Ist aufirgend einer Kurve [, (einschlicfi-
lich des Grenzfalles I, = I") der Betrag irgend eines
Polynoms nt" Grades k,(z) kleiner als L, so ist anf
einer Kurve I,,, wo o> o ist,

73) b (@) < I (:)
Das logarithmische Potential
74) g ()| — 1 &)

besitzt nimlich auf 77, einen jedenfalls nicht griBeren Maximal-
wert als auf I,.

1} In dem besonderen Fall, wo /" aus einer Strecke besteht, schon
von 8. Bernstein bewiesen: Mém. publiés par 1'Acad. des sciences de
Belgique 1912.
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Diesem Satze kann der folgende gegeniiber gestellt werden:

IV. Satz: Hat das Polynom k.(z) im AuBengebict
von I, und auf I, keine Nullstellen und ist auf 75,

75) k(@) >0,
so ist auf I, falls w > o:
76) Fu(z) > 1 ("0’) .

Das Minimum des Potentials (74) ist ndmlich auf I, nicht
kleiner als auf T7,.

Ferner gilt der folgende

V. Satz: Sind ¢, (@) =z"+ .- (n=0,1,2,...) Poly-
nome mit dem Koeffizienten 1 der héchsten Potenz,
und liegt keine Nullstelle dieser olynome im Aufien-
gebiet von I, (6> 0), ist ferner (was nach Satz Il mog-
lich ist), fitr einen Wert ' >4

1

77) lim (Maximum von ¢, (%) "-) = g,

n— o auf ]1’1’

so konvergiert die Folge

. ¥ 1l
78 ]/ TIEL % e

wo die ' Wurzeln durch die Bedingung

n —-'1 —
79 lim ’EV =
) T gn (X)

eindeutig definiert sind, gleichmiifig im AuBenge-
biete G; von I, falls nur 2>0, gegen eine regulire
analytische fiir # = o, aber sonst nirgends in &, ver-
schwindende Funktion I'(x) und es ist in G,

80) —lg I'(x) =u(& ).

Insbesondere hat also die Beziehung (77) die viel
bestimmtere
12

¥4
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81) lim Vgn (@)] = 11

= w0

gleichmiBig fiir alle # auf I und alle 1 >0 zur Folge.

Jedenfalls kann man nach einem hekannten Montelschen
Satze aus der Folge (78) eine Teilfolge auswiihlen, die in (;
gleichmiiiig gegen eine regulire fiir « = o« aber nirgends
sonst verschwindende Funktion f(x) konvergiert. Auf I, ist
82) Maximum von |f(z) —! = d'.

Im AuBiengebiet von . ist also das Potential
83) —lg f@)| —u($ )
das auf der Randkurve I',. seiuen Maximalwert Null erreicht
< 0 und identisch Null, wenn es In ecinem inneren Punkte
dieses Aufiengebietes verschwindet, was tatsiichlich fir « -~ o
stattfindet. Die Funktion f(x) hat somit alle von I'(x) be-
haupteten Eigenschaften, und es braucht nur noch gezeigt zu
werden, daB die Folge (78) selbst, nicht nur eine aus ihr her-
ausgehobene Teilfolge konvergiert. Wiire das nicht der Iall,
so konnte man aus (78) eine zweite Teilfolge herausheben, die
gegen eine andere Funktion als f(z), etwa ¢(2) in G kon-
vergiert; dann wiirde aber wieder

84) —lg p@) =u(& ), also ¢@) = [(2)

folgen; nach dieser Gleichung konnte sich ¢ (z) nur durch

einen konstanten Faktor vom Betrage 1 von f(x) unterschei-

den; da aber lim (¢ (z): f(x)) = 1 ist, hat die Annahme, ¢ ()
=

sel nicht mit f(z) identisch, auf einen Widerspruch gefiihit.
Die Gleichmiifiigkeit der Konvergenz der Folge (78) in (; ist
selbstverstiindlich, da jede in einem Gebiete &; konvergente

1) Falls die Randkurve I"aus der Streecke — 1, -1 besteht, ist die
Behauptung (81) offenbar mit (33) identisch. Doch ist das dort benutzte
einfache Beweisverfahren nur anwendbar, wenn das AuBengebiet der
Kurve I' einfuch zusammenhingend ist. Durch das oben Bewilesene wird
zagleich eine Vermutung bestiitigh, die ich in einer fritheren Arbeit
(Math. Ann. 64 (1907), S. 121, (il. (20)) ausgesprochen habe.
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Folge beschriinkter analytischer Funktionen in &; gleichmiiBig
konvergiert.

Wir nehmen nun an, die Kurve I' (== I},) bestehe aus den
doppelt ziihlenden, S. 168 eingefiihrten Strecken J,, J,, . .. Ji;
das Aufiengebiet von I'ist also ein sog. Schlitzbereich.

85) IT.(@) =a 4 .-

sel das zu J = J, + J, + - - - + J;, gehorige Tschebyscheff-
sche Polynom »tr Ordnung; sein Maximalwert auf J sei oy,
dann folgt aus den Sitzen I, II sofort, daf

86) lim o, = o

ist. Es ist einlenchtend, daf die simtlichen Nullstellen der
Polynome 7, (z) auf der Strecke — 1, 4 1 liegen, auch ist
leicht einzuselien, daf in jedem der Intervalle i), iy, ... im,
die mit J,, J,, ... J; zusammen die Strecke — 1, -+ 1 aus-
fiillen, hichstens eine Nullstelle von 7, () liegt!). Liigen nim-
lich beispielsweise in i, zwel Nullstellen z' und z'* >z’ von
T,(z) und wiirde man dann ¢> 0 so klein wiihlen, daf auch
die Punkte z' — ¢ und z" -+ ¢ in i liegen, so wiirde die Er-
setzung der beiden Faktoren (z — ), (# — 2") in T, (x) durch
(x — (' — &), (& — (" + &) bewirken, dai das so aus T\ ()
hervorgehende Polynom an jeder Stelle in J, die keine Null-
stelle von 7, () ist, einen dem Betrage nach kleineren Wert
annimmt als 7% (x), was im Widerspruch steht mit der Defi-
nition des Tschebyscheffschen Polynoms 7. ().

Wir zerlegen 7', (z) in zwei Faktoren:

87) Ii(x) =t ;@ rp(@) = (@~ F ) (@ A -,
deren zweiter gerade an den in den Intervallen iy, i,, ... in
gelegenen Nullstellen von 7 () verschwindet; sind solche nicht
vorhanden, so ist 75(x) = 1. Jedenfalls also ist der Grad j
von 7z hochstens gleich m.

1) Es kommen nur solche Intervalle ¢, in Frage, die ganz im Innern
der Strecke — 1, - 1 liegen; denn es ist von vornberein klar, dal in
einem Intervall 7,, das einen der Punkte 1 1 zam einen Endpunkt bat,

keine Nullstelle von 7' {(x) liegen kann.
¥ =]
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88) L,, ((17) —NTE + 00D
habe die Eigenschaft, daf

39) [ 1:@) ds
p,
moglichst klein ausfillt; dieser Minimalwert ist gi o, denn

einerseits ist er < [ T(x) de < o mal der Summe der Liingen
v

der Intervalle .J,, J,, . .. Ji. Andererseits aber wiirde die An-

nahme, (89) sei fiir unendlich viele » kleiner als (o, «)?*, mit

a <1 durch den SchluB, der von (15) zu (17) fiihrte, ergeben,

daB fiir jene »

90) | L, (x) < Gu(aon) in oJ

wiire, was wieder einen Widerspruch mit der Definition der
Tschebyscheffschen Polynome bedeutet.

Jetzt aber ist alles so weit geklirt, dafk man die Gleichungen

91) lin (V') = o,
92) O.(x) <G,o"m oJ

genau wie zuvor die Gleichungen (14), (64) beweisen kann.

Nun besitzt @, (z) genau wie 7, () in jedem der Inter-

valle i,, i,, ... i, hochstens eine Nullstelle, so da eine (87)
ganz entsprechende Zerlegung
93) Q@) = gv—; (@) 2, (2)

mdglich ist.  Aus (92) folgt dann nach Satz V an Stelle von

(81) zuniichst nur
1

94) lim {4, g(@) =% = 4
P —_t L
gleichmiitiig auf (', wiihrend die allgemeinere Beziehung

95) hm [Q, (x)|" =2

e )
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fiir gewisse Punkte der Strecken i, 4,, . . . in, die {ibrigens nur
eine Menge vom Mafe Null bilden, nicht zu gelten braucht.

Um die Reihen 27 a, @, () zu untersuchen, bilde man
0

96) lim ],/-aj = (}
Es sei 1) a> 1) (vgl. 8. 169).

Dann konvergiert die Reihe 2»«, (), () in dem einfach
0

zusammenhingenden Innengebiet der Kurve 77, withrend sie
auBlerhalb divergiert. Die durch die Reihe dargestellte Funk-
tion hat auf der Kurve I, mindestens eine singulire Stelle.
Umgekehrt lit sich jede im Innern von I7, regulire analy-

tische Funktion F'(z) in eine Reihe >, (), (z) entwickeln mit
0
eindeutig bestimmten Koeffizienten a,. Ist 2) o <a <7, so
konvergiert die Reihe E" a, @, (z) wieder im Innengebiet von I,
0

aber dieses besteht jetzt aus mehreren getrennten Bereichen,
in denen die angegebene Reihe verschiedene analytische Funk-
tionen darstellen kann. Auch ist es moglich, daf die Reihe
in einzelnen auBerhalb I, gelegenen Ausnahmepunkten der
Intervalle i, i,, ... i, konvergiert.

§ 3. Ergidnzungen. Zusitze.

Nur um mit einer bestimmten Vorstellung zu rechnen und
um des dadurch ermdglichten bequemeren Ausdrucks willen
setze ich im folgenden voraus, dafz p(z) auf keiner Teilstrecke
des Intervalls — 1, H-1 identisch Null ist; die Ergebnisse
und Beweise iibertragen sich leicht sinngemil auf den allge-
meinen Fall.

1) 7 kann im vorliegenden Falle offenbar auch so definiert werden:

7 = lim Maximum von i,f"(“, ()| fir alle @ des Intervalls — 1, + 1.
Y= w
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Als Zihler Z,(2) des Kettenbruchs fiir das Integral (2)
findet man bekanntlich
[ ()
P Q@ — )
97) Z,.(,c)—-——f o pl)de.
—1

Fiir alle 2 eines unendlichen Gebietes 7', das ganz auber-
halb der Strecke — 1, 4 1 liegt und fiir alle = dieser Strecke
gilt nach dem in § 1 und 2 Bewiesenen

Q@)
") 2

Daher folgt aus (97):

. Z(2) p(rydz
99 lim =
) P— Qr (Z) xr—=z
gleichmiifiig fiir alle 2 in 1),
Aus (99) ergibt sich weiter fiir alle ¢ in 7"

.1/ %@
100) lim l/ =1
¥ @ (J (Z) |

und also wegen (33):

101) limV Z. (z)[ -

V= 0

fiir alle Punkte 2 der Ellipse It

gt R
)

o
Die Reihe 2 a, Z, 11(2) konvergiert daher genau wie die
0
o

Reihe 2va, @, () im Innern der Ellipse 22 und divergiert aufier-
0
halb, wenn

NSNS 2
102) lim V|a, = p<2

V=0

vorausgesetzt wird. Ks lifit sich auch umgekehrt leicht zeigen,

1) Fiir (99) gibt es einen ganz anderen Beweis von Murkoff;
s. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichien, Leipzig 1913, S. 385.
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dal jede im Innern dieser Ellipse regulire analytische Funk-
tion sich in eine Reihe 2ra, Z, 4 (2) mit eindeutig bestimmten
0

Koeffizienten a, entwickeln lifit; nur gibt es fiir diese nach
Kettenbruchzithlern fortschreitende Reihen nicht so einfache
Koeffizientenformeln wie fiir die Reihen nach Kettenbruch-
nennern.

Ferner ist klar, daf jede im Innern einer Ellipse B regu-
liire Funktion daselbst als Grenzwert der Lagrangeschen Inter-
polationsformel dargestellt werden kann, wenn als Interpola-
tionsstellen die Nullstellen der Polynome ¢, () (oder auch
Z,(x)) gewihlt werden.

Endlich beweist man leicht, dag fiir die Anzahl %, der auf
einer Teilstrecke «, b (> a) der Strecke — 1, 4 1 gelegenen
Nullstellen des Polynoms @), (z) (oder auch Z,(z)) die Formel

1

103) b iy o :ff_

Y ad Y1 —g
gilt. Allgemein sind die Nullstellen von @, (z) fir » — oo,
auch wenn Intervalle i,, ... i,, In denen p(x) =0 ist, zuge-
lassen werden, auf die Intervalle J,, J,, . .. Ji nach dem
gleichen Gesetze verteilt wie die Elektrizitiitsmenge 1, falls die
als unendlich diinne leitende Stiibe aufzufassenden Strecken J,,
Jyy - .. Ji durch diese Belegung alle auf das gleiche kon-
stante Potential gebracht werden sollen.

Hat man neben dem Integral (2) noch ein zweites

ZHE)ET

xrT—z
—1

104)

wo p, (%) in keinem Teilintervall der Strecke — 1, + 1 iden-
tisch verschwindet, in dem p(x) nicht identisch verschwindet,
und umgekehrt, bedeutet ferner S, (¢) einen Niiherungsziihler
oder Nenner »'" Grades des Kettenbruchs fiir das eine oder
andere dieser Integrale und ist endlich
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105) U, () - —f 5, (x) - (3) b dz,

—1
so ist wegen

S, (%)
lim =0
r—w 5 ( )

(fiir irgend ein 2z aulierhalb der Strecke — 1, -1 und alle
z auf dieser Strecke):

+1
U.(2)  (pde
107) ,IHT; S,e) J x—e
=
Das ist eine sehr weit reichende Verallgemeinerung des
Markoftschen Satzes (99).



