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Integration der partiellen Gleichung s = sin z. 

Von F. Lindemann. 

Vorgelegt in der Sitzung am 14. Januar 1922. 

» 

1. Das Quadrat des Linienelements einer Fläche von kon- 
stantem negativen KrUmmungsmaße — 1 läßt sich bekanntlich 
in der Form 

(1) äs~ = cos- iv % � du2 -|- sin2 w % � dv- 

darstellen, wo u und v die Parameter die Kriimmungslinien 
bedeuten ; die Hauptkrümmung.shalbmesser sind dann 

(2) -R, = — tg w, R2 = cotg w, 

während w der partiellen Gleichung 

(3) 
3 

2
 W d

2
 IV 

3 u~ 3 vr 
sin 2 w 

renügen muß, die durch die Substitution p = u v, q = u — v 
32 (2 w) 
dq) 3 q 

in die Form 4 = sin 2 w gebracht wird. 

Da auf Grund meiner Abhandlung über die Biegungs- o o 

flächen einer gegebenen Fläche1) alle Flächen konstanter Krüm- 
mung angegeben werden können, so ist damit auch das all- 
gemeine Integral der partiellen Gleichung (3) bekannt. Die 

Rechnungen lassen sich leichter durchführen. noch nötigen 

1) Abhandlungen der Bayerischen Akademie der Wissenschaften, 
math.-phys. Klasse, Bd. XXIX,  9, München 1921. Diese Arbeit wird im 
folgenden kurz als Abhandlung zitiert. 
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wenn man von Flächen mit der konstanten Krümmung -j~ 1 
ausgekt. Man hat dann zu setzen1): 

(-0 
e° + e- !y v __ eù — e~th 

e"- e •>’ ^-eo + e-»' 

j [ (e"’ 4' e~ 'O" du2 4- (e/; — c~'yf dv2\, 

wobei u und v wieder die Parameter der Krümmungslinien 
bedeuten, und es ist: 

(5) 
32 0 32 i) 
du- ' dv2 i(e- 0, 

eine Gleichung, die aus (3) hervorgeht, wenn man iv durch i 0 
und v durch iv ersetzt. 

2. Wir stellen kurz die wichtigsten Formeln der Abhand- 
lung zusammen ; wie dort in der Einladung bemerkt, kann man 
die Schlußformeln (S3) leicht nachträglich bestätigen, wenn 
man kein Gewicht auf die Art der Ableitung legt. Gegeben 
sei also die Darstellung einer Fläche durch ihre Minimal- 
kurven a, ß in der (schon von Bour aufgestellten) Form: 

x = i J [ Wn cosin Ida — Wp cosin // d/f],  

(6) y — i § I Wa sin ). da —- 114? s‘n !l d ß] , 

- = ][W„da+Wpdß\. 

Dann sind dx und dy vollständige Differentiale, sobald 
die Bedingungen: 

(7) 
dl 
dß 

= cotg 
w 
2 

a lg W„ 
dß ~ 

d fl 
da 

31g Wp 
da 

erfüllt sind, wo w = l — /t (vgl. a. a. 0. den Schluß von § 2); 
und es folgt aus diesen beiden Gleichungen : 

(8) 
3/. 
3« 

3 w 
3 a 

— cotg 
iv 
2 

^ lg Wp 3 fi 
dß 

d IV 

dß 
+ COt: 

W 
6 9 

31g Wn 
dß 

und durch Differenzieren (§ 1 der Abhandlung): 

(9) 
3 

da 
cottr 

iv 3 lg W, 
dß 

w 
2 

31g IFA 
da ) 

32 iv 
3 a 3 ß 

') Vgl. li. Uarboux, Leçons, t. 3, p. 385. 
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Die Fundamentalgröße F und das Krümmungsmaß K sind 
(a. a. 0., § 2): 

F = 2 • cosin2 ~ • Wa Wß, 
Ci 

(10) 

K — — 
0 • cosin- — 

u 

1 32log Fx 

F 3 a dß 

Nach einem in § 3 angegebenen Verfahren kann man aus 
den Gleichungen (7) und (9) die Funktion iv eliminieren und 
statt derselben die Funktion F einführen; so wurde die auch 
von Bour aufgestellte Differentialgleichung 

Waa Wßß — Wßß + Wa Wß 
FaF\ 
F2 

— Waa Wt 
Fß 
F 

Wßß Wa 
Fa 

F 
(ID 32 lg F 

dud ß 
(F  2 Wa Wß) 

abgeleitet, die nichts anderes ist als ein besonderer Fall der 
allgemeinen Gleichung, welcher (nach Darboux und Enneper) 
die Koordinaten eines Flächenpunktes genügen müssen, wenn 
die drei Fundamentalgrößen F, F, G gegeben sind. Die Be- 
hauptung ist nun, daß ein Punkt y, Ç der allge- 
meinsten Biegungsfläche der Fläche (6) in folgender 
Form er liai ten wird: 

£ = J* [R %  cosin 0 • Wa d a -j- R‘ %  cosin F % � Wß d ß] , 

(12) y = J [R %  sin 0 • Wa d a -f- R‘ • sin F % � Wß % � dß], 

C = i j*  [R- Wa da —R‘- Wß dß], 

wo 0 zu F, R zu R‘ konjugiert sein soll. Der Beweis ist 
folgender: Damit d£ ein vollständiges Differential sei, muß 
die Bedingung: 

(13) Rß Wa + Ra Wß + (R + R‘) Waß = 0 

erfüllt sein; ferner sind d£ und dy vollständige Differentiale 
infolge der beiden Bedingungen, die zu obigen Gleichungen (7) 
analog sind : 

') Die Identität beider Ausdrücke für K ist eine Folge des G au fischen 
Satzes über die Determinante 1)1)" — 1)'-; zum Beweise kann man sich 
auch der Gleichungen in § 3 der Abhandlung bedienen; vgl. unten den 
, Nachtrag“. 
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(14) 
3 0 
3ß 

= cutg 
üB a l g ( ii  IF„) d'F 
2 ’ 3/,’ " ’ da 

. ÜB 
= - cotg — 

3 lg IV Wß 

da 

wo ÜB = <I>  —% � I', und aus denen sich die weiteren, zu (8) 
analogen Gleichungen 

(14 a) 

3 <I>  

da 
3 ÜB A ÜB 3 lg {IV w,i) 
 cotg „ — — - 

dlr 3 ÜB , , ÜB 3 1 g ( /,’ W„)  
S/Î = - T/i + eotg 2 3/i 

ergeben, die aber nichts neues aussagen, da sie einfacli 
aus der Definition von ÜB folgen. Mit Hilfe derselben erhält 
man die zu (9) analoge Differentialgleichung: 

(15) 
3 

da 
( , ÜB 3 lg CD 
^COtg y 

3 ß 
)+ 3,fcotg7'-9l"C/?N) 
J dß\ ° 2 da J 

32 ÜB 
3« 3ß 

Die Fundamentalgröße F* und das Krümmungsmaß K* 
der Fläche (12) werden nach (10): 

(16) 
3$ 

F* = 2 • cosin2 0~ • uCp, K* = — 
<K Vp - <r>p F, 

ÜB 
F*  %  cosin2 9 

Daß a, ß die Parameter der Minimalkurven der Fläche (12) 
sind, ist evident. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die Verbiegung der Fläche (12) auf die 
Fläche (6) ist also: F — F*, oder: 

(17) cosin2 iv‘ = cosin2 ÜB' • Ii  IV, 

wo zur Abkürzung 2 w‘ = w, 2 ÜB' = ÜB. Differentiert man 
(17) logarithmisch, so ergibt sich: 

(18) 

tg w‘ % � (/„  — /.*„)  = tg ÜB' • {<K  - Va) 

tg W‘. _ ,,ß) = tg ÜB' • (0p - I' ß) - 

3 lg Ii d lg IV 
da da 

3 lg Ii 3 lg IV 
dß dß 

Nun war nach (7) : Wnp = W„ % � lp • tg w‘ — — Wp //„  • tg w‘. 
infolgedessen lassen sich die Gleichungen (14) in der Form 
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(19) <Mg2ö' — Xatgw‘ = Wß tg SB' — fiß tg w‘ = 
a lg # 

a/i 

schreiben, und aus (18) ergeben sich dann die weiteren Rela- 
tionen: 

(19a) <Pß tg SB' - Iß tg w‘ 
3 lgR 

3 T tg SB' - fia tg iv‘  = 
3igR;_ 

3 a 

Die letzten Gleichungen sagen also nichts neues aus, wenn 
die Bedingung (17) erfüllt ist. Die Integrabilitätsbedingung 
der Gleichungen (19) und (19 a) für (Pa und (Pß einerseits, für 
Pa und 1Pß andererseits muß sich also auf die eine Gleichung (17) 
reduzieren. Das ist in der Tat der Fall, denn durch Bildung 
von Paß und lFaß findet man die Relation: 

(20) —>,,ß —-(Pfi — = ~ ~ fAß — !1"- 
' ’ cosin2 SB' cosin2 iv‘ ’ 

welche nach (10), (16) und (17) aussagt, daß das Krümmungs- 
maß beider Flächen identisch ist, also dasselbe, was auch die 
Gleichung (17), d. h. F = F7*, aussagt. Die 4 Gleichungen (19) 
und (19 a) sind die Gleichungen (79) der Abhandlung, die dort 
auf andere Weise abgeleitet wurden. 

Um die allgemeinste Biegungsfläche von (6) in der 
Form (12) aufzustellen, hat man also folgende Schritte 
zu tun: 

1. Man bestimme iü, R' aus W mittels (13); es geschieht, 
indem man R — U -f- i V, R‘ — U — iV setzt, U be- 
liebig annimmt und V durch Quadratur berechnet; dann 
ist d 'Q ein vollständiges Differential. 

2. Man bestimme <I> — lF — 2B = 2 SB' aus (17) durch R, 
R‘ und iv ; dann ist F* — F. 

3. Man bestimme (P und F einzeln aus den Gleichungen (19); 
dann sind auch df und di] vollständige Differentiale; 

und damit ist die Aufgabe gelöst. Die Funktionen rj, t 
sind hiernach verschiedene Formen der allgemeinen Lösung der 
Bourschen Differentialgleichung (11). Man könnte letztere 
auch wieder aus den Gleichungen (14) und (15) ableiten, wobei 
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die Rechnungen genau wie in § 3 der Abhandlung durch- 
zuführen wären. 

3. Bedeuten 7i, und Tli die Hauptkrümmungsradien der 
Fläche (6), so ist nach Gleichung (27) der Abhandlung, wo 
Wn durch i R Wa, Wß durch —ilVWß, Wnß durch i (Rp W„ 
+ R W»ß) = — i (R,'t Wß + IV Waß), W durch 0 — '!'=  28, 
W durch itg(a—ß) zu ersetzen ist, unter Benutzung von 
(7) und (17): 

(21) 1
 4- 

1 

R,  ̂R, 
. Rft — Ri"w . _ „ 7M — 7f tg ir 
2 . • cos irr w = 2 • . -% � x m,. 

sin 28-777? sin2ß-cosin"28 

Bezeichnet man also die rechte Seite mit 717, so sind die 
Hauptkrümmungsradien der Fläche (12), da jetzt 77, 77, = 1 
sein soll, die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

(22) r3 —Mr+ 1 = 0; 

und auf Grund der Formeln (4) ist die allgemeine Lösung 0 
der Gleichung (5) aus den Gleichungen 

(23) 77, = i tg (i !)) oder R2 = —i cotg (i 0) 

zu berechnen, wenn man noch die Parameter a, ß durch die 
Parameter u, v ausgedrückt hat. Letzteres verlangt die Inte- 
gration der Differentialgleichung der Krümmungslinien, die nach 
Lie durch Quadraturen geschehen kann1). 

4. Nach Gleichung (26) der Abhandlung ist die Differential- 
gleichung der Krümmungslinien der Fläche (12) 

(24) 
a a i’  

dß dß dß2 + d’Q 3 0 
3a da 

d or = 0 , 

wo 0,, 'l'ß aus (19) einzusetzen sind, und nach § 13 ist 7. 

durch ^ — 2/5, /i durch ^ — 2 a, W durch itg(u — ß), w‘ 

durch a — ß zu ersetzen; es ergibt sich also: 

(24 a) i Wa cotg 28' d a- — ^ d fPj = 0 . 

1) Vgl. Lie: Über Flächen, deren Krümmungsradien durch eine Rela- 
tion verknüpft sind. Arch, for Mathem. og Naturvidenskab, Kristiania, 
Bd. 4, 1879. 


