Sitzungsberichte

der

mathematisch-naturwissenschaftlichen

Abteilung

der

Bayerischen Akademie der Wissenschaften

zu Minchen

1937. Heft I

Mai-Dezember-Sitzung

Miinchen 1937

Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften
In Kommniission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung




229

Uber die Verwirklichung einer geschlossenen Fliche mit
vorgeschriebenem Bogenelement im Euklidischen Raum.

Von W. Blaschke und G. Herglotz.

Vorgelegt von Herrn Tietze in der Sitzung vom 4. Dezember 1937.

1915 hat H. Weyl?! eine umfangreiche Beweisskizze fiir fol-
gende Behauptung angegeben:

Ist auf der Gesamtfliche einer Kugel beliebig eine
positiv definite quadratische Differentialform ¢ mit
positivem KriimmungsmaB vorgeschrieben, so gibt
es stets im dreidimensionalen Euklidischen Raum
eine auf die Kugel so topologisch abbildbare Ei-
fliche, daB ¢ ihr Bogenelement wird.

Hier werden wir diese Existenzaussage auf ein Variations-
problem zurtickfiihren. Es sei F eine geschlossene Fliche vom
Zusammenhang der Kugel, 7 ihr Inneres und ¢ die auf # vor-
geschriebene positiv definite quadratische Differentialform. Dann
nehmen wir in / eine positiv quadratische Differentialform Q so
an, daf} sie der Randbedingung geniigt, sich auf dem Rande #
von [ auf ¢ zu reduzieren. Fiir die Riemannsche Metrik, die
in 7 durch @ bestimmt wird, berechnen wir uns das aus der
Gravitationstheorie bekannte Integral

(1) W= [R-dV,
1
worin &V das Raumelement des Riemannraumes und & seine

skalare Kriimmung bedeutet. Die Eulerschen Gleichungen des
Variationsproblems 3/#/ = o lauten bekanntlich so:

(2) RihzékGik'

1 H. Weyl, Uber die Bestimmung einer geschlossenen konvexen Fliche
durch ihr Linienelement. Vierteljahresschrift der Naturforschenden Gesell-
schaft in Zirich 61 (1915), S. 40-72.
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Darin bedeutet R;, Riccis Kriimmungstensor fiir unser Bogen-
element

(3) Q=d5%=G,;, dx* da",
der mit Riemanns Kriimmungstensor so zusammenhangt:
@ Rip=G"" Rip g

Multipliziert man Eulers Gleichungen (2) mit G**, so ist wegen
der 3 Dimensionen unseres Raumes

(5) Gir Gh =3

und damit folgt £ =0 und &;, = 0 aus (2). Wenn man beachtet,
daB nach (4) die 6 R;;, nimlich Ryy, Ry, Ra3; Ros, Ry, £y, sich
linear aus den 6 Komponenten Ryg o3, K1, 31, K12, 125 K31, 120 K1, 239
Ry3, 3 zusammensetzen und daB die Substitutionsdeterminante
von Null verschieden ist, wie man am schnellsten fiir G, = 3;,
bestitigt, so erkennt man, da3 aus R;, = o auch

(6> Rih’pq=o

folgt. Somit gibt es eine Euklidische Verwirklichung unserer
Fliche F immer dann, wenn unser Variationsproblem 8 ¥ =o
eine Losung besitzt, die die vorgeschriebenen Randbedingungen
erfiillt.

Hamburg und Géttingen, im November 1937.



