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Ein vektorielles Seitenstiick
zum Gauf3-Bonnetschen Integralsatz.

Von Frank Lébell in Miinchen.

Vorgelegt am 3. Oktober 1947.

Schon seit mehreren Jahrzehnten kennt man die Tatsache, dal3
die fundamentalen Beziehungen der Flichentheorie im euklidi-
schen Raum, die als das theorema egregium von Gaul3 und als
die Codazzi-Mainardischen Gleichungen bezeichnet werden, in
einer vektoriellen Beziehung zusammengefaBt werden kénnen,
die einfacher ist als jede der drei skalaren Gleichungen, die sie
ersetzt.l Sie flieBt auf die natiirlichste Weise aus einer auf
Lagrange und Darboux zuriickgehenden Integrabilititsbedin-
gung, der die particellen Drehvektoren eines starren Kérpers mit
zwel Freiheitsgraden, dessen Lage also von zwei Parametern
abhingt, geniigen.?

Spater zeigte es sich, daB ebenso wie die GauBlsche Bezie-
hung auch die Gleichungen von Codazzi und Mainardi, die
sich ihrerseits zu einer einfachen Vektorrelation vereinigen lassen,
gleichbedeutend mit einer Integralformel sind, die somit als ein
Seitenstiick zu dem bekannten Integralsatz von GaulBl und Bonnet
erscheint.?

Beide Formeln setzen ein Flachenintegral iiber cinen Bereich &
einer reguldren Fliche, in dem der Integrand das Kriimmungs-
mal} K ist, das aber im einen Fall mit dem skalaren Flichen-
element Zf, im andern mit dem vektoriellen Zf multipliziert ist,
in Beziehung zu cinem Linienintegral, dessen Integrand in der
skalaren Formel die geoditische Kriimmung G, d.i. der Wert
der Normalkomponente des Darboux-Cesaroschen Kriimmungs-
vektors © der Randkurve v, in der vektoriellen Formel aber die
in die Berithrebene fallende Komponente g von b ist; Anteile,
die von den AuBenwinkeln « an den Ecken von v herrithren oder

! Die Anmerkungen befinden sich am SchluB3 der Arbeit auf S. 125—128.
Miinchen Ak, Sb, 1947
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durch den topologischen Zusammenhang von & bestimmt sind,
wie sie in der ersten Formel auftreten, fehlen in der zweiten.

1. Hier mége zundchst flir die vektorielle Integralformel ein
einfacher Beweis gegeben werden, der sich nicht auf die ge-
nannte Integrabilititsbedingung stiitzt!:

Der Vektor g 148t sich durch den Einheitsvektor 1 der Flichen-
normalenausdriicken. Da g sichndmlich vom Kriimmungsvektor
nur um die Normalkomponente G'n unterscheidet, ist die nach
der Grundformel der Flichentheorie® berechnete Ableitung von 1
nach der Bogenlinge s der orientierten Kurve

an .
_E=b Xn=g X,
folglich
g=nx é‘;. (1)
Daher ist

Jgds=[nxdn
v 7d

Dieses Integral ist aber, wie als bekannt vorausgesetzt werden
darf, das Doppelte des Fliachenvektors®

§=]af
®

des der Fliachenkurve v auf der Einheitskugel nach dem Prinzip
gleichgerichteter Normalen entsprechenden Normalenbildes, des-
sen Punkte den Ortsvektor n(s) haben; Zf sei das &f durch
gleiche Stellung entsprechender Beriihrebenen zugeordnete vek-
torielle Flidchenelement der Einheitskugel. Es ist also
[agds=25. (2)
¥
§ 148t sich aber nach der urspriinglichen Gauf3schen Definition
des KrimmungsmalBes K unmittelbar als dessen vektorielles
Flachenintegral auffassen; folglich gilt:

fads =2[Kdf (3)
b4 &

Hierbei ist es gleichgiiltig, ob die Randlinie ¥ Ecken in endlicher
Anzahl aufweist oder nicht und welchen Zusammenhang & hat.
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Diese Herleitung zeigt nun aber, da3 die Formel (2) allgemei-
nere Bedeutung hat als (3): Es braucht nur ein geschlossener
Flichenstreifen mit der Mittellinie ¥ und der Normalen n vorzu-
liegen. Diesem ist eindeutig als sein sphérisches Normalenbild
die Kurve n(s) zugeordnet, die den Flichenvektor § besitat.
(2) gilt also auch dann, wenn in den Fldchenstreifen (y, n) gar
keine ihn {iberall beriihrende Fliche eingespannt ist; in diesem
Fall ist iiberhaupt kein Kriimmungsmal} definiert, wohl aber
kénnte man ersichtlich auch dann von einer vektoriellen curva-
tura integra § des geschlossenen Streifens (y, n) sprechen.

Tatsichlich existiert gar nicht bei jedem geschlossenen Flichen-
streifen, wenigstens wenn er mit Ecken behaftet ist, eine Fliche,
die ihn in allen Punkten seiner Mittellinie beriithrt. Sind ndmlich
Ny und N, die Normalkriimmungen, 75 und 7, die Normalwin-
dungen zweier in einem Eckpunkt unter dem Winkel = — o ein-
ander berithrend zusammentreffenden Streifen, so gilt, wenn
diese in einer Umgebung der Ecke einer Flache angehoren:?

(Ny— Ny) cos & — (T + Ty) sin o =o.

Das Bestchen dieser Relation in jeder Ecke eines Streifens ist
also eine notwendige Bedingung dafiir, dal} es cine ihn (iberall
berithrende singularitatenfreie Fliache gibt; ob diese Bedingung
auch hinreicht, scheint bisher noch nicht untersucht zu sein.

2. Dieses Ergebnis legt die Frage nahe, ob dhnliche Verhilt-
nisse auch beim Gaul3-Bonnetschen Integralsatz® vorliegen. In der
Tat stellte sich dies schon vor mehr als hundert Jahren heraus,
als Jacobi® den von Gauf} urspriinglich fiir geoditische Dreiecke
auf ciner Flache bewiesenen Satz auf Dreiecke ausdehnte, die von
Raumkurvenbégen gebildet werden, die in den Ecken gemein-
same Hauptnormalen besitzen, und als daraufhin Clausenl® be-
merkte, daf} man durch ein solches Dreieck durchaus nicht immer
eine Flache legen kann, auf der die Dreieckseiten geoditische
Linien sind ~ wodurch eigentlich erst deutlich wurde, daB Jacobi,
wenigstens in gewisser Hinsicht, eine Verallgemeinerung des
GauBschen Satzes gegliickt war!

Diese Zusammenhiinge werden klar durch dic im folgenden
skizzierte, von dem iiblichen Wege abweichende Beweisfiihrung,
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die ebensowenig wie die oben fiir den vektoriellen Fall gegebene
von einer Integrabilititsbedingung ausgeht:

Wir unterwerfen einen starren Kérper & einer infinitesimalen
Parallelverschiebung im Sinne von Levi-Civita! lings (v, n),
d. h. einer Bewegung, die einen Kérperpunkt P auf der Linie vy
verschiebt, eine P enthaltende Korperebene e stets berithrend an
dem Streifen (v, n) entlang fihrt und dabei zu jeder Zeit # ohne
Drehung um die Streifennormale n vor sich geht; dann hat der
Kérper zur Zeit # den momentanen Drehvektor

ds

4q=8-;
und vollzieht gegeniiber dem begleitenden Dreikant 2B des Strei-
fens im gleichen Punkt P im allgemeinen eine relative Drehung

mit der Winkelgeschwindigkeit — G %,i;, in jeder Ecke eine end-
liche Drehung durch den Winkel — « um die in beiden Kérpern
feste Normale n als Drehachse. Bei einem vollen Umlauf um +

dreht sich also der Korper & gegen den Begleitkérper B um diese
Achse durch den Winkel

—_[Ga’x—«Zc/.,

wo die Summe sich {iber alle AuBenwinkel erstreckt.

Ist nun v die Mittellinie eines geschlossenen Streifens, der dem
ersten punktweise umkehrbar eindeutig und stetig so zugeordnet
werden kann, daf} in je zwei entsprechenden Punkten die Streifen-
normalen gleichgerichtet sind,** d. h. n = n ist, so ist fiir infinite-
simale Parallelverschiebungen lings (v, n) und (Y, n), bei denen
Paare solcher Punkte gleichzeitig passiert werden,

§=fix M onxiloy, @

Da demnach, wie man iibrigens auch ohne Rechnung einsehen
kann, die infinitesimalen Parallelverschiebungen lings beider
Streifen in ihren Drehbestandteilen iibereinstimmen, so bleiben
zwei lings (v, n) und (¥, n) gleichzeitig auf die beschriebene Art
verschobene Kérper § und & einander stets euklidisch parallel. Die
Begleitkdrper ¥ und $ von (v, n) bzw. (7, n) nehmen aber nach
dem Umlauf ijhre Anfangslagen wieder ein, miissen sich also
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dann um ein ganzzahliges Vielfaches # von 2 © gegeneinander
gedreht haben; dabei haben die in den vier Kérpern &, 9B, KB
festen Berithrebenen jederzeit die gleiche Stellung. Daher muB

[Gds + Xa=[Gds + Za—2nn
¥ y

sein; die Zahl 7 kénnte man als die Voreilzahl von ¥ gegen B
bezeichnen.

Nun kann man immer (v, n) als den sphérischen Streifen wih-
len, dessen Mittellinie das Normalenbild von (y, n) ist; denn des-
sen Normale stimmt ja mit n {iberein. Dann ist aber

[ Gds 4 Xa,
)

wie man unmittelbar anschaulich erkennen, aber auch leicht durch
Rechnung nachweisen kann,® der Inhalt 7 der Fliche, die ein
Viertelbogen der sphirischen Tangente von ¥ auf der Einheits-
kugel, die ¥ tragt, bei einem Umlauf Gberstreicht; dabei rechnen
wir die von einem Eckpunkt von v ausgehenden Bégen, die inner-
halb des zugehérigen AuBenwinkels verlaufen, zu den sphiri-
schen Tangenten. Es gilt somit

[Gds +-Xo=F —2nm. (5)

Der Wert der ganzen Zahl » ist zunichst nicht zu ermitteln.1

Nur in den Fallen, in denen sich in den Streifen (v, n) eine ihn
Gberall berithrende, an jeder Stelle regulire Fliche legen 14[t,
kann jedoch von der curvatura integra des von y umrandeten
Flachenstiickes als Skalar di¢ Rede sein. Denn nur dann entspricht
diesem eindeutig einer der von ¥ begrenzten Bereiche der Ein-
heitskugel, dessen Inhalt ist:

F=[Kdf.

Um aber die Bezichung zu finden, die zwischen 7 und F be-
stechen muB, tut man gut, sich fiirs erste auf Kurven 3 besonders
einfacher Art zu beschrinken, etwa auf geniigend kleine Dreiecke
mit zwei geodatischen Seiten. Man erkennt dann zunichst, daB
die von einem halben Bogen der sphirischen Tangente von 7
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iiberstrichene Fliche zusammen mit # und der # diametral gegen-
tiberliegenden Flache genau einmal die Kugel iiberdeckt, da$3
somit 2/ -+ 2 /7 = 47 ist. Ferner stellt man auf die iibliche Weise
durch Zusammenzichen von vy auf einen Punkt fest, daf die Vor-
eilzahl # = o zu setzen ist, vorausgesetzt, daB & von vy im positiven
Sinn umfahren wird; hierbei werden Stetigkeitssitze der Kine-
matik gebraucht. So ergibt sich die wohlbekannte Gleichung:

[|Gds + Za=2rn— [ Kdf. (6)
7 &

Stellt jedoch @& ein Kontinuum von beliebigem endlichen Zu-
sammenhang, dar, so kann man es auf Grund des Heine-Borel-
schen Theorems in eine endliche Anzahl f von Dreiecken der
soeben betrachteten Art zerlegen und auf jedes von diesen (6)
anwenden. Addition der fur diese Teildreiecke geltenden f Glei-
chungen fithrt dann, wenn die Anzahlen der inneren Ecken und
Kanten der vorgenommenen topologischen Triangulierung mit ¢
bzw. £ bezeichnet werden, bei Beachtung der Werte der Summen!®
der je um einen inneren oder an einem Aulleren Eckpunkt zu-
sammenstoBenden Innenwinkel der Gréfe m— «, auf den all-
gemeinen GauB-Bonnetschen Integralsatz

[Gds +Za+[Kdf+2¢cm=o, @)
y ©

wo

c=—c¢+ k—Ff

die Charakteristik von & im Sinne der analysis situs bedeutet.
Damit ist auch ein Weg zu einer weiteren Deutung von # ge-
funden. Der Rand braucht nicht aus nur einem Zug zu bestehen.

Bei diesem, hier zum Teil nur in seinen Grundziigen durch-
gefuhrten Gedankengang ist es wohl aufgefallen, wie viel ver-
wickelter der Ubergang von (3) zu (6) oder gar zu (7) war als der
von (2) zu (3). Das hat einen tieferen Grund:

Bei (2) und (5) handelt es sich um Sitze der Streifentheorie, die
ihrer Natur nach nur im euklidischen Raum sinnvoll sein kénnen.
Das gilt nun auch fiir (3), jedoch, zum Unterschied davon, nicht
fiir (6); denn, da X und ebenso G oder, was auf dasselbe hinaus-
lauft, das Gesetz der infinitesimalen Parallelverschiebung der
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Berithrebene durch den MaBtensor der Fliche allein bestimmt
ist, gilt der GauB-Bonnetsche Integralsatz, wie man weil3, in jeder
zweidimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit ohne Riick-
sicht darauf, ob sie in einen metrischen Raum von mehr Dimen-
sionen eingelagert ist oder nicht, worin eben seine grofle Be-
deutung beschlossen liegt.

Anmerkungen.

L Ernesto Cesaro, Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896, p. 250-53.

2 Ein Beweis fiir diese Beziehung, der ihrem Charakter als einer nicht nur
notwendigen, sondern auch hinreichenden Bedingung gerecht wird, findet
sich in einer Arbeit des Verfassers in den Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss.,
Math.-nat. Abt., 1942, S. 6-10. Die dort durchgefiihrten Uberlegungen sind
durch den Gebrauch dualer Vektoren allgemeiner, als es fiir den hier verfolgten
Zweck nétig wire; sie gelten aber gerade in dem hier benétigten Umfang,
wenn man die dort verwendeten Vektoren als gewohnliche auffalit: die be-
trachteten Bewegungen des Raumes sind dann Drehungen um einen festen
Punkt. Bei einer allgemeinen Bewegung bestimmen ja die Drehungsanteile
die Drehvektoren.

3 Siehe die Note des Verfassers: Die Grundgleichungen der Flichentheorie
und ihr Ausdruck durch Integralsitze. Sitz.-Ber. d. Bayer. Ak. d. Wiss., Math.-
nat. Abt., 1929, S. 165 ff. Dort wird noch eine zweite vektorielle Integral-
formel bewiesen. (Vgl. auch Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 39, 1930,
S. 180 f., Fulinote.)

¢ Die Voraussetzungen, unter denen die folgenden Uberlegungen des Textes
giiltig sind, seien hier ein fiir allemal genannt: vy sei die rektifizierbare Mittel-
linie (Leitlinie) eines zusammenhzingenden, geschlossenen Flichenstreifens von
endlichem Umfang. (Beziiglich des Begriffes des Streifens sei verwiesen auf
die 324. Aufgabe im Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 53, 1943, 2. Abt., S. 33.
Vgl. auch Zeitschr. f. ang. Math. u. Mech. 9, 1929, S. 216, wo nur ,,Band*
statt ,,Streifen‘* gesagt ist; das Wort Band bleibe nach dem Vorschlag von
S. Finsterwalder fiir geodiitische Streifen vorbehalten.) Die Einheitsvektoren
t und n von Tangente und Normale seien stetig differenzierbare Funktionen
der Bogenlange s, so daf} auch d = g + Gn und im besonderen G und g stetig
von s abhiingen; nur in einer endlichen Anzahl von Eckpunkten darf die Tan-
gente einen endlichen Sprung erleiden, ebenso dort auch —Z;‘;-, G und g, nicht
jedoch n. Wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil angenommen wird, gehére
der Streifen einem iiberall reguliren Flichenstiick an, auf dem y ein beschrink-
tes Gebiet begrenze; die Fliche sei quadrierbar und besitze in jedem Punkt
des Integrationsbereiches & mit dem Rand y eine Normale 11 und ein Kriim-
mungsmaf} &, die stetig vom Ort abhingen. Bei den betrachteten Bewegungen
soll jeder im Endlichen gelegene Punkt eine stetige Geschwindigkeit besitzen.
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5 Fiir jeden mit dem Begleitkorper eines Streifens — bestimmt durch das aus
Normale #1, Tangente ¢t und Beriihrlot { = 01 X t bestehende Dreibein — fest
verbundenen Vektor ¢ gilt nach einer grundlegenden Formel der Kinematik:

4q

s TEX

da ® als der Drehvektor derjenigen Bewegung des begleitenden Dreikants
definiert ist, bei der dessen Scheitel sich mit der Geschwindigkeit 1 auf der
Leitlinie bewegt. (Die Beziehung umfafBt bekanntlich alle Ableitungsgleichun-
gen der Differentialgeometrie des euklidischen Raumes.) Vgl. M. Lagally,
Die Verwendung des begleitenden Dreibeins fiir den Aufbau der natiirlichen
Geometrie, diese Sitz.-Ber. 1927, S. 5 ff., M. Lagally, Vorl, i. Vektorrechnung,
Leipzig 1928, S. 60-98, ferner die in den Anm. 4 u. 3 zitierten Arbeiten in der
ZAMM, S. 216 (14), und im Jahresber. d. DMV, S. 168 ff.

6 Siche diese Sitz.-Ber. 1944, S. 108, sowie die dort angefiihrte Literatur.

7 Vgl. C. Burali-Forti, Rend. d. circ. mat. d. Palermo 33, 1912, p. 36,
Anm, 26,und J. Knoblauch, Grundl. d. Diff.-Geom., Leipzig und Berlin 1913,
S. 257, auch die oben zitierte Arbeit im Jahresber. d. DMV 39, S. 178 (34).
Die Formel umfaft (fiir « = =+ =/2) den Bonnetschen Satz, der besagt, daB
zwei sich senkrecht schneidende Fliachenkurven im Schnittpunkt entgegen-
gesetzt gleiche Normalwindungen (geoditische Windungen) haben. Siehe
Cesaro 1. c. p. 156.

8 C., F. GauB bewies den Satz fiir geoditische Dreiecke und veréffentlichte
ihn im Jahre 1827 in seinen Disquisitiones generales circa superficies curvas
(Werke 1V, S. 217 ff.). Er kam der von O. Bonnet in seinem Mémoire sur
la théorie générale des surfaces (Journal de I’école polytechnique, 19, p. 131)
im Jahre 1848 gegebenen allgemeinen Fassung schon ganz nahe; denn es
liegt nahe, seinen Satz auf geoditische Polygone mit beliebig vielen Ecken aus-
zudehnen, und es lag fiir die damaligen Mathematiker nahe, eine Kurve als
,,Polygon mit unendlich vielen, unendlich kleinen Seiten® anzusehen. Tat-
sichlich hatte GauBl auch den Begriff der geoditischen Kriimmung, die er
,,Seitenkriimmung ‘¢ nannte, schon zwischen 1822 und 1825 als ,,Quotient des
Winkels der in zwei konsekutiven Punkten berithrenden geoditischen Linien
zum Linienelement zwischen diesen Punkten‘’ eingefihrt (Werke VIII,
S. 386 ff.), ehe E. F. A. Minding einen Ausdruck fiir sie verdffentlichte
(Crelles Journal 5, 1830, S. 297, und 6, 1830, S. 159).

® C. G.J. Jacobi, Demonstratio et amplificatio nova theorematis Gaussiani
de curvatura integra trianguli in data superficie a lineis brevissimis formati.
Crelles Journal 16, 1837, S. 344 (Werke 7, S. 26 ff.). Jacobis Beweis arbeitete
mit viel geringerem analytischem Aufwand als der GauBsche. J. Steiner geo-
metrisierte den Beweis noch weiter (Monatshefte der Berliner Akademie 1839),
so daB, wie es in einer zeitgendssischen Besprechung heiBt, ,,die Beweisgriinde
aus einer fast unmittelbaren geometrischen Anschauung hervorgehen’.

19 Astronomische Nachrichten 20, 1842, S. 115 ff. Hierzu vergleiche man
auch Jacobis Werke 7, S. 34 ff.

1T, Levi-Civita, Nozione di parallelismo in una varietd qualunque.
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 42, 1917, p. 173~205.
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Ahnliche Gedankenginge finden sich bei W. Thomson and P. G. Tait,
Treatise on Natural Philosophy, I (Cambridge 1912), sect. 137 (in der Uber-
setzung von I. Helmholtz und G. Wertheim, Handbuch der theo-
retischen Physik, I, Braunschweig 1871, S. 101 f.).

Die Hauptgedanken der folgenden Ausfiihrungen des Textes trug der
Verfasser im Mathematischen Kolloquium der Universitiat und Technischen
Hochschule Miinchen am 3. I11. 1936 vor.

Zusatz bei der Korrektur: Herr O. Baier, der sich ebenfalls, Je‘doch unter
anderen Gesichtspunkten, um die Vereinfachung des Beweises des GauB-
Bonnetschen Satzes bemiiht, machte den Verfasser auf eine Arbeit auf-
merksam, die auch an Thomson und Tait ankniipft: W. Scherrer, Eine
Formel fiir die geoditische Kriimmung. Commentarii Mathematici Helvetici,
16 (1943), S. 101-104. In diesem Zusammenhang sei auch auf Arbeiten von
R. Sauer hingewiesen, die in diesen Sitz.-Ber. 1928, S. 97-104, und im
Jahresber. d. DMV. 38 (1929), 2. Abt., S. 8-10, stehen und die auf Gedanken
von S. Finsterwalder weiterbauen.

12 § Finsterwalder nennt solche Streifenpaare ,,stellungsverwandt*‘.

Die Ubereinstimmung der in den infinitesimalen Parallelverschiebungen
lings stellungsverwandter Streifen enthaltenen Drehungen kann, statt aus
der Gleichung (4), auch daraus geschlossen werden, daB3 man sie durch Ab-
rollenlassen einer zu den Beriihrebenen parallelen Ebene von einem und
demselben Kegel erhalten kann, der als Hiillfliche einer zu eben diesen
Ebenen parallelen Ebene durch einen festen Punkt, also als Polarkegel der
Normalen n eindeutig bestimmt ist,

18 Die Flache besteht, wenn zunichst die AuBenwinkelflichen weggelassen
werden, aus den Punkten g = ncos ¢ + 0’ sing, won' = —d—r; sei (0=¢ < w/2).
Ihr Inhalt ist, da g der Einheitsvektor der Flichennormalen im Punkte g ist,
wenn / den Umfang von ¥ bedeutet, auf Grund der differentialgeometrischen
Erklarung des Flicheninhalts einer orientierten Fliche

/2 1
[ JegE 2t deas=
¢=0 38=0 ?

If(u cos ¢ + 1 sing) (— nsing + n' cosg) (W cosg + 1’ sing) dods
= ffn w n' sing dods.

Da n’ der Einheitsvektor der Tangente von ¥ ist, so ist nach der Grundformel

der Fliachentheorie (siehe Anmerkung 5) wegen nn’ = o:

W=bxn,alsonnn =n( Xbxn)=Dbn=3a.

Folglich ist, wenn nun noch die AuBenwinkelflichen, die die GréBe & haben,

binzugenommen werden:

/2

_=¢1

1
f smcpdq;d.v-{-éoc—f(} s +

<
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14 Hingt 2 vielleicht mit der Verschlingungszahl der beiden Rinder des
zu (y, ) senkrechten Streifens zusammen, die man durch Abtragen einer
geniigend kleinen, konstanten Strecke auf der Normalen n erhilt ?

15 Die Linienintegrale iiber die inneren Kanten heben sich gegenseitig
auf. Da, wenn B der neben o' liegende Innenwinkel ist, o' = 7 — f ist, so
liefert die Summe der AuBenwinkel an jeder einzelnen inneren Ecke so oft
den Beitrag m, als in ihr Kanten zusammenstoBen, und einmal den von den um
die Ecke aufgereihten Innenwinkeln herrithrenden Beitrag — 2w, an jeder
dufleren, d. h. auf vy liegenden Ecke einmal mehr den Beitrag =, als in sie innere
Kanten einmiinden, und einmal wieder den von den Innenwinkeln an dieser
Ecke herrithrenden Beitrag o — 7, wobei « den AuBenwinkel von vy an dieser
Ecke bedeutet, der auch verschwinden kann. Bei dieser Zahlung tritt jede innere
Kante im ganzen zweimal auf; deshalb ist die Gesamtsumme aller AuBenwinkel
simtlicher Teildreiecke gleich 2 2®w—2e¢m + X o, wo nur noch die AuBen-
winkel o der Kurve ¥ in Erscheinung treten.

SchluBbemerku n.g:

Herleitungen der oben betrachteten Integralsitze, die von Integrabilitits-
bedingungen ausgehen, konnen diese Sitze nicht in dem Geltungsumfang
liefern, der in den Gleichungen (2) und (5) gewonnen wurde; denn Integrabili-
titsbedingungen setzen das Vorhandensein von Flichen voraus, welche die
Streifen enthalten, an deren Leitlinien entlang zu integrieren ist, wihrend
doch gerade festgestellt wurde (auf S. 121), daf nicht durch jeden Flichen-
streifen eine tiberall reguldre Flicheberiihrend hindurchgelegt werden kann,

Zu der im Text (S. 124 unten) betonten Beschrinkung der Giiltigkeit von
(2) und (5) auf den euklidischen Raum ist zu sagen, dall wegen der Biegungs-
invarianz von G und a und wegen der Ganzzahligkeit von 72 aus der Be-
ziehung (5) folgt, daBl bei einer stetigen Verbiegung des Streifens (y, n) sich
zwar die Gestalt, nicht aber die GréBe des Stiickes der Kugeloberfliche,
dessen Inhalt mit 7 bezeichnet wurde, verindern kann. Bei einer Deu-
tung von #z nach (7) ist der Anteil von ¢, der auf n entfillt, nicht schon
durch den Streifen allein bestimmt; bei der Loslésung aus dem euklidischen
Raum, die nur bei (6) und (7) méglich ist und auch hier nur dann zu
sinnvollen Ergebnissen fithrt, wenn sich (y, n) als Grenzstreifen einer Fliche
auffassen 1a8t, verliert die Zahl n nicht nur ihre urspriingliche Bedeutung
als ,,Voreilzahl, sondern méglicherweise iliberhaupt jede eigene Deutbar-
keit, wenn nicht vielleicht der in Anmerkung 14 gegebene Hinweis oder
eine dhnliche Anregung einen Zugang zu einer von jeder duBeren Metrik
und sogar von der Einspannbarkeit einer Fliche unabhingigen Deutung
eréffnet.

In diesem Zusammenhang sei auch hervorgehoben, daB der Ausdruck des
Flichenvektors durch ein Randintegral, der oben (auf S. 120) beniitzt
wurde, zwar aus einer Integrabilititsbedingung ableitbar ist, jedoch auch
unabhingig von einer solchen aufgestellt werden kann; Flichenstreifen
spielen hierbel freilich keine Rolle.



