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Über gewisse unendliche Kettenbrucli-Determinanten 
und Kettenbrüche mit komplexen Elementen. 

Von Otto Szàsz. 

Vorgelegt von A. i’ringsheim in der Sitzung am 8. Juni 11)12. 

Die Konvergenz- und Divergenztheorie der unendlichen 

Kettenbrüche ist noch ziemlich lückenhaft; nur dann, wenn 

wir die Elemente eines Kettenbruches sehr einschränkenden 
Bedingungen unterwerfen, können wir bestimmte Aussagen 
über seine Konvergenz bzw. Divergenz machen. Der Grund 
dieser Tatsache liegt darin, dali der Kettenbruch eine sehr kom- 

plizierte Funktion seiner Elemente ist. Zumal über Ketten- 
brüche, deren Elemente nicht auf das reelle Gebiet beschränkt 
sind, gibt es erst seit neuerer Zeit einige eingehendere Unter- 

suchungen 1). 
Im folgenden wird der Versuch gemacht zur Vervollstän- 

digung dieser Theorie einen Beitrag zu liefern. Das Haupt- 

resultat besteht in einigen Konvergenzkriterien, die — meines 
Wissens — bis jetzt ganz unbekannt geblieben sind. Im 
Grunde sind dies Kriterien für das Nichtverschwinden gewisser 

unendlicher Determinanten2). Genauer gesagt, gehe ich für 
Determinanten, die von einer komplexen Veränderlichen s ab- 

1) Vgl. insbesondere die grundlegenden Arbeiten des Herrn l’rings- 
lieiin. Diese Sitzungsberichte, lid. 28 (1898), 30 11900), 35 (1905), 40 
(1910), 11 (1911); dort linden sieb auch weitere Literaturnachweise. 

2) leb hatte schon in meiner Inauguraldissertation (A végtelen de- 
termiminsok elméletdhez, Budapest 1911, p. 1 [ungarisch]) eine Anwen- 
dung der unendlichen Determinanten auf die Theorie der Kettenbrüche 
versprochen; in dieser Note führe ich dies aus. 
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hängen, Gebiete der £-Ebene an, in denen keine Nullstelle der 
Determinante liegt. Dabei treten zwei der Sätze in Beziehung 

zu zwei Ungleichungen von Herrn J. Schur, die sich auf die 
charakteristischen Wurzeln linearer Substitutionen beziehen1). 

In § 1 diskutiere ich ein zuerst von Herrn Helge von 

hoch gegebenes2 3) und von Herrn Alfred Pringsheim er- 
weitertes2) Konvergenzkriterium, ln § 2 leite ich drei Hilfs- 

sätze in Form von Ungleichungen ab, die auch an sich von 
Interesse sind und die uns zu neuen Konvergenzkriterien führen. 
Zunächst leite ich mit Hilfe dieser Ungleichungen drei Paare 
von Sätzen über das Nichtverschwinden einer Determinante 

. I (x) ab (Sätze a1 Dis in £ 3). Diese Sätze kann man 
~ (l * 

auch als Konvergenzkriterien für den Kettenbruch 
1 _ I 

aussprechen (Sätze A1 bis F2). Aus Satz folgt durch eine 

geeignete Umformung ein allgemeiner Konvergenzsatz für den o o o O o 

Ivettenbruch welcher den von Koch-PringsheDu- 

schen Satz als speziellen Fall enthält (Satz 1, § 4). Auf ana- 

logem Wege gelangt man zu den Sätzen 2, und 22 (§ 5), welche 

unendlich viele Parameter enthalten (ähnlich wie ein Prings- 

heimscher Satz) und aus welchen durch Spezialisierung noch- 
mals Satz 1 abgeleitet wird. 

Sätze 3, und 3„ und r.2 die 

Sätze 1 bis 

Ebenso gewinnt man aus I\ 
($5 G). Schließlich ergeben die 

"a,. z 
angewandt auf den Kettenbruch 

1 
V 

allgemeinerungen der Sätze -lj bis /), was teilweise nur an- 
gedeutet wird (55 7). Anwendungen (auf Zylinderfunktionen, 
die ich als unendliche Kettenbruchdeterminanten darstelle) und 

Erweiterungen dieser Untersuchung möchte ich in anderen 
Arbeiten veröffentlichen. 

1) Vgl. Fußnote 3. 33G. 
2) Bull. Soc. math. de France, t. 23 (181)5), p. 37. 
3) Diese Berichte. Bd. 35 (1905). p. 395 11'. 
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S 1. 

Der von Koch-Pringsheimsche Satz. 

Gegeben sei allgemein der Kettenbruch 

I 21 I 3 

K K 
+ ••• = (i) 

wo die a,., br beliebige, von Null verschiedene (reelle oder kom- 
plexe) Zahlen bedeuten; setzen wir 

= W 
a. a y 

— G0 by-I b, 
= Gy , 

•'i hi K 

so ist der Ivettenbruch (1) dein folgenden äquivalent: 

6'l I C2 I C3 i I , . . _ 
1 + 1 + , + - 1 

(-) 

es ist also keine Einschränkung der Allgemeinheit, wenn wir 

blob Kettenbrüche dieser Form betrachten. 
In dieser Arbeit beschäftigen wir uns ausschließ- 

lich mit solchen Kettenbrüchen, bei denen die Reihe 
ec 

Cl + C2 H“ G3 + • • • = X/ Cy 
1 

a b s o 1 u t ko n v e r g i e r t. 
Sei daher 

!c2 "h c3 + ci +  •  = X" c‘- — s: 

bereits Herr von Koch hat bewiesen, daß der Kettenbruch (2) 

konvergiert, falls s < 1 ; Herr Pringsheim hat dieses Kriterium 
auf elementarem Wege abgeleitet und auch auf den Fall s = 1 
erweitert. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob der Kettenbruch (2) nicht 
auch für andere Werte von s notwendig konvergiert. Um dies 
zu untersuchen, teilen wir alle möglichen Werte von ,<? in drei 

Klassen ein, je nachdem die zugehörigen Kettenbrüche (wir 
sagen kurz der Kettenbruch (2) gehöre zur Zahl s) bzw. fol- 

gende Eigenschaften besitzen: 
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1. alle Kettenbrüehe, die zur Zahl s gehören, konvergieren; 
2. es gibt unter diesen Kettenbrüchen sowohl konvergente 

wie auch divergente ; 
3. alle diese Kettenbrüche divergieren. 

Eine vierte Klasse gibt es nicht. 
Zunächst ist klar, daß in die Klasse 3 keine einzige Zahl 

gehört; denn wenn alle c,, reelle positive Zahlen sind, so kon- 

vergiert der Kettenbruch für jeden Wert von s. Ferner ge- 

hören gemäß dem von Herrn Pringsheim erweiterten von 
Kochschen Satze alle s < 1 in die Klasse 1. Ich zeige, daß 

alle übrigen s in die Klasse 2 gehören, d. h. daß es zu jedem 
.s > 1 mindestens einen divergenten Kettenbruch gibt. 

Dessen Divergenz ist dann offenbar außer wesentlich. (Bezüglich 
dieser Ausdrucksweise vgl. Pringsheim, diese Berichte, Bd. 40, 

6. Ahh., p. 19 — 20.) 
Aus der bekannten Eulerschen Formel (s. Enz. der Math., 

Bd. I, p. 134, Formel (104)) ergibt sich für p,. =1 (K>1), x = I : 

» (—i)'"^ = lL+ Si y j , '!   // , . 

dabei besteht zwischen der Reihe und dem Kettenbruch Aipii- 
valenz, so daß beide nur gleichzeitig konvergieren oder diver- 
gieren können. Anders geschrieben wird dies: 

1 1 '/•- :'/ 
-, c — IV 1 //<uy , q2y~i , (q2y — ilfez/—'1) , 

Vîiïô.-ïr“ r+ 1 + 1 + 

'!< y 
, (îv-iÿ — Di'ir-y —1)| , 

+ T~ i + ' 

und wenn man —x statt y einsetzt, schließlich: 

1 1 q., x 

” :czv_ __ 2, x 7W • i 1 i 7s 4-11 ( 7.1 H)  

, 7i 2•-> • • • 1 1 1 

7 >' -  x 
(2) —1 J' +" 1) (2r + 1) 

1 ~~ ' 
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Ist nun (b konvergent, so divergiert die Potenzreihe, 

also auch der Kettenbruch für jeden Wert von X; ist dann 
noch r/,. > 0 und a?>0, so wird 

,s 1 , '  '/. i •'«   

<h x k1 t7 fe-i + i) Oe + ij 

und hei passender Wahl des x und der </„ nimmt s(ai) jeden 
beliebigen, zwischen 1 und + œ liegenden Wert an. s (./ ) ist 

nämlicli eine stetige Funktion von x in jedem endlichen, auf 
der reellen positiven Halbachse liegenden Intervall; ferner ist 
s (0) = 1 und 

1 v. qt j 

^ (lî + 1 ^ ^ Ojy-1 + 1.) {.Ir + 1) 

dieser Ausdruck' wird aber bei entsprecliender Wahl der 
größer als irgend eine, vorgegebene Zahl, da für </., = 1, c/s — 1. 

... n 
WD>4 

wird. 

Somit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Man kann auch allgemeinere Betrachtungen anstellen. 
Wenn wir die unendliche Menge aller Kettenbrüche betrachten, 

die zu einer Zahl .s(s<l) gehören, d. h. alle Kettenbrüche 
r T oo 
(ly . æ 

4 , für die ar einen vorgegebenen Wert s hat (s < 1), 

so sind ja alle Kettenbrüche konvergent; es läßt sich aber 
noch mehr zeigen; ist die gegebene Zahl s kleiner als 1, so 

besitzt die Menge eine endliche obere und untere Schranke; 
aber für s — 1 ist dies nicht der Fall. Auch auf diesem Wege 
können wir zu unserem Satze gelangen. 

Es ist also ersichtlich, daß durch bloße Betrachtung der 

Summe s der von K och-Pringsheimsche Satz nicht verall- 

gemeinert werden kann; in der im J; 4 gegebenen Verallge- 
meinerung dieses Satzes spielen neben der Summe s noch die 
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CO 

Summen lï ^ J(c,,) eine Rolle, wobei 7<!(c,.) den reellen 
o 2 

Teil der Zahl cn J(c,.) ihren von der imaginären Einheit be- 

freiten imaginären Teil bedeutet. 

§ 2. 

Drei Hilfssätze. 

Hilfssatz I. Es gilt für nichtnegative d, und x,. 

und für jedes positive ganze n die Ungleichung 

und damit Gleichheit gelte, ist notwendig, dali a.'4 = 0t 

x. = 0, xe = 0, . . ., %n+i = 0 sei, vorausgesetzt, d a lit 

u\ h 0, x2 T 11 un d ]Tj,' (P 4= 0 ist. 

Beweis. Ich beziehe mich auf die Ungleichung 

die leicht aus einer von Lagrange benützten Identität folgt 

und schon von Cauchy1) bewiesen wurde. Aus dieser Un- 

gleichung wird für a,, = d,., by = x,.x,..: 

d,.x,.xr+1 < 2 I 2- d; 
n n 

n u 

und es ist nur noch zu beweisen, daü 

c 
Dazu beweisen wir, daß 

*) Cours d’analyse de l’Keole royale polyie<lmi<|U(‘ (Paris 1821), 

Note II. Kje theorrme, p. 455— 
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dies heilst nämlich: 

H+l 
•••2^. < <., + 2V.O/ > £,.*> - 2y,rr., 

oder 

J ^> S , C + £ *1 *g. 

+ £' XvXr\l : 
1 

eine Relation, deren Richtigkeit unmittelbar ersichtlich ist. 
Dieselbe zeigt auch, da& für das Bestehen der Gleichheit die 

Beziehungen 

.r4 = 0, xh = 0, = 0, .... æ„4-I = 0 

notwendig sind, da auf der linken Seite die Glieder Vorkommen: 

D (#i -f- à'.l + •••) + -D ("D + U + ‘ ' ') • 

die auf der rechten Seite überhaupt nicht auftreten, und laut 

Voraussetzung x1 j- 0 und x.2 + 0 sind, woraus unsere Behaup- 
tung erhellt. 

Man kann den Hilfssatz I auch durch Bestimmung eines 

relativen Extremums leicht ableiten. 

Hilfssatz II. Liegen die (5,.(V > 1) im Intervalle 0 
bis 1 (die Grenzen inbegriffen), so gilt die Unglei- 
ch H n g 

£- xl> - £•  O — àry <U+i +i 
I I 

Dir .jedes positive ganze n und für beliebige nicht- 

negative xy\ es gilt sicher die Ungleichheit, wenn ent- 
w e d e r 

1. djÆjhO ist, oder wenn 
2. wenigstens für einen Wert von v, v — x, <)., — 1 

und Uf 1 .vy.+\ 0 ist. 
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Beweis. Offenbar ist 

[(1 — xv - dl+l av+,]2 >0 (r > 1 ) 

oder durch Auswertung des Quadrates 

(1 - d.) + <5,.+1 .U H - 2 (1 - ,\)l öl+i xr xr+l > 0 

und es gilt hier sicher die Ungleichheit für 

d,. = 1, <5,.+ i X,+1 =jr 0. 

Durch Summierung über v = 1, 2, . . n wird jetzt: 

(!— ^+
<5

«+I
æ»+! — 2 IM1—'5,.)ä d*+1 xr

x
y+l > o, 

1 

woraus unser Satz unmittelbar folgt. 

Es wäre interessant zu entscheiden, ob folgende Umkeh- 

rung dieses Satzes gilt: 

Ist für beliebige nichtnegative xv 

n-f 1 » 
£  «*>22jrdxvxr+v 

1 1 

so kann man die d,. so bestimmen, dati 

cV<{l— <\)<\.+x {v = 1,2, .... n). 

Hilfsatz III. Es gilt für nichtnegative d,. und 
und für jedes positive ganze n die Ungleichung 

2 <*.«.«+, < dl X\ + b- (dr + är+x)Xl+1  
1 1 

Beweis. Es ist 

2 d x x < d (x- -j- x~, j (r > 1) 

durch Summierung über r = 1. 2, .... 5? 

2 !’• p «. ,l. '1 : V’,l. H 

oder 
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* X>' drX,-X>-\A < di U:1 + D" (ïr+1 *V+. + E' ^«V + l» 

womit unser Satz bewiesen ist. 

Bei entsprechenden Konvergenzbedingungen bleiben diese 

Sätze natürlich auch für » = co gültig. 

Über die Nullstellen gewisser Kettenbruchdeterminanten. 
co 

Wir setzen stets voraus, daß )T)r c, konvergiert; es ist dann 

1 10... 1 10... 

— Cj 1 1 . . . — c2 1 1 . . . 

0 — c4 1 ... 0 — c3 1 . . . 

oder kurz 

c,:50 c, J), 

1 J. = A 
und die unendlichen Determinanten Dv D., sind absolut kon- 
vergent1). Die beiden Determinanten können nicht 

gleichzeitig verschwinden. Um dies zu beweisen, setzen 

wir allgemein: 

1 1 o . . . 

— c„+1 1 1 . . . 

0   Cn-f-2 1 . . . 
(n = 1, •  •) 

Durch Entwicklung dieser Determinante nach den Elementen 

der ersten Kolonne wird 

Dn — D,ljr\ -f- c„+i Dn+n (n = 1, 2, 3, .. .); 

b Helge von Koch, Comptes rendus des séances de l'Académie 

des sciences. Paris 1893, t. 120, p. 1-1 I 147. 

Silzmigsb. »1. liiatli.-pliy«. Kl. J:ilng. 1ÜI2. 22 
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wäre also Dl — 0 und J)2 = 0, so müßte auch D„ für jeden 

Wert von n verschwinden; dies führt aber zu einem Wider- 
spruch, denn es ist bekanntlich1) 

lim D„ = 1. 
11 — CO 

Also ist für 1)j 0 der Kettenhruch (2) konvergent, für 
1)j = 0 außenvesentlich divergent. 

Wir suchen nun Bedingungen dafür, daß I)} von Null 
verschieden sei. Zu diesem Ende wollen wir eine allgemeinere 
Untersuchung für gewisse Kettenbruchdeterminanten, die von 

einer komplexen Veränderlichen z abhängen, durchführen. 
Gegeben sei die Kettenbruchdeterminante: 

1 z 0 . . . 

wofür wir auch schreiben können: 

1 
a2. 

(I 

z 0 

1 Hg Z 

da die beiden Determinanten einander äquivalent, d. h. ihre 
nie" Näherungswerte für jedes n einander gleich sind. Die nv 

seien sämtlich von Null verschieden, sonst aber beliebige Zahlen. 
CD 

Ist dann Y/ ar konvergent, so stellt J (z) eine ganze tran- 

szendente Funktion von z dar1). Für das Folgende wird es 
sich am zweckmäßigsten erweisen die ur so zu bestimmen, daß 

die Ausdrücke 

*) I-Ielge von Koch, Comptes rendus des sOmi-es do l'Académie 
îles sciences. Paris 181)13, t. 120. p. 114 147. 
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A, =- 1 Hr   
rt'H-i i 

Hy \ 
A > 1) 

ihre kleinstmögliclien Werte annehmen1). Wir wollen die u, 
schon jetzt dieser Forderung gemäß bestimmen und in A (s) 
einsetzen. Es ist 

_ . <«>•-1-1 5..+1 
A y = Hy Hy -J“ ^ _  (ly I Hy.f- 1 , 

wobei «,.4-1 -j- tt,.+i von u,. unabhängig ist; setzen wir kurz 

UyTly == Xy, 

so ist die positive Zahl x,. so zu bestimmen, daß 

fp'+l ür+1 
%r x,. 

möglichst klein wird. Dies wird offenbar erreicht für 

oder 
Xr Uy+i Ur+1 

Uy((y= «,.+ ] ()’>]). 

und es wird dann 

Ar = 2 a,.+l \ — 2 R(a,.+I). 

Sei 

a,, = r,.c ' 

und setzen wir, im Einklang mit Gleichung (il): 

so wird 
u = }'3 

>' >•+! 0> 1), 

rj.r 0 . 

1 >j . 

1 . 

00 

J) Uv bedeutet die zu der Zahl Uy konjugiert komplexe. Zu be- 

merken ist, dato dann auch die Ausdrücke 7?, — \üv + ihre kleinst- 
! l(t’ ' 

möglichen Werte annehmen. 
OQ* 
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Da Vg )•,. konvergiert, so wird s = dann und nur dann 

eine Wurzel der transzendenten Gleichung 

J (~0 — o 

sein, wenn das unendliche homogene lineare Gleichungssystem 

Æ’j 4 >'  - , X., — 0 

rl a-’j -f 4 + Gi'Vh = 0 (4) 

— r| c1' '’ ! 5, x., + ,r3 + rj «4 = 0 

außer der trivialen Auflösung 

x,. = 0 (»- = 1,2,3,...) 

eine Auflösung besitzt, die noch der Bedingung genügt, daß 
CD 

Ve xy • konvergiert1). Aus diesem Gleichungssystem folgt 
1 

leicht die Gleichung 

CD   CD 1 CD 1 • ^ 

Xr Xy 4 4+1 -M 4.-I-1   4+1 C 
1 1 1 

’+1 S\ Xy Xy±] = 0 ; (r>) 

nun ist zl (0) = 1, also 4, wenn es eine Nullstelle von /!(,: ) 

sein soll, sicher von Null verschieden; aus (5) folgt daher 

g CD   CC 1 CD 1 

— 1 ^Xj‘‘XyXy 4 Xy Xy^\ » ' 1   ^” X y X1 4+1 
4 4 1 1 1 

= 0. 

Ersetzen wir hier alle Glieder durch ihre komplex kon- 

jugierten, so erhalten wir noch die Gleichung: 

-1 1 
Xy Xy 4 X)'’’ Xr '4+1 4+1  Yj'-XyXy+x r,4i c 

1 
= 0. 

Sei ferner 

4 — A + H"2! 

’) Vgl. Helge von Koch, Rendic. del cire, inatein. di Palermo, 

t. XXV111 (1909). p. 201 — 2GP) und meine Ilisserlation (Fußnote 2), §S 10, 

19 und 14. 
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so folgen aus den letzten beiden Gleichungen durch Addition 
bzw. Subtraktion die Gleichungen: 

A + 

er l    jj 

.... ^JV S..’, Xy —h ^ l’-J-l (1 e Xy 

+ X” ''-•+! (l-f'*'+l)x-*hi = " 

.... ? .... X" .'A — XI1’ D'+i (1 + c ,"1'1) '+ fl 
bl t bj ! ! 

4~ Xr ;’öf1 (l 4*0 ')Xr Xr 11 — 

aus denen man sofort die Ungleichungen gewinnt: 

q CD CO 1   i 0 \ 
11s X”Xr x,‘ ^ X1' **+i •<:>,+i {1—c ’”*"1 4” l- 

A T Ai ! 
2 ’Q_ cn 

.... . 2 „2 X1' Xr X- rH*l { 1+ C ’"k1 4- 14* e 

b 1 I- b 2 1 I 

''V-H 

Offenbar ist 

1—e~ ‘ 'A- i-i - 1—e'A+’j = 2'' (1—cos/!,, |.i)l 

1 -f C'A'-H = 1 4- C-' 0+1 = 2' (1 4- cos />,.+,)’ 

und daher können wir unsere Ungleichungen in die Form setzen: 

l“ CO 1 CO 1 1 
>2 : Zo Xr r>’-H (1 C0S

 'VH)
L

’ X>’ Xr-hl I 
bi t G , 1 

-J j* X1'Xy+>  < X'’r':+i (1 + cos 'U+iV IX,.. (62) 

Nun ziehen wir die in § 2 gegebenen Hilfssätze heran. 
Die Anwendung eines jeden dieser Hilfssätze liefert zwei Un- 
gleichungen für die Nullstellen von J (,?). Wenden wir zu- 
nächst Hilfssatz I an. Wir bemerken vorerst, daß x1 0 und 

;>:2 rh 0 sein muß und daß die xv nicht von einem gewissen v 
an alle verschwinden können, denn in diesem Falle müßten, in 
Anbetracht des Gleichungssystems (4), alle xv verschwinden, 
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was aber gegen unsere Voraussetzung ist. .letzt folgt durch 
Anwendung der Ungleichung I auf (0,) und (62): 

oder 

V/ x,. x,. < 
Ci + Cü 7 
.9> 00 
“U-S \\>’X,.x,.< 
a + 1 

•2 Ci 

r,+1 (1 — cos #,.+i) 

(! + cos ,9v+i) 

Xr X<- 

. « , r-v < 1/ M-i (1 — cos //,+ ,) 
Ul + Ci) 1 

9 - 
, -_Z >sV. < X/ >V+1 (1 + cos (9,,+i) 
Ul + Ci) ! 

(7.) 

(7,) 

ln Vorteil: ist st — £, -}- H"2 eine Wurzel der Gleichung 

.!(.:) = 0, so gelten für diese die Ungleichungen (7j) und 

(7.,V). Nur wenn eine der Summen verschwindet, wird auch 
jetzt Gleichheit gelten und es muß dann t, bzw. Ç2 auch ver- 
schwinden. 

b Es sei hier an einen allgemeinen Satz von J. Schur erinnert 
(Über die charakteristischen Wurzeln einer linearen Substitution mit 
einer Anwendung auf die Theorie der Integralgleichungen. Mathem. 
Annalen, 1kl. (10, 11)09, p. 488—510): sei 

A = (ay ;) (y., >. = 1, 2 11) 

eine Matrix mit beliebigen Koeffizienten. Die charakteristischen Wurzeln 
von A. d. h. die Wurzeln der Gleichung 

A — xK = 0 

seien <»,, to-,, . . ., co,t; sei cor = nr -j- iar, dann gelten die Ungleichungen 
11. c., ]i. 495J 

1 Xd !?,: < £ ' ax y. - 
/. 

4 y C>v <X hr-hU: 
/. 

und es gilt dies a fortiori für jedes einzelne der «, und a,,. A Venn es 
sich nur um dies letztere handelt, d. h. wenn ich bloß für die einzelnen 
Wurzeln Ungleichungen suche, so lassen sich, wie ich in einer anderen 
Arbeit zeigen will, die diesbezüglichen Resultate noch verschärfen und 
unmittelbar auf Integralgleichungen übertragen. Die Überlegung wird 
der obigen ähnlich sein. 
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Wir können unser Resultat in folgende zwei Sätze zu- 

sannnenfassen : 

Satz «j. Sei x = £ i i], u, = r,. c ist dann 

so ist J (x) -j- 0. 

Satz u„. Ist und 

') i'i2 co 

,£2"_ „7., >£'D(1 + C0S ,V>’)' 
U + >r) i 

(70 

(7--) 

so ist I (./;) h U. 
Die Anwendung des Hilfssatzes II wird ebenfalls zwei 

Sätze liefern. Zunächst ergibt sich folgendes: gäbe es Werte 

d,, (r > 1 ), die den Ungleichungen 

JT 7''....(1 —- d,.)2 d;+, > 22 r;+i (1 — cos 0,.+1)2 (v > 1) (3) 
S L I tu 

genügen, so wäre auch 

.... £/Xr Xy > 22 £•• rj1-1 ( 1 — COS l)y+lY Xy Xy+l (9) 
tl i- tu ! , 

und es würde hier Ungleichheit in jedem der folgenden Fälle 

gelten : 

1. dj xt h 0 . 

2. mindestens für einen Wert von v ist: 

Ci •> I», ( ; 
.... 1.... (1—d,.)‘ #r0Vfi ]> 2‘ r,"7_i (1 — cos (V,7-i)” .-tvav+i  
si + tü 

3. für einen Wert von v ist: 

d,. - 1 und x,.+1 h U. 

Nur wenn £j = 0 und für jedes r 1—• cos 7-1 = 0 ist, 

wird in (9) jedenfalls Gleichheit bestehen. 

Bemerken wir nun, daü xx nicht verschwinden kann und 

auch von drei aufeinanderfolgenden X, nie zwei verschwinden 



Otto iS Z à S Z 038 

können; denn würde einer dieser beiden Fülle einfcreten, so 
müßten, mit Rücksicht auf da,s Gleiclmngssystcm (4), alle x,. 
verschwinden; dies ist aber gegen unsere Voraussetzung. Hier- 
aus folgt noch, daß i und x,.4-1 xr+2 nicht beide, und von 

acht aufeinanderfolgenden x,.xy.^\ höchstens drei verschwinden 
können. Wir dürfen daher die Bedingungen 1, 2, und 3 durch 
folgende ersetzen: 

r. vvo, 

2'. in (8) gilt mindestens für zwei aufeinanderfolgende 

Werte von r Ungleichheit, 
2". es gibt mindestens einen Wert von r, so daß für vier 

der Werte r, r 1, . . ., v -f- 7 Ungleichheit gilt, 

3'. Ô,. = 1, r5,.-|-i = 1 , (h-1-2 4 0 für einen Wert von v. 
Würde nun aber in (9) Ungleichheit gelten, so wäre dies 

im Widerspruch zu (0,), also sind für eine Wurzel -, die eben 
formulierten Bedingungen nicht erfüllbar, d. h. eine Zahl x, die 

diesen Bedingungen genügt, kann nicht Wurzel von J (,: ) = 0 
sein; wir haben somit den 

Satz ß ,. Sei x = f -f- hj. gibt es dann solche 
r5|. (r>l), daß 

J t3 (1   *5v) ^, -(-! ^ (.1   COS 'A-fl) (c 1) (10,) 

ist und daß gleichzeitig eine der Bedingungen er- 
OO o o 

füllt ist: 

a) <5, =j- 0 , 

b,) in (10,) gilt mindestens für zwei aufeinander- 

folgende Werte von r Ungleichheit, 
b2) es gibt einen A Vert von r, so daß für vier der 

Werte r, v -(- 1, ... r --f— 7 in (10,) Ungleichheit gilt, 
c) es ist !),. = 1, =1, d„f3 -t 0 für irgend ein r, 

SO ist A (x) 0. 

Durch Anwendung des Hilfssatzes II auf ((!.,) folgt der 

analoge Satz: 

Satz ff,. Gibt es solche daß ij 0 und 
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  " r (1 - K) ör+> > /V+. (1+ COS />„+,) (»• > 1) (102) 
U“ + >rl“ 

und dall gleichzeitig eine der Bedingungen erfüllt ist: 

a') hj 0, 

bi) in (IO,) gilt mindestens für zwei aufeinander- 

folgende Werte von v Ungleichheit, 

bl) es gibt einen Wert von r, so da là für vier der 

Werte r, r-j-1, - . r —(- 7 in (10,) Ungleichheit gilt, 

c') es ist (),. = 1, d,.gi=l, (3v_(_2 ’i- 0 für irgend ein r, 

so ist A (xj 0 . 

Natürlich ist für alle diese Sätze die Vorbedingung, dats 

Vr r,. konvergiert. 

Aus Hilfssatz 111 folgt die Ungleichung: Ö o o 

- : ( j 1 ( 1—cos i'Ufi)" xr xï+i < 
r-> (1 — cos //.,)  

+ X/ 

wäre also 

r; (1 — cos 0,y r;+1 (1 — cos *7r+,)s 

. Ar , 
•> - o - 

x,. - : 

1 I 

+ e+id -co (11) 

>;- > - u t « 

und zwar so. dal) wenigstens für zwei aufeinanderfolgende 

Werte von v die Ungleichheit gilt, so wäre auch 

( x ] 1 r cc 

— ^ 1-4-1 (1 COS Xy ‘'G Xy\ 
1 ti ~T V [ 

dies ist aber ein Widerspruch zu (6j). Nur wenn Ç, = 0 ist 

und alle positiv und reell sind, findet überall Gleichheit 

statt. 1st aber Ç, 0, so gilt in (11) sicher für genügend 

grolle r Ungleichheit (wegen der Konvergenz der lleihe >*,.). 

Dies gibt den Satz: 

Satz yv Sei x = î -{-/>/, W'-O: gelten dann die 

Un gl ei cli u H gen : 
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) ; (1— cos (1— cos/>,•+])" < (>’> -), (^i) 
OT

1
] 

so ist . I (.»;) - ; - 0. 

Ebenso gewinnt man den analogen Satz: 

Satz y.r Sei x = £-\-h], yj-0; gelten dann die Un- 

gleichungen: 

>'r (1 + cos//,.)’ -(- D'+i (1-)- cos i'U-fi)' < £2_j_j ‘j (,,^>^)> (il2) 

so ist -I (x) ; 0. 

§ 4. 

Verallgemeinerung des von Koch-Pringsheimschen Satzes. 

Sei XJ'';«,. konvergent; betrachten wir dann den Ketten- 

bruch 

1 r 1 ^ 
II") 

so ist offenbar 

a,. 

(t^s 1 . . 

1 0 0 . . . 

-a,.: 1 

0 — «35 1 . . . 

und der Nenner ist die eben betrachtete Funktion A (.:). Die 

im vorigen Paragraphen abgeleiteten Sätze ergeben also un- 

mittelbar Konvergenzkriterien für den Kettenbruch (12). Aus 

Satz cg folgt das Konvergenzkriterium : 

Satz Ay Sei <• = £-(- i >7, | =j.. 0, a,, = r,c‘>r. >\- 

konvergent; ist dann 

2 ts rj 

_j_ 2^3 <* 1 y (1 CÜS 'i>’) ) ( U.) 

so konvergiert der Kettenhruch (12). 
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Ebenso folgt cans «2 das Konvergenzkriterium: 

Satz Ar Sei J/i-0, £>rv konvergent; ist dann 

(,t2 > £> »V (1 + cost9,.), (7s) 
2 

so konvergiert der Kettenbruch (12). 

Man sieht ohne weiteres, daß bei den gegebenen Bedin- 

gungen nicht bloß der Kettenbruch (12), sondern auch der 

Kettenbruch 
1 

für jedes positive ganze n konvergiert; 

also ist die Konvergenz eine unbedingte. 

Setze ich für s spezielle Werte ein, so erhalte ich aus 

diesen Sätzen spezielle Konvergenzkriterien. 

Für 5 = 1 folgt aus Satz *4, der Satz : 

Der Kettenbruch 

a 

1 1 
(lb) 

konvergiert unbedingt, wenn konvergiert und 

die Ungleichung erfüllt ist: 

r,. (1 — cos 0,) < 2. 

Dasselbe Resultat erhalte ich aus Satz A2 für ,s = i. 

in diesem Satze ist offenbar der von Herrn Pringsheim 

erweiterte von Kochsche Satz enthalten und dieses spezielle 

Konvergenzkriterium kann daher vermittelst unserer Methode 

leicht abgeleitet werden, da es im vorhergegangenen nicht be- 

nützt wurde. 

Im Laufe dieser Untersuchung wird sich eine weitere Ver- 

allgemeinerung dieses Satzes ergeben. 

Seien jetzt alle ar reell und positiv, also !),. = () (r > 2), 

lerner : = >r-‘ ''' und i/'-Rar (wegen |-l- 0), so folgt aus Satz .1, 

das (übrigens nicht neue) Konvergenzkriterium: 

Der Kette n b r u c h 
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konvergiert unbedingt, wenn Vp- konvergiert, und 

I/’-\-n ist. Die Teilzäliler liegen jetzt auf einem beliebigen, 

vom Nullpunkt ausgehenden Halbstrabi, die reelle negative 

Halbachse ausgeschlossen. Daß der Satz für 7’ = n nicht 

gilt, ist klar, denn laut unserem in $ 1 gegebenen Beispiel, 

gibt es dann zu jedem Wert von ^r,, der größer als 1 ist, 

divergente Kettenbrüche. 

Dasselbe Besultat läßt sich auf ähnliche Weise aus Satz . I2 

ableiten. 

Wir leiten nun einen allgemeinen Satz ab, der alle Sätze 

enthalten wird, die man überhaupt durch Spezialisierung von 

aus Satz bzw. A2 gewinnen kann. Zu diesem Ende wollen 

wir folgende Frage beantworten: gegeben sei der Ketten- 

bruch (2); welchen Bedingungen müssen die cr genügen, damit 

eine Zerlegung 
O O 

c,. = a,.s~ (r > 2) (11) 

möglich sei, für welche die in Satz .Ij geforderten Konvergenz- 

bedingungen erfüllt sind? Sei 

c,. = r, c"lr, s — (2-j- 0), 

also, gemäß (14): 

„   „ e-2- v’) 
« r   JVb t 

Die Konvergenzbedingung lautet: cos 1 ; 0 und 

2 := cos2 l 

-4 w>ij-;vr2[l-cos(Vv-y*):i. (!"*) 
^ 2 

Statt Ungleichung (15) kann ich auch setzen: 

2 cos2 ^ Kl— cos (7 ,, vOj- (lö,) 

Die und 7,. sind gegeben; die Frage ist: kann ich 7> 

so bestimmen, daß diese Relation erfüllt ist? Ich kann die 
letzte Ungleichung auch in folgender Form schreiben: 
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1 -J- cos V’ > Xi1' D- — £j'' ?<cos (P'- cos V — sin <Pr sin »/> ; 
o 2 - 

setzt man dann zur Abkürzung 
CO CO cc 

y i‘‘ JV == Sj, yv cos </v = s‘2, sin I/1)- s3 , 

so erhält unsere Ungleichung die Form: 

s, — (1 + sb) cos V —s3 
sin V < 1 (150 

oder kurz 
7'T ('/’) < 1 • 

sv s.,, s3 sind von //' unabhängig; um zu entscheiden, ob 
es ein </’ gibt, welches diese Relation erfüllt, bestimmen wil- 
den kleinstmüglichen Wert, den F(ip) annehmen kann. Dieser 

wird jedenfalls ein Minimum der Funktion F^ip) sein, da diese 
eine periodische Funktion von </’ ist. 

Der gesuchte Wert von y ist also durch die Gleichung 
bestimmt : 

(1 + s3)s'm r = •''b cos v; 

woraus, vveiin wir beiderseits quadrieren, 

(1 + S3)2 sin2y = sj (1 — sin2 y) 
oder auch 

1(1 i- S2)
2 -f sj} sin2 y = sj (IG) 

folgt. 

Erster Fall: sei ( 1 -j- s2)
2-f-sj = 0. also s3 = 0, — s„ = 1 ; 

dann wird F(y) = s1, 1/' kann beliebig gewählt werden, also 
ist die Konvergenzbedingung: s, < 1. 

Zweiter Fall: sei (1 -j- s2)- -f- sjj -j- 0; jetzt resultiert 
aus (IG): 

sü 
sin-1/' = 

(l + s,)* + sü 
und demnach 

(1 + s.2y- 
COS- 1/’ = ; ‘ 

(1 + s2)
2 + Ä5 

/'’('/’) nimmt offenbar .seinen kleinstinögliclieii Wert für 
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sin y> = 
{(1 + sj2 + Sip 

COS t/’ 
  14- s2  

To -i- -g2 -i- /' ' 
an und es wird 

4'min. sj 
 (1 4~ S2^     sü_   

{(1 + S2)* + Sj}- {(1 -j- S2)
s -f- S3} - 

= S, — {(1 + -O2 + s'}1 • 

Wir haben noch den Ausnahmefall zu untersuchen, in dem 
die Ungleichung (15,) erfüllt ist, nicht aber die Bedingung 

cos ^ 3=0; dies tritt ein, wenn die Gleichungen r/v—y = 0 

für alle v und y — n bestehen. 

Für 
f/h = <Pt = •••= '* 

wird aber s3 = 0, s., = —s, und die Ungleichung (15,) redu- 
ziert, sich auf 

1 + COS y> > S, (1 cos I/’), 

woraus für y -T das Konvergenzkriterium 

s,<l 
lolgt. 

Wenn wir nun unsere Resultate zusammen fassen, erhalten 

wir den folgenden Satz: 

Satz 1. Der K e 11 e n b r u c h 

vy   / V ° 

.11 ~ 

konvergiert unbedingt, wenn die Ungleichung besteht: 

h — !<{(! + s2)
2 + s2}-; (17) 

nur wenn alle c,. reell und negativ sind, ist an Stelle 
der Ungleichung (17) die folgende zu setzen: 

s, < 1. 

(In diesem Ausnahmefalle kann der Kettenbruch — wie wir 
zeigten — für irgend ein s, > 1 schon divergieren.) 
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Dabei ist leicht 

lation besteht: 

nachzuweisen, daß stets die 

si > si -j- 1 

folgende lie- 

und die Gleichheit dann und nur dann gilt, wenn alle cr auf 

einem vom O-Punkt ausgehenden Halbstrahl liegen. Es ist 
nämlich 

/ oo \ - j co co j 2 
I £>' J’r ) > I Tr cos Tv + i U’’ )'v sin <Pv | , 

und hieraus folgt unmittelbar die Ungleichung: 

'/>  cos <p}j + (Y,‘- YV sin <Pv ) , 

und man sieht auch, daß die Gleichheit dann und nur dann 
gilt, wenn alle <p,. untereinander gleich sind. 

An Stelle der Ungleichung (17) kann man setzen 

(s,-l)’<(l+ «,)* +s’. (18) 

Ich zeige nämlich, daß die Ungleichungen (17) und (18) nur 

gleichzeitig bestehen können; ist Sj —1 > 0, so ist dies klar; 
ist s, — 1 < 0, so besteht a fortiori die Ungleichung (17), aber 

auch die Relation (18) ist noch gültig, da man sie ja in die 
Form setzen kann : 

oder auch 

oder schließlich 

si — - Si < si + 2 S-, -f si 

SI — sj — 2 (s, -R Sa) < SJ 

(ISO 

(s, -h s2) (s, — s3 — 2) < si ; (19) 

da nun offenbar Sj -j-s2 > 0 und s,—s2 < 2 ist, so ist damit 

die Gültigkeit der obigen Ungleichungen erwiesen. 

Von Satz Ä2 kommt man mittelst derselben Methode zu- 
nächst zu der Konvergenzbedingung : 

Der Kettenbruch (2) konvergiert unbedingt, wenn es ein 

V ! 0 gibt, für das die Ungleichung erfüllt ist: 

<ii)2 o > b 1 4- cos (</,. - V’)| (15,) 
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Hieraus würde die günstigste Bestimmung von i/< wieder 
zu Satz 1 führen. Dies erklärt sich auch daraus, daß man 
Satz A.2 aus A1 mit Hilfe der Substitution r = it ableiten kann. 

Aus Satz 1, wie auch aus den Ungleichungen (15,) und 

(152) können Sätze einfacherer Form abgeleitet werden. 
So folgt zunächst mit Rücksicht auf Ungleichung (17) 

der Satz : 

Satz 1,. Bezeichnet in die größere der Zahlen j 1 -j- s2 

und s3 , so ist der Kettenbruch (2) unbedingt konvergent, 

wenn die Ungleichung gilt: 

s, < 1 m. 

Nur wenn alle cv reell und negativ sind, lautet die Bedingung: 

h < 1- 
In diesem Satze ist das am Anfänge dieses Paragraphen 

abgeleitete erste Kriterium enthalten. 
Ist si > 0, so ist sicherlich m > 1 : in diesem Falle ist 

also die Bedingung 

a fortiori für die Konvergenz hinreichend. 

Ferner sollen jetzt die c,. in einem vom Nullpunkt aus- 
gehenden Sektor liegen, dessen Zentriwinkel œ < n sei und 

a">' soll nicht außerhalb des Sektors liegen; dann ist 

cos {ff ,, — i/>) > cos o> (r > 2), 

also folgt aus der Ungleichung (15,) der Satz: 

Satz 12. Der Kettenbruch (2) konvergiert unbedingt, wenn 
die Bedingung besteht: 

1 -(- cos v- 
I — COS 0) 

Es ist vorteilhaft ip so zu wählen, daß cos y> möglichst groß 

sei, also j v möglichst klein zu nehmen. 
In diesem Satze ist das am Anfänge dieses Paragraphen 

gegebene zweite Konvergenzkriterium enthalten. 

Sei jetzt 2 r der Zentriwinkel eines Sektors, in dem keines 
der r, liegt; n sei der Winkel, den die Mittellinie des Sektors 
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mit der Æ-Achse bildet. Setzen wir 7’ = «— -T, SO ist cpv — 7’ 
= (/’,. — a -j- Tr, und in einem Sektor, dessen Zentriwinkel 2 r 
ist und der symmetrisch zur reellen negativen Halbachse liegt, 
befindet sich keines der n'{'/r , daher ist jetzt 

cos (</•,. — y) > cos (n — e) 
oder auch 

1 — cos (7 — 7’) < 1 + cos !-. 

und aus der Ungleichung (15J folgt jetzt: 

Satz 13. Der Kettenbruch (2) konvergiert unbedingt, wenn 

die Ungleichung gilt: 
. 1 — cos « 

< rn  • 

Aus Ungleichung (17) folgt leicht der Satz: 
Satz 14. Seien alle c,. reell; konvergiert dann Vjund 

ist die Summe der negativen Teilzähler ihrem absoluten Werte 
nach nicht größer als 1, so konvergiert der Kettenbruch (2) 
unbedingt. 

Seien nun alle cv rein imaginär; sei cg die Summe der 
Teilzähler, die auf der oberen Halbachse liegen, absolut ge- 
nommen; o., sei die Summe der Teilzähler, die auf der unteren 

Halbachse liegen, absolut genommen. Dann ist 

Sj = a1 a2, s2 = 0, s3 = Oj — a„, 

und aus Ungleichung (19) wird jetzt die folgende: 

(°i + ^2) (°i + °2 — 2) < (Oj — o2)-; 

nach Ausführung der Multiplikation folgt hieraus: 

2 OjO, < Oi + o2, (210 

wir können daher den Satz aussprechen: 
Satz 15. Sind alle cv rein imaginär und ist die Bedingung 

(20) erfüllt, so konvergiert der Kettenbruch (2) unbedingt. 
Die Bedingung (20) ist offenbar sicher erfüllt, wenn 

o, o2 < 1 ist. 

Im folgenden Paragraphen gewinne ich nochmals den Satz 1 
durch Spezialisierung eines allgemeineren Satzes. 

Sitzungab. <\. math.-]>hys. Kl. Jahr". 1912. 
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Bemerkung. Ich möchte auf den besonderen Charakter 

des Satzes 1 hinweisen. Man kann ja den Begriff der absoluten 

Konvergenz einer unendlichen Reihe auch so formulieren: eine 

unendliche Reihe heißt absolut konvergent, wenn sie seihst 
und eine jede Reihe, die aus ihr durch Abänderung der Cha- 
rakteristiken1) ihrer Glieder entsteht, konvergiert. Wir können 
nun diese Formulierung auf Kettenbrüche übertragen, indem 

wir sagen: der Kettenbruch (8) soll absolut konvergent 
heißen, wenn er seihst und jeder Kettenbruch, der aus (2) 
durch Abänderung der Charakteristiken der c,. entsteht, kon- 

vergiert. Der von Herrn Frings he im erweiterte Helge von 

Koch sehe Satz bezieht sich dann auf absolut konvergente 
Kettenbrüche, während die meinem Kriterium genügenden 
Kettenbrücke im allgemeinen nicht absolut konvergieren. Der 

von Herrn Fringsheim eingeführte Begriff der unbeding- 
ten Konvergenz eines Kettenbruches ist natürlich von diesem 

der absoluten Konvergenz durchaus verschieden. 

Weitere Konvergenzkriterien. 

Aus den Sätzen ßt und fl., (§ 3) folgen unmittelbar die 
Konvergenzkriterien : 

Satz Hj. Sei £/»',, konvergent, s = S + ii/ und £ : 0; 

gibt es dann solche <5,,, daß 

^ (1 - <5,) <5,.+i > rH-, (1 - cos /!,+,) (>’ > 1) (10, ) 
U u T) 

und daß gleichzeitig eine der Bedingungen erfüllt ist: 

a) (5, 0, 

1),) in (IO,) gilt mindestens für zwei aufeinander- 
folgende Werte von v Ungleichheit, 

b2) es gibt einen Wert von v, so daß für vier der 

Werte r, v -j- 1, . . ., r -j- 7 in (10,) Ungleichheit gilt, 

n 
H 

*) Nach Herrn Pringaheim ist lio ( Üniriiktorislik von a. 
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c) es ist d,. = 1, = 1, r|: 0 für irgend ein >•: 
so konvergiert der Kettenbrucli (12). 

Satz B2. Sei 2J’ ">'< konvergent und 0 ; gibt es 
dann solche dv, da/i 

. v\i (1 — fU) fV+i > >V+i (1 + cos ^v+i) 0' > 1) (102) 
U" ~T v“r 

und dal.'s gleichzeitig eine der Bedingungen erfüllt ist: 
a ) <5i dz 0, 
bi) in (10,) gilt mindestens für zwei aufeinander- 

folgende Werte von v Ungleichheit, 

b)) es gibt einen Wert von v, so daß für vier der 
Werte r, v 1, . . ., v 7 in (10,) Ungleichheit gilt, 

c‘) es ist öv = 1, d,.g_i = 1, d,-1-2 0 für irgend ein r: 
so konvergiert der Kettenbruch (12). 

Aus der Form der Bedingungen (10j) und (10.,) ist er- 
sichtlich, daß auch die Ungleichungen 

0<d, <1 (r>l) 

bestehen müssen. 

Ob der Kettenbruch (12) unter diesen Bedingungen auch 
immer unbedingt konvergiert, bleibt unentschieden. Ebenso 
bleibt die Frage offen, wie sich der Kettenbruch in dem Falle 
verhält, daß keine der Nebenbedingungen a bis c bzw. a' 
bis c' erfüllt ist. Ich bemerke nur, daß man leicht noch 

andere hinreichende Nebenbedingungen linden kann. 
O O 

Für spezielle Werte von s erhalten wir aus den obigen 
Sätzen spezielle Konvergenzkriterien. 

Ähnlich wie im vorigen Paragraphen bietet sich hier die 

Fragestellung: gegeben ist der Kettenbruch (2); gibt es dann 
eine Zerlegung (14), für welche die in Satz Bx geforderten 

Bedingungen erfüllt sind? Diese Betrachtung führt sofort zu 
folgendem Konvergenzkriterium : 

Satz 2,. Gibt es ein y> -j n und solche <5,., daß die 
Ungleiche n gen bestehen: 
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(14" cos I/1) (1 —1\ ) f5..+i > J'»--1-1 {1 — eus (<7i-i —i/O} 0’1> 1) (21,) 

und gleichzeitig eine der Bedingungen erfüllt ist: 

a) (5, d: H. 

bj) in (21 j) gilt mindestens für zwei aufeinander- 

folgende Werte von v Ungleichheit, 

b.,) es gibt einen Wert von r, so daß für vier der 
Werte r, r —(— 1, .... r ~f- 7 in (81,) Ungleichheit gilt, 

c) es ist (5,. =1, = 1, <5,.go ; 0 für irgend ein r: 
so konvergiert der Ivettenbruch (2). 

Ebenso erhalten wir aus B2 den 

Satz 2.,. Gibt es ein i/' — O und solche /),,, daß die 

Ungleich u n g e n gelten: 

(1 — cos !/•) (1 — (5,.) > j',.gi {1 -J- cos (</ — i/O} 0’ > 1 ) (2 U) 

und gleichzeitig mindestens eine der Bedingungen 

erfüllt ist: 
a0 <5, ---h 0, 
bi) in (212) gilt mindestens für zwei aufeinander- 

folgende Werte von v die Ungleichheit, 
bj) es gibt einen Wert von r, so daß für vier der 

Werte r, v -j- 1, ... r —j— 7 in (212) Ungleichheit gilt, 

c') es ist d,. = 1, <5,,g_l=l, (5,,go 0-0 für irgendein r: 
so konvergiert der Kettenbruch (2). 

Hiebei ist c, — y,>'Ur. Freilich ist auch hier, wie überall, 
die Konvergenz von £)> je,. vorausgesetzt. 

Durch Einsetzen spezieller Werte für tp erhält man wieder 

spezielle Konvergenzkriterien. 

Wenn wir 1— an Stelle von dv einführen, so erinnern 
Pv 

unsere beiden Sätze an einen Satz des Herrn Pringsheim1), 
es ist aber in unserem Falle für die pv auch der Wert -f- co 
zulässig. Zu beachten ist, daß der Satz des Herrn Prings- 

heim keineswegs in unseren Sätzen enthalten ist, da Herr 

*) Diese Deridite, IUI. 35 (11)05), p. 300. 
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Pringsheim über die Konvergenz der Reihe keine Vor- 

aussetzung macht. 
Wir können die ebenso wie es Herr Pringsheim 

für die p,. tut. .spezialisieren, um einfachere Kriterien zu ge- 
winnen. Wir führen dies für Satz 2t aus. 

I. Setzt man 

d,=Ü, 0’>1), 

so wird aus den Ungleichungen (21J: 

4 (.1 -(' cos ij<) > {1 — cos (7, — '/')} 

(1+ cos y) ö<, > ;y._i {1 — cos (7 e, - 1 — '/’)} | (ji > 0) 

i (.. 1 4" COS I/1) (1 — Ô-2 >.-l) > ;g> j* { 1   COS (7 2 1.  '/’)} ) 

oder 

2 {1— cos (77 — v)} < \ (1 + cos 7’) 

1 {1 — cos (77,-1 —7O} 

4- y21 {1 — cos (77,. — </’)} < 4 (1 4" cos 7') ()’ > 2). 

Wir müssen uns noch überzeugen, ob mindestens eine der 

Nebenbedingungen erfüllt ist. Da ^ y,. konvergiert und 7' .7 

ist, so ist von einem genügend groben v an die Ungleichheit 

entweder für ein ungerades oder für das darauffolgende gerade r 
immer erfüllt; dann ist aber auch die Nebenbedingung b2 erfüllt. 

Es ist klar, daß bei diesen Bedingungen auch die Ketten- 
brüche 

< ,. 

. 1 _ - « + i 

sämtlich konvergieren, denn für diese braucht nur ein Teil der 
obigen Bedingungen erfüllt zu sein (nämlich für r>2« -(-2); 
ob aber der Kettenbruch (2) unbedingt konvergiert, bleibt hier 

unentschieden. 

II. Setzt man 

b, = u, ,V = 

1 + ,5 
(r > 2). 

so nehmen die Bedingungen (21die Bonn an: 
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J’s {1 * — cos (<p2 — V’)} < t , Uj (1 + cos i/O 

;v {1 — cos (<?Y — 1/0} < ^ _|_5 (1 + cos I/O o > o) ; 

die Bedingung b2 ist wiederum für genügend grobe r erfüllt; 
die Konvergenz ist jetzt offenbar eine unbedingte. 

Für t5 =1 ergeben sieb hieraus die Konvergenzbedingungen : 

/, {1 — cos (</'., — i/O} < I (1 + cos i/O 

— cos (</>,. — i/O} < l (1 + cos i/O (r > 'S). 

III. Setzt man 

fi,. 
r — 1 

2 r — I (»•>!), 

so liefern die Bedingungen (21,) die Ungleichungen : 

/’>-+i {1 — COS(9VH — 1/0} < j ^ _ , ( cos i/O O > l), 

und die Bedingung b, ist für genügend grobe v auch erfüllt. 

Der Kettenbruch (2) ist unbedingt konvergent. 

IV. Setzt man 

d>,._i == —, !)>v = 1  (r > 1), 
1 + e„ e,. 

so ergeben sich aus (21,) die Bedingungen: 

;’.>> |1 — cos ((/ • 1/0} < è j (1 + cos 1/0 

! >’ + 1 {1 — cos (<po ] — 1/0} < 
1 -j- COS fj 

£r (f:r+l 1) 

0’ > i); 

die Bedingung bä ist offenbar erfüllt, ebenso wie im Falle I. 
Für i:,. = -f- cc gelangen wir — wie sich leicht zeigen 

hil.it — zu dem Fall, wo 

£>• (1 — Ô]) d,+i 

möglichst grob wird; die Bedingungen lauten jetzt: 
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}’i - {1 — cos O/-.,, — '/’)} < 1 + cos >/' J (,, > I ) 

<ri, + \ = r j 

Setzt man umgekehrt 

<^-. = 1-- , 'h. 1 , 
£v 1 T“ hr 

so folgen aus (21j) die Bedingungen: 

1 -j- COS I/' 
n,(i-cosfe,-vO).<:-r +1) 

, {1— COs0 2, + | - g j (1 + cos '/’)  

V. Setzt man 

<5, = 0, <52.-j-i = J ( »' > 1), 

so erhält man aus (21.,) die folgenden Bedingungen: 

7t {1 — cos O, — v’)} < <5ä fl -r cos >r) 

7a {1 — cos (7 3 — </’)} < 4 (1 — <5ä) (1 + cos 7;) 

/’2r U — COS — '/’)} < i f)j,. (1 + COS 1/0 ) > 2 

?’2v + I {1—COS (7’2,. + ! — •»/-)} < Ä (1   'B,.)(l+ cos vO j 

oder auch 

72 {1 — cos (7 2 — 70} + 2 ;'3 {1 — cos (7 3 — 7’)} < 1 + cos >/' 

7ir {1— cos (77, —'/’)} 

~\~ J'm + i {1 — cos (7 jj.-j-i — 7O} ^(1 0“ cos 7O (r > 2). 

Die Bedingung b2 ist auch erfüllt. 

In diesem und im vorhergegangenen Balle bleibt die Frage O o o O 
nach der unbedingten Konvergenz unerledigt. 

VI. Es möge jetzt unter ö,.(r>l) eine Folge mit v nicht- 

abnehmender Zahlen verstanden werden, wobei außerdem 

bj = 0 , lim ö,, = 1. Ist 
r = 33 

(<5„+I — <5,.)(1 -B cosi/O7>’+i {1 — cos(77.4-1 — 7O} 0’> 1), (22) 

so ist die Bedingung (21,) a fortiori erfüllt, und es gilt auch 

die Nebenbedingung b,, außer im Falle, daß 
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ft,. — 0 für r < <\ = 1 für v > Ir. 

dann ist; aber die Bedingung c erfüllt. 

Nun lütit sich aber jede konvergente Reihe mit der Summe 
CD 

V>'«,, = 1 und H,. >0 in die Form setzen1); 
1 

V/ — dy) = lim — 1 ; 
1 '' = K 

man hat nur 
// — 1 

1 
zu setzen; da sodann 

» 

^»+i = , 
1 

so folgt wie behauptet ; 

Hn ==z d„ . 

Daher besagt die Bedingung (22) nichts anderes als dal.-; 

1 > 
1-1-,-os,,.—' - c°^V-ti V». 

Dies ist aber die Bedingung (15,). aus welcher Satz I 
folgt; also erhalten wir einen neuen Beweis dieses Satzes. 

Wir können diesen Satz noch erweitern, wenn wir in (22) 

statt rV+i — br die höhere Schranke einführen: 

s.+1 - a, + s. 

auch in den Fringsheimschen Untersuchungen2) können wir 

statt -- - die etwas höhere Schranke einfüliren : 
Pr pr+1 

p, + |—p - 1 

l'rpr+1 Pr(py+1 ~ 1)' 

l) Vgl. l’ring.sheim, diese Hericlile, Bd. ,35 (1905), p. 374. 

-) Vgl. diese Uerichte, Bd. 35, p. 573. 
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VII. Setzt man 

<5, = 1— j'H-i (''>!)• 

so muß vor allem 

J 0’>l) 

sein; aus (21,) resultiert jetzt die Bedingung: 

(1 + cos y>) (1 — ;v+i) > 1 — cos {ip,. — v) (r > 2), 

oder aucli 

(1 + cos i/O , < cos I/’ + cos (7 ,, — </0 0 > 2), 

und die Bedingung b2 ist aucli erfüllt, wenn nicht alle reell 

und negativ sind. 

Die Grundlage der Sätze 2, und 22 bildete der Umstand, 
daß der Ausdruck 

(! — à) .r; — 2 (lr iCy ;«r+I -j- d ,+| x;+i 

semidelinit ist, wenn 

d; < (1 - d,.) A+i. 

Der nächste Schritt zur Verallgemeinerung dieser Methode 

wäre, zu bestimmen, unter welchen Bedingungen für dv und 

(?,. i-i der Ausdruck 

(0 — <>) x; — 2 dyxrxr+l + .U+1 — 2 t/,+| xr+i xy+., + <\,+1 x;+l 

semidelinit wird; usw. für mehr- und mehrgliedrige Ausdrücke. 
Die so resultierenden neuen Konvergenzkriterien werden immer 

komplizierter und können wahrscheinlich auch aus den Sätzen 
2, und 22 durch entsprechende Spezialisierung der <),. abgeleitet 

werden. Dazu müßte freilich die erwähnte Umkehrung des 
liilfssatzes II bewiesen sein. 
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S 6. 

Die aus den Sätzen y, und y2 folgenden Konvergenzkriterien. 

Aus den Sätzen y, und y2 (§ 3) erhalten wir unmittelbar 

die Konvergenzkriterien : 

Satz /’,. Sei # = £ + /•>/, £~j-0, r,. konvergent; 

gelten außerdem die U n g 1 e i cli u n g e n : 

r; (1— cos i),y -j- r;+i (1— cos i'h+\Y < 
2“ I 11 

s8ïr 
(”>2), (H,) 

so ist der Kettenbruch (12) konvergent. 

Satz JT2. Ist rj 0 und gelten die Ungleichungen 

t'y (1-j- cos 0,y -f- I ( 1 -U cos <5 
o- 

+ r 
(r>2), (11,) 

so konvergiert der Kettenbruch (12). 

Die Konvergenz ist offenbar eine unbedingte, da die Ketten- 

brücke 

(n > 1) 

sämtlich infolge der obigen Bedingungen konvergieren. 

Ähnlich wie früher ziehen wir die Umformung (14) heran. 

Die Bedingungen (11,) nehmen dann die Form an: 

+ Ä-H s-1 {1 — cos (7 ,,+1 

{1— cos (7,. — 7-)K 

.,)}'» < 2-1 (l ± cos..V 0'>2), 

und wir gewinnen so die folgenden Sätze: 

Satz 3,. Wenn es ein t/> ^ n gibt, für das die Un- 

g 1 e i c h u n g e n b e s t e h e n : 

)’> {1 — cos (7 ,r)y 
+ {1 — cos (//via — <p)Y < (1 -1- cos V-)" (»’ > 2), (23,) 

so konvergiert der Kettenbruch (2) unbedingt. 
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Satz 32. Wenn es ein y ^ 0 gibt, für das die Be- 

dingungen erfüllt sind: 

y y {14- COS {<pv — 

+ )’r+i {1 + cos (</',.+1 — I/O} "’ < (1 — cos I/O'"' 0 > 2), (232) 

so konvergiert der Kettenbruch (2) unbedingt. 

Natürlich ist die Konvergenz der Reihe I> y y auch vor- 

ausgesetzt. 

Durch Spezialisierung erhalten wir wieder einfachere 

Kriterien. 

Hat <’> dieselbe Bedeutung wie in Satz 12, so folgt aus 

Satz 3. die hinreichende Konvergenzbedingung: 
1 o o o 

i y -1 + cos I/' 
A+iy <- ,  5 

1 — cos CD 

ist y > y, für alle v, so ist auch die folgende Bedingung hin- 

reichend : 

( < 1 + cos -g 
1   COS CD 

Analog zu Satz 13 ergibt sich die Konvergenzbedingung: 

^ ^,1 — cos u 

' 1 -f- COS £ ' 

Setzen wir in Satz 3, y == 0 und ist 

// > r* ( 1 — cos 7,.) (r > il), 

so erhalten wir die hinreichende Konvergenzbedingung: 

dg < 1 . 
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Über gewisse Kettenbriiche, die von einer komplexen Veränder- 

lichen abhängen. 

Wir betrachten wiederum den Kettenbruch 

A'Ci 
F. 

1 (12) 

unter der Voraussetzung, daß konvergiert; es konver- 

gieren dann sowohl die Näherungszähler wie auch die Nähe- 
rungsnenner für sich gleichmäßig in jedem endlichen Bereiche 

der „•'-Ebene gegen zwei ganze transzendente Funktionen, die 
wir in Form gleichmäßig und absolut konvergenter unendlicher 

Determinanten anschreiben können1); wir setzen daher: 

K(F) IX:) 
I ' 

Der Nenner ist die in § :• betrachtete Determinante, ln 
einem Bereiche, in dem J (,:) nicht verschwindet (und somit 
auch I(/) j eine von Null verchiedene untere Schranke hat), 

konvergiert demnach der Kettenbruch K{z) gleichmäßig. Solche 
Bereiche wurden in den Sätzen nv n.„ ß . . .. hergestellt, 

woraus unmittelbar die Konvergenzsätze .),.  I\, folgten. 
Diese Sätze kann man jetzt verallgemeinern, indem man die 

Sätze 1 bis 32 auf den Kettenbruch KU') an wendet. Wir er- 
reichen damit auch eine Verallgemeinerung der Sätze u1 bis yr 

Die Nullstellen von A (ß) und nur diese sind Stellen außer- 
wesentlicher Divergenz für den Kettenbruch (12), sie sind die 

Pole der Funktion Kt: )- 
Wir wenden zunächst Satz 1 auf den Kettenbruch (12) 

an. Sei 
- = x -j- iy = »V"; 

wir setzen zur Abkürzung: 
CD CD X 

yv = n1 , jVj.- !{(((,.) — n.,. J («,.) = (73, 

b Vgl. Helge von Koch, 1. c. (Fußnote 1, ]>. 331). 
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wobei den reellen Teil, -/(«,.) den von der imaginären 

Einheit befreiten imaginären Teil von a,. bezeichnet. Aus Un- 
gleichung (18') erhalten wir nun nach Auswertung der Qua- 

drate und Zusammenziehen entsprechender Glieder für den 
Ivettenbrach (12) den Konvergenzbereich : 

{ 'a + y"f{o\ - ui—n:) < 2 {x2 {ol -f- O,) — 2xynz 
J
ry

l{ol — 0,)}. (24) 

Ist s, = 0, so ist die Begrenzung dieses Bereiches eine 

„Boothsche elliptische Lemniskate“ Q. Im allgemeinen können 
wir uns leichter über den Bereich (24) orientieren, wenn wir 
zu Polarkoordinaten übergehen. Aus Ungleichung (24) wird 

dann nach einer leichten Umformung: 

f (ol 03) < 2 (0., cos 2 o) — 0, sin 2 o> -j- 0,). 

Aus dieser Ungleichung ergibt sich sofort, dati <r seinen 

kleinsten Wert für 

Oo  , a. 

cos 2 o = 

annimnit. und zwar ist 

— ' --, sin Z o) = 1 , 
(ol + Ol) - (ol + Ol)- 

l'in in. , ( 2 » 2\ ! " r>\ “T (a2 T" a.i)' 

ebenso erhält man 
2 

2max. / •> I o\ 1 
o1 — + or.)- 

Dabei ist (vgl. p. 34 5): 

0j — oi — 03 > 0. 

1 )er um den Nullpunkt mit dem Radius 

(25) 

m, -f- (0: ö(j)- 

gezogene Kreis liegt also im Innern des Bereiches (24) und 

a lortiori der Iconzentrische Kreis mit dem Radius — 
0 ! 

b IMHT diese Kurven v^l. z. I*. Ileinricli W i e 1 ui tn er, Spezielle 

‘‘Keile Kurven. S3. (Sammlung' SelmKert. l»d. 5K.) 
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Soll in (25) Gleichheit gelten, so müssen alle av auf einem 

Halbstrahl liegen; der Konvergenzbereich erstreckt sich dann 
über die ganze Ebene mit Ausnahme derjenigen durch den 
Nullpunkt gehenden Geraden, auf welcher a„reell und negativ 

wird; jedoch findet auch auf dieser Geraden für die Punkte 

(x2 -j- y2) o, < 1 

sicherlich Konvergenz statt. Dieser Extremfall ist schon in 

einem viel allgemeineren Stieltjesschen Satze enthalten1). 
In dem Bereiche (24) sind natürlich die Bereiche (7j) 

und (7)) (vgl. die Sätze A1 und vl,) auch enthalten. 
Wenden wir nun auf den Kettenbruch (12) den Satz 2, 

an, so ergeben sich aus den Ungleichungen (21,) jetzt die 

folgenden : 

n2 r,.-|. 1 {1 — cos(tK+i-f- 2 (» — v)} < (1 +cos i/’)(l — d,.) (5,4-1 (»*>!), 

oder 

ir sin2 '7,-pi — y - ' + o> < - 
1 -p cos I/’ 

2 r, 
(1— (5,0(5,.+! (r > 1), (26) 

und dies bann man auch so schreiben: 

 'U+i y> 
•> o- I sin —--, —cos CD -j- cos 

H-i — V • 
- - - Sill (D 

<^0sr(i-«-V+‘ 0’>-1); 
- O'+i 

schließlich in rechtwinkligen Koordinaten: 

. !),..pi — v , flv-i-i — y 
ac sin —  \-y cos — + (,•>!). 

2 r,.+ i 

Für ein einzelnes v gibt diese Ungleichung einen durch 
zwei parallele Geraden begrenzten Ebenenstreifen. Diese Streifen 

ändern im allgemeinen mit v ihre Breite und ihre Richtung. 
Bezeichnen wir mit B den gemeinsamen Bereich aller dieser 

') T. J. Stieltjes, Recherches sur les fractions continues. Annales 
de la l’ac. des se. de Toulouse pour les sr. math., t. 8, p. 1 —122 (1894): 

t. 9, A. p. 1—47 (1895). 
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Streifen, so ist I> ein Konvergenz!>ereich für den Ketten- 

brucli (12). Im Innern dieses Bereiches ist der Ivettenbruch 
sicher konvergent, denn es gelten in (26) die Ungleichheiten; 

damit er in einem Punkte der Begrenzung von B konvergiert, 

muß für diesen Punkt auch eine den Bedingungen a bis c hier 
entsprechende Nebenbedingung erfüllt sein. 

Der Bereich B hängt von </’ und den <\. ab, wobei </' nur 

von .T verschieden, sonst aber beliebig sein kann, und die (5,. 
beliebig (natürlich nicht außerhalb des Intervalles 0 bis 1) 
gewählt werden können. 

Aus (26) ist ersichtlich, daß für die Begrenzung des >,,e" 

Streifens 
1 -h cos ?/' , 

Q > 9   (! — or) N+1 

ist. Bezeichnet also T
2 eine untere Schranke der Zahlen 

1 + cos y 
2 r,.+i 

(1 — ö,) 0- = 1, 2, 3, ...). 

so ist der um den Nullpunkt mit dem Radius r gezogene Kreis 

in dem Konvergenzbereiche B enthalten. 
Auf analoge Weise kann man die Sätze 2., bis auf den 

Kettenbruch (12) anwenden. 
Eine Erweiterung dieser Untersuchungen auf Kettenbrüche, 

bei denen £]>•»•,. nicht konvergieren muß, möchte ich in einer 
anderen Arbeit geben. 

Berichtigung. 

Auf Seite 3)11 ist in der ersten Gleichung von §3 links >' durch c zu 

ersetzen. 

Auf Seite 33 t ist in der dritten Gleichung von unten der Faktor <’ “ 1 ' 1 i 1 

durch r" r h1 zu ersetzen. 


