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Bemerkungen zum Ergodensatz von G. Birkhoff.
Von C. Carathéodory in Miinchen.

Vorgelegt am 13. Oktober 1944,

1. Einleitung. In einer vorhergehenden Note hat Herr E. Hopf
fiir den Beweis des Birkhoffschen Ergodensatzes eine auBer-
ordentlich einfache Methode mitgeteilt!, deren Hauptgedanke
von H. R. Pitt herriihrt?.

Diese Methode ist nicht nur deshalb bemerkenswert, weil sie
die sehr verwickelten, wenn auch an sich elementaren, Uber-
legungen der fritheren Beweise vermeidet, sondern vor allem,
weil sie erlaubt, die Voraussetzungen unter welchen die Ergoden-
sitze gelten, in bisher nicht benutzter Weise zu verallgemeinern.

Um die Ergodensitze auszusprechen, geht man von einer Ab-
bildung des betrachteten Raumes auf sich selbst aus, die bisher
immer als eineindeutig angenommen worden ist. Einer be-
liebigen Punktmenge 4 dieses Raumes entspricht dann nicht nur
die Punktmenge tA4, auf welche A4 abgebildet wird, sondern 4
selbst ist das Bild einer eindeutig bestimmten Punktmenge +=14.
Nun beruhen die fritheren Beweise der Ergodensitze auf einer
von Birkhoff erfundenen, sehr kunstvollen Zerlegung von ge-
wissen Mengen, und es scheint, dal die Eigenschaften dieser Zer-
legung nicht ohne gleichzeitige Benutzung des Operators = und
seiner Inversen t~1 aufgestellt werden kénnen. Wenigstens konnte
ich, bei einigen fliicchtigen Versuchen, die ich in dieser Absicht
gemacht habe, keinen Weg finden, auf welchem man mit der
einen dieser Transformationen allein auskommt.

Dagegen geniigt es, um den Kunstgriff von Pitt anwenden zu
kénnen, fiir 14 gewisse elementare Eigenschaften zu fordern,
welche die Existenz von 14 nicht nach sich zichen. Dadurch
wird der Birkhoffsche Ergodensatz fir gewisse Klassen von

1 E. Hopf, Uber eine Ungleichung der Ergodentheorie. Dieser Band S.171.
*H. R. Pitt, Some generalizations of the ergodic Theorem. Proc. Cambr.
Philos. Soc. Vol. 38 (1943) pp. 325-342.
Minchen Ak. Sb. 1944 15



190 C. Carathéodory

Fragen gesichert, fiir welche er frither nicht ausgesprochen wer-
den konnte.

Ein sehr elementares Beispiel einer maftreuen Abbildung 4
der Teilmengen des abgeschlossenen linearen Intervalls

(1.1) I:o<x <1

auf sich selbst, fiir welches ©72 4 nicht immer existiert, ist folgen-
des. Wir betrachten eine auf 7 definierte stetige und stetig diffe-
rentiierbare Funktion f(x), fiir welche

(1.2) fO) =0, o/i)<1 (0=x=1)
ist, und setzen
(1.3) &) =/f(1) +x—f(#),

Dann ordnen wir jedem Punkt x des halbgeschlossenen Inter-
valls o < x < 1 das Punktepaar

(14) ap=f(x), =gk

zu und dem Punkte x = 1 den einzigen Punkt &' = 1.

Bei dieser Definition werden zwei verschiedene Punkte von 7
immer auf Punktmengen ohne gemeinsame Punkte abgebildet,
und das ganze Intervall /7 wird von diesen Bildmengen aus-
gefullt, wenn x dasselbe Intervall durchlauft.

Ferner wird jede Teilmenge 4 von [/ auf eine Punktmenge
A" = 74 abgebildet, welche das nimliche duBlere Lebesguesche
Mafl hat wie 4, so daBl man schreiben kann

m* A = m*A4.

Aber nicht jede Teilmenge von 7 kann als Bild 4’ =14 einer
Punktmenge A4 angesehen werden. Z. B. ist einc im Intervalle
o < x < f(1) liegende Punktmenge keine solche Bildmenge.

Schon auf die einfachsten Fille dieser Transformation an-
gewandt, liefert der Ergodensatz erwihnenswerte Resultate. Setzt
man z B.in (1.4) f(x) = j—;, g(x) = ! -j ?C, so wird jede iiber das
Intervall 7 summierbare periodische Funktion p(x) mit der Peri-
ode 1 in die Funktion

p(2) = p(22)
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transformiert. Aus dem Ergodensatze folgt dann, daf3 die Folge
der Funktionen

@) +pCx)Fp R+ Fp(2" )
an(x) T

n

{iberall mit Ausnahme von héchstens einer Nullmenge gegen eine
Funktion p(x) konvergiert, und die Nullmenge kann man sogar
so wihlen, daf} auf allen tibrigen Punkten

1
p@)= @t
sel.

Im folgenden wird die Methode von Hopf{ auf Funktionen an-
gewandt, die auf Somenringen definiert sind, ebenso wie ich es
vor einigen Jahren fiir den Birkhoffschen Beweis getan habe3.
Um auf meine damalige Schrift verweisen zu kénnen, in wel-
cher alle benétigten Begriffe erklirt sind, habe ich in der vor-
maligen Note nicht nur die Terminologie, sondern auch die Be-
zeichnungen der Hamburger Arbeit beibehalten®.

Es ist — sogar fiir gewisse Anwendungen — von Interesse, daf3
man die Ergodensitze in abstrakter Weise formuliere und be-
weise. Z. B. liegt es in der Natur der Sache, wenn man in einem
Euklidischen Raum mit gewohnlichem Lebesgueschen Mafle, bei
der Behandlung der Ergodentheorie, Punktmengen, die von einer
gegebenen sich nur durch Nullmengen unterscheiden, als ein
einziges mathematisches Objekt ansehe. Diese Restklassen mo-
dulo einer Nullmenge kénnen als Somen behandelt werden, und
fiir diesen Somenring sind die meBbaren Somen und die mef-
baren Ortsfunktionen von besonders einfacher Natur. Letzteres
hingt damit zusammen, da8 jede nach Lebesgue mef3bare Punkt-
menge als Vereinigung einer Nullmenge mit abzidhlbar vielen
perfekten Punktmengen dargestellt werden kann.

3 C.Carathéodory, Bemerkungen zum Riesz-Fischerschen Satz und zur
Ergodentheorie. Abh. a.d. Mathem. Seminar d. Hansischen Universitit.
Bd. 14 (1941) S. 351-380.

* Eine ausfiihrliche Darstellung der Mafitheorie und des Integrals auf
Somenringen befindet sich im 2. Band meiner reellen Funktionen, die bei
Teubner erscheinen. Bei einem Fliegerangriff ist aber der fertig korrigierte

Stehsatz vernichtet und die Herausgabe des Buches verzégert worden.
15+
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2, Der Operator zf und die Bedeutung seiner Eigenschaften. Auf
einem vollkommenen Ring U von Somen X, der ein groBtes
Element M enthilt, wird eine Menge § von Ortsfunktionen f he-
trachtet. Diese soll alle Ortsfunktionen enthalten, deren untere
Somenskalen S(y) aus lauter Somen bestehen, die in einem voll-
kommenen Teilring M von U enthalten sind, wobei IM auch das
Soma M enthalten soll. Die Menge § wird ein Kérper von Orts-
funktionen mit dem Fundamentalring M genannt.

Der Korper § enthilt aufler den konstanten Ortsfunktionen «
auch siamtliche zweiwertige Ortsfunktionen e(A4), die auf dem
Soma A & M gleich 1 und auf dem Soma (M — A) gleich Null
sind, wobei die Somen A4 den Ring MM beschreiben. Die beschrink-
ten Funktionen von § sind erstens die endlichwertigen Ortsfunk-
tionen der Gestalt

@) f=ae(dy) fae(dy) .+ age(d,)

und zweitens die Ortsfunktionen, die man aus diesen durch gleich-
malBig konvergente Folgen erzeugt. Die nicht beschrinkten Funk-
tionen des Kérpers § konstruiert man schlieBlich, indem man das
Soma M in ecine Summe von abzdhlbar vielen paarweise fremden
Somen
(2.2) M=MFM"+M +M,+ ...
zerlegt, die alle dem Ringe 9N angehoren, und f gleich — oo auf
M, gleich -+ oo auf M und auf jedem der tbrigen A/; gleich
einer der soeben konstruierten beschrinkten Ortsfunktionen aus
& setzt.

Sind dann fy, /5, . . . hochstens abzihlbar viele Ortsfunktionen
aus § gegeben, so ist jede Ortsfunktion, die durch eine Operation
wie

max (f;, fa), obere Grenze FiSo ) plim(Fu, fa - - Hu.s. £

definiert wird, auch im Koérper § enthalten, ebenso auch jede
Funktion, die man durch Einsetzen von f}, f,, . . ., f,, In eine ste-
tige Funktion y (#y, #,, . . ., 2,,) von reellen Verinderlichen erhilt.

3. Jeder Ortsfunktion f aus § soll nun eindeutig eine Ortsfunk-
tion tf, welche ebenfalls in § enthalten ist, zugeordnet werden,

b

wobei der Operator 7 folgende Eigenschaften besitzt:
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a) die konstanten Ortsfunktionen werden in sich selbst trans-
formiert

(3.1) Ta=a
b) der Operator = ist linear; man muf also immer haben
(3.2) t(af,+ bfy) = a.tfy + 6.1/,

Hierbei bedeuten a, 4 irgendwelche (positive oder negative) Kon-
stanten und £, f, Ortsfunktionen aus §.

c) Fir irgend zwei Ortsfunktionen f;, f, aus § soll die Relation
gelten

(3.3) T (max (11, /) = max (33, 7/s).
Aus (3.1) bis (3.3) folgen dann fiir die iterierten Operatoren
2f = 2(nf), Bf =1(Y), ..., T =Y, ...
unmittelbar die Gleichungen
(3-4) Ta=a
(3.5) Mafy 4 bfy) = a iy + 67
(3.6)  T(max (fy, for - - o Fu)) = max (F, T oo T )

4. Durch die Forderung (3.3) wird die Klasse der Operatoren
=f weitgehend eingeschrinkt. Setzen wir erstens in (3.3)

fl :f> fZ =0,
so erhalten wir, weil T0 = o ist,
(4.1) 7 (max (f, 0)) = max (tf, 0) = 0.

Ist also f = o und somit max (f, 0) = f, so ergibt sich daraus der
Satz 1. Der Operator ©f hat positiven Charakter, d. h.
(4.2) aus f 2o folgt ©f = o.
Zweitens setzen wir in (3.3)

Ji=/ Sfo=—F thHh=1f th=—1f

und beachten die Relationen

fl=max (f,—f), |of|=max (<f, — /).
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Daraus entnehmen wir den

Satz 2. Fiir jede Ortsfunktion f aus § ist
43) =1

5. Sind £ und g zwei Ortsfunktionen aus § und ist g = f und
somit (g -—f) = 0, so muf3 nach Satz 1

(g—f)=rg—7f 20
sein. Es gilt daher der

Satz 3. Aus g = f folgt immer 7¢ = 1f und allgemein
’Tkg g ,,:hf.
Aus diesem letzten Satze folgt als Korollar der

Satz 4. Sind ¢ und B zwei reelle Zahlen, flir welche
o <f < Bist,sohatmanaucha <1/ < p. Ebenso leicht be-
weist man hieraus den

Satz 5. Eine gegen eine Ortsfunktion f gleichmiBig

konvergente Folge von Funktionen f,, f5, . . . wirdineine
Folge ©fq, ©fy ... transformiert, die gleichmdBig gegen

+f konvergiert.

6. Die in den Sétzen 1 und 2 enthaltenen Relationen (4.2) und
(4.3) scheinen viel spezieller zu sein als (3.3). In Wirklichkeit sind
sie mit (3.3) dquivalent, wie ich unter Benutzung cines Gedankens
von Herrn E. Hopf? zeigen will.

Es sei wieder ¢(A4) die zweiwertige Ortsfunktion, die auf dem
Soma A & M gleich Eins und auf dem Soma (M — 4) gleich
Null ist. Dann ist die Ortsfunktion

(6.1) f=z2e4)—1 (A EM

gleich Eins auf 4 und gleich — 1 auf (J/ — 4). Es ist also
|f =1

und nach (4.3)

(6.2) +fl=x1f]=1.

5 E. Hopf, Kennzeichnung der durch Punkttransformationen erzeugten
linearen TFunktionaloperatoren. Dieser Band S. 233.
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Somit ist tf ebenfalls eine zweideutige Ortsfunktion, die auf
einem Soma A’ © M gleich 1 ist und auf dem Soma (M — A")
gleich — 1 ist, wobei selbstverstindlich 4" auch mit einem der
Somen O oder M zusammenfallen kann. Aus (6.1) folgt nun

©3) sy =L,

und 7e(A) ist eine Ortsfunktion, die auf 4’ gleich Eins und auf
(M — A") gleich Null ist.

Auf diese Weise wird jedem Soma 4 aus dem Ringe M, auf wel-
chem die zweiwertigen Ortsfunktionen definiert sind, ein Soma A4’
zugeordnet, das auch zu M gehoért, und fiir welches wir zweck-
méifigerweise die Bezeichnung

(6.4) A ==4

benutzen werden.

Die durch die Gleichung (6.4} definierte Abbildung der Somen-
menge M; auf eine Teilmenge dieses Ringes (oder auch auf M,
selbst) genfigt, wie wir gleich sehen werden, den Bedingungen

(6.5) aus Bol folgt tBoxC(,
(6.6) aus 4 = X' 4 4; folgt 4 = X + =4,
j i
die eine Homomorphie charakterisieren (vgl. die u.? zitierte
Arbeit, S. 354).

Dazu bemerken wir, daf3 der Inhalt der Gleichungen (6.2) und
(6.3) geschrieben werden kann

©.7) C re(d) = e(dy = e(z A).

Stellt man nun A4 als Summe von zwei zueinander fremden
Somen B und C dar, so hat man

(6.8) e(d) =e(B) +e(C) (A=B++C, Bol),
und somit nach (3.2)
te(d) = ve(B) 4 e (C).
Dies kann aber nach (6.7) geschrieben werden

(6.9) e(vd) =e(xB) F e(=C).
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Nun ist e(r4) eine Ortsfunktion, die auf 14 gleich Eins und auf
(M — = A) gleich Null ist. Dagegen ist ¢(t.B) - ¢(t () cine unter
Umstinden dreiwertige Ortsfunktion, die gleich 2 ist auf dem
Soma vB-+(, gleich 1 auf dem Soma t8 + v und gleich Null
auf dem Soma M — (v B + ). Die Gleichung (6.9) kann also
dann und nur dann gelten, wenn

(6.10) tBotC, 14 =18 +C

ist. Hiermit ist die Forderung (6.5) verifiziert. Um auch (6.6) auf
ahnliche Weise zu bestdtigen, betrachten wir eine Zerlegung

A=A, +Ay+ ...

eines Somas A4 in abzéhlbar viele, paarweise fremde Somen A4;
aus I sowie die Funktion
1
f =3 —¢ (An)
n »
und wenden auf f und tf den Satz 5 an.

7. Es sei wieder S(y) die untere Somenskala einer beliebigen
Ortsfunktion f aus § und mit v*/ sei die Ortsfunktion, welche die
Somenskala 7S5 (y) besitzt, bezeichnet.

Fiir die endlichwertigen Ortsfunktionen (z.1) ist der neue Ope-
rator 7*f nicht verschieden vom fritheren =f. Daraus folgt die
Identitdt der beiden Operatoren fiir beliebig beschrinkte Orts-
funktionen des Kérpers § mit Hilfe des Satzes 5, weil man jede
solche Funktion als Grenze einer gleichmafBig konvergenten Reihe
von Ortsfunktionen (2.1) darstellen kann. Dieselbe Gleichung

*f=n1f

146t sich schlieBlich auch fur die allgemeinsten Ortsfunktionen
des Korpers ableiten, indem man die Funktion f auf den verschie-
denen Somen M, M, M; einer geeigneten Zerlegung (2.2) des
Definitionsbereiches M betrachtet.

Nun kénnen wir aber auch sofort die Gleichung (3.3) beweisen.
Sind namlich S; (%) und S, () Somenskalen der Ortsfunktionen f;
bzw. f,, so ist der Durchschnitt S;(y) S,(#) eine Somenskala der
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Funktion max (fj, fo). Die Gleichung (3.3) ist infolgedessen eine
direkte Folge der Relation

T(S1 () S () = 75:1(9) 7S, (),
die fir jede Homomorphie gilt,

Unsere Resultate fafit der folgende Satz zusammen:

Satz 6, Fiir einen Operator 1f sind die beiden Bedin-
gungssysteme, die aus (3.1), (3.2), (3.3) einerseits, aus (3.1)
(3.2), (4.2), (4.3) andererseits bestehen, einander gleich-
wertig.

Jedes dieser beiden Systeme von Bedingungen ist
dannund nurdannerfiillt, wennmanden Ubergang von
fzuzf mittels einer Homomorphie des Somenringes M
auf sich selbst oder wer{igstens auf eine seiner Teil-
mengen darstellen kann, bei welcher v/ = M ist.

8. Schon in der Einleitung haben wir gesehen, daB bei den
wichtigsten Anwendungen unserer Theorie die Abbildung

A =<4
als eine eineindeutige Abbildung des Ringes M auf sich selbst
angesehen wird. Dann wird die Homomorphie eine Isomorphie

genannt. Im Falle der Isomorphie hat nun fiir jede Ortsfunktion
f des Koérpers § die Gleichung

g =f

g =11
Unter Annahme der gleichzeitigen Existenz der beiden Opera-
toren 7/ und 71 f kann man sehr leicht zeigen, daB3 die Relationen
(3-1), (3.2) und (4.2) die Gleichung (4.3) nach sich ziehen (vgl. den
§ 21 der unter 3 zitierten Arbeit).

Nach dem Satz 6 wird somit jeder lineare Operator po-
sitiven Charakters, der einen inversen Operator be-
sitzt, durcheine geeignete Isomorphie erzeugt. Dieses
Resultat zeigt, daBl die Bedingungen des § 21 meiner Hamburger
Arbeit von 1941 nicht allgemeiner sind als die Voraussetzungen,
unter welchen ich damals die Ergodensitze bewiesen hatte, Die
Bemerkungen, die ich (unter falschlicher Annahme des Gegen-

eine Losung
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teils) am Schlull derselben Arbeit gemacht hatte, sind somit
gegenstandslos.

9. Einfiihrung der MaBfunktion ¢ (X). Auf dem Somenring U
betrachten wir eine MaBfunktion ¢(X). Ferner nehmen wir an,
dafl3 der Ring 9, der im § 2 eingefithrt wurde, im MeBbarkeit-
ring My von @ (X) enthalten ist, d. h. daB jedes Soma A4 aus M
meBbar fiir p(X) ist. Dann sind alle Ortsfunktionen f aus § mef3-
bar fiir ¢(X) und es existiert das Integral

[fdo.
X

Wir werden nun Funktionen f betrachten, die summierbar iiber
M sind, d. h. solche, fiir welche man hat

(9-1) A{l]‘ld<9=f/-< -+ oo,

Endlich sollen durch die Homomorphie (6.4) die Somen 4 &€ M
maltreu abgebildet werden, so dal3 fiir jedes Soma A aus M

(9-2) ¢z A4) = 9 (4)
ist. Aus der Theorie des Integrals folgt dann die Identitit
(93) [/de = [Fde;

wegen M = M ist dann auch

(9-4) Jfdo= [+fdo=...= [/dq
M i M

fir alle Ortsfunktionen f & §.

10. Alle vorangehenden Uberlegungen konnen — so wichtig
sie an sich sind — {ibergangen werden, wenn man nur den Beweis
des Birkhoffschen Ergodensatzes im Auge hat. Vom Operator
77, der in diesem Satze vorkommt, braucht man nimlich nur das
Bestehen der Gleichungen (3.1), (3.2), (3.3) und (9.4) voraus-
zusetzen.

Ist dann f eine Ortsfunktion aus §, fiur welche (9.1) gilt, so ist
auch | f | in § enthalten, und man schlieBt aus (9.4)

(10.1) {;T"]’fidcpz{)f{dfpzoz (b=1,2,...)
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Andererseits entnimmt man aus (4.3)
(10.2) Ml =1

also besteht die Folge der Ortsfunktionen

(10.3) £ tfy w2f, .., T L

aus lauter iiber A/ summierbaren Funktionen, fiir welche

(10.4) [IF"flde = [|fldp =«
M M
ist.
Nun ist die Folge (10.3) - sehr einfache Beispiele bezeugen es —

nur in wenigen Ausnahmefillen selbst konvergent. Bildet man
aber aus (10.3) die Folge der Mittelwerte

- s Tk_l
(09 auf =1, saf =L qup=ITH LT

so ist diese Folge iberall auf / auBBer h6chstens aufeinem
Nullsoma von ¢(X) konvergent, und dies ist die Behaup-
tung, diec unter dem Namen des Birkhoffschen Ergoden-
satzes bekannt istd.

Dieser Ergodensatz 146t sich, wie z. B. aus den §§ 30, 31 der
unter3 zitierten Arbeit zu ersehen ist, ohne Miihe aus einer Un-
gleichheit entnehmen, die wir jetzt ableiten wollen.

Der Beweis dieser Ungleichung enthilt schon alle Schwierig-
keiten, die urspringlich in der Behandlung des Ergodensatzes
konzentriert waren. Diese Ungleichheit, die zuerst von K. Yo-
sida und Sh. Kakutani gefunden worden ist®, hatte ich mit
Hilfe des entscheidenden Kunstgriffs von Birkhoff in meiner
unter? zitierten Arbeit (§§ 22-26) bewiesen, und dort die Birk-
hoffsche Ungleichheit genannt. Es zeigt sich aber, daf auch
die viel einfachere SchluBBweise von Pitt zur selben Ungleich-
heit fithrt; wir wollen deshalb Herrn Hopf folgen, und diese

5 George D. Birkhoff, Proof of a recurrence Theorem for strongly transi-
tive Systems Proc, Nat. Acad. of Science Vol. 17 (1931) pp. 650-655. Proof
of the ergodic Theorem ibid. pp. 656-660.

6 K. Yosida u. Sh. Kakutani, Birkhoffs ergodic Theorem and the maxi-
mal ergodic Theorem, Proc. Imper. Acad. Tokyo Vol. 15 (1939) pp. 165-168.
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Ungleichheit einfach dieHauptungleichung der Ergoden-
theorie nennen.

11. Beweis eines Hilfssatzes. Wir betrachten eine unendliche
Folge von Ortsfunktionen

(11.1) by, foy gy ..y

die alle denselben Definitionsbereich A besitzen, und fithren die
Bezeichnungen ein

(11.2) sy =ty 1t lp ot g, (P=0,1,2,..59=1,2,.. ),
(11.3) Sy=ly + s+ ...+ 2, (g=1,2,...).

Ferner sei # eine natiirliche Zahl, die wihrend der ganzen Unter-
suchung festgehalten wird; wir setzen

(11.4)  sp =max (5,5, Spar -+ s Spn) (p=0,1,2,...),
(11.5) Sy =max (S, Sein -+ Sytn-1) (g =1,2,..)
und wollen zunichst beweisen, daB3 unter der Voraussetzung
(11.6) sy =Zo fir p=o0,1,2,...

immer auch )

(11.7) Sy Zofirg=1,2,...

1st.

Nach (11.2) und (11.3) ist ndmlich
_ Sq = Soq
und man hat somit, gemdfB (11.5) und (11.4)
(11.8) SF=max (S, S5,...,S,) = max (s¢1, Sgz,- - -, Sop) =S¢ = 0.

Es geniigt also zu zeigen, daBl unter der Voraussetzung (11.6) die
Relation S¥,; > o eine Folge von S¥ > o ist.

Falls aber S} = o ist, so lehrt die Definitionsgleichung (11.5),
daB M mindestens auf eine Weise als Summe
(11.9) M=M + M

von zwei Somen dargestellt werden kann, so daB auf 4/’ die Re-
lation S, = o und auf M#" die Relation

(11.10) max (S 44, Sppes v+ Sgpny) =0
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gelte. Auf " ist folglich auch S¥,, =0, und es geniigt diese
Ungleichheit auf M’ zu verifizieren.
Nun ist aber auf 4/’ einerseits nach Voraussetzung

(11.11) by +hy+ ...+ 1k, =0,

andererseits aber

*

N O,

v

Diese letzte Ungleichheit besagt, dall mindestens eine Zer-
legung
=M+ My+...+ M,

von M’ existiert, derart, daf} auf jedem M; die Ungleichheit

(11.12) Sgj =/lgsy + lgiot .oty 20

besteht. Durch gliedweise Addition der Ungleichheiten (11.11)
und (11.12) findet man aber

oy Ay 4 .-{—/zq+j= Sy = S(QHH(H)go (j=1,2,...,7).

DemgemiB ist S¥,; = o auf jedem einzelnen der Somen M, M,,

., M und folglich auch auf #’. Die Ungleichheiten (11.7) sind
- also flir alle Werte von ¢ richtig, cin Resultat, das auch folgender-
mabBen ausgesprochen werden kann; fiir jede natiirliche Zahl ¢
gibt es eine Zerlegung

M=MPD+M+. . 4+ M2

n-1

der Art, daB auf jedem einzelnen MJ(‘I), welches nicht leer ist, die
Relation

(11.13) S 2 N S

gilt. Fir jeden der betreffenden Werte j = o0, 1, 5. ., iz — 1) ist
aber
(11.14)

L N S L IR e e o S LTI SV SN

eine Ungleichheit, deren rechte Seite von ;j unabhingig ist. \\ ir
kénnen somit den Satz behaupten:
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Satz 7. Auf einem Soma M betrachten wir eine Folge
(11.13) yy Py ...
von Ortsfunktionen, und fihren die Abkiirzungen ein

(11.16)
Spa=lps1tlpiet . Tl (B=0,1,2,..., 0=1,2,...),

(11.17) sp=max (s, S - Spp) (p=0,1,2,...),

wobei 2 eine fest gegebene natiirliche Zahl bedeutet.
Unter der Annahme

(11.18) sk=zo fir p=o,1,2,...

folgt dann auf dem ganzen Definitionsbereich 4 und
fiir jede natiirliche Zahl ¢ die Relation '

(11.19)
/Zl+h2+"‘+hq+'hq+1]+lhq+2]+"’+]hq+n—11_—>:o'

12. Der Beweis des Satzes 7 ist fast trivial, wenn man ihn fir
gewohnliche Punktfunktionen aufstellen will. In diesem spezicl-
len Falle genfigt es ndmlich, diesen Satz in jedem einzelnen Punkte
des Raumes zu verifizieren und die Funktionen 4 durch Zahlen
zu ersetzen. Dann folgt aus (11.18) die Existenz einer Folge von
natiirlichen Zahlen ¢;, fiir welche man gleichzeitig hat

0=gi <1 <g2<..., 1Sq51—q; 57,

(12.1)
byt byt oo+ Ry 20,
7

Die zu beweisende Relation (11.19) folgt dann aus der Tatsache,
dafl man jeder natlirlichen Zahl ¢ eine Zah! ; zuordnen kann, fiir
welche

(12.2) 7 =7 <9j1
ist.

13. Die Hauptungleichung der Ergodentheorie. Wir wenden
den Satz 7 auf Folgen von Ortsfunktionen an, von der Gestalt

(13.1) by =f, by =1f, ..., k=121 ..
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wobei f € § und der Operator tf den Bedingungen (3.1), (3.2),
(3.3) und (9.4) geniigen soll. Jetzt kann man an Stelle von (11.2)
schreiben

(13.2) Spg =Tf F P4 fAPHeCNy

~D
=7 50(1.

Setzt man diese Werte in (11.4) ein, so erhdlt man mit Beriick-
sichtigung von (3.6)

(13.3) sy = max (7P s5g;, 1 49, -+ 0 T So )
= 7 [max (s, So2s - « » Son)]
= 1P s

0

Nach dem Satz 1 sind also alle s* =0, sobald s = o
ist. Diese Eigenschaft der Folgen (13.1), die hier an Stelle der
komplizierten Birkhoffschen Konstruktion tritt, ist fiir die Auf-
stellung unserer Theorie entscheidend ; wir schen, dal sie mit der
Forderung (3.3) in engstem Zusammenhange steht. Hier kann also
der Satz 7 schon unter der Annahme s§ = o angewandt werden;
nach (11.19) und (13.1) haben wir dann

(13.4) fHf+ . A2 20| |21 |4 |10 o,

Indem wir die linke Seite von (13.4) iber 47 integrieren und (9.4)
sowie (10.4) beachten, erhalten wir

(13.5) g[fdo~+@n—1)a2o0.

M

Die Relation (13.3) soll nun fiir ein festes 2 und fur alle ¢ = 1, 2,
. gelten, was nur dann méglich ist, wenn
(13.6) [fdo Zo
M
Ist.

Die Bedingung s =0, aus welcher wir (13.6) gewonnen haben,
wird schlieBlich durch eine andere dquivalente ersetzt. Dazu be-
trachten wir die Funktionen g, f, die durch die Gleichungen (10.5)
definiert worden sind, und fithren die Bezeichnung ein

(137> f: = max (Glfr sz: M an)'
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Dann ist selbstverstindlich f% >o, falls s§ > o ist, und um-
gekehrt. Wir kénnen daher den Satz aussprechen:

Satz 8. Essei feinetiber // summierbare Ortsfunktion
aus §. Mit Hilfe der Funktionen der Folge

f: Tf; Tzf, ey Tkj[,

bilden wir die Funktionen

(13.8) oy f =, czfzﬁ;lf,...,ckfzf““’”‘k"“k_lf,...
und setzen
(13.9) ¥ =max (o1f, 6of, ..., 6,/) (m=1,2,...)
Ist dann fiir einen gewissen Wert von
(13.10) Sk =o,
~so hat man auch
(13.11) Mffd(p = o.

14. Der letzte Satz hat noch einen Schénheitsfehler. Nach (13.9)
hat man ndmlich /¥ < /¥, und die Bedingung (13.10) wird ab-
geschwicht, wenn man f} durch /¥, | ersetzt. Es ist also zu ver-
muten, daB (13.11) noch gilt, wenn man (13.10) ersetzt durch
(14.1) lim /¥ > o.

n = 00
Bezeichnet man nun mit S$¥ (y) die untere Somenskala von /%, so
ist (14.1) dann und nur dann erfiillt, wenn
(14.2) lim S%*(0) = O
n = co
ist.

Auf dem Soma S*(0) ist nach Voraussetzung f} < o, und da
JF = o f < fkist, so ist auch dort / < 0. Definiert man also, einen
Kunstgriff des Herrn Pitt nachahmend, eine Ortsfunktion g
durch die Gleichungen

{gzo auf S¥ (o),

(14:3) g =/f auf M — S¥ (o),
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so ist tiberall auf M/

(14.4) g=r

Daraus folgt weiter, wegen des Satzes 3

(14.5) - thg > (b=1,2,...)
(14.6) o8 = S

und schlieBlich nach (13.9)

(14.7) &n 2%

wenn man g% durch die Gleichung
(14.8) g =max (518, 038, - . - Tng)
definiert, Andererseits ist aber nach (14.8)

En 2018 =¢8
und daraus folgt mit Berticksichtigung von (14.7)
(14.9) gan = max (g, /7)

Nun ist nach (14.3) g = o auf S¥(0) und nach der Definition der
Somenskalen ist /¥ = o auf M — S¥(0). Also ist
(14.10) gn=o

auf dem ganzen Soma J/; auBerdem ist die durch (14.3) definierte
Ortsfunktion g ebenso wie f summierbar iiber M, so dafl der
Satz 8 auf die Funktion g angewandt werden kann. Danach ist

(14.11) fegdo Zo

M
oder, wenn man fiir ¢ seinen Wert (14.3) einsetzt,
(14.12) [fdo = o.

M-5% ()

Die Bezichung (14.12) gilt fiir alle natiirlichen Zahlen 2. Wir
nehmen nun an, dafl die Relation (14.1) oder die ihr dquivalente
Gleichung (14.2) bestehen soll. Dann folgt aus (14.12)

Miinchen Ak. 8b. 1944 16
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(14.13) lim fd<p=/fdgogo.
ne= oo
M-85 (0) 5

Es gilt daher der

Satz 9. Ist mit den Bezeichnungen des Satzes 8 die
Ortsfunktion

(14.14) f¥=limf} Zo,
so hat man auch
(14.15) Jfde Zo.

M

15. Fir den Fall, daB3 die MaBfunktion ¢(X) auf dem Ring A
beschrinkt bleibt, d. h. dal

(135.1) o (M)< + oo
ist, kann man den Satz 9 durch einen allgemeineren Satz er-

setzen.

Dazu bezeichnen wir mit
(15.2) S*(y) = lim S} ()

n =00

die untere Somenskala der Ortsfunktion f*, die durch (14.14)
oder durch

(15.3) J* = obere Grenze (6 f, 6o/, .. .)
definiert ist. Ferner sei y eine beliebige reelle Zahl, die wir fest-
halten.

Hierauf definieren wir dhnlich, wie in (14.3) eine Ortsfunktion
g durch die Gleichungen
g == o auf S*(y),

und bemerken, dal wegen (15.1) die Funktion g ebenso wie f
tiber A/ summierbar ist.
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Nun ist f < f* auf M und f* <y auf S*(y), also ist dort
f—» Zo. Es ist also
(15:3) g=/—y

iiberall auf M. Daraus schlieBt man 4hnlich, wie im vorigen
Paragraphen

(15.6) ong Z6,(J—y) =0,/ —y.
Somit kann man schreiben |
(15.7) g2/,

wenn man

(13.8) g% = obere Grenze (6,8, 6.0, ...)

setzt. Aus (15.7) und g* = 6,2 = g folgt
& 2 max (g, /* —y),
eine Relation, aus der man mit Hilfe von (15.4) schlieBt, da8
gr=o
ist. Nach dem Satze g ist also
Jgdyp 2o,
M

woflir man nach (15.4) setzen kann

Jf—y)do Zo.
M=S*()

Diese Rechnung liefert den

Satz 10. Wir behalten diec Bezeichnungen der Sitze 8
und 9 bei, und machen die Annahme, daf}

(13.9) o(M)< 4+ o

ist. Bedeutet dann S*(y) die untere Somenskala von f*,
so gilt fiir jedes reelle ¥ die Ungleichheit
(15.10) [(—n)do Zo,
M-St ()
welche die Hauptungleichung der Ergodentheorie ge-

nannt wird.
16%
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Die Voraussetzungen des vorigen Satzes kénnen noch ein we-
nig verallgemeinert werden. Wir haben namlich die Beschrinkt-
heit der MaBfunktion ¢(X) nur dazu benutzt, um die Summier-
barkeit der durch die Gleichungen (15.4) definierten Ortsfunk-
tion g sicherzustellen. Nun ist aber g schon dann iiber M sum-
mierbar, wenn

(15.11) o(M— S* ()< +o0

ist. Man konnte also im Wortlaut des letzten Satzes die Bedin-
gung (15.9) durch die Ungleichheit (15.11) ersetzen.



