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Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
mit lauter geradlinigen Charakteristiken.

Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt in der Sitzung am 1. Dezember 1917.

Die folgenden Ausfilhrungen erledigen die Bestimmung
aller partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit lauter
geradlinigen Charakteristiken, eine Aufgabe, die trotz des ein-
fachen Ergebnisses, zu dem ihre Losung fiihrt, bisher noch
nicht vollstindig behandelt worden ist?).

Fir den R, freilich kennt man die Antwort schon lange:
Die «?® Geraden eines Komplexes miissen, um den Inbegriff
aller Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung erster
Ordnung zu bilden, die Tangenten einer Fliche oder die Treff-
geraden einer Kurve sein. Zu dieser notwendigen Bedingung
kommt als selbstverstindliche Nebenforderung hinzu, daB die
Fliche nicht etwa eine abwickelbare Fliche bzw. die Kurve
keine Gerade sein darf. oo? Glerade aber, die nicht alle einer
und derselben Ebene angehoren, sind immer die Charakteristiken
einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, wobei dann
jede Gerade Triiger von oo! charakteristischen Streifen ist.

1) Herr Prof. ¥. Engel in GieBen hat mich in liebenswiirdiger
Weise auf die Unvollstindigkeit des in diesen Berichten 1914, 8. 344
ausgesprochenen Ergebnisses aufmerksam gemacht. Es mufiten ganz
neue Kriterien aufgestellt werden, um die Frage, deren vollstindige
Behandlung zunichst unmboglich erschien, zu einem befriedigenden Ab-
schlufi zu bringen. — Die Frage ist fiir den IRy zuerst von P. Dubois-
Reymond aufgeworfen, von I.ie beantwortet worden. (Vgl. Math. Enc. IIT
D 7, S. 460.)
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Um die Frage in voller Allgemeinheit in Angriff zu nehmen,
sind einige Vorbereitungen notig, die an mehr oder weniger
bekannte Dinge erinnern sollen.

Die Gesamtheit der oo®~! Klemente 1, (2, #,, . . . @,
Py - - - D), welche die partielle Differentialgleichung erster
Ordnung
9z
(@, 2. . Zuy 2, Py o) =0... (pi = ax,-)

einem Punkt P(z,,... 2., 2) des R,41 zuordnet, kinnen als
Umbiillungsgebilde einen Mongeschen Kegel von o1, oon—2

. oo! Linienelementen oder schlieflich eine ,nullgliedrige
Schar“, d. h. ein einziges oder lauter diskrete Linicnelemente
besitzen. Der letztgenannte Iall ist iibrigens trivial, man
kommt dabei auf lineare Differentialgleichungen. In den tibrigen
Fiillen ist jedes der genannten Linienelemente (z1, ... 2,,2") im
Punkte P Triiger von einem, von !, «? ., . ow*~2 Kle-
menten 77, der Differentialgleichung. Da diese nun Immer
w21 charakteristische Streifen besitzt, deren jeder cine Cha-
rakteristik oder charakteristische Kurve als Triiger hat, so ist
im ersten (dem ,allgemeinen®) Fall jeder Punkt Ausgangs-
punkt von o®~! Charakteristiken. In den aunderen Fillen
kionnte man vermuten, daB jede Charakteristik Triger von
wl, »w? . .. usw. Streifen wird.

Beispielsweise liegt folgender Schlufi nahe: Liegt im R,
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung vor, so gelen
gewifi von jedem Punkt oo? charakteristische Streifen aus.
Wenn dann die Differentialgleichung jedem Punkt einen Monge-
schen Kegel von nur oo! Linienelementen zuweist, so ist jedes
dieser Linienelemente gewis Triiger von oo! Elementen 19 (x,,
Xy, Ty &y Pyy Dy, P3) der Differentialgleichung.  Aus diesen rich-
tigen Primissen wird der iibereilte Schlut nahe gelegt, daf
dann jedes dieser Linienelemente nur eine charakteristische
Kurve aussendet, die aber Triiger von oo! charakteristischen
Streifen wird. Dieser Fall tritt indessen durchaus nicht immer
ein, ist vielmehr eine Ausnahme.
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Es diirfte zweckmiiiig sein, sich diese Einsicht in die
Charakteristikenlehre durch Beispiele zu verschaffen, die auch
in anderer Hinsicht forderlich sind.

Im iibrigen mag es gestattet sein, dem Gebot der Stunde
folgend, einige Abkiirzungen fiir bestindig gebrauchte Worter
einzufiihren:

Ch., ch. K. = Charakteristik oder charakteristische Kurve,

ch. Str. = charakteristischer Streifen,

g. = geradlinig,

L.. = Linienelement,

M. K. = Mongesche Kegel,

p- Dg. 1. O. = partielle Differentialgleichung erster Ordnung,

T. = Triiger,

z. B.: Punkt als T. von L. oder F, (Elementen zz, ...
Zn Py ... pa), Gerade als T. von ch. Str.

Wir behandeln jetzt, wie angekiindigt, zunéchst zwei Dei-
spicle von p. Dg. 1. 0. im R, und wollen damit einem drei-
fachen Zweck dienen. Das erste Beispiel ist eine p. Dg. 1. 0.
im B, mit M. K., die nur oo! L. enthalten, obwohl die Dg. oo®
und nicht nur oo* Ch. besitzt. Ks weist also auf die oben
besprochenen Verhiiltnisse hin. Ferner dienen heide Beispiele
dazu, das bei unseren Untersuchungen unvermeidliche Mul-
tiplikatorenverfahren in konkreten Fillen durchzufiithren. Das
zweite Beispiel wird sich als eine Dg. mit nur oo* ch. Str.
erweisen und in seinem Bau einen Fingerzeig dafiir geben, wo
die Dg. mit lauter g. ch. K. zu suchen sind.

Die erste Dg. im R, (%, x,, x,, z) sel vermittelt gegeben
durch die vier Gleichungen

[v”—i—uf—}—ug-——- 1,
Uy == U, & — Xy,
() S
l v =]’+]’1“’1 +p2262,
v(p, + @) + u, Fu,x = 0.
Hier konnte man aus den drei letzten Gleichungen u,, u,

und v durch 2, #;, p, p, und p, ausdriicken und erhielte durch
Einsetzen in die erste Gleichung dann die p. Dg. 1. 0. Wir
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wollen aber die Dg. fiir die ch. Str. in der Weise aufstellen,
daB wir in

dpdx+ dp, oz, + dp, dz, — dpdx — op,dz, — dp,dz, =0
die Koeffizienten der vermoge (1) noch frei bleibenden Varia-

tionen einzeln gleich Null setzen. Wir fithren zu diesem Zweck
DMultiplikatoren ein und erhalten

dpdx + dp, 6z, + dp, 0z, — dpdx — dp,dx, — dp,dz,
+ 4, dt(ov 4 u, du, + u,ou,)
+ A, dt(Su, — x du, — u, 5z + dx,)
-+ dt(— dv 4 p, ou, + p,duy -+ Op + u, dp, + u,6p,)
+ ndt((p, + py2) 6v + du, + xduy + (uy, + vp,) 62 + vip,
+vxdpy) = 0.
Setzen wir hierin zunichst die Faktoren von du,, du, und
dv gleich Null, so kommt

A, — 2y 4+p, + p=0,
2ty + Ay + Py + pa = 0,
}'12)_ 1 + /J.(_pl —|—p2.’l3) = 0.

Multipliziert man die zweite Gleichung mit z, die dritte
mit p, + p,x, addiert sodann alle drei Gleichungen und be-
riticksichtigt dabei die vierte Gleichung (1), so folgt

n(l+ 3+ (p, + p2)°) = 0,
also pu=0.

Durch Nullsetzen der Faktoren von dép, dp, und dp, er-
hilt man dann

de = dt, dz, = w,dt, dz, = u,dt
und dazu
dz = pdx + p,dz, + p,dx, = dt(p + p,u, -+ p,u,) = vdt.

Der einem Punkt des R, durch die p. Dg. zugewiesene

M. K. ist also gegeben durch
dz, = xdx, — z,dx,
dz? - da} -+ daf = da?

und besteht aus oo! Linienelementen.



Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung ete. 289

Zur Bestimmung der ch. Str. haben wir also zunichst
die drei Differentialgleichungen

Zp = Uy, Tp= 1y, & =0,

in denen der Akzent die Differentiation nach der unabhingigen
Verinderlichen 2 bedeutet. Setzt man dann die Koeffizienten
von dz, éx, und dx, gleich Null, so komm$

p—lu, =0, pp+ 4, =0, pp =0,
und hierzu treten die drei durch Nullsetzen der Koeff. von
du,, duy, dv bereits gefundenen Gleichungen, in denen aber,
wie festgestellt wurde, u gleich Null zu setzen ist.
Als Dg. zur Bestimmung der ch. Str. erhilt man schlieflich

x] =y, To= U, & =0,

(2) a +P1u1 =0, 273 = 0,
u +v(@iz -+ p,) = 0, u, + v(p, —pi) = 0,
und dazu treten selbstverstindlich die Gleichungen (1). Wir

suchen jetzt nach ch. Str. mit g. Tr., nach solchen also, bei

n . .
denen up=up =o' =0

ist und finden aus (1) und (2) fiir diesen Fall die Bedingungen:

P 4 pru, + pouy, = p' - pru, = 0,
o (pi + py) + 1, = 0.
Die erste Gleichung ist wegen (2) erfiillt, und man erhilt
schlieilich folgende ch. Str. mit g. Tr.:

Ty = U T — Uy, Ty = U, T+ €, &= VT + ¢,
©) 0 =1 — i — u;)
u, Uy

1
p1=_';vv p2=_’?}7 p=v—p1u]_p2ug=;

Dabei sind u,, u,, ¢, und ¢, vier willkiirliche Konstanten,
also haben wir eine viergliedrige, in der Gesamtheit der oo®
ch. Str. enthaltene Schar von ch. Str. mit Geraden als Triigern.
Die p. Dg. hat also notwendig o® und nicht nur oo* ch. K.,
denn wiire letzteres der Fall, so miifite eben jede der berechneten
viergliedrigen Schar angehorige Gerade T. von co! ch. Str. sein,
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withrend wir doch soeben festgestellt haben, dal sie nur T.
cines cinzigen ch. Str. ist. Bei diesem Beispiel gehen also von
jedem L. eines M. K. oo! c¢h. K. aus, nicht nur eine einzige.

Kin zweites, kiirzer zu behandelndes Beispiel macht uns
mit einer einfachen p. Dg. 1. 0. im I, bekannt, die nur oo
durchweg geradlinige ch. K. besitzt. Die p. Dg. sel gegeben

durch 0P 4wt =1,
(19 w—x, =0,
v =P+ py Fpyity,
vp, + u, = 0.

Man findet wie oben

xp=u, Ty=1u, & =0

und erhilt die noch fehlenden Gleichungen, wenn man in
dpdx + dp, éx, + dp,dx, + i dx(vdv + w,du, + u,du,)
+ Ldx(—xdu, —u oz + dx,) + dx(— ov -+ p,du, + p,ou,
+ 0p 4 w,0p, + u,dp,) =0
die Koeffizienten der willkiirlichen Variationen gleich Null setat.
Die w® ch. Str., also die ganze fiinfgliedrige Schar wird
hier dargestellt durch die Gleichungen

T, =T, Ty = U+ ¢, &=L},

(39 (¥ =1—ui—u)
u c L 1 ¢
1 3 2 3
- — = p, = — =
Py e B ¥ o P=
wobei Uyy Uy Cpy Cyy €y

fiinf willkiirliche Kounstanten sind. Hier hat man also in der
Tat nur oot charakteristische Kurven, und zwar gerade Linien;
jede ist Triager von oo! ch. Str.

7Zu beachten ist, daB hier die o* Geraden Treffgeraden
zweier zweidimensionalen Mannigfaltigheiten sind, namlich der

Ebene %=z, =0

und einer Mannigfaltigkeit zweiten Grades, die im Unendlichen
liegt, und bei Einfithrung homogener Koordinaten



Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung ete. 291

2T Y AN
durch 2, =0, 2242l +2;—2*=0

gegeben ist. Sowohl die Treffgeraden jener Ebene wie die
Treffgeraden dieser unendlich fernen Mannigfaltigkeit zweiten
Grades sind als Ausartungen von Tangentenkomplexen zu be-
zeichnen — und, wie wir hier an einem Beispiel sehen, daf
die zwei (ausgearteten) Tangentenkomplexen gemeinsamen Ge-
raden die oo* ch. Str. einer p. Dg. 1. O. sind, so werden wir
sehr bald feststellen konnen, daf eine Geradenschar nur dann
dic ch. K. ciner p. Dg. im R, bildet, wenn die Geraden meh-
reren Tangentenkomplexen gleichacitig angchiren.

Wir gehen nun zu der eigentlichen, durch unsere Bei-
spiele ausreichend vorbereiteten Aufgabe iiber, der Destimmung
aller p. Dg. 1. O. mit lauter geradlinigen Charakteristiken.

Der Untersuchung unterworfen werden p. Dg. 1. O. im
Lyymyr, wobel die Zahl n angeben soll, wie viele Parameter
der L. der M. K. willkiirlich sind, mit andern Worten, die
M. K. sollen aus w” L. hestehen. Dabei soll % >0 sein,
denn 7 = 0 fiihrt auf den trivialen Fall der linearen p. Dg.
1. 0., wobet ja jede Ch. eo ipso Triiger von oo™~1 ch. Str. ist.
(Dagegen ist fiir m = 1 jede Ch. eo ipso Tr. von einem und
nur einem ch, Str.) Wir verlangen also jetzt, es sollen in
allgemeinster Weise w2%+™ Gerade so bestimmt werden, dafi sie
die einzigen charakteristischen Kurven einer p. Dg. 1. O, in
Bypntr sind, daB also jede von ihnen Tr. von oo™~! ch. Str.
wird. (Im ganzen gibt es o?n+2m—1 ch, Str., woraus sich
fir die ,Tragstirke* die Zahl m —1 ergibt.)

Die Punktkoordinaten des R, 4, 41 seien

Ey Xy XnyYyv o Ymy
wir fithren alsdann Linienkoordinaten ein durch die Gleichungen

@ Tyr=nmnT+o ...0=1,2...9)
Yo =282+ 0, ...(n=1,...m)
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und nehmen an, daB die (2% 4 m)-gliedrige Geradenschar
gegeben sei durch die Gleichungen
B) ou="Fu(ry . ru, 8 Sy 0y .00 (e=1,2.. m).

Die (den Flichenelementen des R, entsprechenden) Kle-
mente .y, sind bestimmt durch die » + m 4 1 Koordinaten
des Punktes, der das Element trigt und durch die homogenen
»Stellungskoordinaten®

pvpl v os Py Elp )

wobei die Bedingung vereinigter Lage zweier unendlich be-
nachbarten Elemente darin besteht, dak die Pfaffsche Gleichung

pde - pydx, « - -+ padan + ¢, dy, - - + qudyn = 0

erfilllt ist.

Um zur Aufstellung der p. Dg. 1. O. zu gelangen, haben
wir zuniichst die Geraden durch einen Punkt zu bestimmen,
also die Linienkoordinaten den Bedingungen

wdr, + dg, = 0, wds, + da, = 0

zu unterwerfen. Wegen (5) ist dann

el

U ,t‘t a_fi af' . ,—“v (Z/" 1. — ) —
(5)2{,! asﬂds‘u—i—(x—i—a )ds,—{—)lJ dr,‘d?"_‘ LE=1,2...m),

Si
wobei die Bezeichnung

dfs _ o of:
drr . ar, 0y
gebraucht worden ist.

Diesen Differentialgleichungen sind die Linienelemente
Xy =Ty, Yy =S,
des am Punkte
P,z ... 2, ¥ Yu)

haftenden M. K. unterworfen. Die p. D. selbst erhiilt man aus

(6) p+ ‘/;J_"’pr ry -+ ?" QuSp = 0
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n ”n
und 2 pedr, + 24q.ds, = 0
1 1
mit Beriicksichtigung von (5‘), und zwar kommt

p.-=2"r,,"dlffc =T . (i=12...0),

(") Lo
m af‘u .
qk=>3#rﬂ£+rkx=(r,‘...(k=1,2...m).
1 k

Man hitte nunmehr die 2% 4+ 3m Grogen (ry, 0r, Suy 6., T,0)
aus den

nt+m+mt+1l+n+m=2n43m+41

Gleichungen (4), (5), (6) und (7) zu eliminieren, um die
p. Dg. zu erhalten. Selbstverstindlich kommt es nur darauf
an, die Bedingung fiir die Moglichkeit der Elimination und
dafiir, daB dabei wirklich nur eine einzige Gleichung zwischen
den Punktkoordinaten und den homogenen Stellungskoordi-
naten p, p, und ¢. entsteht, analytisch zu formulieren. Es ist
also zu verlangen, daB die Determinante

dfy,  df, af. of,
PR B AR 0

d )'1 d Fa -*— 2 31 S S 0
! .

dfm dfm afm afm
| di’l'l ' ‘LZ‘T” 931 x_‘— ISy 0 0
AT, dF o aF, oF,  dfy  df
Ldr, dra 38, 3Sm dr, dr,

® D= : |

Ak, AT, oF, aF, df, df,

dr, Cdr, 38, TS dr,  dra
aG, 4G, %G, 3G, . of, o,
[ dr,  dry 28, e 3s, 3s,

Al G 3Gn 3G Ofy L 3f
(Z 7.1 (l Y 2 Sl 2 Sm 2] Sim asm E
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nicht identisch verschwindet. In dieser Determinante hat man
sich die o, vermdge (4) durch z, z,, r, ausgedriickt zu denken;
ferner sind bei der Bildung von

ar;, or; x?Fi
dr,  3r, 3o,

usw. die Multiplikatoren 7, als Konstanten zu behandeln.

Wir nehmen also von jelzt als an
D40

und schreiten zur Bestimmung der Differentialgleichungen fiir
die ch. Str. nach dem Multiplikatorenverfalven. Wir haben
also in

dp 35— dac dp + 3 (dp, 8, — dav 0p,) + S0 (A Sy — Ay 54,.)
1 1

n

+ dt <Z"pr 07y 4 2n 4 as/t + Op -+ 20 dpr + 2 Su égﬂ)
1 1 1

1

) At Yo 2, (Of, + 208, — dy)
1

- by (= Opy A ST A db- B (— D+ () = 0
1 1

die Koeffizienten der Variationen
oz, 0y, (Sf/,uv Op, Opr, ’Sg,lt’ Oy, (BS/H (STH

gleich Null zu setzen. Greift man zuerst die 2m + n Glei-
chungen heraus, die man durch Nullsetzen der Koeffizienten
von 07,, 67, und ds, erhilt, so kommen 2m + % lineare homo-
gene Gleichungen fiir

ﬂ)'7 7“;” )‘/( + T‘u
und die Determinante dieser Gleichungen ist gerade D), also
der Voraussetzung nach von Null verschieden. Es wird also

Tzr---=n,.=zl---=x,,,=/'ll—{—Tl---=2,,,—f—r,,.=0.
Wir erhalten dann aus (9)
dz = di
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und weiter, wenn wir 2 als unabhiingige Verinderliche lings
eines ch. Str. einfiihren, durch Nullsetzen der Koeffizienten
der dp, und ¢, in (9)

Zp =1 (r=1---m)
(10) ?/,;(=3/1"'(/“= 1.-.1;@)’
sodann durch Nullsetzen der Koeffizienten der dz,

f

2)1 + LI/‘ /AP =0 oder
& O o
(11) L” Tu = b 4 (7 =1 . ’Vl)
1 H7'
und durch Nullsetzen der Koeffizienten der 6y,
g — 2t =0 oder
(12) q_I’L = - T'u . . (M — 1 A nl).

Nullsetzen der Koeffizienten von allen 7, und és, in (9) fiihrt
nur auf (7) zuriick.

Wir sind jetzt unmittelbar daran, die notwendigen Be-
dingungen daftir ausfindig zu machen, daB alle Ch. gerade
Linien sind. Differenziert man niimlich jetzt die Gleichungen (7)
unter Verwendung des Operationssymbols

=3
so erhiilt man
i st il 3f ;
pr= }TJ (r',, drs —+ T,Lag)) =+ (F)),
; g _pi, GOl ;
(Lu —= T‘IL + xl/t + L‘u T.lt BS‘ + (Glu) 9
1 I8

oder mit Riicksicht auf (11) und (12)

)+§: :

Ty Sk

e ol :
20 =T G ()
(14) ’

m

. '  3fu
2 q’u = xT/( + Z'” T/L é];“' + ((}!()l.
1 o

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1917, 20
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Wir fordern, daB alle Ch. Gerade sein sollen, dafi also
Fpo==co==p, =8 -+ Sp=20
ist, daher auch
B = o = (B = () = - = (th) = 0.

Multiplizieren wir jetzt die Gleichungen fiir die 24, (14)
der Reihe nach mit
3fu
. L=L...7n
30, (r )

und addieren zur Gleichung fiir 2 p;, beriicksichtigen sodann
(11) und (12), verfahren wir allgemein in dieser Weise, in-
dem wir mit

o,

Jor

multiplizieren und zur Gleichung fiir 2p; addieren, so kommt

(15) E#r;t(l)/“.=0...(7«:1,...%)’
1

wobel zur Abkiirzung gesetzt ist

df. | of, of. of. [, of. 3w 3t
dr: 20, 351+ ' +9@,- x+as,¢ + + 0y 95,

(16) O fm o 8fkdfu

“r—‘ T = ¢ .
37’r+)1ﬂ 30, 38 p"”'

Es wird verlangt, dak jede der co?+m Geraden Tr. von
o™ =1 ch, Str. werden soll, also mub jedes Wertsystem
Q3 - - m

ein Anfangselement eines ch. Str. liefern, dessen Tr. eine Ge-
rade ist, d. h. wie man auch in (7) die

.
Ty = qp

oder in (14) die 7, wihlt, immer soll (15) erfilllt sein. Ks
miissen also alle @,, gleich Null sein.
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Damit haben wir den Satz gewonnen:

Damit die Gleichungen (4) bis (7) eine p. Dg. 1. 0. im Ry 4 a1
ergeben, deren Ch. einzig und allein die durch (5) gegebenen
w?ntm Geraden sind, ist notwendig, daff die mn Gleickungen

(17) di/zr == 0
bestehen.

Im iibrigen sei nochmals die Nebenforderung hervorgehoben,
dat die durch (8) definierte Determinante (D) von Null ver-
schieden sein muf; dies war ja die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB die Gleichungen (4) bis (7) tiberhaupt
auf eine p. Dg. 1. O. fiihren.

Wir haben nunmehr noch nachzuweisen, daB die m-.n

Bedingungen — unter der selbstverstindlichen Voraussetzung
D=0,
wie kaum mehr hervorgehoben zu werden braucht — auch

hinreickend sind.

Wenn man zunichst annimmt, dag die
7';...7‘;1,si~--sl‘n

nicht alle Null sind, also auch die (I})" und (G.)' nicht alle
gleich Null, so ergibt jetzt die oben ausgefiihrte Multiplikation
und Addition statt (15) die » Gleichungen

(15 }_, 0. Dy ++ () + ;_,f‘(G,,)’ f“= 0 -(w=1,...n).

Wenn dann alle 9, gleich Null sind, so hat man zur
Bestimmung von #{...7, Si...S, neben den Gleichungen

n

Z dﬁ :+x3fi .+E/L§_£‘s;‘=0...(i=1,...m/),

1 Si 1 1t

die aus (4), (5) und (10) folgen, noch

I

A5 (Y + X (G 22‘,:0""' (L.

s 20"
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Dies sind im ganzen m -+ # lineare homogene Gleichungen,
denen die Differentialquotienten 1. ..77, si...s, geniigen miissen.
Die Determinante 4 dieser Gleichungen hingt nun mit der
Determinante D aufs engste zusammen. In D sind alle Glieder,
welche in dem m ersten Zeilen und zugleich in den m letzten
Reihen stehen, gleich Null. Wenn man dann die m letzten
Zeilen mit

au

99;(‘“:1’7);)

multipliziert und zur (m 4 1)-ten Zeile addiert, so gehen die
m letzten Glieder dieser Zeile iiber in

Dy Dy Dy

ebenso wenn man mit

multipliziert und zur (m -+ 2)-ten Reihe addiert, so gehen die
m letzten Glieder iiber in

D, Dyyy oo Do

usw. Fithrt man dieses Verfahren durch, so erkennt man, dab,
wenn die D,,, wie wir ja voraussetzen, alle gleich Null sind,
D sich gerade in das Produkt der beiden Determinanten 4 und

f oo

127 227

x = —_
T + 35, 95, s,
l
2f; 21, o
3 @X T e e e -
(18) i 3s, T as, as,
9]‘1 3f2 afm
: — x {
; EEM 98, + S |

Diese letztere Determinante ist auf keinen Fall identisch
gleich Null, auch ist der Voraussetzung nach D und mithin 4
von Null verschieden, demnach ist beim Fortschreiten lings
eines jeden charaktcristischen Streifens
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also sind, wenn D von Null verschieden ist und die m-n
Bedingungen (17) erfiillt sind, die Tr. der ch. Str. in der Tat
identisch mit den durch (5) gegebenen Geraden.

Damit sind die als nofwendig erkannten Bedingungen (17)
auch als hinreichend festgestellt. Selbstverstiindlich darf auch
hier die in unserer Darlegung immer wieder betonte Forderung

D+0

nicht vergessen werden!

Unsere Aufgabe bliebe unerledigt, wenn die geometrische
Deutung der Gleichungen (17) bei Seite gelassen wiirde. Es
gibt auf jeder Geraden des durch (5) gegebenen Systems
m Punkte, in denen die Determinante (18) gleich Null ist, also
kann man, und zwar auf m verschiedene Weisen,

=z und 7, =7, (u=1---m)

so wihlen, dak

S !
(19) I = 21_4” Tpe Sf.;/;;‘ -Jr T & = 0
wird. Wegen (17) ist dann auch
ST
(20) D= 214/‘ Ty 'df::‘ = 0.

Diese m Punkte, die man etwa als ,Strewungspunkte be-
zeichnen kann, bilden, wie wir nun sehen werden, m von den
Geraden des Systems beriihrte Mannigfaltigkeiten.

Hat man eine Wurzel z von (18) gewiihlt, so kann man
so bestimmen, daf die Verhiltnisse

die 7,

171152:"':1’;1:61:512"'(.77"
die unbestimmte Form '
0:0--.:0

erhalten; in Wirklichkeit sind die Verhiiltnisse der Stellungs-
koordinaten p,, g, auch in den Streuungspunkten nicht unbe-
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stimmt, vielmehr wird, wie man durch Differentiation nach z
erkennt, in jedem ,Streuungspunkt P (%, x e Ty Yy e e Ym)

ql:qa ..... qm pl p2-...:]3”
I —EQ) (_"4,4— %)
——'TI'T?' ( E 2 891 Lll 'r‘ll« 802

@1) (=),

n

Man kann auch, da ja die Stellungskoordinaten homogene
Veriinderliche sind, sie den GroBen auf der rechten Seite dieser
Gleichung unmittelbar gleich setzen.

Setzt man jetzt

A1) = wdsi+ B af as,+ 2 iy,

'.

—% f’d,,+§3'<aﬂ o+ 2 a,)

b ords— 3 gf (doy + zdr,)
1 Or

=do; +axds; — "_.;" »z%(dg, + zdr,),
so ist mit Riicksicht auf die Definition von Z und den ;u:
%‘f;d.-(f) =0.
Anderseits wird l
P0G + i i, + 5.4,
=555, (e — 7o) + . (0 — 5,4)

und, wenn man noch beachtet, dag
dz, — r.dx = zdr, + do,,
dy, — s, dx = zds, + do,

ist, so verwandelt sich der letzte Ausdruck nach (21) in
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X b edr, + do) + Yo (40D + 2 P (do, 4 5y

m

=27, (A,L @) + z, 2w " (dor+ @) —Lraf' (do, xdr,))

m

= };_].n T d, () = 0.
Es ist also
pdi }':j,r]_?,.d@,. )::_, 2.dy, =0,
d. h. die dem Ort der ,Streuungspunkte®
P@E, Ty Tny Yy e Ym)
zugeordneten ,Streuungselemente®

En-’r-m(‘;v 5::"5#71;" E/t)

gehdren dem Klementverein an, dessen Punktort von den Punk-
ten P gebildet wird, die Geraden also sind Tangenten dieses
geometrischen Ortes bzw. Treffgeraden, wenn seine Dimension
nicht gleich m -+ n, sondern niedriger ist.
Damit ist die gesuchte geometrische Deutung gefunden:
Die oo?m+n (eraden, welche durch (5) gegeben sind, miissen

m Tangentenkomplexen angehiren, wenn sie die Ch. einer p. Dy.
1. 0. sein sollen.

Unter einem eigentlichen ,Tangentenkomplex“ sind dabei
die Tangenten einer M, ,, unter einem ausgearteten die Treff-
geraden einer MM,4m_1 zu verstehen. Die Treffgeraden einer
M, 1 —x sind als Gerade aufzufassen, die & (im ibrigen beliebige)
durch M, ., i« gehende BL, 1, _; treffen, wobeli dann jeder
Treffpunkt mit der 3,4, _. als k-facher Streuungspunkt zu
zihlen ist. Auf die Nebenforderung, die hinzukommt, nimlich

D=0

kommen wir nachher zuriick und lassen dahingestellt, ob ihr ein
allgemein giltiger geometrischer Sinn abgewonnen werden kann,
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Beispiel: Im R, kommen als die Ch. einer p. D. 1. O.
folgende Systeme von oo* Geraden in Betracht:

1. die gemeinsamen Tangenten zweier dreidimensionaler
Mannigfaltigkeiten (1),

die Geraden, welche eine M/, berithren und zugleich
eine MM, treffen,

0o

3. die gemeinsamen Treffgeraden zweier 1M, (wovon oben
S. 290 ein Beispiel behandelt ist),

4. die Treffgeraden einer Kurve.

Legt man niimlich durch die Kurve zwei M,, so erkennt
man, daB die oo* Treffgeraden der Kurve zwei (ausgearteten)
Tangentenkomplexen gleichzeitig angehdren und daf die Schnitt-
punktpaare mit diesen beiden A, in je einen Punkt zusam-
menfallen.

Zum Schlufs wollen wir als Beispiel die oo™+ Trefiyeraden
einer Kurve des R, 1 (2, 2, ...x,) behandeln, die ja auf Grund
des allgemeinen Satzes in Betracht kommen. In der Tat wird
sich herausstellen, daB sie immer dann die Ch. einer p. Dg.
1. O. sind, wenn die Kurve nicht eine gerade Linie ist. Wir
wollen diese Untersuchung hier durchfiihren, wobei sich noch-
mals Gelegenheit gibt, das schmiegsame Munltiplikatorenver-
fahren anzuwenden.

Die Kurve sei gegeben durch
T=, Tr=1U, U=/ W)...v=1...n)
Dann sind ihre Treffgeraden gegeben durch
(22) T =f; + 1 (@ — ).
Dazu fithren wir noch homogene Stellungskoordinaten p,

Py-.-pu ein, so daB die Bedingung fiir die vereinigte Lage
zweler unendlich benachbarter Elemente wird:

pdx + drp.da, = 0.
1
‘Wenn das Linienelement

TyBy .. Ty BL=0) .0 Ty =Ty
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in dem Element z, z,...%n, P, p; ... . liegt, ist also
(23) P+ 21} prry = 0,

Hilt man jetzt z, 21 ..., fest, so wird wegen (22)
(fy —m)ou—+ (@ —u)dr, =0
und wegen (23)
2 pedr, = 0,
1

also
(24) ?"ﬁr(ﬂ‘ —r) =0

Die p. Dg. 1. O. erhilt man aus (22), (23), (24) durch
Elimination von # und #,...#,. Diese Elimination ist dann
und nur dann mdéglich, wenn (24) die Variable » enthilt, also
wenn nicht etwa

fi=fi=-=f=0,
d. h., wenn die Kurve keine Gerade ist.

Die Dg. fiir die ch. Str. erhdlt man durch das Multipli-
katorenverfahren aus

”n

dpdzx — dzdp + 2r (dp, oz, — dx, 5p,)
1

+ dt(sz? + 2 (peSr, + wap,))
1
+ dt 2k (@ — w) 67y + (fy — 1) Su -+ 7,02 — dx,)
1
+ ndt 2 ((fy — r) p, — p, 01y + pofi S0).
1

Durch Nullsetzen der Faktoren von d#, und du kommt:

Prt i@ —u)—pp=20

und 2 (e (fy —rp + npofr) = 0.
1
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Multipliziert man hier die n ersten Gleichungen bzw. mit
7y — fv, die letzte mit (z — w) und addiert, so folgt wegen (24)

u (T —u) 2rpefy =0,
1

und da in diesem Ausdruck die beiden andern Faktoren nicht
identisch gleich Null sind, so wird

u=0.
Man erhilt dann fir die ch. Str. das System
zy — 1y = 0, (Faktor von dp,)
P +$’1rrr =0, ¢ . , 02)
pr— 2 =0, C - . 0z
P+ A (@—u)=0, ( . y  O7y)

oder
25) zr=7r, prtpl@—u)=0, p4p'@—u)=0,

wobei der Akzent die Differentiation nach der unabhingigen
Verdnderlichen z bedeutet.

(24) kann wegen (23) geschrieben werden
p+Zrpefe =0
und hieraus folgt durch Differentiation
P+ Lpfi H ' L fr =0
oder, wegen der aus (25) folgenden Proportionen
PPl P =PiPy D
noch weiter
und dann aus (22)
zh =1, = (f, —r)u +r. + 7 (x—w)

oder r, =0,
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d. h. die ch. K. der durch (22) bis (24) gegebenen p. Dg. 1. O.
sind eben die durch (22) gegebenen w"t!' (eraden, und es
sind , 7, . . .7, die » + 1 unabhingigen Parameter. —

Mit diesem einfachen Beispiel mige die Darlegung abge-
schlossen werden, die an verschiedenen Stellen noch auf viel
weitergehende Fragen hinweist und an einer einfachen Frage-
stellung mit durchsichtiger Antwort zeigen mag, daf die Ge-
dankenwelt von Sophus Lie, an die sie ankniipft, noch mannig-
facher Entwickelung fihig ist.

Zwei dieser Fragestellungen sollen zum Schluf bertihrt
werden an der Hand eines einfachen Beispiels. Man betrachte
zwei M, des R,; die o® Tangenten der einen und die der
andern sind dann die Ch. je einer p. Dg. 1. 0. und die oo*
gemeinsamen Tangenten nach S. 302 die ch. K. einer dritten
p- Dg. 1. O.

Der Satz: Licgen im R, zwei fiinfgliedrige Scharen wvon
Ch. je einer p. Dg. 1. O. vor, die eine viergliedrige Schar ge-
mein haben, dann stellt diesec Schar die Ch. einer dritten p. Dy.
1. O. dar, gilt also, wenn die Ch. Gerade sind.

Gilt er allgemein?

Die dritte Dg. hat iibrigens mit der ersten (und mit der
zweiten) nicht nur oo* ch. K., sondern sogar oo* ch. Str. gemein.
Es gibt also Paare von p. Dg. 1. O. im R, mit w* gemein-
samen ch. Str., eine Moglichkeit, die, wie ich auf Grund einer
schriftlichen Mitteilung annehmen darf, bisher nicht beachtet
worden ist und ebenfalls weitergehende Untersuchungen erfordert.



