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Die Liesche Geraden-Kugeltransformation und
ihre Verallgemeinerungen.

Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 1. Mai 1915.

Keine der zahlreichen Darstellungen der Lieschen Geraden-
Kugeltransformation®) liit, das darf wohl gesagt werden, die
einfachen Gedankengiinge der projektiven Geometrie scharf um-
rissen in den Vordergrund treten, auf deren Grundlage diese
durch ihre wichtigen Eigenschaften und mannigfachen An-
wendungen so bekannte Berithrungstransformation abgeleitet
werden kann. Das hat seine geschichtlich woll begreiflichen,
auch von ganz bestimmten Lehrmeinungen und Absichten her-
rithrenden Ursachen,?) auf die hier nicht eingegangen werden
kann. Auf jeden Fall erscheint eine solche Ableitung berech-
tigh, um so mehr, wenn sie unicht nur beim Bekannten stehen
bleibt, sondern sich auch mit Verallgemeinerungen befabt, die
in den bisher vorliegenden Untersuchungen zum Teil noch
nicht einmal angedeutet zu sein scheinen.

Als Grundlage aus der Lehre von den Berithrungstrans-
formationen dient der Satz von Lie:?)

Soll eine Beriihrungstransformation die Punkte P des
Raumes B (x, y, 2) in o® Gerade s des Ranmes I iiberfiihren,

1) Lie-Scheffers, Geometrie der Beriihrungstransformationen 1
(Leipzig 1896), Kap. 10.

%) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen I (Leipzig
1893), S. 137 —138,

%) 8. Lie, Liniengeometrie und Berithrangstransformationen (Leipzig,
Ber. 49, 1897, 8. 687 —740).
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und ihre Umkehrung die Punkte P' des Raumes I’ in oo? Ge-
rade s des Raumes IR, so bestehen, wenn dabei die Geraden s
einem linearen Komplex (Nullsystem) angehéren sollen, nur
zwel Moglichkeiten, niimlich

1. die Geraden s' sind die Treffgeraden eines Kegel-
schnitts A,

2. die Geraden s' sind die Tangenten einer Fliche zweiten
Grades.

Hierzu ist noch zu bemerken, daf der Satz zur Konstruk-
tion der Abbildungen in keiner Weise beniitzt werden kann,
er weist nur auf Moglichkeiten hin, und er spricht aus, daf

es aufier den — wie gesagt durch rein projektive Konstruk-
tionen herstellbaren — Abbildungen, welche diese Miglich-

keiten verwirklichen, keine weiteren geben kann.

I. Die Geraden-Kugeltransformation.

Die erste Abbildung, aus der iibrigens die Liesche Transfor-
mation wird, wenn der ausgezeichnete Kegelschnitt A* der ima-
giniire Kugelkreis ist, Lifit sich in folgender Weise aufbauen.?)

Im Gegenstandsraum 1! und im Bildraum 1’ sind je zwei
Punkte 4, B und A', B' gegeben. Sodann werden die Ge-
raden /2, durch 4 den Ebenen oi durch 4‘ linear (,korrelativ¥)
zugeordnet, eine Zuordnung, bei der zugleich den Ebenen a,
durch A die Geraden /iy durch A’ entsprechen; sie mdge mit
(hy — o1) oder (o, — ki) bezeichnet werden und ihre Umkeh-
rung mit (o] — /4,) oder auch (%; —»0,). Ebenso sollen auch
die Geraden %, durch £ den Ebenen oz durch B und damit
die Ebenen 6, durch 5 den Geraden 43 durch I3, linear zuge-
ordnet werden, was mit (2 — 03) bzw. (62— h3) bezeichnet
wird. Diese beiden Zuordnungen sollen aber nicht villig un-
abhingig voneinander sein, es wird niimlich die Beschrinkung
auferlegt, dafi dem gemeinsamen Strahl /i, der beiden Strahlen-
biindel (A4) und (B) in (Ju— 6;) und in (fz — o3) beidesmal
dieselbe Ebene o) entspricht.

1) Vgl hierzu Lie-Scheffers, a. a. 0., S. 446 fI.



Die Liesche (eraden-Kugeltransformation. 191

Aus (y — o1) und (b —> 63) entsteht dann die zu unter-
‘suchende Punktgeraden-Verwandtschaft (12— s*) durch die fol-
gende Vorschrift: Als Bild s* von P gilt die Schnittgerade der
den Geraden Ay (A L) und h, (I3 P) entsprechenden Kbenen o6
und os. Bei der Umkehrung (P'—s) ist s der Schuitt der
Ebenen o, und o,, welche den Geraden /iy (A'FP") und hi (' P)
in (fy — 6;) und (ks — 62) entsprechen.

Wir stellen im Anschlufi hieran zuniichst fest, was das
Bild einer beliebigen, nicht dem System s angehorigen Ge-
raden ¢ ist. Verbindet man ihre Punkte £ mit 4 und DI, so
erhiilt man zwel perspektivisch aufeinander hezogene ebene
Strahlenbiischel, denen zwel projektiv aufeinander bezogene
Ebenenbiischel entsprechen, deren Achsen {iibrigens die den
Ebenen o, = (4, ¢9) und o, = (B3, g) v (6 — hi) baw. (62 — /3)
zugeordneten Strahlen sind. Da die entsprechenden Lbenen
der beiden Biischel einander in den Erzeugenden einer Fliche
zweiten Grades I'y schnelden, so verwandelt demnach (P — %)
eine Gerade y mn eine Fliche I7.

Betrachten wir dagegen eine Systemgerade s, so gehen
die Achsen der /"5 erzeugenden Ebenenbiischel jetzt heide
durch 7, die Fliche artet also in einen Kegel aus, dessen
Spitze I’ ist.

Wir wollen nunmehr zeigen, dafi alle Systemgeraden s'
Treffgeraden eines bestimmten in o) gelegenen Kegelschnittes K
sind. Jeder Lbene 6,,, d. h. jeder Ebene, die sowohl A wie
I} enthiilt, wird durch (o, — /i) eine in oj gelegene Gerade ¢,
durch (6; — /i3) eine ebenfalls in oy gelegene Gerade #3 zuge-
ordnet, und der Ort der Schnittpunkte ist wegen der linearen
Zuordnung ein Kegelschnitt K. Jeder Punkt P bestimmt
zusammen mit A und B eine Ebene a,, und den Strahlen 7,
und /7y, welche A4 und 5 mit P verbinden, werden zwei
Ebenen 6; und o3 zugeordunet, die 4 und ¢ enthalten, die
Schuittgerade s der Ebenen ist also eine Treffgerade von A,
was zu zeigen war. Durch A gehen dann auch die Flichen 5.
welehe den Geraden ¢ in der Verwandtschaft (£ —-+s") ent-
sprechien.

a%

—
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Betrachten wir jetzt die Umkehrung (P —s). Es gilt
wie oben der Satz, dati die Bilder der Punkte P einer System-
geraden s' die Schuitte entsprechender Ebenen zweier projek-
tiven Ebenenbiischel sind, deren Achsen durch [’ gehen, nur
artet die projektive Zuordnung jetzt in eine Perspektive aus,
denn den beiden Strahlen ¢ und #5, die den Schnittpunkt S* von
s' und oy mit A’ und B’ verbinden, ist in (hi —o1) und (s —+0a2)
heidesmal dieselbe Ebene o, zugeordnet, d. h. diese Ibene,
welche die Achsen der projektiv zugeordneten Ebenenbiischel
enthiilt, entspricht sich selbst. Es ergibt sich also der Satz:

Durchliuft P' eine Systemgerade s, so bilden die ent-
sprechenden Strahlen s ein ebenes Strahlenbiischel durch P
(dessen Ebene in der Folge mit 7 hezeichnet werden soll).

(Beiliufig bemerkt, kann man nun noch zeigen, daf die
Ebenen 7 sich um eine Achse ¢ drehen, wenn P eine Gerade g
durchliiuft, und dadurch tritt dann die Beziehung P — 7 als
Nullsystem deutlich hervor. Legt man néimlich durch zwei
Punkte P, und P, von g die zugehirigen Ebenen 7, und z,,
so schneiden sie einander in einer Geraden ¢, deren Punkte ¢
einerseits den Systemgeraden ¢ P, anderseits den System-
geraden @ I, perspektivisch zugeordnet sind. Bei der Abbil-
dung (P --s') gehen P, und P, in zwel Erzeugende s;, s des
Bildes I von g iiber, die Bilder der Punkte ) aber sind eben-
falls Systemgerade s‘, also Treffgerade von K‘, die sich iiber-
dies auf s und s; stiitzen, also der Fliche I7) angehiren.
Jede Gerade des einen Systems von geradlinigen Hrzeugenden
der F'% (d. h. die Bilder aller Punkte P), schneidet aber alle
Geraden des andern Systems, und hieraus folgt, dafy die Ver-
bindungsstrahlen ‘eines beliebigen Punktes P von ¢ mit den
Punkten ¢ von ¢ lauter Systemgeraden s sind, d. h. daB
sich um ¢ dreht, weun P auf g wandert.)

Ein einfaches Beispiel einer derartigen Beriihrungstrans-
formation ist gegeben durch die beiden Gleichungen
wxy +yy, +1=0,

(1)
Y, -+ E _+' 2 =0,



Die Liesche Geraden-Kugeltransformation. 195

dessen Natur deutlicher hervortritt, wenn man statt der recht-
winkligen Koordinaten homogene (z:y:z:f) einfilhrt. Die
erste Gleichung gibt die Zuordnung (% — o;), wobei .1 und
A’ die Koordinaten haben

i =y =t =0,
Arw =y, =1, =0,

und die zweite Gleichung gibt die Zuordnung (b2 —»a}), wobei
L und B die Koordinaten haben

Dz =y =z =0,
iy, =gz, =1t = 0.

‘Der Geraden (/,), niimlich:

z=y=0
entspricht bei beiden Zuordnungen die Kbene (05), nimlich
¢, =0.

Die Systemgeraden s gehdren hier dem Nullsystem

ydz —zdy — dx =0

an, und die Systemgeraden s’ sind die Treffgeraden des Kegel-
schnittes (K*)
=10, xz —yi=0.
Auf bekanntem Weg?') findet man aus den beiden Grund-
gleichungen (1) dann die Darstellung der Beriihrungstrans-
formation : ‘

. py—1 qy-—= qz+ iz

Ly =" T !/1=‘, o = o
147y LY+ 2 LY+ x
rx ,

P = :[/, 4, =Ly —x,

wobei zur Abkiirzung
F—pr—qy =72
gesetzt ist.

1) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen 11 (Leipzig
1890), S. H3.
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Man braucht nun nur noch die Transformation

v, =X+4iY, = -X+iY, y =2

1

hinzuzufiigen, um eine Liesche Geraden-Kugeltransformation
zu erhalten.

2. Die veraligemeinerte Geraden-Kugeltransformation.?!)

Um jetzt eine Transformation zu erhalten, welche die
Punkte P in die Tangenten u' einer Fundamentalfliche zweiten
Grades 2" iiberfiihrt, braucht man noch eine Punktverwandt-
schaft (P' —»¢'), die den Treffgeraden s' von A’ die Tan-

genten #' von X zuordnet (s’ —-u').

Eine solche Verwandtschaft erhiilt man in folgender Weise:
Zuniichst muli 2 den Kegelschnitt A‘ enthalten. Jede Treff-
cgerade s schneidet dann X' noch in einem weiteren Punkt,
Durch diesen Punkt denke man sich die Tangentialebene an
2 gelegt und zum Schnitt gebracht (¢') mit der Ebene, die
s" und den Pol €' der Kbene oy von K’ in Bezug auf X' ent-
hiilt. Diese Gerade ist Tangente an die Iliche 2* und soll
der Treffoeraden o' entsprechen, wodurch die gewiinschte Ab-
bildung hergestellt ist. Die Umkehrung dieser Abbildung ist
zweidentig, denn die durch € und die Tangente u' gelegte
Ebene schneidet A in zwei Punkfen. Die Abbildung (s’ — )
ist tatsichlich eine Punkttransformation (# — ("), denn
wenn man durch eimen Punkt P’ alle Treffgeraden von XK'
legt, so entsteht ein Kegel, der 2* in einem zweiten Kegel-
schnitt trifft, und die Ebenen, welche durch die KErzeugenden
des Kegels und durch €' gehen, also dureh P’ und (', ent-
halten alle den auf P'C" gelegenen Pol @' der Lbene des
zweiten Kegelschnitts, d. h. den Treffgeraden von J(', welche
P' enthalten, werden die von @' an 2" gelegten Tangenten

zugeordnet. Wir haben das Irgebnis:

) Vgl Lie, a. a. O. (Anm. 8), 8.7386 und F. Engel, Verzeichnis
der Schriften von Lie (Bibliotheca mathematica 3 (1), 1900, S. 166-—204),
Nr. 83 (S. 187).
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Ordnet man jedem Punkt P' des Raumes ' den Pol ¢’
derjenigen Ebene zu, in der der Kegelschnitt liegt, nach dem
die durch ' gehenden Treffgeraden s' von K die Fundamental-
fliche 2* zum zweiten Male schneiden, so gehen bei dieser
einzweideutigen Punktverwandtschaft die Geraden s’ in die Tan-
genten »' der Fundamentalfliche iiber.

Weitere Einzelheiten zur Ausfiihrung und Begriindung
sind aus der folgenden analytischen Darstellung zu entnehmen,
bei der wir die Koordinaten von P mit z, y, 2, die von ()
mit z,, y,, z, bezeichnen.

Wir withlen fiir £ wieder den imaginiren Kugelkreis und
fiir 2* die imaginire Kugel

224yt -2 41 =0.
Um die Verwandtschaft herzustellen, hat man den Kegel
@8+ G— = 0=

mit 2" zu schneiden. Die Gleichung der (zweiten) Schnitt-
ebene ist

228+ 2yy + 220+ 1 —a—y® —

und 1hr Pol ¢ ist gegeben durch

«©

.’220’

2, = A%, Y, = Ay, @, = g,
(2) : 2
Tl —at—yt—t

Die Umkehrung (@' — I*) der Abbildung ist dann ge-

geben durch
&= px, Yy=pny, &= uns;
dabei ist noch
l— @ gt =1 —a?— g — 2= 2,

woraus die schon erwihnte Zweideutigkeit hervorgeht.

Den Treffgeraden (s°)
y=rx 4 0, £ =5z -+ g, (1_}_?.2__*_32:0

des imagindren KNugelkreises (/') werden die Tangenten (u)
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z, 0y, 0801
22: 20z 4 0): 262 + 0): (1— 0 —a® —22(r0 + s0))

von '

zugeordnet.

Wir wollen auch noch die fiir die Zusammensetzung der
hier besprochenen Punkttransformation (P — ') oder (s' — ")
mit der Berithrungstransformation (I” — s') wichtige Frage be-
antworten, was aus einer beliebigen K’ enthaltenden Fliche
zweiten Grades I7) bei (P — @) hervorgeht.

Die I'; hat eine Gleichung von der Iorm

o=t 4+ y?+ 2 daw +by+ce+d=a®+ 4°
—l—:g—[—E((E,f/,Z):O,
und sie schueidet 2 auker in /C’ noch in einem zweiten Kreis,
dessen Ebene die Gleichung hat

E,y,2)—1=0.
Das Bild von I ist gegeben durch die Gleichung
1 — 21“ + A’L(a'xl + b.’/l + C,?:'I) + d=20

in Verbindung mit
1—2p0 — w?(xi +yi + 25 =0.

Aus diesen beiden Gleichungen zusammen folgt, wenn wir
E(z,, y,, ) zur Abkiirzung mit £, bezeichnen
E =1 —Q0Q+d2@E+yi+441)=0, d h
Jede 175, welche ' enthiilt, verwandelt sich bei der Ab-
bildung (P — @) in eine Iy, die 3 lings des Kegelschnitts
berithrt, den '3 und 2* aufer X' noch gemein haben.
Denkt man sich eine nichteuklidische (in unserem IKall
elliptische) MaBbestimmung mit der Fundamentalfliche X' ein-

gefithrt, dann sind die I7; als Kugeln zu deuten, also lifit
sich das Krgebnis in aller Kiirze so aussprechen:

Die durch Zusammensetzung von P — s mit s — u'
entstehende einzweideutige Punktgeraden-Transfor-
mation fiihrt die Geraden g in die Kugeln iiber bei
geeigneter nichteuklidischer Mafbestimmung.
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Diese durch Zusammensetzung entstehende ,nichteukli-
dische Geraden-Kugeltransformation® ist in Lie-Scheffers,
Btr. f. trotz ihres einfachen Aufbaus nicht einmal erwiihnt;
es ist anzunehmen, daB sie in den nicht erschienenen zweiten
Band Aufnahme finden sollte.

3. Entsprechende Transformationen in Ritumen von
hioherer Dimension.

Lie hat die Frage nach Punktgeraden-Transformationen
in Rédumen hoherer Dimension nur erwihnt,) auierdem scheinen
von anderer Seite?) nur vollig unzulingliche Versuche einer Ver-
allgemeinerung der Geraden-Kugeltransformation vorzuliegen.

Wir wollen deshalb auf eine dieser Verallgemeinerungen
eingehen, niimlich die durch die Gleichungen:

sy gy, 41 =0,
(3) Yy +ys + =0,
Ziy A yuy - u=10
gegebene Beriihrungstransformation des R,. Denkt man sich
wieder homogene Koordinaten (z:y:2:u:{) eingefiihrt, so er-
kennt man leicht die Bedeutung dieser Gleichungen. Gegeben
sind in den Riiumen R, und R} je drei Gerade:
Adyz=y=1t=0 Bliz=y=2=0, (Niz=y=u=0
und (A):z, =y, =t =0, (B):y =¢=1t=0,
(C):e, =u, =t =0.

Durch die Gleichungen (3) werden den drei Biindeln von
je ®? BEbenen durch 4, B, (' die drei Biindel von je o?
linearen Iy durch A’', B, (' zugeordnet, wobei die Ebene
x=y=0, in der die drei Geraden 4, B, (' liegen, in jeder
der drei Zuordnungen dem linearen R, (f, = 0) zugeordnet wird,
welcher A', B' und " enthiilt. Das Bild von P ist die Ge-
rade s, in der die drei R, einander schneiden, welche den
Ehenen (P 4), (PB) und (P(') zugeordnet sind. Entsprechend
ist die Umkehrung (P* - s) der Abbildung zu deuten.

Y Lie, a. a. O. (Anm. 3), S, 740.
) Vgl. den Bericht von F. Engel (Jahrbuch der Fortschritte der
Mathematil 80, Jahrgang 1899, S. 338 —339).
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Die Geraden s’ sind hier die Treffeeraden der unendlich
fernen Kurve dritter Ordnung (des lkubischen Kegelschnittes)

o A AN . Ay < __ 5 P . —
L), =0, w0, —yi=yu, — &l =zy, — x,u, =0,

Die Geraden s bilden wieder ein Nullsystem, wie oben
in (1), d. h. durch jeden Punkt P gehen oo! Gerade s, die
wieder ein ebenes Strahlenbiischel bilden. Ihre Fortschreitungs-
richtungen im Punkte @, y, 2, # sind durch das nicht integrale
System von Pfaftschen Gleichungen bestimmt

yde —zdy — da = 0,
ydu-—udy + xdz — zdx = 0.
Jede Ebene =a,z+ by + ¢,
w=a,x -+ b,y + ¢,
bildet sich auf eine (dreifach ausgedehnte) I7, ab, die (K*)
enthilt. Insbesondere kann man (vgl. den Schluf von Nr. 1)
die Transformation auch so wiihlen, daf sich unter den ¢
Bildern der Ebenen auch o* (dreidimensionale) Kugeln be-
finden. Man erhilt damit eine (unvollstindige) Ebenen-
Kugeltransformation des R,. Eine vollstiindige Geraden-
Kugel- oder Ebenen-Kugel-Transtormation ist schon deshalb
unmoglich, weil die Schar der Geraden und Ebenen je sechs,
die der Kugeln aber nur fiinf Parameter enthiilt.

Genau entsprechend zu der Untersuchung in Nr. 2 kann
auch im I, die Abbildung verallgemeinert werden zu einer
Transformation, welche die Punkte P abbildet auf oo* von
den oo® Tangenten einer dreidimensionalen 77, oder Funda-
mentalmannigfaltigkeit ', die K’ enthiilt.

Schon die Gestalt der Gleichungen (3) zeigt, wie man
von hier aus zu bestimmten Verallgemeinerungen, zu ent-
sprechenden Punkt-Geradentransformationen in Riumen hiherer
Dimension gelangen kann. Daneben besteht die Aufgabe, zu-
nichst im R, einen Uberblick iher alle Maglichkeiten zu
gewinnen, wie ihn Lie fiir den R, gegeben hat. und alle diese
Moglichkeiten auch durch einfache Beispiele zn verwirklichen.

[y



