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Uber die analytische Darstellung eines eindeutigen
Zweiges einer monogenen Funktion.
Von G. Mittag-Leffler.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 6. Mirz 1915.

Es sei COCITNC NP C R

eine unendliche Folge von Konstanten, die der Cauchyschen?)

Bedingung
lim 1/“ = 1
vl /i

r=w

geniigen, wobei r eine endliche positive GriBe vorstelle.
Die Theorie der analytischen Funktionen nach Weierstrafs
griindet sich auf die Betrachtung der Potenzreihe:

w

(1) Pe—)=3 " @—ay,

»=0 1'!

1) Augustin-Louis Cauchy, Cours d'Analyse de 1'Fcole Royale Poly-
technique, litre partie. Analyse algébrique. Paris 1821. Théoréme I, S.132.

Vgl. Ed. Phragmén, Om konvergensomradet hos potensserier
af tvh variabler. Ofversigt af Kungl. Vet. Ak. Forh. Stockholm 1883,
No. 10, S. 24,

J. Hadamard, Essai sur 1'étude des fonctions données par leur
développement de Taylor, Thése, 1892, S. 7, 8.

A.Pringsheim, Enzyklopiidie der Math. Wiss,, Bd. 1, T. 1, S. 81,
Note 168.

Weierstraf, der zu Beginn seiner Arbeiten den Cauchyschen Satz
nicht gekannt hatte, begann seine Vorlesung iiber die Theorie der analy-
tischen Funktionen immer mit dem Beweise des folgenden Satzes: ,Der
Konvergenzradius der Reihe B(z — a) ist die obere Gremze der Werte

[g
1 i . ?»
von x—a , fiur welche die obere Grenze von | ! (—ay (v=0,1,2..)
”». |

endlich ist. Man sieht, dab dieser Satz mit dem Cauchys identisch ist.
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wo x die Veriinderliche und @ eine beliebig gewiihlte Kon-
stante bedeute. Diese Reihe definiert in einem Kreise ' mit
dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius » eine analytische Funktion.
Sie hat die charakteristische Bigenschaft, in jedem innerhalb
(' gelegenen Bereich gleichmiifiig konvergent und andrerseits
in jedem Punkte aufierhalb € divergent zu sein.

Man nennt den Bereich ' den Konvergenzkreis oder
Konvergenzbereich der Reihe P (z — ). Diese letztere Aus-
drucksweise, Konvergenzbereich, soll bel jedem arithmeti-
schen Ausdruck Anwendung finden, der im Innern eines Be-
reiches konvergent, aber in jedem Punkte auferhalb diver-
gent ist.

In (1) werde die Substitution ausgefiihrt:

(2) (#—a)=(2'—a) (1 4 u).

Dabei soll 2’ im Innern von ' angenommen werden. Nach
dem Weierstrafisehen Satz iiber iterierte Reihen!) konnen wir
die Reihe (1) in eine neue Reihe nach steigenden Potenzen
von « wmordnen:

%w#mewD=E<Z“w_D”“PW+D?KW—W)M

=0 \pe=»r 7'! el

wofiir man schreiben kann:

P (' — @) (14 w) =35 ( ¥ +,.) W

o =0 ./z.—_O/“!'V!
) e
=% 3 O ape
=0 p=0 M. P,

Die innere Summation geht hierbei der iuferen voraus.

Nach dem gleichen Satz von Weierstraf weiff man, dab
die Reihe (3) sicher konvergiert, wenn |[u| so klein gewiihlt

1) Karl Weierstrals, ,Zur Funktionenlehre (Aus dem Monatsbericht
d. Kgl. Akad. d. Wiss. vom 12, August 1880¢). Werke, Bd. 2, S. 205—208.

Uber die Terminologie ,mehrfache Reihe“ und ,iterierte Reihe®
sehe man ,Kncyelop. des sciences mathédmatiques, T. 1, vol. 1,
Fase, 2, 8. 255, Note 128.
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ist, da; 2 in das Innere von C filllt; dies drickt sich durch
die Ungleichung aus:

]

Z—alou <r—z'—a,.

Ersetzt man jetzt auf der rechten Seite von (3) u durch
seinen Ausdruck in z und 2’

r—a x—ux
(4) s Z—a I ' —a
so erhiilt man:

sl Y e B (o oy x—ux
o Pe—o=s(E-o(+7T7)

@

@0
= 230 ( EO f‘l"‘t’,' (z'— a)y (x — x‘)") = P(z' — a, x — 2').
»= !l = hi - .

Die iterierte Reihe (5) konvergiert sicher fiur alle z im
Innern eines Kreises (., der um den innerhalb € gelegenen
Punkt #’ beschrieben ist und ' von innen beriihrt.

Lis kann indessen der Iall eintreten, daB diese Reihe (5)
auch dann noch konvergent bleibt, wenn z einem konzen-
trischen Kreise C,. angehort, der griofer ist als der C beriih-
rende Kreis. Diese Tatsache ist von grundlegender Bedeutung.
Welchen Standpunkt man auch in der Funktionentheorie ein-
nimmt, sei es der von Welerstrafi, von Cauchy oder von Rie-
mann, die Grundlage der Theorie bildet immer die Tatsache,
day die Reithe P(x — «) durch eine Substitution
(6) x—a=(z'—a) ()
in eine andere transformiert werden kanm, die, wie die erste,
aus den Elementen

Coy Cps €5y - -« Gy
aufgebaut ist, aber einen weiteren Konvergenzbereich als
P (z — a) besitzt.

Die Wahl der Funktion f(:) =14, wie in der her-

kommlichen Theorie, ist durchaus nicht wesentlich. Die Frage,

was man durch Einfithrung anderer Funktionen f(«) an Stelle
des 1-+ «# gewinnen kann, bedeutet daher ein Problem, das
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der Theorie der analytischen Funktionen geradezu an die
Spitze zu stellen ist.

Indessen moge zuniichst die Konvergenz der iterierten
Rethe P (z'— a, & —z') betrachtet werden, in der 2z’ dem
Innern von ' angehdren soll und # dem Innern des Kreises
Uz, der einem gegebenen Punkt 2 entspricht.  Wir bezeichnen
mit I} die Gesamtheit der Punkte x, die so erhalten wird,
wenn jeder Punkt nur ein einziges Mal geziihlt wird. Die
Konvergenz hort dann auf, wenn x aulierhalb 1) oder 2' aubier-
halb ¢ gelegen ist. Dies folgt offenbar aus der oben erwiihnten
Tatsache, daf eine Potenzreihe fiir jeden innerhalb thres Kon-
vergenzkreises gelegenen Bereich gleichmiiliig konvergiert, da-
gegen in jedem Punkte auBierhalb dieses Kreises divergiert.

Nehmen wir nun an, dali ' einen innerhalb ' gelegenen
Bereich durchlaufe, ebenso # einen entsprechenden Bereich im
Innern von D. Unter diesen Voraussetzungen ist die Reihe
Pz — a, x — ') fiir diese beiden Bereiche gleichmiilig kon-
vergent.

In der Tat, nehmen wir zwel positive Grofen © und ¥
beide kleiner als eins an und bezeichnen mit o, den Radius
des Kreises O, mit dem Mittelpunkt z'. Wenn der Punkt z’
das Gebiet z'— a <G durchliuft, moge x die entsprechen-
den Bereiche '« — 2’| <#p, durchlaufen; dieser Bereich, den
x durchliuft, wenn wir jeden Punkt nur ein einziges Mal
ziihlen, heife D).

Es sel nun mit ¢ die obere Grenze von | P (' —«, z — ')
im Innern oder auf der Begrenzung des Bereiches 1) bezeichnet.
Dann gibt der Satz von Cauchy-Weierstrafi:!)

©
1] PR (@ —a)'<g@ o)

v p=0 pu!

1) A. Cauchy, ,Résumé d'un mémoire sur la mécanique céleste
et sur un nouvean calcul appelé caleul des limites (In & "Académie de
Turin, dans la séance du 11 Octobre 1851)“. Exercises d'Analyse et de
Physique Mathématique, Bd. 2. Paris 1841, S. 53, Gleichung (9).

Karl Weierstrafi, ,Zur Theorie der Potenzreilen. Miinster, im
Herbst 1841.“ Werke, Bd. 1, 8. 67—74.
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Wihlt man jetzt « in solcher Weise, dal

x—at <P oy,
so erhiillt man:

1‘ | x C/L+J a)” (x-—x) <Jl)’
vl =0 /1..
und
- n’ u;‘ ¢ + ﬂn
oY TG —ay (e —a) <y .

r=n =0 | ”' 7"

w. z. b ow.

Der Bereich D enthiilt den Bereich € in allen Fiillen, in
denen er nicht mit ihm identisch ist.?) Fixiert man im Innern
von O einen Bereich fiir z', so gibt es immer einen inner-
halb D gelegenen entsprechenden Bereich fiir z von der Be-
schaffenheit, daf die Reihe P (' — a, z — z') fiir diese beiden
Bereiche gleichmiifiig konvergent ist. 1) ist also fiir die Reihe
P(z' — a, x — z') Konvergenzbereich, ganz so, wie C {iir die
Reihe P(z — a). Die Reihe B (xr — a) stellt im Innern von
C den eindeutigen Zweig einer durch die Konstanten

Cov Cyy Cy vve Coovus

definierten Funktion dar, die wir mit 7" C (z) bezeichnen wollen,
Die Reihe B (2’ — a, x -—2z') repriisentiert im Innern eines
weiteren Bereiches [) einen eindeutigen Zweig [I7D (2), der
FO(x) enthilt und auf eindeutige Weise bestimmt ist, wenn
die Konstanten ¢, ¢, ¢, ... ¢, ... fixiert sind.

Als Beispiel mige der Konvergenzbereich /) der iterierten
Reihe

D é i ('”_t"lj)! z' (x — '),

. . 1 .
welche die Funktion T darstellt, untersucht werden. Die

Begrenzungslinie des Bereiches 1) ist in diesem Falle, wie er-
1} Bekanntlich existiert in diesemn Falle die dureh N(r — a) defi-
nierte analytische Funktion aufierhalb des Kreises € nicht mehr. Der
Kreis € ist eine ,natiirliche Grenze® der Funktion.
Sitzungsb, d, math.-phys, K1, Jahrg. 1915, 8
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sichtlich, die Umbhiillende aller Kreise, die durch den Punkt 4
mit der Koordinate # =1 gehen und thren Mittelpunkt I auf
dem Kreise C haben. Der Punkt B, der diese Kurve erzeugt,
ist zu A symmetriseh in Bezug auf die durch . an den Kreis
gezogene Tangente M T.

Man erkennt nun in der Begrenzungslinie von [ die Kar-
dioide?) o =2 (1 — cos @), bezogen auf den Pol 4 und die
polare Achse Ax. In unserer Figur ist ein Kreis mit dem
Radius O A im Innern der Kardioide und ein anderer mit dem
Radius (0, 3 A4) gezeichnet.

1) M. Carré, ,Examen d'une courbe formde par le moyen du cercle.”
Hist. de I'Acad. Royale des Sciences. Année MDCCV. Mémoires, S. 56—61.

Johannes Castillioneus, ,De Curva Cardioide, de Figura sua sic
dicta. Philosophical Transactions 1741, Nr. 461, S. 778 —781.

I Lindelof, ,Livobok 1 analytisk geometrie. Helsingfors 1864,
S, 119,
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Bevor wir weiter fahren, migen cinige Definitionen vor-
ausgeschickt werden, von denen wir im folgenden fortwiihrend
Gebrauch zu machen haben.

Durch den Punkt @ ziechen wir einen beliebigen Halb-
strahl @z und wihlen auf ihm einen Punkt p so, dafi die von
der Richtung des Halbstrahls abhiingige
Liinge (a, p) eine gewisse Grofe [ stets tiber- -
trifft. (Der Punkt p darf iibrigens auch im
Unendlichen liegen.) Lassen wir nun az 7
sich um den Mittelpunkt ¢ um den Winkel
2 7z drehen, so iiberstreicht die Strecke (a, p) @
eine Fliche, die @ umgibt und die wir einen
Stern mit dem Mittelpunkt @ nennen wollen. Der Punkt p
soll Begrenzungspunkt des Sterns und die Gesamtheit der
Begrenzungspunkte soll Begrenzung des Sterns heifien.?)

Ein Stern I0 heiit Konvergenzstern fiir einen bestimmten
arithmetischen Ausdruck, wenn er der Konvergenzbereich dieses
Ausdruckes ist; d. h. wenn der Ausdruck fiir jeden innerhalb
I gelegenen Bereich gleichmiifiig konvergiert, dagegen in jedem
Punkte aufierhalb I7 divergiert. Der Zweig der Funktion I7(z),
der dureh einen solchen Ausdruck dargestellt wird, soll mit
I'E(z) bereichnet werden. Man sieht, dali der Kreis € Kon-
vergenzstern fiir die Reihe P (z — @) ist, die den Funktions-
zweig IO (x) darstellt.

Es kann sein, daly der Begrenzungspunkt, der jedem K-
reugungsstrahl des Sterns entspricht, jeweils der erste singu-
lire Punkt von 7'(z) ist, zu dem man beim Durchlaufen des
Halbstrahls von a aus gelangt. In diesem Falle heifie der
Stern Hauptstern von 77(z)?) und sei mit dem Buchstaben .
bezeichnet, wiithrend wir den entsprechenden Zweig der Funk-
tion I'(x) mit I' A (x) bezeichnen wollen.

) G. Mittag-Leffler, ,Sur la représentation analytique d une
branche uniforme d'une fonction monogéne.* Acta Mathem., Bd. 23, S. 47,
%) G. Mittag-Leffler, ,Sur la représentation analytique d'une
branche uniforme d'une fonection monogene (Seconde note). Acta Mathe-
matica, Bd, 24, S, 200.
Sk
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Jeder analytischen Funktion, die in der Umgebung des
Punktes @ durch die der Cauchyschen Bedingung geniigenden
Konstanten ¢,, ¢,, ¢, . .. ¢, ... definiert ist, entspricht folg-
lich ein Hauptstern A.

Andrerseits: Ist ein beliebiger Stern A gegeben, so kann
man immer und auf unendlich viele Arten einen arithmetischen
Ausdruck bilden, der einen Funktionszweig IF'.A(x) darstellt,
fiir welchen A4 der Hauptstern ist. Der gleiche Satz besteht
in dem allgemeinen Falle, wo A ein beliebiges einfaches Kon-
tinuum bedeutet, d. h. ein aus einem einzigen Stiicke be-
stehendes, sich in keinem Punkte mehrfach iiberdeckendes Kon-
tinuum.?) Es ist nicht einmal schwer zu erkennen, dab das
Theorem in solcher Weise ausgesprochen werden kann, dal
jedes beliebige Kontinuum zuldssig ist.

Nach diesen Vorbetrachtungen kehren wir zu der iterierten
Reihe P (2’ —a, z -—— ') zuriick, die durch die nur der Cauchy-
schen Bedingung unterworfenen Konstanten ¢, definiert ist.

Diese Reihe enthiilt aulier der Veriinderlichen 2, die den
Variabilitiitshereich ) besitzt, die Veriinderliche z‘, die auf das
Innere des Kreises €' beschriinkt bleibt. Der Radius r dieses
Kreises € ist nun zwar durch den Satz von Cauchy (s. S. 109)
durch die Folge der Konstanten ¢,, ¢,, ... ¢, ... definiert; in-
dessen ist die Berechnung von » mit Hilfe dieser Konstanten
eine fufierst schwierige Aufgabe. Wenn die iterierte Reihe

1) G. Mittag-Leffler, ,Sur la représentation analytique des fone-
tions monogénes uniformes d'une variable indépendante®. Acta Mathe-
matica, Bd. 4, S. 1—79.

Der Satz ist hier von verschiedenen Gesichtspunkten aus bewiesen,
unter alleiniger Anwendung der elementaren Weierstralischen Theorie
analytischer Funktionen.

Herr Runge hat ohne meine Arbeit zu kennen, das gleiche Theorem
in iihnlicher Allgemeinheit mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes
bewiesen (,Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen,“ § 2.
Acta Mathematica, Bd. 6, S. 239—244; vgl, S. 229).

Vgl.noch Hurwitz, ,Uber die Entwicklung der allgemeinen Theorie
der analytischen Funktionen in neunerer Zeit.* Verhandlungen des I. Inter-
nationalen Mathematiker-Kongresses in Ziirich, 1897. 8. 94.
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Pz a, x— ') gegeniiber der Reihe P(x — «) den Vorzug
eines grofieren Konvergenzbereiches voraus hat, so hat sie
dafiir eine wesentliche Eigenschaft der letzteren verloren, néim-
lich die, lediglich aus den Konstanten ¢, mit Hilfe von nume-
rischen Koeffizienten aufgebaut zu sein, die von diesen Kon-
stanten unabhiingig sind.

Es ist erst in den letzten Jahren gegliickt, diesen Mangel
zu beheben. Um so bemerkenswerter erscheint die Tatsache,
dafy man dabei den elementaren Rahmen der Theorie der ana-
lytischen Funktionen nicht .zu verlassen braucht.l) Es gibt,
wie wir sehen werden, tatsiichlich mehrere einfache und direkte
Methoden.

Wir sind zu der iterierten Reihe P(z'-—a, z — z') mit
Hilfe der Substitution

(6) z—a=(z—af)
gelangt, wobel wir

(8) f(lt) =1 + [ (Vgl- (2))
gesetzt hatten.

Es liegt auf der Hand, an Stelle der Substitution (8) die
allgemeine lineare Substitution einzufiithren:

oy bAmu
(9) 7 f(lt)_jr—{:qzc’

1) G. Mittag-Leffler, ,Om en generalisering af potensserien,*
9 mars 1898, ,Om den analytiska framstillningen af en allmiin mono-
gen funktion.* 1:sta meddelande, 11 maj 1898, 2:dra meddelande,
11 maj 1898, 3:dje meddelande, 14 sept. 1898. Ofversigt af Kgl. Vet.
Ak. Forhandl. Stockholn 1898.

»Sur la représentation analytique d'une branche uwniforme d'une
fonction monogene,” Note 1—5. Acta Mathematica, Bd. 23 —29, 15. Miirz
1899 bis 9. Sept. 1901,

»Sulla rappresentazione analitica di un ramo uniforme die una
funzione monogena.” Atti della R. Accad. delle Seienze di Torino, vol. 34,
23 Aprile 1899.

»Sur la représentation d'une braneche wniforme de fonction ana-
lytique.*  Comptes Rendus, T. 128, 15 mai 1899.
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worin [, m, p, @ Konstanten bedeuten, die ebenso wie ¢, ¢, ¢,,
ce.C ... von z—a und z'— a unabhiingig sind. Indem
man nun auf gleiche Art wie im klassischen Falle verfiihrt,
d. h. indem man in P — ¢) an Stelle der Substitution (6) (8)
die allgemeine (6) (9) einfiihrt, die Reihe P ((x’— a)f(u)) nach
Potenzen von 2 ordnet und schlieflich in der so erhaltenen Xnt-

. . C o
wicklung an Stelle des u« seinen Ausdruck in —, niimlich
X 1

@ —a)—px—a)

(10) = q(x —a) — m(x' — a)

einsetzt, erhiilt man einen Ausdruck, der die Rethe P (z'—a, z—2")
als Spezialfall enthiilt. Man sieht leicht, dali man aut diese
Weise nichts gewinnt. Der neue Ausdruck hingt innerlich
ebenso wie B(x' — a, £ — z) von dem Radius r ab.
Gleichwohl gibt es eine sehr einfache Methode, dieser
Schwierigkeit Herr zu werden, die sich sozusagen ganz von
selbst darbietet. Anstatt niimlich fiir # in der Entwicklung

I —4=mau

(11) B(@—a t

) =

den Ausdruck (10) einzufiihren, wollen wir « gleich einer Kon-
stanten setzen. Setzen wir # =1 und unterwerfen die Kon-
stanten I, m, p, ¢ der Bedingung:

(12) Fay =1,
d. h.
(13) L+ m=p-yq.

Dann hat man in der Reihe P (1):

i

=2z (vgl. (6), (12))

zu setzen.

Auf diese Weise gelangt man zu einem Ausdruck fiir 17 (z),
nimlich B(1), der auch noch aufierhalb des Konvergenzkreises
Giiltigkeit besitzt, aber nicht mehr mit der Unvollkommenheit
behaftet ist, die wir bei B(z'— a, 2 — z') angetroffen hatten.
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Bs mogen zwei Fille von verschiedenem Typus einer
nitheren Betrachtung unterzogen werden:

14 ku

flu) = 145 >0
(14) PR 1+Fku
z-—a=(z T
f(u)=1f;eu; f=1—a; 1>a>0
(15)
S S . ) ot
z—a={z'—u« L — pu
Wir wollen zuerst (14) untersuchen. Man hat (vgl. (3), (8)):
: 3 B Cutr (x —a\rtr e _
(16) B(l) ,,%’0 NEJO [LL! ’,! 1 __|_ k ] ;Bk (x a)'

Fiir =0 findet man wieder die Reihe
1 (L\ Cr »
(1) PBlr—a)y=3, "(@—a),
1,=07 28
wie dies vorauszusehen war.

Die Reihe (16) ist mit der Reihe identisch, die man er-
hiilt, wenn man in der Gleichung

G) B@' —a, z—2)=3 3 ﬁ';ﬁj’ (' — a)y (z — ')
=0 ;=0 B *
cinsetzt:
T _T—a
a7 14k
x—x = ZE (x_ ___EQ
14k

Den Konvergenzstern der Reihe Pi(x — @) erhiilt man
infolgedessen auf folgende Weise. Hs sei ! ein von a aus-
gehender Halbstrahl, auf dem ein Punkt & und sein in Bezug

=

auf ¢ homothetischer Punkt 1 _’C_ i liege. Um den Punkt 1_;_ p

beschreiben wir einen Kreis (', der durch & hindurchgeht,
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und lassen nun & den Halbstrahl ! von @ aus durchlaufen, bis
entweder der mitgleitende Kreis €' durch einen singuliiren
&
(=3
Punkt von F'(x) geht oder der Punkt den Umfang des
2 1+ k% 2
Konvergenzkreises C erreicht. Sobald einer dieser beiden Fiille
eintritt, markieren wir den entsprechenden Punkt &, und be-
halten von 7 nur die Strecke (a, &;) bei.

Wiederholen wir die gleiche Konstruktion aut allen von a
ausgehenden Halbstrahlen, so bildet die Gesamtheit aller er-
haltenen Strecken (¢, &) einen Stern 19, der, wie unmittelbar
ersichtlich, der Konvergenzstern der Reihe P (x—a) ist. Dieser
Stern enthiilt den Kreis (' und ist seinerseits in dem Sterne D)
enthalten. Bemerkt sei, daf die auf € gelegenen singuliiren
Punkte von I'(x) gemeinsame Begrenzungspunkte der Sterne 17,
und D sind. Sie sind offenbar die einzigen auf € gelegenen
Begrenzungspunkte von D oder Ii.

Um eine Vorstellung von der Gestalt des Sternes I, zu
erhalten, untersuchen wir zunichst den Stern der Reihe

@ 0 (1“‘ + 1;) X et -
) ,210 }J u.' vl AL+ k& w,
welche mindestens im Innern des Kreises C'(z! =1) die Funk-

tion 1 darstellt.
l—=z
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Als erstes sel bemerkt, daf J9, im Innern des Kreises 7
mit dem Mittelpunkt O und dem Radius 1 4 % gelegen ist.

Wenn wir ferner den Ort 7* der Punkte & konstruieren,
fir welche die entsprechenden Kreise durch den Punkt A mit
der Koordinate 1 gehen, so wird I, mit dem Anfangspunkt

i

auf der gleichen Seite dieser Kurve ¢’ liegen und von dieser
Kurve begrenzt sein. Kinem solchen Punkt & entspricht nun

der Punkt o mit der Koordinate ! _f_ 7 als Mittelpunkt von C';

der Radius von (" ist dann gleich wA, wihrend wir andrer-
seits wissen, daB3 sein Wert gleich
.k
&
1+ 7

ist. Also hat der Ort von o die folgende Bigenschaft:

| @
=

w0 1+ k 1
mA ok
1+ 4k

Hat der Punkt A‘ die Koordinate 1 4- %, so geniigt der
Ort 7* der Relation

Sre

&0 w0 |

fA wd Ok
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Die Kurve 7' ist also ein Kreis, dessen Gleichung, bezogen
auf die Achsen Oa und O lauten wiirde:

o (“+ki1>2= (/i 1)2'

Der Stern Fj ist derjenige Teil der Ebene, der innerhalb z
und beziiglich 7* auf der gleichen Seite wie der Anfangspunkt
gelegen ist.

Es ist die Gestalt des Sternes in den folgenden typischen
Fillen konstruiert worden (siehe Blatt A):

0<k<l; k=14; Fig.
L=1; Fig. 2

1<k<?2y k=14 %; Fig. 3
l=2; Fig. 4

k>2; I =3; Fig. 5.

1

Ist 2> 2, so ist % der Kreis ' mit dem Mittelpunkt
1
k=1
Kreis nithert sich €, wenn & unbegrenzt wiichst.
Die Reihe

© @ Cuq [T—a\FY

&) Pz —a) X Bonl vl (1 + 70) &
stellt ein erstes, sehr elementares Beispiel eines arithmetischen
Ausdrucks vor, der allein aus den Konstanten ¢, und der Va-
riabeln # — @ besteht und in einem Bereich, der den Kreis
enthiilt, in eindeutiger Weise einen Zweig der Funktion I7(z)
darstellt.

Indessen ist diese Reihe eine iterierte Reihe, wihrend die
Reihe

der ¢ in dem Punkte A (z=1) beriihrt. Dieser

(1) R a)=3 :'; (x — ay
y=0""

eine cinfache Rethe war.
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Blatt A.

h=2

oo
VM)
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Die Substitution

a

f@) =" f=l—aw 1>a>0
(15) l S

a xr—a

2@ —a)'ll—‘ﬁu; "=aa;;—+_/ix——d

setzt uns in den Stand, auch diesem Mangel abzuhelfen.
Lassen wir hier » den Kreis [#| <1 beschreiben, so be-
schreibt die Veriinderliche z gleichzeitig einen Kreis (5 Der
Durchmesser dieses Kreises ist die Verbindungslinie der beiden
Punkte :
1—p
14§
welche beziehungsweise den Werten v = -—1 und « =1 ent-
sprechen. Der Kreis Cy liegt im Innern von €, wenn z' im
Innern von C gelegen ist.

r=a— (@' —a) und =2,

Die Reihe

J R e

konvergiert sonmach fir w« <1, wenn der Punkt 2' in das
Innere von O fillt. Jedes Glied dieser Reihe

C, o B o i
p! (= ) (1 —f n)
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liifit sich in eine Rethe nach Potenzen von u entwickeln, die fiir
w <1 gleichmiiBig konvergiert. Der Weierstralische Satz iiber
iterierte Rethen?) erlaubt uns also, die Reihe

B -0, %)

in eine nach Potenzen von u fortschreitende Reihe zu entwickeln:

B —a) = (13((%‘ — a) 1_“_2;%&) = P ()
= (g _{ 2J [ /),’—] 73 (x (lv) + ;}2' 4 .—_!lﬁv-—‘.? o (xl ) (l)?'

(19) =t
G —1). O — 1)
+- +u' (v —1)!

(%
4k N (s (r)"] -

’1 —l gl (1;1 3 (()‘“

die sich fiir « =1 verwandelt in:

B(z—a)
3 y—1 ) >
—(‘o—*—z"][l‘ ‘“lu(r—ﬂ)—l-‘)' 114 pr2a?(x - w)?
(20) 2 r—=D...0—p+1),_, ,
=+ - + (e—1)1 prt ot (x—a)
dE Rt r,i a’(z — a)"‘.

Die Rethe (20) kann, wie wir sehen werden, ebenso wie
es bei der Reihe

. @ —a\" T
W wea=g S ()

der Fall war, einen Konvergenzbereich besitzen, der iiber den
Konvergenzkreis €' der Reihe B(z — a) hinausreicht.

Wie man sieht, besteht zwischen den beiden Rethen (16)
und (20) der wesentliche Unterschied, dafi die Reilie (20) ebenso

8

1) A O,
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wie die Reihe P (v —a) eine einfache Reihe vorstellt, wihrend
(16) eine iterirte Reihe 1st. Die Reihen R.(x—a) und Pz —«)
enthalten nur einen einzigen Grenziitbergang, die Reihe (16)
dagegen zwei nacheinander auszufiithrende Grenziiberginge.

Es soll nun zu der genauen Bestimmung des Konvergenz-
bereiches der Reihe (19) iibergegangen werden. Zu diesem
Zwecke machen wir die Subsitution (15) in I"A(x —a), d. h.
in dem Funktionszwelg, der mit Hilfe der Konstanten ¢, in
dem Hauptstern A definiert ist. Nun lassen wir 2’ bis zu dem
ersten Punkte x gleiten, fiir den der entsprechende Kreis Cp
durch einen Begrenzungspunkt von A, d. h. durch einen sin-
guliren Punkt von I7(x) geht.

(Da I'(x) immer mindestens einen singuliren Punkt auf ¢
besitzt, so kann es nie vorkommen, daf C; den Kreis ¢! um-
schliefit, d. . dab der Punkt
a-——(a'—a) LSt

14 p
auBerhalb C liegt.)

Bezeichnen wir jetzt mit £, den Stern, den die Strecke
(a, zy) erzeugt, wenn der zugehorige Strahl um a eine volle
Umdrehung macht.

Es soll sodann gezeigt werden, dak (19) konvergiert, wenn
z' im Innern von I, liegt und u <1 ist.

In der Tat, nach der Entstehungsart des Sternes JJ, ist
die Funktion "4 (x —«) im Innern des Kreises p und auf
diesem Kreise regulir, wenn der Cj; entsprechende Punkt x’
im Innern von [J7, liegt. Also ist die Funktion

: ’ a
I'A ((»L —a) T fiu)

fir u« <1 eine regulire Iunktion von u, sofern z dem
Stern F. angehort. Nach dem Weierstralischen Satz iiber
iterierte Reihen?) kann sie daher in eine Reihe nach Potenzen

A a. O,
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von u entwickelt werden, die fir » <1 konvergiert und mit
P (u) bezeichnet werden mige.

Nun wurde schon bemerkt, daff die Werte des Funktions-

zweiges
o o
FAl(z' — a) .
‘ 1— fu

fir [u| <1 durch die Reihe (19) gegeben sind, wenn z’ in das
Innere von C fillt. Die Reihe P(u) ist also mit der Reihe (19)
identisch, woraus hervorgeht, dafi (19) konvergiert, solange z'
imnerhalb L0, liegt und « <1 ist.

In der Reihe (19) setzen wir jetzt # =1. Dann erhilt
man 2 = z' und die Reihe geht iiber in

P (z —a)

e G e et L

(20) —LO_{_,E: .1!/; u(x:——a)—{—»zi {7 A ta (x —a)
c, v —1yv—2 . . . c,

+ ;: A 2; pr3ad(e—a)y 4+ -+ = a” (.’L'—(l»)"J

,
wobei die rechte Seite fiir jeden Wert = innerhalb X, kon-
vergiert. Sie konvergiert iiberdies gleichmifiig und absolut fiir
jeden innerhalb I, gelegenen Bereich. Kin solcher Bereich
kann tatsiichlich immer in das Innere eines Sternes IV, einge-
schlossen werden, der innerhalb 74, liegt und diesem geniigend
angenithert ist.  Andrerseits kann man Immer eine positive
Grofie » so fixieren, dal3

1<r<L l
/i
ist und aulierdemn der Punkt
. ar
r=ua-(z a)l——/f)'

in das Innere von K, fillt, wenn x' im lnnern von I liegt.
Bezeichnen wir nun mit g die obere Grenze von R, (z— a)
fir alle ' im Bereiche J7, und fiir '« <» und erinnern wir
uns, dafy die Reihe
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el == L = la(z' — a) + f: fr—2al ’1: (' — a)?
(19) b - '
—+ - —}- o (&' —a) w

fir |u| <#» konvergiert, so gibt der Cauchy—\Veierstra[.%sche
Satz:1)

\1:[;,_1“(1‘1_(5)_1—;lll/)'"—g(l' (x —a)
et fj'i ar(x:__a),.j <;(],-
V. ol

Die Reihe (20) konvergiert also gleichmiiiig und absolut
fiir den Bereich F, und folglich, da F, dem Sterne Iv, beliebig
nahe kommen kann, in jedem Bereich innerhalb F,.

Es sei noch bemerkt, dafi die Reihe (20) in keinem Punkte 2
aukerhalb F, konvergent sein kann. Denn unter dieser Voraus-
setzung miiite die Reihe (19) fir v <o <1 gleichmiiiig kon-
vergieren, withrend z' auBierhalb I2, liegt. Krsetzt man dann «
durch seinen Ausdruck in # — a, so wiirde die erhaltene Reihe
gleichmiifiig konvergieren, wenn z auf einen Bereich innerhalb
des itber der Strecke

me-ah )

als Durchmesser beschriebenen Kreises s beschriinkt wird. Sie
miiBte dementsprechend einen fiir alle Punkte dieses Bereiches
reguliren Funktionszweig darstellen.

Ordnet man jedoch diese Reihe nach steigenden Potenzen
von z — a, was fiir geniigend kleines & — a| immer moglich
ist, so erhilt man eine mit P(xr — @) identische Reihe. Also
wire der in Rede stehende Funktionszweig identisch mit dem
aus B(z — a) hervorgegangenen Zweig. Allein dies ist un-
moglich; denn da z' auberhalb I, liegt, hat dieser Zweig not-
wendig in dem betrachteten Kreise Cy einen singuliren Punkt.

A a. O,
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Der Stern [Iv, ist folglich Konvergenzstern fiir die Reihe
PBo(x — a), die im Innern von 1, den Zweig I'I, (x—«a) der
Funktion I'(z) darstellt. Fir « =1, =0 geht der Stern 14,
m den Konvergenzkreis ¢/ und die Reihe (20) in die Taylorsche
Reihe iiber.

Fiir a'< a enthiilt der Stern 1, den Stern F,, indem
jeder regulire Punkt von I7(z), der auf der Begrenzung von
I, liegt, in das Innere von F,. fillt. Hieraus folgt, dak die
Rethe R..(z — @) in jedem Begrenzungspunkte von I, kon-
vergiert, der regulirer Punkt von I7(z) ist.

Um nun den Stern LY, einer Funktion 7'(2) mit hekanntem

1

Hauptstern zu konstruieren, wollen wir zuniichst '(x) = | — &

setzen. In diesem Falle lautet die Rethe (20):

k ;o [ r—9
ll—}- X ptan 4" Lp—2(aay 40 1?)(" 2 -3 (o
(21) r=I . .

l + ot (azy =1+§3 az(p 4 ax)y—L

=1

Sie stellt einen Zweig von in einem Sterne 74, dar,

1-
den man sehr einfach auf folgende Weise erhiilt:

Der Begrenzungspunkt von I, auf jedem Halbstrahl durch
0 ist der Punkt 2 mit der Koordinate z’, fiir den der ent-
sprechende Kreis (s durch den Punkt 4 mit der Koordinate

z==1 geht. Der Mittelpunkt @ von C; hat die Koordinate

lfi_: 5 der Radius von C; den Wert 1—::4/), Der Punkt o
. . . w0 . .
geniigt folglich der Beziehung: - A-———/). Konstruieren wir
()]

zu 21 den homothetischen Punkt A’ nach dem Verhiiltnis
14~ .

_+, ﬁ, so gilt fiir R:

P

o w0

]‘)’AI o ‘(I)/l. —ﬁ

Sitzungsb. d. math.-phys. KI. Jahrg. 1915, 9



130 G. Mittag-Lefller

A0
Der Ort fir R ist also ein Kreis durch A ( 11 e /}),

der seinen Mittelpunkt auf der Geraden O hat und die
Strecke O A' harmonisch teilt (A’ hat die Koordinate 1 4 /1,>
)

Seine Gleichung lautet:
99 2 1 - /)) - 1 " - .
22) 2+ ;—*—l-‘ = (x=¢& in).

Der zweite Schnittpunkt dieses Kreises mit der reellen
Achse hat die Abszisse — 1 + ﬁ; er riickt auf der negativen
E-Achse ins Unendliche, wenn f sich der Bins niihert.

Der Konvergenzstern I5, der Entwicklung (21) gleicht
also dem Konvergenzstern I, der iterierten Reihe

oA ST z \ot+r
(18) > 3 ‘)‘< - ) s E>2

=0 =0 ,”! y! 1"i"/v !

insoferne er auch ein Kreis ist, der
den Konvergenzkreis im Punkte 2 =1
berithrt und ihn umschliefit. Aber
withrend fiir (18) der Radius des Krei-
ses IJ, den Wert 2 nie iiberschreiten
konnte, kann der Kreis I, fiir die
einfache Reihe (21) einen beliebig
grofien Radius besitzen, sofern nur f
geniigend nahe an 1 gewiihlt wird.
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Wiithrend also der Kreis [ immer im Innern von D liegt,
kann im Gegensatze dazu der Kreis /v, bei geniigender Ver-
kleinerung des a beliehig weit iiher ) hinausreichen.

Nunmehr mige zu dem Falle einer durch die Konstanten
Coe Cps Cpo v ovy € o .. definierten Funktion I'(z — a) mit dem
Hauptstern A iibergegangen werden. Wir bezeichnen auf jedem
Halbstrahl durch O den ersten singuliiren Punkt der Funktion
I'(x — a), den man von € aus erreicht, mit x und beschreiben
um den Punkt
i
—8

als Mittelpunkt cinen Kreis, der durch den Punkt 2 hindurchgeht.

//—(E—a)l

Wir zeichnen nun ebenso zu allen anderen von « aus-
gehenden Halbstrahlen die entsprechenden Kreise. Der inner-
halb aller dieser Kreise gelegene Teil
-— jeder Punkt ein einziges Mal ge-
ziihlt — bildet den Konvergenzstern N
F.,. Strebt p gegen 1, so niihert
sich IY, dem Stern, den Herr Borel

\
spolygone de sommabilité“!) nennt oo -OHP /’
und der seinerseits [f7, enthiilt. \ /

y 4
Diese Tatsache erklirt sich sehr Y
S

einfach. Das Polygon des Herrn Borel
kann durch einen Kreis mit dem
Durchmesser (¢, 2)?) erzeugt werden, wiihrend der Stern 14,
durch den Krels mit dem Durchmesser

(u—(.v—a)i;—j::, m)

erzeugt wird, der sich dem erzeugenden Kreis des Herrn Borel
nithert, wenn /i gegen 1 strebt.

1} ,Lecons sur les séries divergentes®, Kap. IV. Taris 1901
%) G Mittae-Leffler®, .Surla représentation ete., Note 5%, 1004,
Acta Math., Bd. 29, . 116, 154.
9*
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Andrerseits besteht zwischen dem Borelschen Ausdruck:?)

lim }_:(0—(—1' (l)—i-&‘(l,———(l)

wz=w0 »=0

99 @ U),+ w, - I
@) - G @) e B = = ferer@ado;
0
F(z) = ¥ ,) (@ -—a)
und dem Ausdrucke:
Pe(z — a)

N - e, v—1 | .
=0t B [0 e —at g e

e (n—1)(r—2)
31 2!

(20)
pr3ad(x —a) + - + L (z— a)

der wesentliche Unterschied, dafi der erste eine iterierte Reihe
vorstellt, d. h. zwel aufeinander folgende Grenziibergiinge ent-
hiilt, wiithrend der zweite eine einfache Reihe 1st, zu der man
durch ganz elementare Betrachtungen gelangt.

Bisher haben wir drei Ausdriicke, (5), (16), (20), kennen
gelernt, die die Funktion I7(x —a) in Bereichen darstellen,
die grifier sind als der Konvergenzkreis €. In all diesen
Fiillen enthiilt der Hauptstern A die verschiedenen Sterne €,

H A a. O,
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D, I, E,, ohne dat es moglich gewesen wire, die Para-
meter z', & oder a so zu wiihlen, dafy die entsprechenden Sterne
jeden im Innern von A gelegenen Bereich enthalten.

Dieses wichtige Problem wird, wie wir sehen werden,
durch eine Modifikation der Transformation (15) gelost, nim-
lich durch die Substitution:

o

0 — Gy’

worin y einen reellen, passend gewiihlten Parameter bedeutet.

(24) z—a=@z'"—a)

In Ubereinstimmung mit unseren fritheren Formeln lassen
wir dem Werte =1 den Punkt x = &' entsprechen und setzen
daher:

1

(25) «=1—py; p=1—a; 0<a<l,

Betrachten wir zuniichst die erzeugende Figur des Sternes.
Es set:
an
T (1 — puy

=",

Wenn 9 variiert, d. h. wenn » in seiner Ebene den Kreis
um den Anfang mit dem Radius 1 beschreibt, so beschreibt »
die erzeugende I'igur. Diese ist symmetrisch zur reellen Achse;
w==10 eutspricht v =0, w=1 entspricht v =1. Die Kurve
umschlieBt die Strecke (0, 1). Im iibrigen ist hauptsiichlich der
Punkt

E— ., ¢
5 T 1 7.9
(2 —- (ﬁ’)
der 1= —1 entspricht, sowie die Ordinate der Kurve von In-

teresse; es soll gezeigt werden, dali beide mit a gegen Null
streben.  Es ist:

L—fu=1—f¢? = pe=i0,
woraus
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PRTCE EC)
o
o . o . o .
p=-_sin(@+ yO)= _sindcosy O 4 _ siny@cosi
0/ 04 0O
0 0 0

o
3

LG - L0
o?=14p—=2pcosd =1 —p)*+ I-ﬁsm?:») = a’ |4 /:’sm:’;l).
Also 1st:

.
9

2 ST, It
0* >4 sm*
2

a

0?>ar
1
0> al
Nun ist

7

" (24 . (£ .
y <  sindcosy@ 4 - sinyGcosi)
o’ g

Q1 | 001 — 9y .
: a sind « it J

. SN = - - 91/ :
sind cosy @ < g1y COS] 6 = s 21/ /i sin 5 cos,,

2V fsin

a . -
- siny@cosd < sinyGcost) .
0

Wenn y <1 vorausgesetzt wird, so konvergiert der erste
dieser beiden Ausdriicke mit « gegen Null. Der zweite strebt
ebenfalls mit a gegen Null, wenn man von y annimmt, daf
es gleichzeitig gegen Null konvergiert. Wenn man also y=u«a
setzt, so konvergiert 7 gleichzeitic mit « gegen Null, und
zwar gleichmiifiig fir alle 9 (0 < < 2a). Der Punkt

o
= o RN
(‘2 40")

strebt ebenfalls gleichzeitig mit « gegen Null.

cos;
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Man konstruiere nunmehr um die Strecke («, z') als Achse

eine Pigur, die zu der vorhergehenden, durch die Gleichungen
1

f=1—-a; O<a<l; u|=1

. an
T puy
bestimmten Figur idhnlich ist. Dabei soll das Ahnlichkeits-
verhiiltnis gleich z'— @ | sein und es sollen die Punkte a und 2
den Punkten 0 und 1 entsprechen. Dann erhiilt man die Kurve,
die z vermdge der Substitution

(26) z—a= 2" —a)

au

(11— puy

heschreibt, wenn u den Kreis um den Anfangspunkt mit dem
Radius 1 durchliiuft. Diese Kurve, die zur Geraden (a, 2') sym-
metriseh ist, nihert sich der Strecke (¢, '), wenn « nach 0
konvergiert.

Es moge nun auf folgende Weise ein Stern I, erzeugt
werden: Auf jedem von @ ausgehenden Halbstrahl lassen wir
den Punkt 2’ bis zur ersten Lage & gleiten, bei welcher die
dem Punkte z' entsprechende Figur (26) durch einen Begren-
zungspunkt des Hauptsternes geht.

Macht der Halbstrahl eine volle Umdrehung um a, so
erzeugt die jeder dieser Lagen entsprechende Strecke (a, &) den
Stern /.. Man sieht, wenn a nach Null konvergiert, dafi der
Punkt & dem auf dem Strahle a & gelegenen Begrenzungspunkte
von A beliebig nahe kommt, sofern der Begrenzungspunkt im
Yindlichen liegt. Liegt er im Unendlichen, so kann fiir ge-
niigend kleines « der Punkt & beliebig weit von a entfernt
sein.  Mit anderen Worten, ist A ein beliebiger innerhalb A4
gelegener endlicher Bereich, so kann man « stets so klein withlen,
daty 71, den Bereich A in seinem Innern enthiilt.
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Fiir a =1 fillt der Stern I, mit dem Konvergenzkreis U
zusammen.

Die gleichen Betrachtungen, die auf die Substitution

(15) z—a=(2"—a) _“Z;m

Anwendung gefunden hatten, zeigen hier ebenso, dali der Aus-
druck

SH,(z — a)

=+ Y [ @ @—ay 4 ” ”13.“(’1 far ! (o ay-
r=1
(27 v—o  alr —2 y—2) -1 R
(,,(_ i a( )(a‘)(' +1) prar—=2(z — @y 2
(a 1 1 y—— 2
+ —l— 0 ( + )()’_(1)_’.“ e ) /)),,_la (.’l' - ”)J

uBerhalb I, in keinem Punkte konvergiert, aber fiir jeden
ganz innerhalb /1, gelegenen Bereich absolut und gleichmiifiig
konvergiert. Der Stern If, ist also Konvergenzstern fiir den
Ausdruck (27), der im Innern von [/, den Funktionszweig
I'H,(x) darstellt. Dieser Ausdruck stellt also fiir gentigend
kleines « in jedem endlichen innerhalb A gelegenen Bereich
die entsprechenden Werte von I"A(z) dar; fir e =1, f =10
reduziert er sich auf ¥(x —«). Auch die oben fiir die Sub-
stitution (15) gemachten Bemerkungen iiber zwei verschiedene
Sterne £, und £, von der Art, daf a > «’, bleiben hier
giiltig.

Neben der Formel (27) kdunen wir eine andere, von Herrn
Fredholm?') gegebene Formel anfithren, in der die numerischen
Koeffizienten sehr einfach definiert sind:

I Ivar Fredholm, ,Sur la méthode de prolongement analytique de
M. Mittag-Leftler”. (")versigt_; al Kungl, Vet. Ak. Forhandl. 13 mars 1901
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. g X a R (ARl
¢ T2 6 00, - H + 02():'-)—2( H > T

N A z—a\"|p"
(28) y o ‘°?)< H ) +“"< 1 )Jm
H=—log(1—f)

1A1). . (A n—1) =" 4 CE =t oo O 7,

Manu erhiilt diese interessante Formel, wenn man in B (z—«)
die Substitution ausfihrt:

log (1 — Bu)
log (1~ p)’

Die Ausdriicke (27) und (28) haben beide den Nachteil,
dafy thre erzeugenden Figuren (26) und (29) die Halbstrahlen « &
unter einem rechten Winkel schneiden. Die durch sie erzeugten
Sterne schmiegen sich dem Stern A daher weniger an, als
wenn die erzeugende Figur den Begrenzungspuukt des Sternes
unter einem spitzen Winkel erreichen wiirde, den man durch
geniigend kleine Wahl des « beliebig verkleinern kénnte.

Ein solches Resultat kann erzielt werden mit Hilfe der

Substitution: 1) .
i
B0 z—a=@E—ayuc : 0<<a<l,

(29) % — ¢ == (z'— &) 0<p<l.

die eine konforme Abbildung des Kreises '« <1 auf eine
Figur vermittelt, die von zwei beziiglich («,z*) symmetrischen
Spiralenbgen begrenzt wird. Der innere Winkel, uuter dem

1) G. Mittag-Teffler, ,Sur la repré&sentation analytique . . . ..
Note 3% 1900. Acta Math., Bd. 24, S. 229,
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diese herzformige Kurve den Halbstrahl e’ im Punkte &'

schneidet, hat den Wert a;[.

Line andere Losung des Problems liefert die Substitution?)

A+wr—>0—u
a(l 4wy 4 (1— )’

die den Kreis |# <1 auf eine aus zwel Kreisbogen bestehende
Figur abbildet, welche sich im Punkte @ — a(2'—a) und
im Begrenzungspunkte z' des zugehdrigen Sternes unter dem
Winkel ¢z schneiden,

(Bl z—a=(@—a)u 0<a <,

Wenn die Substitutionen (30) und (31) geometrisch an-
schaulicher als die vorhergehenden sind, so fiithren sie dafiir
auf weniger einfache arithmetische Ausdriicke als (27) und (28).
Die numerischen Koeffizienten, die man durch Anwendung
dieser Substitutionen erhiilt, sind in der Tat iiufierst kompliziert.

Um andrerseits strenge zu beweisen, daB die aus den er-
zeugenden Figuren der Substitutionen (30) und (31) gebildeten
Sterne tatsichlich Konvergenzsterne sind, mufi man den voll-
stindig elementaren Rahmen verlassen, innerhalb dessen wir
bisher bleiben konnten.

Da diese Substitutionen die singuliiren Punkte i = — 1
und 2 =1 besitzen, so konnen sie nicht in Potenzreihen nach
u entwickelt werden, die fiir « >1 noch konvergent sind.
Der Welerstraische Satz iiber iterierte Reihen, dessen wir uns
bedient haben, ist daher fiir # =1 nicht mehr anwendbar,

1) A. a. O., Note 3, S. 228, 229,
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sondern nur fiir | <1. Folglich haben wir nicht das Recht,
in dem hervorgegangenen Ausdruck « =1 zu setzen.

Herr Phragmén hat mit Hilfe von Betrachtungen, die der
Theorie der Fourierschen Reihen entlichen sind, gezeigt, wie
man diese Schwierigkeiten iiberwinden kann und daf man wirk-
lich =1 setzen darf.!) Herr Marcel Riesz ist mit Hilfe des
Cauchyschen Integrals zu dem gleichen Ergebnis und sogar
noch zu einem allgemeineren Resultat gelangt.?)

Den Mangel, welchen einerseits (27) und (28) aufwiesen,
indem sie keine so eng an die Strecke («, ') sich anschmie-
gende erzeugende Figuren lieferten wie die Substitutionen (30)
und (31), die verwickelte Rechnung andrerseits, welche die Ver-
wendung von (30) und (31) mit sich bringt, kann man sehr
leicht vermeiden, wenn man als erzeugende Figur die Kurve
wiihlt, die ich schon an anderer Stelle angewandt habe, um
eine Darstellung mit Hilfe des Laplace-Abelschen Integrals
zu erhalten.?®)

Betrachten wir nimlich die Substitution:

(32) v=_1—u); 0<a<l.

Durchliuft « den Kreis mit dem Radius 1 um den An-
fangspunkt, so beschreibt v eine zur reellen Achse symmetrische
Kurve L, die im Anfangspunkte mit der positiven reellen

Achse den Winkel u_,)n einschliefit und die reelle Achse im

Punkte » = 2" unter einem rechten Winkel zum zweiten Male
schneidet. Die Gleichung der Kurve lautet in Polarkoordinaten:
- P\ & ac ast
(33) r = 2¢( cos ;. — <9< )

o 2 2

1) G. Mittag-Leffler, ,Sur la représentation ..., Note 3“. 1900.
Acta Math., Bd. 24, S. 229 - 236.

%) Marcel Riesz, ,Sur un problome d'Abel. (Extrait de deux lettres
i M. G. Mittag-Leftler)*. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
Bd. 80, 1910, 8. 339—345. Siehe die der vorliegenden Arbeit angefiigte
Note: ,Ein Satz des Herrn Marcel Riesz.®

Y G. Mittug-Leffler, ,Sur la représentation ..., Note b, 1901,
Acta Math., Rd. 29, 8,116, 154,



140 (. Mittag-Leftler

Man erhiilt sie unmittelbar, wenn man beachtet, da der
1 9 !
Puankt v mit den Polarkoordinaten , und r*, da identisch mit
dem Punkte 1— u, einen Kreis durch den Anfangspunkt mit
dem Mittelpunkt @ =1 beschreibt.

a:l
/2 AN
=
| o a7 \
7\
\ 4

Fiihrt man also in die Potenzreithe P(z — @) die Sub-
stitution ein:
(34) z—a=(z-—a)(l—1—u"),
so Dbeschreibt die Veriinderliche # um den Halbstrahl a2’
als Achse eine der Kurve (33) ihnliche Kurve, die im

. - ax . .

Punkte 2' mit @z’ den Winkel = bildet und @2’ in dem
Punkte @ — (z'— @) (2* -—1) unter einem rechten Winkel zum

zweiten Male schneidet.

P
A / -t
s 70

= 2 //
- L
X a--a) 2% ) L A
4 7) N

.

In vollstindig analoger Weise, wie wir friither die Sterne
fiir die Substitutionen (15), (26), (29), (30) und (31) konstruiert
haben, erhilt man jetzt einen Stern KX, sowie einen Ausdruck:

' £ c > Co 740 2
SK,(x — a) =¢, +_L 1‘! IV (z — a) + 32' I3 (x — a)?

=1

SR c,' P (2 — (L)"-J,
il
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der K, zum Konvergenzstern besitzt und im Innern von K,
den Funktionszweig I'I, (z) darstellt. Um zu beweisen, daB K,
tatsiichlich Konvergenzstern ist, mull man sich der Methode
des Herrn Phragmén') oder der des Herrn Marcel Riesz?)
bedienen.

Die Koeffizienten (" sind von sehr einfacher Beschaffenheit:

va(l—a)...(l—1—a)

B =1 7!
y(1—»2a(l—2a)--- (12 —1—24q)
frU=92a0 =20 L
- ;L'
Cr(l—w) . v —1—»)ra(l—ra)...(A—1—ra)
- »! B - i '

Alle diese Zahlen /" sind positiv, da die Koeffizienten von

36) 1 -(l—u)y= . w -+ £ (1.”_(1) u? -+ £ (1 —_a)(2—a) wd - -

1! 3!

positiv. sind und folglich auch die der Maclaurinschen Reihe
von [1— (1 —a)*]".

Es ist mir bisher kein Ausdruck bekannt, der gleichzeitig
von beiden Gesichtspunkten aus, dem geometrischen und arith-
metischen, einfacher als der Ausdruck (35) wiire und ebenfalls
allen Anforderungen Geniige leisten wiirde.

Die Entwicklung besitzt noch einen wichtigen Vorzug.

Sei x' ein Begrenzungspunkt des Sternes K. Es sei ferner
a’' < aj ist dann z' ein regulirer Punkt von I7(x—a), so wird
2' in das Innere von K, fallen und der Ausdruck SK. (r —a)
folglich im Punkte z' konvergieren. Ist dagegen 2’ ein sin-
guliirer Punkt von F'(x-— ), so ist dieser Punkt ein Begren-
zungspunkt von A, und von K,. Doch kann es vorkommen,
dai der Funktionszweig I'K, (z — @), wenn & im Innern von
I, gegen o' strebt, sich einem und demselben Werte niihert,
welchen Weg auch die Veriinderliche 2 innerhalb A, duarch-

1) A. a. O. 3 A.a. O,
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liiuft. Unter dieser Voraussetzung ist der Ausdruck I'K, (x—a)
im Punkte 2 =2’ immer konvergent, und die Konvergenz ist
gleichmiifiig fiir jeden Bereich, der z' als Begrenzungspunkt
enthiilt und im itibrigen vollstindig innerhalb X, gelegen ist.

Dieser wichtige Satz, der eine unmittelbare Folgerung aus
dem weiter oben erwiihnten ist, wurde von Herrn Marcel Riesz?)
fiir alle Sterne bewiesen, deren erzeugende Iigur in dem zu-
gehirigen Begrenzungspunkte 2’ des Sternes den Strahl aa’
unter einem spitzen Winkel trifft.

Bevor wir die bisher behandelten Fiille verlassen, sel ein
allgemeiner Satz angefithrt, der fiir alle bisher erhaltenen
Sterne gilt, zu denen wir auch den Konvergenzkreis zihlen
konnen.

Ist

®
> fr (@)
r=0
eine der 1m Vorhergehenden gebildeten Reihen, und liegt der
Punkt 2" aufierhalb des Konvergenzsternes dieser Reihe, so ist
der Grenzwert
_ 3 n
lim >/ (@)
" =aw ,‘.=0
immer unendlich.
Wiire er niimlich endlich, so hiitte man:

" |
S @) | < 6
r=0 |
und folglich
[ @I 26
Die Reihe
ik i
5 f @)
1'=0
wiire fiir 2 <1 konvergent. Ersetzen wir jetzt « durch seinen
Wert in z und 2, so wird der so erhaltene Ausdruck fiir alle
Werte von @ innerhalb der zu dem Punkte 2’ gehtrenden er-

1 A, a. O,
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zeugenden Figur lkonvergent sein. Er stellt also innerhalb
dicses Bereiches einen Funktionszweig dar, der fiir gentigend
kleines 'z' mit dem aus P(z — «a) hervorgegangenen iiberein-
stimmt. Allein dies ist unméglich. Denn da 2’ aufierhalb des
betrachteten Sternes gelegen ist, kann der aus P(z-—a) her-
vorgegangene Funktionszweig nicht fiir alle solchen Werte
von z regulir sein, die moch innerhalh der zu z' gehirenden
erzeugenden Figur, aber aulierhalb des Hauptsternes liegen.
Unsere Behauptung ist damit bewiesen.

Sowohl die verschiedenen Ausdriicke (27), (28) und (35)
als auch die aus den Substitutionen (30) und (31) hervorge-
gangenen Entwicklungen sind alle von der Form:

= ;1 , Cy 9
Se(x—a)=c¢, + >:1 {75&"‘ () 1(! (x— a) -+ £k (a) 51 (z — a)?

37 :
57 + -+ 5 (a) F" (x — a) |,

worin die Koeffizienten 755:') (@) (n=1,2,3,...») ganze rationale
Funktionen eines Parameters a mit numerischen Koeffizienten
hedeuten. Diese Koeffizienten sind unabhingig von der darzu-
stellenden Funktion, d. hi. von den Konstanten ¢y, ¢, ¢, .. 000 .
die in ihrer Gesamtheit die Funktion definieren. Iiir a =
kommt man auf die Taylorsche Reihe zuriick. Wiiklt man
andrerseits a hinreichend klein, so erhiilt man fiir S,(z — «)
einen Konvergenzstern, der jeden gegebenen ganz innerhalb
des Sternes A gelegenen Bereich einschlieft. Diese Tatsache
legt uns die Frage nahe, ob es nicht moglich ist, einen Aus-
druck S(xz —a) von der gleichen Form wie S,(z—«) zu finden.
der nicht mehr von dem Parameter « abhingt und fiir den
der Stern A Konvergenzstern ist. Wie wir sehen werden, Lilt
sich dieses Problem in vollkommen elementarer Weise beant-
worten, wenn man die Forderung, dafi 4 Konvergenzstern sein
soll, fallen lifit, indem man nur die Bedingung beibehiilt, dal
Sz a) gleichmiifiig fir jeden innerhalh A gelegenen Bereich
konvergieren soll und auf die Divergenz von S(z—a) in jedem
Punkte aufierhalb A Verzieht leistet.
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Sei niimlich % eine gegebene positive gauze Zahl. Dann
definieren wir einen Stern [, auf folgende Weise. Is werde
ein beliebiger von « ausgehender Halbstrahl [ fixiert. Bezeichnet
man mit ¢, eine geniigend kleine positive Grofe und trigt man
auf dem Halbstrahl von « aus die Liinge (n—1)0, ab, so
wird jeder Kreis mit dem Radius ¢, der um einen beliebigen
Punkt dieser Strecke beschrieben ist, dem Hauptstern 4 an-
gehiren. Bezeichnet man mit I, die obere Grenze der o,
trigt auf [ die Linge n I}, ab und lifit / ym « eine ganze
Umdrehung machen, so erhiilt man den Stern £,. Man sieht,
dali der Stern F, der Kreis C ist, ferner dafi der Stern F,
den Stern I, _, enthiilt, und dat alle Sterne E,, I1,, I, ...
dem Stern 4 angehoren.

Man sieht leicht,') dal man immer # so grofi wihlen
kann, daB £, in seinem Innern jeden innerhalb A gelegenen
Bereich X enthiilt.

Es sei &, ein neuer, zu I, konzentrischer und iihnlicher
Stern, der durch einen Halbstrahl von der Liinge no, 0 = O,
0 <O <1, erzeugt werden soll. Ks liegt auf der Hand, dak
man Immer @ gentigend nahe an 1 wiihlen kann um zu er-
reichen, dafi jeder im Innern von 14, gelegene Bereich in das
Innere von &, fillt.?2)

Es werde nun mit g die obere Grenze von IS, (xz — a)
bezeichnet, wenn z dem Stern &, angehért. Es sel ferner & eine
Grofe, deren absoluter Betrag & gleich o ist und es bedeute
E(w=1,2,...n—1) eine Folge von Punkten auf dem
gleichen Halbstrahl, von der Eigenschaft, daf die Entfernung
zweler Punkte &,4; und £, den Wert o nicht iiberschreitet
und daf die Entfernung zwischen &,_; und dem Begrenzungs-
punkt von &, auf diesem Halbstrahl nicht klemner als ¢ sein
soll. Unter diesen Voraussetzungen gilt, wenn z dem Stern &,
angehort:

) Vgl G. Mittag-Leffler, ,Sur la représentation . . .“. 1890,
Acta Mathematica, Bd. 23, 8. 50/51.

4 Al a. O,
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-ZWL(‘W £ — (l) - ]'v((:)‘n (En -1 + ‘S) == 2 F(Z‘) (5:: -1).5;'l

= L1
i FRAICENEIRS
Daher ist nach dem Cauchy-Weierstrafischen Satz:
|
p F ) <geh.

Fiihrt man jetzt eine neue Grofie & ein, deren absoluter
Betrag &' gleich 9o ist (0 <9 < 1), so erhiilt man:

;1' T (£, ) &R < g,
N

Setzt man andrerseits &, =&, - &, so ist

1 -
Jﬂ(?i] (‘s 1) § M — 2) ; 11V(/1+/2) (E 2) {92 5’11‘
ig=0 71" Ay
Folglich:
1 . ‘ .
IRy 'F(/.ri‘/'g) (§”~2)§111 <,_(/19/'1Q“/-2
1, 25! |
ey : Fla-29) (&:"_2) 5:;,1_‘_;_2 <g0;71+22
gt feg
3 "‘71 Patin (&, _g) gt g call
/‘.9—_—0"'1!}»'2! l 1 1)
o ® 1 R  gmitl
e z > YR vF(“_*-@(Sn 2) EMtin <y- : 02
q=my4-1 dp=0 “1° /y__,, (1 . 1))_
und ebenso
19/1+7112+1

w0

> ;‘. T s, g < T
lo=mg+41 ”"

myq 1 ) . l?l112+1 1-’!9""+l
9 ) (£ G) Yt
@ = L A Ly! (Eu-2)¢ <‘(/1.- B E— |

i4=0 Jg=mg-1 1°

< Pre+1
Ta - gy
10

Sitzungsh. d. math.-phys. K1 Jahrg, 1915,
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Setzt man
l Fk‘n (Cn—l + C,' ) == ]’ ©On (5,1 -2 -/ —I— El)
40 my my , , )
( ) ZJO 24 ; [«(/1+/2)(S, )5214-/..3 + & _|_ Sin
lg=

La o 1 .
g =13 X A0 FOatin (g, ) &htia
lg=my1 g=0 "1°* "2

my w0 1 . ) . . A
£ =3 3 S Fa+ia (5. —2) Ehatla

=0 Jg=mp41 "1 T2°

(41)

so 1st also

) Hm+1

& STy
Prmat1

EIR e

Verfihrt man nun mit F¢t72 (&, _y) ebenso wie friiher
mit F¢0(§, 1), so erhilt man durch Einfihrung ven

FOitiatia) (& 0
die Gleichung:

[F&. (fumr + &) =Ft-"m ot &+ E)=FE (st &+E+E)
('Lz) my my my
=3 B X izl e G Etet b e et

74=0 Jg=0 ig=0

wo

my my

1 .
43) &=Y% % ¥ IRE RN 47 (En—g) il
=0 ip=0 Jg=mz4-1 Ay

und
a1

BS9 Ty

Fihrt man in dieser Weise fort, so gelangt man schliefi-
lich zu der Formel:
(44) Ié,(x —a) =

ny g My

1 R Atiot - dy,
L L L / ‘ ) ' - 1’1(/1-}—/0 |—...7.") ((,) <‘l’ >

i=0 ;,_,_0 =0 ! (.

' +'1+£2+"'+£"1
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WO
Gmit1
“SI gy
Yo+l
Ca : < f a\2
(45) ST gy
l,)‘mn 41
En < g (l - 'l()‘)”.

Bezeichnet man mit 6 eine beliebig kleine positive Grofe,
so erhiilt man also durch geniigende Vergrofierung der Zahlen
My, My, « . ., 01, fir jeden im Innern des Sternes F, gelegenen
Bereich X die Beziehung:

(46) FE,(z—a)—

ny my My 1

Y 1 Wl ‘(;- +;-2+"‘.-1)
D R S RO RN N /L(a')<

l4=0 29=0 lp=0Tr e fn

<94.

x—a\tiat oy
7 nﬁ>

Zwar wurde diese Ungleichung nur unter der Voraus-
setzung bewiesen, dafi X einem zu &, konzentrischen und
ihnlichen Stern &!” angehirt, der in seinem Innern gelegen
ist und durch einen Halbstrahl von der Linge

no', o' =90 (0 <Y <1)

erzeugt wird. Man sieht indessen, wenn man die beiden
Grogen ¢ und @ dem Werte 1 sich gentigend nidhern laBt, daf3
die Ungleichung fiir jeden zu F, konzentrischen und dhnlichen
Stern und folglich fiir jeden innerhallh F, gelegenen Bereich X
richtig ist.

Setzt man

(47) My =My ==L Dy =

so verwandelt sich die Ungleichung (46) in?)

1) Vgl. G. Mittag-Leffler, ,Sur la veprésentation analytique
d'une branche uniforme d'une fonction monogene, Note 2. 1900. Acta
Mathematica, Bd. 24, S, 201,

10*
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(48) FE (& — a) =
m m n 1 P . x—a P T SRR
g —\ — (Y I Wasthg 4= - - 2)
inip XU TEEED M Sy 3 e ' (“)< n ) '

W0 7,20 Jp=0 2,=0 /~1 chge . }.,l

Die rechte Seite dieser Gleichung konvergiert gleichmiifiig
fiir jeden Bereich X im Innern von ZF, und stellt folglich
FE,(x —a) in einem solchen Bereich dar.

Von der Formel (48) gelangt man leicht zu einem fiir
jeden Bereich nnerhalb des Sternes A giiltigen Ausdruck.

Da nimlich m, =m gesetzt wurde (n=1, 2, . . . m),
so Ist

g | <l -,
und folglich
- Pm+1 9 \",
(49) &+ ley [+ legl+--- e <n|g,,'=72{/a:r)n=7zy (1—19) o
p=m-41—n.

Wir hatten vorausgesetzt, dak  eine positive Grie sein
soll, die dem Werte 1 beliebig nahe kommen darf. Also wiichst

9
= 1—

iiber alle Grenzen, wenn +J nach 1 strebt.
Setzen wir nun

9
p = Ty = log o (w),

wo o (n) eine reelle positive, mit » uubegrenzt wachsende
Grike sein soll, so erhalten wir:

1 1+ 1

9 log o (1)

~nflogfi  flogn
V4 »

V4

; 1
filog
nprIr = ¢ B 8

;o p=m4 11—

Setzt man

(h0) o om=non),
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1 1
Z=na ) (1 + now@) o (n)) !
[logn e nplogfi
2 p

so sicht man, daf3 nach Null konvergieren,

1
wenn 7 unbegrenzt wiichst, wihrend ﬂlog den Grenzwert 1

annimmt und £ glelchzeltlo' mit » iiber alle Grenzen wiichst.

Fithrt man nun in der Gleichung (48) fiir m die erste
ganze Zahl groBer als no(n) ein, so verwandelt sich diese
Gleichung in die Relation:

(O FA(@—a)=

m i m

1 a0 £ ——a\ et
lim ¥ >- L — ‘14(/-1+7-2+ ) )((t)( )

N=O 50 je=0 Al

(m = erste ganze Zahl groier als now (n)),

deren rechte Seite gleichmiiftig und absolut in jedem inner-
halb des Sterns A4 gelegenen Bereich konvergiert.!) Die Aus-

1) Vgl. G. Mittag-Leffler, ,Om den analytiska framstillningen
af en allmiin monogen funktion*. 11 maj 1898. Ofversigt af Kgl. Vet.
Ak. Forhandl. Stockholm 1898. _

A.a. O, G. Mittag-Leffler, ,Sur la représentation analytique
d'une branche uniforme d'une fonction monogéne. 1899. Acta Math.,
Bd. 28, S. 60.

Der Ausdruck
ni nin o 5 )
3 .. 1 i iat e ) ((l)(w :_v(%>"i+/'2+"""

; _0}.,!7.2!...7.7:! "
o =

1)

g

74

den man in diesen Arbeiten findet und der unter anderem in den fol-
genden Werken wiedergegeben ist:

Fmile Borel,  Lecons sur les séries divergentes“. Paris 1901
(Gauthier-Villars). Kap.V, S.156—172;

G. Vivanti, ,Theorie der eindeutigen analytischen Funk-
tionen‘. Umarbeitung unter Mitwirkung des Verfassers, deutsch
heransgegeben v, A, Gutzmer, Leipzig 1906 (B. G. Teubner), S. 351--364;

ist viel weniger einfuch als der Ausdruck (51). Dieser ergibt sich iiber-
dies fast unmittelbur wus den ersten Grundbegriffen der Theorie der
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driicke (48) und (51) haben beide die Form von Grenzwerten.
Es ist evident, dafi man sie in Rethen umformen kann, deren
einzelne Glieder Polynome in # — a sind. Bezeichnet man die
rechte Seite jedes dieser Ausdriicke mit S, (x), so wird die
entsprechende Reihe

(5:-‘) I«'(a) + ):0 (‘Snz—{-l (1’) - Sm (‘1/‘))

m=

Kehren wir andrerseits zuriick zu unseren Ausdriicken

S.(z—a)=c, + 2 (755”’ () ;" (& —a) + kP (a) 32' (x — a)?
r=1 . 4.

(37) Vo G , ,
+ - F B (a) - (@—a)); E(a)=0 fir x>,

so sieht man, dali diese in der Form geschrieben werden kdnnen:

Sc(x—a) = ¢, + lim (h(l'”’ (a) % (x—a) 4+ I () ;" (x — a)*

m=ow
o , c
(;):S) —+ - /,E")“) ((l) H,l“;_ (.E I (’l’)m)

I (@) = K0 () + B+ (@) - k9 ()
I (a) = 0 fidr m < g
analytischen Funktionen nach Weierstraly, wihrend die Herleitung des
anderen Ausdrucks, obgleich auf denselben Grundlagen beruhend, recht
weitliufig war.
Es ist noch zu bemerkern, daf man durchaus nicht leichter ans

. 1 .
Ziel gelangt, wenn man zuniichst fiir = den Ausdruck herleitet und

dann zu dem allgemeinen Falle mit Hilfe des Cauchyschen Integrals
iibergeht. Dies bedeutet im Gegenteil einen nutzlosen Umweg. Die Ab-
leitung fiir den Ausdruck (51) ist vollkommen identisch mit derjenigen,

. . £ 1
die erforderlich wiire, um das entsprechende Resultat fiir 1= erhalten,
—

(Vgl. das Buch von Herrn Jacques Hadamard, ,La série de Taylor
et son prolongement analytique®. Seientia, Mai 1901, S.55-60.

G. Mittag-Leffler, ,Sur la représentation arithmétique des fone-
tions analytiques générales d'une variable complexe.“ Atti de [V Congresso
internaz. dei matematici, Roma, 6 -11 Aprile 1908. Roma 1909, 8. 75.)
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Ganz ebenso, wie wir verfuhren, um den Ausdruck

(1) FA(@x—a) =
m e m 1

: — \ 11(’1+/2+ /u‘ J)’___(f ;.l+;.2+“';.”
lim >3 >3 212,0 ] (")( e

N=L J0=0 Jg=0  7,=0"1

zu erhalten, kann man auch leicht eine Beziehung zwischen a
und der ganzen positiven Zahl m aufstellen, derart, dafi (53)
fiir jeden inmerhalb A gelegenen Bereich kouvergiert. Wir
legen der erzeugenden Funktion f(u | «) die gleichen Bedingungen
auf wie in den Fillen

(26) [ a) = 1_“’;&7

nimlich: es soll f(0'a) =0, f(l'a) =1, f(x 1) =u sein, es
soll ferner f(u «) fiir alle Punkte des Kreises w/<1 regulir
bleiben und das durch f(u ) vermittelte Bild dieses Kreises

soll die Strecke (0,1) immer enger umschmiegen, wenn a nach
Null strebt.

Unter diesen Bedinguungen ist

Fo((z'— a)f(u[a)),‘_(,

Flz'—a)fula) = L e
(54) gy .
FOz' —a)f(u o)) = ™. ((x,;—_z_‘g) f,(ui)) .

A
+

=4

als 1, aber geniigend nahe an 1 ist, so ist nach dem Cauchy-
WeterstraBischen Satz:

Da diese Reihe fiir u|=p konvergiert, wenn p grofer

(IO (2 —a) (i a)u=gq 1
D SN it < Ve o
gor 9= <!

»!
und folglich

FoO (@' —a)f(u a)),,=0 PJut1 9D

’2\ — f)m
- RS il

W
=m-1 i
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Man setze nun:

1
o = 5 W= mn
n’ (),
wo (n) eine positive Grie ist, die gleichzeitic mit n iiber
alle Grenzen wiichst. Wiihlen wir o () so, daB
1

« B )3

2 o—_ DRE!

l) e w(n ,
so erhalten wir:

m

i o 1
<om; gm=e o= owt

1—49
Folglich strebt der absolute Wert von
o Oz — a) (4 a))u=o
p

y!

& =

v=m 41
nach Null, wenn #% ins Unendliche wiichst, und man erhilt
die Gleichung:

n=w v=1

“(""( )2'(” @yt +’f£::°( )c («c>)

(m = erste ganze Zahl grober als o (1)),

) . m 1
FA@—a)=c¢,+lim 2 [7"‘( )?’!(x a)—}—k(’)( >‘)'(,v a)’

deren rechte Seite absolut und gleichmiiig fiir jeden im Innern
des Hauptsterns A gelegenen Bereich konvergiert.

Wie schon hervorgehoben wurde, besteht ein wesentlicher
Unterschied zwischen den zuerst erhaltenen Ausdriicken (37)
und (53) und den neuen Ausdriicken (48), (51) und (55). Die
ersteren besitzen, wie wir gesehen haben, einen Konvergenz-
stern, der sich A beliebig niihert, wenn ein gewisser Para-
meter « nach Null strebt. In diesem Falle konvergiert der
Ausdruck fiir jeden innerhalb des Konvergenzsterns gelegenen
Bereich gleichmifig, divergiert dagegen in jedem Punkt aufer-
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halb des Sterns. Im zweiten Falle konvergieren zwar die Aus-
driicke fiir jeden Bereich im Iunern von A, aber die Be-
dingung, daf in jedem Punkte auferhalb Divergenz bestehen
soll, wurde unterdriiclkt.

Man kennt seit der im Jahre 1880 verdffentlichten Arbeit
von Weierstrafi ,Zur Funktionenlehre?!) den wesentlichen Unter-
schied, der zwischen einem arithmetischen Ausdruck?) und der
analytischen Funktion besteht. Man kann es geradezu als die
allgemeine Regel bezeichnen, dafi ein arithmetischer Ausdruck
verschiedene analytische Funktionen darstellt, und als be-
merkenswerte Ausnahme, wenn der Ausdruck nur ein und den-
selben Funktionszweig darstellt, aber aufierhalb eines gewissen
Bereiches keinen Sinn mehr besitzt. Gerade dieser letztere
Fall liegt bei der Taylorschen Reihe und ebenso bei (37)
und (53) vor. Iunsoferne also diese Ausdriicke diese wesent-
liche Eigenschaft der Taylorschen Reihe aufweisen, stellen sie
eine wirkliche Verallgemeinerung dieser Reihe dar.

Was nun andrerseits die Ausdriicke (48), (51) und (55)
betrifft, so liegt gar nichts besonders Bemerkenswertes in der
Tatsache, dali sie aullerhalh A bei passender Wahl der Kon-
stanten ¢y, ¢,, ¢, ... ¢, ... konvergieren konnen. Man kann
tatsiichlich Ausdriicke dieser Art bilden, die fiir Kontinuen
auBierhalb A konvergent sind und fiir diese Kontinuen analy-
tische Funktionen darstellen, die mit der
durch die Konstanten ¢;, ¢,. ¢, . . . ¢, . ..
definierten Funktion nichts zu tun haben,

Hs ist sogar der I'all nicht ausgeschlos- &~
sen, dafi ein solcher Ausdruck gleich- = L
miifiig fiir einen zweidimensionalen Be- D‘;grgger:reennz]t;:;egessugdtefsge

1) Monatsber. . Kgl. Akad. d. Wiss. vom 12. Ang. 1880. Weier-
strafy, Werke, Bd. 2, S, 201-—-233.

%) Die Bezeichnung ,arithmetischer Ausdruck® im Gegensatz zu jana-
lytische Funktion® findet sich bei Weierstrafi nicht. Sie wurde in diesem
Sinne anscheinend das erste Mal in der Abhandlung: ,Sur la représen-
tation des fonetions monogénes uniformes .. .° von (. Mittag-leffler
angewendet. Acta Math., Bd. 4, 8. 1-79.
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reich konvergiert, der zum Teil in das Innere, zum Teil in das
AubBere des Sterns A fillt. (Die schraffierte Figur.) Fr wiirde
also fiir diesen Bereich eine Fortsetzung des I'unktionszweiges
FA(z) darstellen. Man kann auch erreichen, dali ein solcher
Ausdruck bei passender Wahl der Konstanten co, Cyy Cove Giu
auf einem Abschnitt eines Halbstrahls gleichmiiiig konver 0‘1e1t
der vom Anfangspunkt ausgehend beliebig weit iiber den Be-
grenzungspunkt des Sterns hinausreicht, und auf diesem Ab-
schnitt eine stetige Folge von Werten annimmt; dabei konnen
die Werte, die dem aufierhalb des Sterns gelegenen Teil ent-
sprechen, in vollkommen willkiirlicher Weise gewihlt werden.

Nichtsdestoweriger scheint es beim ersten Blick nicht aus-
geschlossen, dai Ausdriicke von der Form

lim G (x; n)

n=nwo
(G (r; n) = ganze rationale Funktion von z, deren Glieder sich
von ¢, ¢, %, ¢,z%, ... nur um numerische Faktoren unter-

scheiden, die von dem Parameter n abhiingen.) existieren, fiir
welche der Stern A immer Konvergenzstern bleibt, gleichviel,
wie man die Konstanten ¢, ¢, ¢,, ... ¢, ... auch wiihlt. Herr
Borel hat durch eine tiefgehende Untersuchung gezeigt, dafs
dies nicht der Fall ist.!) Herr Phragmén ist noch weiter ge-
gangen, indem er zeigte, dafi es auch dann nicht der Fall sein
kann, wenn man unter Gf(z:n) ein ganze transzendente Funk-
tion versteht.

7Zu diesem bemerkenswerten Resultat kann man auf fol-
gende Weise gelangen.

Wir setzen voraus, es sel
(56) I'A(x) = lim L(r m)

W= g = 0

wo o reell und positiv ist und die (v, ®) numerische Koefti-

zienten bedeuten, die von » und o abhiingen, wihrend die
Reihe

1} Lecons sur les séries divergentes.® Paris 1901, (Grauthier-Villars.)
S. 172—175.
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@ c;

S0

=0 i

fiir jeden positiven Wert von o eine in Bezug auf x stets
konvergente Reihe sein soll. Ks wird ferner angenommen, dak
die obere Grenze von

fiir jeden endlichen Bereich von o, z endlich ist.
Wir setzen

(B7) Gz;w)= f(r, w)z” (stets konvergente Reihe), d. h.
=0

(58) = lim & (z; ).

l—z ==
Der Hauptstern dieser Funktion ist die ganze Ebene aufier
der Geraden (1, ).

Es werde andrerseits angenommen, dali der Hauptstern
der durch die Konstanten ¢,, ¢, ¢,, ... ¢, .. definierten Funk-
tion der Kreis x| <1 ist und dafi diese Funktion auf folgende
Weise definiert werde,

Wir wiihlen auf der Peripherie des Kreises die Punkte
a, =% (q=1,2,3,..) in der Art, dat sie eine auf dem
Kreisumfang iiberall dichte Menge bilden, dal indessen die
Punkte £ =1 und & = —1 nicht zu ihnen gehdren.

Wir nehmen ferner positive Grofen A,(¢ =1, 2, 3,...)
derart an, daf

die Reihe ijA,, konvergiert.
q=1

Aus diesen beiden Voraussetzungen schliefit man mit Hilfe
des Weierstralischen Satzes iiber iterierte Reihen die Gleichung:

»

5 3 A’[,‘ = i (EA'/“,—") z,
(‘)9) 11:11*‘14 ry=0 Vqg=1 :
a,
deren rechte und linke Seite Dbeide mindestens fiir a <1
konvergieren.
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Man kann indessen auch folgern, dafi der Kreis | <1
der Hauptstern dieser beiden Ausdriicke ist. Um dies einzu-
sehen, fixieren wir einen der Punkte a,, etwa a, = ¢ 7. Setzt
man x =7'('i(')1’, r <1, so erhiilt man:

11[, A
P = /LN v (D )
= + X 1 — 59
a,
wobei die Summe auf der rechten Seite sich iiber alle Glieder
auBier dem pte® erstreckt. Der reelle Teil der rechten Seite ist:

1 —1rcos(@, —0,)
!sin? (Op — 0y) + (1 — cos (6, — OY)*’

4‘1 p

1, T EN

Jeder dieser Terme ist positiv. Dieser reelle Teil wiichst
daher unbegrenzt, wenn z auf einem Radius ré'® sich dem
Punkte @, niihert. Andrerseits sind diese Punkte auf dem Um-
fang des Kreises x <1 iiberall dicht. Xs ist daher unmog-
lich, (59) iiber den Kreis hinaus fortzusetzen, der folglich den
Hauptstern von (59) vorstellt.

Nunmehr unterwerfen wir die A, zwei neuen Bedingungen:

1. Die Reihe 4,

sin O,

>
g=1
soll konvergent sein.
Man zieht aus dieser neuen Voraussetzung eine wichtige
Folgerung. Ist nimlich # reell und positiv, so ist

1_‘”.___ 1—.’I?COS(')q+ixSin@q.= I/I—beos(")q—{-xg

4y
=1/sin% 0, + (x — cos O,)*.
Die rechte Seite dieser Gleichung nimmt ihr Minimum fiir
z=cos@, an und wird in diesem Falle gleich sin®, .

Die Reihe
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ist folglich gleichmiifiig konvergent fiir jeden Bereich 0 <z <X
wenn X eine beliebige positive Grofie bedeutet.

2. Sei ¢ eine feste Zahl. Dann hat, wie man leicht sieht,
der absolute Wert

fiir 0<z<X und 0 <o immer eine endliche obere Grenze /.
In der Tat, bezeichnet man mit o eine beliebig kleine
Zahl, so kann man immer eine GriBe w so grofi bestimmen, daf;

s, (;(”; m)1<<§; o>,
aq
a, |

Andrerseits hat
L - —G(x;m> Co<lo
1 e ay
a,
in Anbetracht der iiber die @, und iiber ((z; w) gemachten
Voraussetzungen eine endliche obere Grenze.
Unsere zweite Bedingung soll jetzt lauten:
Die Reihe -
> 4, M,

g=1
konvergiere.

Aus diesen verschiedenen Voraussetzungen folgt, dafi die

Reihe 1
:‘ A B ; ( : )
g=1 ! 1 x S\ ’ ’

a, /

wo o einen beliehigen positiven Wert haben soll, gleichmiifiig
fiir jeden Bereich 0 <z <X konvergiert und daf

. » 1
lim 3y 4, — G (x; (/)) =90,
= x o,

g=1 1 . 1

aq
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Man erhilt daher:

m=x

(60)  lim }_,A(T( ; ):2 A o<a<x.
q

g=1

Nun ist (vgl. (57)):

46 (210) =5 400 (2)-

g=1 g=1 »=0

Fiwr festes w und beliebiges ¢ besitzt der absolute Wert

von (r(x : m) fiir @ < It (I sel eine beliebige positive Grijke)
eine bestimmte endliche obere Grenze.

Da die Reihe Y3 4, konvergiert, so ist die Reihe

g=1

® x
A, < ] m>
= a,

fiir z| < R gleichmiiBig konvergent.

Setzt man also

(61) V' = }_, dyarr (vgl. (59)),
=i
so ist !

LA (x< ,m> }_,(r 0)) zy oz < (vgl. (B7))

g=1 =0

und man erhiilt

O

3 4y = lim }_,( ())
. -— = v, €
(62) =11 & e=< T
i

Dieser Ausdruck hat den Kreis |z| << 1 als Hauptstern.
Er stellt im Innern desselben den Funktionszweig I'A(x) dar
(vgl. (56)), der durch die Reihe

3 e (vgl. (59), (61)

1
’
1'..—..]’ :
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definiert ist, und konvergiert nicht allein im Innern des Haupt-
sternes A, sondern er ist sogar fiir jeden Bereich 0 <z <X
gleichmiifiig konvergent, wo X eine beliebig grofie positive Zahl
bedeutet.

Die Ergiinzung des Borelschen Satzes durch Herrn Phragmén
ist von Bedeutung. Man kann tatsiichlich sehr elegante Aus-
driicke vom Typus (56) bilden, die I"A4 (x)*') darstellen. Man
mufite daher fragen, ob es nicht hier moglich wiire, was im
Falle des Herrn Borel

T .
ulllgl‘n ’E_,O(v, n) o (—a)

nicht anging, niimlich Ausdriicke von der Form (56) zu finden,
die nirgends aufierhalb A konvergent sind.

Das eben behandelte Problem hat nichts zu tun mit einem
anderen, von welchem Herr Borel eine interessante Lisung
gefunden hat.?) Kr weist durch ein sehr sinnreiches Beispiel
die Existenz analytischer Funktionen nach, die eine auf natiir-
liche Weise definierte lineare Fortsetzung {iber ihren Existenz-
bereich hinaus besitzen. Um zu diesem Hrgebnis zu gelangen,
mufi man den Begriff der Derivierten erweitern. Man geht
niimlich nicht mehr durch alle Punkte in der Umgebung eines
bestimmten Punktes zur Grenze iiber, sondern nur durch solche
Punkte, die eine auf gewisse Weise definierte, tiberall dichte
Menge bilden. Das Wesentliche ist, dafi die Funktion in ihrem
ganzen Kxistenzbereich durch die Gesamtheit ihrer Derivierten
in einem bestimmten Punkt eindeutig gegeben ist. Kennt man

1) Beispielsweise :

. c ¢

Fa@ =lim (\‘10'*7(‘.1’)1!'1t'l"'""(a.z')z.'z!""2 +"'>; ‘=
siehe Mittag-Leffler, ,Sur la représentation arithmétique des fone-
tions analytiques générales d’une variable complexe.* Atti del 1V Con-
gresso internaz. dei Matematici. Roma, 6—11 Aprile 1908, S. 82.

%) Emile Borel, ,Définition et domaine d’existence des fonctions
monogeénes uniformes.  Proceedings of the fifth international congress
of Mathematics, vol. 1, S. 1353—144.
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diese Ableitungen, so ist die Funktion vollstindig gegeben,
ganz wie es bei den analytischen Funktionen der Fall ist.

Ungeachtet des Interesses, das dieser neue (edanke des
Herrn Borel erweckt, erscheint es mir nicht angebracht, hierin
den Ausgangspunkt einer neuen Theorie der analytischen Funk-
tionen zu erblicken, welche allgemeiner als die klassische Theorie
wire und diese als Spezialfall enthielte. Man miiite hiefiir
zeigen konnen, dal3 die Funktionen des Herrn Borel in natiir-
licher Weise in einem von der Wissenschaft selbst gestellten
Problem auftreten und keine kiinstliche Konstruktion sind, wie
es so viele in den entlegenen Gebieten der allgemeinen Theorie
der (nicht analytischen) Funktionen gibt.

Herr Borel hat gezeigt, daB seine Funktion durch einen
B lim G (x5 )

m=w
(G (z;m) = ganze rationale Funktion mit dem Parameter m.)
dargestellt wird, der nicht nur im Innern des Hauptsterns
Giltigkeit besitzt, sondern auch fiir die linearen Fortsetzungen
der Funktion, die in der von ihm angegebenen Weise ge-
bildet werden.

Indessen hat er, wie es scheint, nicht gezeigt, dafi sein
Ausdruck keine andere Folge von Werten darstellen kann, die
mit der urspriinglich gegebenen Funktion nichts zu tun haben.

Aber gerade diese Frage erhebt sich hier wieder, ob man
einen nur im Existenzbereich der Funktion konvergenten Aus-
druck bilden kann, in den von der Funktion nur die Kon-
stanten ¢y, ¢, ¢, ... ¢, ... eingehen, die der einzigen Bedingung

genligen sollen, dafi .
lim / c,
y = ® ]
Vs

endlich ist. Wiirde ein solcher Ausdruck existieren, der gleich-
zeitig vom formalen Gesichtspunkte aus einfach genug wiire,
so konnte man die Potenzreihe als Ausgangspunkt der Theorie
der analytischen Funktionen verlassen und durch diesen neuen,
vollkommeneren Begriff' ersetzen.
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Anhang.

Ein Satz des Herrn Marcel Riesz.

JEs bedeute F'(2) eine Funktion der komplexen Veriinder-
lichen 2, die in dem Sterne D

f <R (RS
f{)-<arg(z—1)<2n— ) ((0 <9< ~§>

einschlieBlich der Begrenzung stetig und in demselben Bereiche
mit Ausnahme des Punkte 2 =1 regulir ist.

Unter dieser Voraussetzung ist die Reihe
a, a2t a4 -

die im Innern des Konvergenzkreises U'( 2| =1) die Funktion F'(2)
darstellt, in dem Bereiche z| <1 gleichmiiiig konvergent.*

Die Begrenzung des Sterns D wird oftenbar von einem
Kreisbogen mit dem Radius £ und zwei vom Punkte & =1
ausgehenden Strecken gebildet. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit des Satzes konnen wir (1) = 0 annehmen. Is
werde nun mit " eine Figur von gleicher Gestalt wie D) be-
zeichnet, bei der der Kreisbogen mit dem Radius I durch
einen Kreishogen vom Radius » (1 <r < ) ersetzt ist, den
wir auf folgende Weise bestimmen:

Sitzungsb. d. math.-phys. K1, Jahrg. 1915, 11
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Wir bezeichnen mit & eine beliebig kleine Grike und
withlen » so nahe an 1, dafi auf dem geradlinigen Teile der
Figur I .

° | Fe)| <e.

Die Schnittpunkte der geradlinigen Teile der Begrenzung
von I" mit dem Kreisbogen vom Radius » bezeichnen wir mit
und 2.

Dann sagt ein bekannter Satz Cauchys:

1 F(z) 1 F(z Fe)
n = QniJ‘énﬁ—J dz _:z'ni[fzn—}-l dz+ J\,\n+l =

2
~1

o
+f{:g~1 ”}'
Nun 1st
F(e) . dz| c d|z| |de
[ Ear < f e e o
1 1

f L 1
cosa) zn+1 7 qcosd 2|

£
F()dz & 1
J‘_ gt ! <nco-s'z")b<1— ;1-")

8

und ebenso

Bezeichnen wir die obere Grenze von |F(¢)| in dem
Sterne ) mit ¢, so ist noch

£y
1 F(z) Is 1] 1 n
2 J et OF S =Y
£1
Versteht man unter o eine neue beliebig kleme positive

Grotie, so ist fiir geniigend grofies n:

yn<(5

g0



Uber die analytische Darstellung ete. 163

und folglich:
1 [ Fe) 5
'.Znérf,s""'rl e < n’
£

Man erkennt also, dai
ay < ; , soferne n > N,

wenn ¢ beliebig klein und N hinreichend grof gewiihlt ist.?)

Es folgt nunmehr aus dem Tauberschen Satz,?) dab die
Gleichung stattfindet

@
Ma,at = I'(z

n=0

1) Dieser von Herrn Hardy gegebene Beweis wurde mir von Herrn
Marcel Riesz mitgeteilt.
2) Tauber, ,Ein Satz aus der Theorie der unendlichen Reihen.*
Monatshefte fir Mathematik und Physik, Bd. 8, 1897, S. 274—275.
Es sei eine Potenzreihe
o
] —_ N\ 7
Fley= k, an
n==0
gegeben, fiir die )
limnk, =0.
n=x
s werde ferner vorausgesetzt, dal I'(x) gegen einen bestimmten, mit
I'{z) bezeichneten Grenzwert konvergiert, wenn @ liings eines Radius
gegen den auf dem Kreisumfang 2/ =1 gelegenen Punkt z strebt. Unter
diesen Voraussetzungen konvergiert die Reihe

©w
oF
Dk, an
n=0
gegen den Wert I7(z). Ist die zweite Bedingung fiir eine Punktmenge
des Kreismmmfanges 2z =1 gleichmiibig erfiillt, so ist die Konvergenz
der Reihe
oo
A 4
>0
n=0
fiir alle Punkte dieser Menge eine gleichmiiBige.
Der Beweis kann in das System folgender Formeln zusammengefalst

werden:
11*
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und zwar nicht nur im Punkte z =1, sondern auf dem gaunzen
Umfange |z| =1, und dali die Konvergenz von

@ o
2_}(1,,2‘” fﬁl' I:I <1

n=a0

eine gleichmiiliige ist.

n ® |
I (z) — Elg,:"—(}:k,,z"(l ) LI. ”) Ld; w=>=N. z|<1.

ry=0 y=0 =0
ne(i=) = Xhe (1= 4 e (1)

,; 9 A 1 1
Ll. - (1_ )1 <Z_,i7\ e ( _l)i<s(l__1)n+ :
r=n+1 i1-—n+l L " " 1— (1_’ “)

. (1_1>n+1
V{2

oo ) =B - Bpo- (1)

r=0 v__(l
1\* »
- <1 _n> < n
1.1‘7 1\ > 11‘ o I» m 1 n‘ A
Sk (1~ (1-,)) = WXy kot Xk
»=0 r=0 L v=m-1
L g L
@ y=m-1 0
Folglich:

| | m

< S -1
IIV LI zr <r§+; h})“lf’_‘—f—(” ”m)p—i"“:(l—vu)n g

»=0 r=0



