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Die Konstitution des Wasserstoff-Molekiils.
Von P. Debye, Gottingen.

Vorgelegt von A. Sommerfeld in der Sitzung am 9. Januar 1915.

Durch die neuesten Arbeiten von Rutherford, Nicholson
und insbesondere von Bohr ist es zum mindesten sehr wahr-
scheinlich geworden, daf die Atome ,Planetensysteme sind,
in welchen Kerne von #ufierst geringen Dimensionen und be-
triichtlicher Masse einerseits und gewdhuliche leichte Elektronen
andererseits umeinander kreisen. Bekanntlich gelang es Bohr
auf Grund eines solchen Bildes unter Hinzuziehung der Quanten-
hypothese einen Weg zum Verstindnis fiir die Gesetzmifig-
keiten der Serienlinien anzubahnen und inshesondere die uni-
verselle Rydbergsche Konstante der Serien auf bekannte Grofen
zuriickzufiihren.

Ganz abseits von diesen Anwendungen und scheinbar ohne
Berithrungspunkt damit lag die herkémmliche von Ketteler,
Helmholtz, Drude entwickelte Dispersionstheorie. Ein Zusam-
menhang zwischen den hier bendtigten quasielastisch gebun-
denen und den dort in kreisender Bewegung befindlichen Elek-
tronen fehlte.

Es ist klar, daB nun die Aufgabe an uns herantritt, uns
von den beiden fiir verschiedene Erscheinungsgebiete zurecht-
gemachten verschiedenen Vorstellungen zu befreien. Kntweder
miissen wir eine der beiden als allein richtige erkennen, oder
ein neues Modell zu konstruieren suchen, das beide umfaft.

An erster Stelle im periodischen System steht der Wasser-

stoff, wir werden also hier die einfachsten Verhiiltnisse erwarten
Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1915. 1



2 P. Debye

diirfen. Im folgenden wollen wir zeigen, daf die oben zuerst
genannte Planetensystem-Hypothese vollstindig ausreicht, um
das ganze optische Verhalten des Wasserstoffs zu erkliren.

Die auf dieser Basis zu gewinnende, spiiter angegebene
Dispersionsformel zeigt gegeniiber den iiblichen Formeln Vor-
teile in zweifacher Hinsicht. Zwar gelingt es niimlich meistens
auch auf Grund der Kettelerschen Dispersionsformel, den Bre-
chungsexponenten als Funktion der Wellenliinge recht genau
darzustellen. Berechnet man indessen aus den Konstanten dieser
Formel das Verhiltnis Ladung durch Masse der dispergieren-
den Hlektronen, dann findet man vielfach Werte, die erheblich
von der direkt, experimentell bestimmten Zahl abweichen. Oder
anders ausgedriickt: sieht man jenes Verhiltnis als bekannt
an, dann miiite man eine gebrochene Zahl von Elektronen im
Atom annehmen. Kine fhnliche Schwierigkeit tritt bei unsrer
Anschauung nicht mehr auf.

AuBierdem ist es nicht mehr nétig, eine nachtriglich aus
den Experimenten zu bestimmende quasielastische Kraft ein-
zufithren. Es zeigt sich, daf als einzige neue Konstante neben
Ladung und Masse des Elektrons das Plancksche Wirkungs-
quantum auftritt. Ja man darf mit Recht die experimentelle
Bestimmung der Dispersion des Wasserstoffs als eine gute Me-
thode zur Feststellung der beiden Fundamentalgrifen: Ver-
hiltnis Ladung zu Masse des Elektrons und Wirkungsquantum
ansehen.

Das Modell, welches von Bohr benutzt wurde, um die
Balmersche Wasserstoffserie zu begriinden, bestand aus einem
Kern, in dem nahezu die Gesamtmasse des Wasserstoffatoms
kondensiert ist und auBierdem mit einer positiven Kinheits-
ladung versehen. Um diesen Kern kreist ein Elektron in
Bahnen, welche durch eine Quantenforderung bestimmt werden.
So soll das Wasserstoffatom aussehen, dieses allein liefert das
bekannte Serienspektrum.

Bei Dispersionsmessungen dagegen operieren wir mit dem
zweiatomigen Wasserstoff- Molekiil. Im Anschluf an das
Atommodell liegt es nahe, das Molekiil aufgebaut zu denken
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aus zwei Kernen mit positiver Hinheitsladung, um die in der
Ebene senkrecht zur Verbindungslinie zwei Elektronen kreisen
und zwar so, daBi das Impulsmoment jedes einzelnen dieser

h
Elektronen einer Quantenforderung gemifi den Wert 5 hat.
o

Auch dieses Modell kommt schon bei Bohr vor;') wir wollen
zeigen, dafi es mit Erfolg zum Verstindnis des Dispersions-
verlaufs fiir Wasserstoff herangezogen werden kann.

Dazu hat man zu berechnen, in welcher Art und Weise
die reguliir vorhandene Bewegung unter der Einwirkung einer
dufieren periodischen elektrischen Kraft gestort wird. Das Be-
merkenswerte ist, daB diese Storungsrechnung vollstindig so
ausgefiihrt werden kann, wie man das nach den Gesetzen
der Mechanik erwartet und wie man es im grobien fiir ein
wirkliches Planetensystem ausfithren wiirde. Auch sind die
Kriifte zwischen den Kernen und Elektronen nur die gewdhn-
lichen Coulombschen. Uberhaupt tritt eine Quantenhypothese
nur dort auf, wo es sich darum handelt, das Modell durch
Festlegung der reguliren Winkelgeschwindigkeit der Elektronen
in ihrer Bahn endgiiltig und vollstindig zu bestimmen. In
diesem Sinne enthalten die §§ 1—4 nur Rechnungen, welche
sich auf die altbekannten Grundlagen stiitzen. Erst im § 4
wird an Hand von erfahrungsmiiiigen Zahlen iiber den Dis-
persionsverlauf gezeigt, wie das Wirkungsquantum mit dem
Modell zusammenhingt. In § 5 schlieBlich wird auf einige
Aufgaben hingewiesen, die uns nunmehr an Hand des Modells
cestellt werden,

§ 1. Die Bewegungsgleichungen der Elektronen unter Einfluss
einer elektrischen Welle.

Sind keine storenden Kriifte vorhanden, dann ist eine Kon-
stellation moglich, bei welcher die beiden positiv mit der La-
dung ¢ geladenen Kerne sich um d ober~ resp. unterhalb der
Bewegungsebene der Elektronen befinden, wihrend die Elek-

1) Phil. Mag. 1913, S. 867. Vgl. auch J. J. Thomson, Conseil de
physique Solvay 1913,
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4 P. Debye

tronen an den beiden Enden eines Ourchmessers befindlich in
einem Kreise mit dem Radius ¢ herumlaufen.

Damit die Kerne im Gleichgewicht sind, muf3i unter An-
wendung des Coulombschen Gesetzes:

(1) & g & 4
4 d? T ol U N
sein.

Andererseits hiilt sich an jedem Elektron die Zentrifugal-
kraft mit den Anziehungen der Kerne und der AbstoBung des
anderen Elektrons das Gleichgewicht. Ist die Winkelgeschwin-
digkeit der Kreisbewegung w, dann ergibt diese Forderung
die Gleichung:

2

&2 7 £

2 =0
(2) saw @+ BVt B 4ad

wenn die Masse des Elektrons p genannt wird. Aus (1) folgt:
d 1

1 = —,

W e V3

withrend unter Beriicksichtigung dieses Resultats aus Glei-

chung (2) die Beziehung:

3V/8—1

LY 2 = s
2) paw ——

abgeleitet werden kann.

Das System ist also bei jedem Wert von o miglich. Bei
Vergrofierung von o schrumpfen die linearen Dimensionen des
Modells propottional w=* zusammen.

Beim Aufbau des Modells kommen in dieser Weise nur
die gewdhnlichen elektrostatischen Krifte in Frage. Wesent-
lich ist die Vernachlissigung der Ausstrahlung, obwohl eine
elektrodynamische Begriindung fiir dieses Vorgehen fehlt.

Willkiirlich ist vorliufig noch die Winkelgeschwindigkeit o.
Allein an dieser Stelle kann eine aufierhalb der Mechanik
stehende Forderung noch eingreifen. Im Einklange mit Ni-
cholson und Bohr, sowie mit der von Ehrenfest befiirworteten
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Aunwendungsart der Quanten auf die Beschreibung der Tem-
peraturabhiingigkeit der Rotationsbewegung, sowie schlieflich
mit dem allgemeinen Prinzip fiir die Einfithrung der Quanten
bei beliebiger Bewegung, wie ich dasselbe in den Gottinger
Vortriigen (Teubner 1913) formuliert habe, konnen wir o
durch die Forderung bestimmen:

h
3 — 2 —
(3) Impulsmoment = pa*w = 5
(. = Plancksches Wirkungsquantum).

Obwohl ich tatsiichlich diese Forderung als letzten Bau-
stein des Modells benutze, soll doch vorliufig von einer Ver-
wendung der letzteren Gleichung abgesehen werden. Vielmehr
rechne ich im folgenden mit einer vorliufig unbestimmten
Winkelgeschwindigkeit @ und in allen Einzelnheiten und voll-
stindig nach den gewihnlichen Gesetzen der Mechanik. Erst
ganz am Schlusse, wenn die erhaltene Dispersionsformel mit
den experimentell gewonnenen Zahlen verglichen wird, soll
mit Hiilfe dieser Zahlen gezeigt werden, dak der Wert von o
tatsiichlich der obigen Quantenforderung entspricht.

Um die Storungen der Hauptbewegung unter EinfluBf
dufierer Kriifte in Formeln zu bringen, fithre ich in der Ebene
der Elektronen Polarkooidinaten r, ¢, fir das erste; r, ¢,
fiir das zweite Elektron ein. Senkrecht zu dieser Ebene zihlen
wir die Kooidinaten #,, resp. z,. Zu diesen Kooidinaten ge-
héren die Impulse o,, v, {,, resp. o,, v,, {,, definiert durch
die Formeln:

- PR T I

(4) [ 0, = [ll’)l, Y = ‘ll-)l(]"l, Ly = H&g,
o , S .

l 0y = 17T, Yy == UT3(P,, Gy = L&

Da die Masse der Kerne sehr grof ist im Vergleich mit
der Masse der Elektronen (Verhiltnis 2000 :1), werden wir
die Kerne als ruhend behandeln und uns auf die Stérungen
der Elektronenbahn beschriinken. Ist dann die potentielle
Energie des Wasserstoffsystems {7 und nennen wir die auf die
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Elektronen in Richtung der eingefithrten Koordinaten wirken-
den storenden Kriifte:

Ff'l 3 Epl 3 FE 1y
resp.

—F’rﬁy F(p‘?.y 1'12‘.!1
dann haben die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen fol-
gende Form:

2 do 1w, 23U _ 4
“ar T @ dt —  ur U3 e
”_(I vy _ 1/{‘1. R dy, _ oU Y
Codt e dt 2, L
dz, dg, U B
| Ea T T T T
(5) ;
dr, ) d o, 1y U 7
—= = _——f = — I,
Todt S dt uwrs o 9r, o
doy _ w2 _ Sy 3V _ o
dt 75! dt 3¢, A
de, d¢ oU
2=, — 2= —F..
Mt : dt 22, i

Nun sind die durch #ulere Kriifte hervorgerufenen Sti-
rungen im allgemeinen sehr klein; wir wollen deshalb die
Gleichungen (5) dadurch in lineare Gleichungen verwandeln,
daf wir als neue Variabele die Abweichungen der Koordinaten
und Impulse von ibren Gleichgewichtswerten einfithren und
dieselben als kleine Grifen erster Ordnung behandeln. Wir
setzen:

rn=a+4 L, ¢, =a+4 ot D, 2, =/,
©) [ ry=a+R,, p,=a+t+owt—a+b,, =z =12,
'lm=ﬁ, =1+, L = Z,,
0y = I}, py=f + 1, ly=1,;

die neu eingefithrten Grofien It ... .. 7, sind dann unsre

neuen Unbekannten. Setzt man dieselben siimtlich vleich Null,
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dann erhiilt man die ungestorte Bewegung, wenn das Impuls-
moment:

(6%) nato=f

.gesetzt wird. Durch a ist die Anfangslage der Elektronen
zurzeit ¢ = 0 charakterisiert. In den Grundgleichungen kommen

y 2
erstens vor die Groifien ;/— und 1:3. Mit Riicksicht auf (6) kann

2

man dafiir in erster Niherung schreiben:

[ N C LANEY PN AR SUPEL
2 (a4 BeE T e e f T
) l v TR f2{2£—3-IEJ
f a

Zweitens kommt die potentielle Energie U vor, die bei

einer beliebigen Abweichung vom Gleichgewichtszustand eine

Funktion der Kooidinaten R, @,, Z,, R,, D, Z, wird. Eine

=2
elementare, aber etwas lingere Rechnung liefert fiir U den

P (a+ RP  a® ' &

folgenden Ausdruck in It ..... Zs:
21 ; 31/3 —1R + R
= - — 2 A — i S
® v="|(3—2v3)+ '

+16{2 (B 1@) + @, —ayp— (A5

17

313( _z 31/3 » 7
16 2 ar " ar) T o P e a‘-’) ’

Bei dieser Entwicklung wurden unsrer Grundhypothese
gemifi nur die reinen Coulombschen Krifte zwischen den
Kernen und Elektronen in Betracht gezogen, wihrend das

ary A 1
Verhiiltnis p nach (1) iiberall durch V3 ersetzt wurde.

' /3
S

Drittens haben wir noch die fiufieren Kriifte ' anzugeben.

Im Wasserstoffgas werden Molekiile mit allen mdglichen
Orientierungen vorhanden sein; fithren wir noch in der Be-
wegungsebene der Elektronen die rechtwinkeligen Kooidinaten

x, y ein, dann sind im allgemeinen sowohl z, als y, als z
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Komponenten der anregenden Krifte vorhanden. Die wesent-
liche Einwirkung auf das Wasserstoffsystem wird von der
elektrischen Feldstirke der durch das Gas hindurchgehenden
Welle herrithren; wir setzen ihre rechtwinkeligen Komponenten:

(9) == Peist’ @, — QCiSt, @B — Rcist’
sodaf s die Frequenz (Schwingungszahl in 2nsec) der ein-

fallenden Welle bedeutet.

Da die Grifien P, , I ebenfalls als von erster Ordnung
klein anzusehen sind, kann bei der Berechnung der Kraftkom-
ponenten Fyp ... .. F,s die Bewegung als ungestort ange-
nommen werden. Dann erhiilt man:

i = — &(G.cos(a + wit)+ €,sin(a 4 wi)),

F,1= —¢&(—GCsin(a + ot) 4§, cos(a -+ w b)),
le - — 8@:,

(10) Foo = + ¢(G,cos(a -+ ot) + G sin (a -+ wi)),

Fya = + e(— Gusin (a -+ 08) - €0 (a + 1),
I = _'5@5-

Setzt man schlieBlich:

P4+iQg=p und P—i@) =g,

dann kann statt dessen mit Riicksicht auf (9) auch geschrieben
werden:

& . . . >
E'l R 2 {qenzez(s—}-m)t+pe—xrzcz(s—lu)t}’
L& . . . .
F’FI _ 5 {qctacz(s—]—m)t_pc—tact(s—a))t},
Iy — —eRés,

(109
Foy =+ ;{qciace(s-;-m)z_f_ﬁe—iaei(s—m)t}7

72 j— +Z {(lcmctkq-i-m)l ~pe cu(,t(s—“)t}

Iy = — ¢ Rest,
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Um nun die gesuchten Bewegungsgleichungen zu erhalten,
haben wir nur noch ndtig die in (7), (8) und (10) enthaltenen
Angaben zu verwerten und im iibrigen nach (6) auch sonst

tiberall It ..... Z, anstelle von » ..... £, einzufithren. So
entstehen schlieflich die 12 Gleichungen in folgender Form:
1dRr _ P 1dR _ P
odta  pao’ wdt a  paow’
1d U4 R (l i R
= _1_9°1 = “2__ 2
(1D wdt[ f a’ u)dt f . a’
1dz _ Z l_d_{?__ Z,
wdt a  paow’ wdt a  pao’
_la p _ 21V3— B, 1 R
wdtpaw 4(3]/3_1) a "3V3_1a
N Ao ot (54w}l fa pl(s—m)i
f+2”a {geie +pe~ie b
_1lada p _ 21V3—38 R, 1 R,
a)dt/caw—4(g]/3_]) a 3]/‘,_
9 Yl? < i pf(s 4 w)it —fa pi(s—wm)i
T f 2;((((1)2{28 & peEEe b
1 d 1
— D, — D
wdt f 233 )( 2
. fa gi(s4-o)t _ 4 a—fu gl (s—w)i
(119 +,“a”~{qe & peiegem,
1d Y, 1
wdt [T Q—(3]/3:1)(J)2 —P)
ie
& 5 uaw2 {qe”‘ PALCE 21 _pe—tu el(s—m)t}
_1ada z, _ 3V3-—2 z 1 4
odtpaw 4(8V3—1)a 2(3]/3_1_) a
- ist
+ /Law‘Pe
_la z, _ 3V3___g_ Z, 14
@) (lt/((l @) 4(“" 3 — ) 177 ‘)(”]/—‘3 1) a
£
eist.

nam?
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Die Gleichungen sind linear und so geschrieben, daf die
. R P,
Variabelen »rt‘r, D, ~Zi, - «g{‘-, 4 -,
a a’ pneow ' uaw
los sind. An (11) und (11‘) haben wir die folgenden Erérte-
rungen anzukniipfen.

..... alle dimensions-

§ 2. Das elektrische Moment eines Wasserstoff-Molekiils.

Zur beabsichtigten Berechnung der Dispersion brauchen
wir vor allem das elektrische Moment, welches unser System
unter Einwirkung der elektrischen Kraft der erregenden Welle
annimmt. Nennen wir die drei Komponenten dieses Momentes
M., M, M,, dann ist, wie leicht ersichtlich:

[ My = — & (r, cosp, + 7,08 ,)
(12) My = — & (r,; sin @, + 7, sin )
l M, = — (2 + 2,).
Substituiert man nun fiir die Variabelen r,..... 2z, ihre

Darstellungen (6) und entwickelt nach Potenzen der kleinen
GroBen R, ... .. Zy, dann wird:

M, =—c¢a [RJ—; I cos(wt+a) — (D, —D,)sin(wt -+ a)]

(129)My = — ¢a {R»];Rg sin(wt+a) + (P, — D,)cos(wi+ a)

mz = E(I—Zl +—AQ
a
Die Grofen R, ..... Z, brauchen also nicht einzeln be-
stimmt zu werden; es geniigen vielmehr die Differentialglei-
chungen fiir die 6 Differenzen resp. Summen:
R

[ ]{2 b P _Z1+Zz /)1—])2 11/1 - lllz Z, +1Z
’ 1 21

a a ' pawm {7 wraom

zu behandeln. Dieselben lauten nach (11) resp. (11°):
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1 d R R2 o _Pl fl)?
wdt a T pao
1 d v - R — R
e
1dP—P_ 21V3—12R —R,
(13) wdt ,uam 4(3]/% _1) a
- _
_ fa pt (s w)i —fa pt(s —m)i
2120 gttt pote o]
l d 'I’ ey 1
e = (D, —D
wdt 313 ( ! 2)
i Ao pi(s o)t —ta pi(s— w)i
o —[getee peite ]
1 d / —{-—Z .Zl +22
wdt o naw
(13%
1dz,+1, 313 ZitZ, 2 paa
wdt paow 4(3]/«}__1) a pamt

Im iibrigen konnen, wie (13) und (13) zeigen, die Be-
wegungen in der r—q@-Ebene und senkrecht dazu unabhiingig
voneinander behandelt werden.

Achtet man in (13) nur auf die Teile der #ufieren An-

regung, welche proportional ¢¢+*? sind, dann kann man z. B.
den Ansatz:

— D D
P ]) A(((N u)l’ {1 [2 . (jfci(s-i—w)t’
« naw
¢ o,
(]31 — (])2 — ])’e"(s"‘"’)‘, 1 f 2 __ Deisto)t

machen. Fiir die verfiigharen Konstanten A, B, €, D erhilt
man dann nach Einsetzen in (13) die Bestimmungsgleichungen:
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S—{—(:)A= c,
! & / -— 14 1 .
_1'194(')20:4131]/%3 1l A—‘l])—i-/”:”z(l"'”-
! _ g 1
(15) ( )
ST Cp_p_2a4,
«w
S+ o 1 ' o,
e ’D_3V3_1L+ ,uawi’q

Hieraus folgen fiir 4 und B allein die Gleichungen:

s+ o\? 2713 —4 s+cu £ in
{(‘ B Savs ot B e
8 —}—a)

S+w 1 } — 4 & R}
@ w > élfj—: 1}]) o ?',ua(/ﬂqa ’

—ut i

aus welchen A sich bestimmt zu:

2
<2+s_> 313
(16) A=—"—qen : ” 31/3 !
naw? s\* 21V/3-8 /. s\* 27V3 4
1+ AL () L
o) 4@V3-D\ o) 43V3-1)

wihrend fiir B folgt:
( s>2 1513
2+

it e ®)  4(3V3- 1
v Mam2q (1 3)4_3{1[§_§_(1 .9)2_ 27V 3-4
) 4@BV3-1)\ ©/ 4(8V3-1)

Achtet man nun zweitens auf die in (13) mit G-
multiplizierten Glieder, dann kann ihnlich wie oben der

Ansatz:
— 5 P
Rl R? —_ 'A_lei(s——m)l’ ]1 ]_2 - Clci(s—m)t’
(4] // oo
17)
, ) Va— oo
D, — D, = D'efs—t ! i 2= il
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gemacht werden, und man findet fiir 4’ und I die ¥ormeln:

(18) A=
: e

1 —1 o

uaw" <1 _£>4 21V3—8 (1 S_)g_?&é_,
o 4(3V3—1) w 4(3YV8—1)
(18" B =

S (2 B (3))2 4(311/15/i 1)

_zpaa)zp) '(1 s—>4 éu/g._h(l—s)s 27]/5_
o/  43BYV3—1) & 4(3V/3—1)
Es gehen also A’ und B’ aus 4 und B hervor, indem
anstelle von s und éi: — s und — ¢ gesetzt wird.

Damit sind die Storungen in der Kreisebene berechnet.
Setzt man fiir die senkrechten Komponenten:

(19) St _gen, LtL_ g
a unaw
dann folgt leicht aus (13‘):
1
] — g ist
(20) G ,ua(:)2 Re - 373

®' " 4(8V3—1)
Zur Berechnung des gesuchten, durch das &Hufere Feld

hervorgerufenen elektrischen Moments eriibrigt es nur noch,

die in (14), (17) und (19) angegebenen Werte von Ll

a !
b — D, u 1+ % nittels (16) und (16, (18) und (18"

resp. (20) in beLdnnte GroBen auszudriicken und in (12°) ein-
zusetzen. So erhilt man schlieflich explicite:
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(o+ S)“’_ 3V5
82 er’st ) . w %]/3 1

My = — cos(wt+a)eilwttargy EGIRIS A
/6(02 ( ) q<1+8>4 ‘)1]/‘?7-8—<1+S‘)2 )?Ki_fl,-
2 ) 4@BY3-D\ o/ 4@3V3-1)
(9 s>2 31/5
..4‘[ _ 7
+cos(wi+a)eiwttay @/ 313
e s,>2_.2__713—4_
®) 4@BY3-D\ o) 4@V3-1)p
(2+_s_)2+ 1513
/5
(21) —isin(wt+a)ye@ttog. N @) 4@V3-h)
<1+ s>4__‘2_l_1_/3—_8<1+ .9)2' 27Y/3 -4
o/ 4@V3-H\ ®/ 4@BV3-1)
(9 s)2 15V/3
..A-_I /
+isin(wt+a)e-iottay i 4(31 ,37,]) :
(1_5)4_ 21V/3-8 (1_3)2_ 27V 3-4
o/ 4@3V3-H\" ) 43V 3-1)
(.»,Jrs)?_ 3V3
3 pist o / B
ED}! :-—8 e 5 Sin(wt+u)(¢‘("’t+")q- - —C()” 31 3 1 S
* (1+8>*___21_V3’_ 8(1 6:)2 27V5-4
w) 4@Y3-D\ @) 4(3V3-1)
(2_3)2 3V3
. /¢
+sin(wi+a)e i@ty . i 31 3 1 ) -
<l_s>4__2_g/3 8<1 ;)2_ 27134
) 4@BV3-1)\ o/ 4@3Y3-1)
(‘)+vs)2 151/3
(219 +icos(wita)e @ity — @ 4(3V3 1)

<1+8)4 21Y/3- 8(1 s>2 2713 -4

1) 4(9]/3_1) ) —42‘;]/3 1)

e
—icos(wt+a)e"t@iHap s\ ZIV(; 8_4_(3]/9321)271/3 4
1-° ) ———= 1!
< o;) 4(01/,3 1)( w) 4,(3]/0_1)2
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8261'5! 1
9144 — D gl - EE——
@1%) et wa? & §? Vs’

»* " 4(3V3—1)
wobel nach § 1:

p=P+iQ) und g=P—ig

gesetzt ist, withrend nach (9) die Grofen P, @, B die Ampli-
tuden der rechtwinkligen elektrischen Kraftkomponenten der
einfallenden Welle bedeuten.

§ 3. Der Brechungsexponent des J,-Gases.

Bekanntlich besteht (auf Grund der Maxwellschen Glei-
chungen) ein einfacher Zusammenhang zwischen dem Brechungs-
exponenten # und dem Verhiltnis des elektrischen Momentes
eines cm® der betreffenden Substanz zur anregenden elektri-
schen Kraft. Ist letztere gleich Z¢'s! und hat man gefunden,
dat; das Moment eines cm® in Richtung von I gerichtet ist
und sich in der Form y F¢*t ausdriicken lifit, dann ist?):

(22) nt—1=4ay.

Wie die oben unter (21), (21°) und (21) angegebenen
Werte fiir die Komponenten von IR zeigen, ist fiir das Kinzel-
molekiil keineswegs Moment und erregende Feldstirke gleich
gerichtet. Nun kommen aber auf 1 cm® sehr viel Molekiile,
die erstens alle mdglichen Anfangsphasen a entsprechen, wih-
rend zweitens auch ihre Orientierung gegeniiber der erregenden
Feldstiirke ganz regellos ist.

Nehmen wir nun fiir ein beliebig orientiertes Molekiil
mit beliebiger Anfangsphase die Komponente seines Momentes
in Richtung der erregenden Kraft und mitteln dieselbe iiber

) Wir sehen von der Lorentzschen Zusatzkraft ab, da » nur sehr
wenig (etwa 1.10—4) von 1 verschieden ist. Wollte man das nicht tun,
n?—1

dann hitte man in (22) anstelle von #2 — 1 den Ausdruck 3 ;qz zu

substituieren.
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alle moglichen Werte von « und alle moglichen Orientierungen,
dann erhalten wir das, was wir das mittlere beobachtbare
Moment m eines Molekiils nennen wollen. Ist die Anzahl der
Molekiile im cm® gleich N, dann wird:

(23) y = Nm
und damit:

n? — 1 —
9 —
(24) Tn N wm,

sodali die Aufgabe auf diese Mittelung von m hinausliuft.

Fithren wir zuniichst die Mittelung nach « aus, dann er-
halten wir aus (21) und (21'):
(0_ s >9+ 3}/5
2 w QT/ ¢«
W, = ost| (Prig) — — 8GV3-1)

ot (1_3>4 213 6(1 s>2 27V 3 4

(25) @ 4(3;1/3 D\ ®/ 4@8V3-1)y2
20 s ] 3l/3 |
+(P-iQ) (ﬁ“’) "sVs-1)
(1 8) a1y 3;&1(1+,8_)‘*__ 2734
@) 4BV3-1)\" ©) 4(3V3-1p
-2
ﬁy= exsl ( ZP+Q) T 8(31 r'; 1)

/L(l)2 (1_.9)‘*_ 21_]!‘%—5_%_(1* s>2 27]/3 1
w < —
25 4@V3-D\ o/ 4BV3 -1y

s 2 ‘BVJ
o) s (3V3-1
FP4Q) — (3V3-1)
s\t 21V/3-8 [ s\* 27)/3-4
1+ ) - ——1 1+
o) 4@V3-D\ o) 4E6Y3-1)
Jetzt soll die Mittelung iiber alle mdglichen Orientierungen

des Molekiils folgen. Statt dessen kénnen wir natiirlich auch
die erregende Kraft nacheinander alle moglichen Richtungen
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im Raume einnehmen lassen, wiithrend das Molekiil, d. h. die
mit demselben verbundenen, schon friiher eingefiihrten z, y,
z-Achsen unveriindert liegen bleiben. Definiert man die Rich-
tung der elektrischen Kraft ¥ durch Angabe des Polabstandes
und der geographischen Linge 2 auf einer Kinheitskugel um
den Nullpunkt des #, y, z-Koordinatensystems, dann wird:

(26) P = Esindcosl, () = Esindsind, R = Fcosi.

Andererseits wird die Komponente des elektrischen Mo-
ments in Richtung von I gleich:

@n Nz sind cos 2 4 PDi,sind sin £ 4 M. cos¥);

die Mittelung ist also so auszufithren, daB in (25), (25") und
21"y fir P, @, R die in (26) aungegebenen Ausdriicke sub-
stituiert werden, daf dann der Ausdruck (27) gebildet wird
und schlieflich mit dem Fliichenelement:

sint dd di

der Einheitskugel multipliziert, nach 1 zwischen 0 und 2 =,
nach 4 zwischen o und =z integriert und endlich durch die
Oberfiiche der Einheitskugel 4z dividiert wird.

So erhiilt man nach einfacher Rechnung das gesuchte
mittlere beobachtbare Moment eines Molekiils zu:
2

(7 8):‘ 313
: T Ry
e 2 g\ @) 8@V3-D
Bpa (1_s>“_ 21V/3-8 (1_.9)2 27V8-4
N\ o) 4@Y3-D\ o/ 4@BYV3-1)
(2+8>2+ e
o/ "8(3)3-1) 1

(28) 0 »

+ == & . ,_+ -
(1 5)4 211/3—8< s)‘-’ 27V/3-4 &2 373
fel] = 15 o
o)  4(8V3-1)

w

und damit ist nach (22) und (23) auch die Dispersionsformel
fertig. Sie lautet:
Sitzungsb. d. math.-phys. K. Jahrg. 1915, 2
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) rsavss
29) ?@Za_1=_g'£2 e 8(31/3 1)
4aN  3Bupow (1_2)4 “1]/3 8<1_3)2 27]/3 4
o) 4@V3- D\ o) 43BVi-1)
<2+_s>2 3V/3
o/ 8(3Y3-1) 1

(1 _3)4 21Y/3- 8(1 g)? oTVs-4 ¢ 8V
o) 4@V3-D\ o) 4@V2-1¢ o 43V3-1)
und gibt # als Funktion der Frequenz s. Sie enthiilt nur
zwei verfiighare Konstanten, niimlich
a) die multiplikative Konstante:
8z N¢&
3 pot
b) die vorliufig noch nicht niher festgesetzte Winkel-
geschwindigkeit:
w.

§ 4. Diskussion der Dispersionsformel. Vergleich mit der Erfahrung.

Um die Formel (29) besser zu iibersehen, kann man ver-
suchen, dieselbe in die Form der in der gewthnlichen Theorie
vorkommenden Ausdriicke zu bringen. Dazu hat man eine
Partialbruchzerlegung vorzunehmen, deren Kinzelnheiten ich
ﬁbergehe und deren Resultat folgendermafien aussieht:

2 9 ":
G0y =1 [ | 2,97429 2,15347
1

_S__ 2_*_.‘_____ ? - ;
o <0,41237’5 a)) L= (0,556397 &;)

0,246581 + 0,579918 (1 — (i)

4aN ,uc;é

0,0276447
+ n —8_— 2 + — ) s\2
1— (2715375“)) 0,304388 + (1 — w)

0246581+0579918( +i>
+ 9)

0,304388 + <
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Die in der Klammer angegebenen Zahlen lassen sich alle
mittels Wurzelzeichen und ganzen Zahlen darstellen; es schien
uns aber iibersichtlicher und fiir den direkten Gebrauch be-
quemer, die Wurzelformen auszuwerten, wie es oben geschehen
ist. Die ersten drei Glieder entsprechen wenigstens durch den
Bau ihres Nenners den bekannten Teilbriichen der iiblichen

Dispersionsformeln. Sie geben drei Eigenschwingungen des
H,-Molekiils an; bei

s = 0,412375w; s= 0556397 w; s=2412375w.

Die ersten zwei liegen verhiltnismifiig nahe zusammen;
die dritte liegt viel weiter entfernt. Die Zihler der betrachteten
Glieder lassen sich allerdings nur dann in die iibliche Theorie
hineinzwingen, wenn man, wie leicht ersichtlich, gebrochene
Zahlen fiir die ,Anzahl der Dispersionselektronen® zulift.

Die zwei letzten Glieder des Ausdrucks (30) schliefilich
haben einen ganz anderen Bau, als man nach der iiblichen
Theorie erwarten kann. DaB dieselben im leicht erreichbaren
optischen Gebiet einen recht merklichen Einfluf ausiiben, wird
sich unten ergeben. Bemerkenswert ist in dieser Hinsicht,
dai John Koch,) dessen Beobachtungen an H, weit in das
Ultraviolet hineinreichen, schon aus rein praktischen Griinden
auf ein einigermafien ihnlich gebautes (nirgends unendlich
werdendes) Zusatzglied zur iiblichen Dispersionsformel gefiihrt
wurde.

An dieser Stelle wollen wir es unterlassen, die Formel (30)
in jhrem vollen Umfange mit den Beobachtungen iiber die
Dispersion des Wasserstoffs zu vergleichen. Bekanntlich ge-
niigt ndmlich in einem ausgedehnten Gebiet des Spektrums
eine beim ersten Gliede abgebrochene Potenzentwicklung in

S . e
» schon verhiltnismiBig hohen Anspriichen.

Wir wollen deshalb noch die beiden Zahlenfaktoren dieser
Entwicklung angeben, wie dieselben auf Grund von (30) er-

1) Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, Bd. 8, Nr. 20, 1912.

Q*



20 P. Debye

halten werden kounen, und dann diese Entwicklung mit der
entsprechenden erfahrungsmiiiigen Formel vergleichen.

Ersetzt man in (30) noch »* —1 durch 2(» — 1), dann
findet man nach leichter Rechnung fiir die erwiihnte Entwick-
lung folgende Form:

2 2
n—1=2aN" [ 2,97429 4 17,49041
,ll. o W

4 92,15347 4+ 6,95938;

1 0,02764 4 0,00475 :‘);
S
[47)

2
+0,63363 + 0,32219 3;2 +0,52695
+0,63363 + 0,32219 csu —0,52695 f)

1

oder zusammengefaf3t:
82

2
B1) n—1=2aN_ [6,42266 + 25,0989 SJ
‘lt o

w*
Die vorletzte Formel soll nur zur Darstellung bringen,
in welchem Matie die einzelnen Glieder von (30) zum Gesamt-
resultat beitragen, nur Gleichung (31) wird im folgenden be-
nutzt. :
Von John Koch wird das Resultat seiner Messungen an
Wasserstoff u. a. dargestellt durch die Formel:
2n' 42 _ . L : . :
g 7348,11 — 55,7465.1078 =2 — 0,069955.10—'6 2=,
wobel die Wellenlinge 4 in c¢m gemessen ist.

Auf »—1 umgerechnet ergibt das unter Einfiihrung der
Frequenz s anstelle von 1 fiir die ersten beiden Glieder der
Entwicklung folgendes:

(52) n—1=1,36092.10"* 4 2,90777.10%5".

Soll nun unsre theoretische Formel (31) dem praktischen
Resultat (32) entsprechen, dann muf
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2QaNet

5 T 6,42266 = 1,36092.104,
o

2ma N& 25,09897

20k w®

b) = 2,90777.10-%

sein.
Durch Division dieser beiden Formeln folgt erstens
642266 . 1,36092.10 -
25,0089 T 2,90777.10—%
d. h.

o == ,214.101° - -
sec

V|

Ne¢

. - A

Andererseits berechnet sich ~—— zu:
Iz

T2
Ve 5987.100 ) .
“w sec

. . . N &
Es erhebt sich nun die Frage, ob die beiden fiir o

ra

und o auf Grund unsrer Theorie berechneten Werte mit den
sonst bekannten Werten iibereinstimmen, resp. inwiefern die
Winkelgeschwindigkeit @, wie in der BEinleitung behauptet,
mit dem Planckschen Wirkungsquantum 7 zusammenhingt.

T 2

Zunichst die Zahl filr 3/-““1 Das. Produkt Me lakt sich
L

ohne weiteres aus der elektrolytischen Ladung F = 96472 Cou-
lomb eines Grammatoms, dem Atomgewicht A = 1,008 des
Wasserstoffs und der Dichte 6 = 8,985.10-% dieses (Gases be-
rechnen nach der Formel:
- E :
Ne= 515 = 1,289.10!0
in elektrostatischen Einheiten. Mit Riicksicht hierauf bedeutet

die aus der beobachteten Dispersion auf Grund unsrer Theorie

'\' 2
fitr getundene Zahl, daf danach:

i
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© = 4,64.107
IIL

sein sollte.

Zur Beurteilung der experimentellen Sicherheit, welche
den Zahlen zu grunde liegt, sei bemerkt, daf nach Beobach-
tungen von C. und M. Cuthbersont):

n—1=125862.10-* 2,780.10-97 ¢

ist.  Auf Grund dieser Angaben wiirde man &hnlich wie
oben:

w = 4,38.1016, A: = 6,48.10%

finden; aus der letzten Zahl ergibt sich:

&

= 5,01.10Y7
o

Dieses erste Resultat ; = 4,64.10'7 resp. 5,01.10"7 ist bhe-

friedigend und spricht durchaus zugunsten des Modells. Es
scheint mir indessen wahrscheinlich, dal eine etwas weiter
ausgearbeitete Theorie, welche auf die durch die einfallende
Welle verursachte Bewegung der Kerne, sowie auf die Ro-
tation der Wasserstoffmolekiile infolge ihrer Wirmebewegung
Riicksicht nimmt (vgl. dariiber noch den letzten §), zu noch
besseren Resultaten fiihren wird. s eriibrigt noch, den Zahlen-
wert von o einer Diskussion zu unterwerfen.

Im Sinne der Quantentheorie wollen wir versuchen, o
dadurch zu bestimmen, daf wir das Impulsmoment eines Elek-
trons gleich einem Vielfachen # von /o setzen. Dann haben
wir erstens:

(33) natom = zh.
Andererseits fanden wir schon frither als Gleichgewichts-

bedingung des Modells (Gleichung (2)):

1} Proce. Royal Soc. 83, S. 151, 1910,
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3V8—1 ¢
34) naw = - -
Durch Elimination von @ folgt aus diesen beiden Glei-

chungen:

4 20

(31/3 —1)2 et
w = -

Nimmt man nun fiir @ den aus den Kochschen Beobach-
tungen gefolgerten Wert, setzt ¢ = 4,69.1071, /80 = 5,28.10""
und % = 6,55.10~%7, dann folgt:

1
T 2527

~3

~

d. h.

S
= 632

2
&

Will man im Einklang bleiben mit den in der Einleitung
genannten theoretischen Ansichten iiber die Einfithrung der
Quanten bei der Rotationshewegung, dann hat man zu setzen:

1

Tatsiichlich verlangen, wie man sieht, die Beobachtungen
itber die Dispersion genau dasselbe. Wir werden also mit
vollem Vertrauen als Schlufistein zu unsrem Modell die Quanten-
forderung hinzufiigen konnen:

I
Impulsmoment = 5.

&7

Das Wasserstoffmolekiil besteht also aus zwei Kernen von
der Masse 1,64.10-2 ¢ je mit einer positiven Einheitsladung
im Abstande 2d = 0,604.10—% ¢m, withrend noch dazu in einer
Ebene senkrecht zur Verbindungslinie der Kerne um den Durch-
stoBungspunkt jener Linie mit der Ebene zwei Elektronen



24 I’. Debye

rotieren auf einem Kreis mit dem Durchmesser') 2a =1,05.10"%cm.

Das Impulsmoment jedes dieser Elektronen hat den Wert

h . . .
- = 1,06.10-27 g em? sec™!, entsprechend einer Winkelge-~
3 T * =] 1 I t=}

schwindigkeit o = 4,21.10" sec™!,

§ 5. Schlussbemerkungen.

Der Frfolg des in den vorangehenden §§ mit Riicksicht
auf die Dispersion durchdiskutierten Modells ist wohl unbe-
streitbar.  Es mufi deshalb als niichste Aufgabe angesehen
werden, die Rechnungen fiir moglichst viele Krscheinungs-
gebiete durchzufithren, zuniichst moglichst in Anlehnung an
die gewdhnliche Mechanik. Freilich darf man hoffen, dabei
gelegentlich in Widerspriiche mit dem Experiment verwickelt
zu werden und eben dadurch die eine oder andere wertvolle
Beleuchtung der Natur des Wirkungsquantums zu gewinnen.

Als erstes driingt sich uns die Tatsache auf, daf das Triig-
heitsmoment des f1,-Molekiils um eine Achse in der Elektronen-
ebene nach den Angaben am Xnde des vorigen § einen Wert
(1,19.10% g em?) hat, welcher der GroBenordnung nach der
Quantenauffassung der Euckenschen Messungen iiber die spe-
zifische Wirme des Wasserstoffs entspricht.

Allerdings kann das Triigheitsmoment nicht konstant sein,
es mufi sich bei Krhohung der Temperatur auf Grund des
Modells vergrofiern. Man berechnet indessen leicht, dafi diese
Anderungen nur verhiltnismifig gering sind. Rotiert nim-
lich bet T'= 300 z. B. das H,-Molekiil um eine Achse senk-
recht zur Verbindungslinie der Kerne mit einer Rotations-

1) Der Kreisradius @ wurde nach der aus (33) und (34) mit z = ‘)1
P
folgenden Formel:
£2

u=';(3]/3—1)

hw

o a .
berechnet, withrend d = /d gesetzt ist.
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geschwindigkeit, welche dem Aquipartitionsgesetz entspricht,

dann ist die auf einen der Kerne infolgedessen wirkende Zentri-

fugalkraft gleich 1,34.10=° dynen. Dagegen ist die zum Mittel-

punkt hin gerichtete elektrostatische Anziehung, welche dann

auftritt, wenn der Kernabstand d um Ad vergriBert wird,

wihrend der Elektronenradius konstant gehalten wird, gleich:
27 . = & Ad

Ad
V3L S = 00245
16 @ a a
Infolge der durch die Wirmebewegung verursachten Ro-
tation ist deshall) nur eine Streckung in Richtung der Kernachse

N

Ad B

von dem Betrage — == 5,6.107* zu erwarten. Das Modell
a

liefert also zugleich eine Begriindung dafiir, daf man in einem
groBen Temperaturgebiet mit einem sehr nahezu konstanten
Trigheitsmoment rechnen darf.

Andererseits erscheint es allerdings moglich, die durch
die Temperaturrotation verursachte Streckung, durch genaue
Beobachtungen iiber den Temperaturkoeffizienten des Brechungs-
exponenten experimentell festzustellen. Man miiite dazu fest-
stellen, dafi auch bei konstanter Dichte # nicht vollstindig
von der Temperatur unabhiingig ist. Beobachtungen in dieser
Richtung sind mir nicht bekannt.

Eine andere Anwendung wiire die Berechnung der Per-
meabilitit des f,-Gases fiir ein magnetisches Feld, die beson-
ders auch mit Riicksicht auf den Zeeman-Effekt von Inter-
esse list.

Dann ist auch die Theorie der Zustandsgleichung und
daran anschliefend die Berechnung der mit der GrioBe der
freien Weglinge in direktem Zusammenhang stehenden Er-
scheinungen der Wiirmeleitfiihigkeit und der inneren Reibung
in Betracht zu ziehen. Man wird eben mit Recht verlangen
konnen, dak das Modell auch die sonst ganz unbekannten
Kriifte zwischen den Einzelmolekiilen richtig darzustellen ver-
mag. Man kann das Resultat der entsprechenden Rechnung
z. B. folgendermabien ausdriicken: ,Es ist mdglich, die innere
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Reibung des Wasserstoffs im voraus zu berechnen ausschliefilich
aus den vier universellen Konstanten ¢, u, % und %.“
Schlieflich wird man versuchen miissen, auch wenigstens
fitr die niichstfolgenden Klemente des periodischen Systems
dhnlich detaillierte Vorstellungen iiber den Atomaufbau zu
gewinnen. Das niichstliegende Modell, das man z. B. fiir He-
lium konstruieren wiirde: ein doppelt positiv geladener Kern,
um den in einer Ebene zwel Klektronen kreisen, entspricht,
wie ich mich iiberzeugte, nicht den zu stellenden Anforderungen.
Man findet z. B. fiir den Brechungsexponenten eine Formel,

. s ..
deren Entwicklung nach Potenzen von ~ die Form hat:
w

n? -1 7 ‘“’2& + 6069 s*
4aN = 4 pot 88 |’

Man iiberzeugt sich leicht, daB dieselbe nicht mit den
Experimenten iiber die Dispersion des Heliums in Einklang
zu bringen ist. Das Modell fiir Helium bleibt also noch auf-
zufinden. DaB man aber auch hier wie tiberall inneratomisti-
sche ,Planetensysteme® wird zugrunde legen miissen, scheint
mir wenigstens dufierst wahrscheinlich.

Gottingen-Minchen, 6. Januar 1915.



