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Geometrisches iiber die Verteilung der Nullstellen
gewisser ganzer transzendenter Funktionen.

Von Georg Pélya in Zirich.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 8. Mai 1920.

Es handelt sich im folgenden um ganze transzendente
Funktionen von der Form

F(z)= P () e+ P, (5) s+ - .- + P, (&) e,

WO a,, @y, ... &, voneinander verschiedene IKonstanten und
L (), P,(2), ... P. () Polynome sind (m >1). Diese Funk-
tionen hieten sich ungezwungen der Betrachtung dar, als die
Losungen von linearen homogenen Differential- oder Differenzen-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten. Die asymptotische
Verteilung ihrer Nullstellen folgt einfachen und eleganten
geometrischen Gesetzen, die, soweit mir bekannt, bisher un-
bemerkt geblieben sind, und die ich in diesen Zeilen dar-
stellen will.  Um nicht weitliufig zu werden, will ich die
Beweise nur kurz andeuten. Denn einerseits lassen sich diese
Beweise mit geliufigen Mitteln fithren. Andererseits soll
der Gegenstand ausfithrlich behandelt, in feinere Einzelheiten
verfolgt und weitergefithrt werden in einer von mir veran-
laften Ziircher Dissertation.

1. Man betrachte in der komplexen Zahlenchene die
m Punkte

Ay Uy, Uyy = 0 o Uy



236 G. Polya

Das kleinste konvexe Polygon, das diese m Punkte umfuft,
soll mit U bezeichnet werden. 2 kann sich eventuell auf eine
Strecke reduzieren, jedoch nie auf einen Punkt, da m > 1.
Ich bezeichne mit 9 das kleinste konvexe Polygon, das die m
konjugiert komplexen Punkte

(yy gy Ugy ** 0 (i

umfaBit. A und A sind Spiegelbilder voneinander in Bezug
auf die reelle Achse. 2 und 2 haben gleich viel, sagen wir
[ Ecken (! <m). Es sei die Bezeichnung so gewihlt, dat
die in positivem Umlaufssinn aufeinander folgenden Kcken
von A Ay, ay, dyy ... @ heifien.

Die Nullstellen von F'(¢) hiiufen sich gegen ! ver-
schiedene Halbstrahlen, die den iufieren Normalen

des Polygons A parallel sind.

Mit anderen Worten und genauer beschrieben heifit das
folgendes: man errichte von dem Punkt = 0 aus [ Halb-
strahlen, die bzw. den Vektoren

i(fy — @), i (G — @y, ++ - 1 (@, — @)

parallel sind. Man umgebe jeden Halbstrahl mit einem Winkel-
raum, den der betreffende Halbstrahl halbiert, dessen Spitze
der Nullpunkt und dessen Offnung & ist. Bs sei ¢ so klein
gewithlt, dai diese Winkelriiume sich nicht iiberdecken. Wie
klein auch die positive Grofie ¢ seln mag, es befinden sich
auBerhalb der beschriebenen ! Winkelriume von der Gesamt-
offnung /e nur endlich viele Wurzeln von I'(e).

Zum Beweise betrachte man die beiden von z = 0 aus-
gehenden Vektoren @ (@, — d;—1) und é (@41 — @), deren
Verlidngerungen, und den durch diese Verliingerungen begrenzten
Winkelraum (A=1, 2, ... 7). In jedem Winkelraum, der
die Spitze im Punkte z = 0 hat, aber sonst ganz im Innern
des eben beschriebenen liegt, ist gleichmibig

F(2)

h : =
S P (e !
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2. Es sei s die Linge einer bestimmten Seite des

Polygons A. Die Anzahl derjenigen Nullstellen von
I'(2), die sich der zur besagten Seite senkrechten
Richtung anschliefen und einen absoluten Betrag

unterhalb » haben, ist asymptotisch %i bis auf einen

Fehler, der durch lgr dividiert beschrinkt bleibt.

Man schlieie, wie vorher, die fragliche Richtung in einen
Winkelraum von der Offnung & ein, und schneide aus dem
Winkelraum einen Kreissektor aus; Mittelpunkt des Kreises
ist 2 =0, sein Radius ». Es handelt sich um die asymp-
totische Anzahl der Nullstellen innerhalb dieses Sektors, wo-
bei ¢ beliebig, jedoch fest und » als unbeschrinkt wachsend
angenommen ist. Ks folgt aus dem ausgesprochenen Satze,
in Verbindung mit 1, daf die asymptotische Anzahl der Null-
stellen von I7(:) innerhalb eines Kreises vom Radius » mit

r

dem Mittelpunkt 2 = 0 gleich ist .- > Umfang von 2.

2n
Der Satz wird natiirlich durch die Betrachtung des Inte-
a1 I (2) . e . .
grals 9xid P dz bewiesen. s empfichlt sich nicht,

dieses Integral um die Grenzen des fraglichen Sektors herum
zu erstrecken, sondern um die Grenzen eines andern Gebietes,
das ich nur in dem Falle beschreibe, daB die fragliche Seite

von A die Richtung der positiven reelleu @-Achse hat und
folglich der dazugehdrige Verdichtungshalbstrahl der Nullstellen
die positive imaginiire y-Achse ist. In diesem Falle (worauf
ein beliebiger anderer Fall durch eine passende Drehung der
Ebene zuriickgefiihrt werden kann) besteht der zweckmiiBige
Integrationsweg 1) aus einem Stiick der Kurve z = Fklgy
von £ =0, y =1 bis y = r; 2) aus einer nach links ge-
richteten horizontalen Strecke von der Liinge 2% lgr; 3) aus
einem Stiick der Kurve . = — L lgy von y =1+ bis y = 1.
Dabei bedeutet % eine passend, insbesondere hinreichend grof
gewihlte positive Konstante. Der heikelste Punkt der Rech-
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nung, der das Integral an der horizontalen, ins Unendliche
riickenden Strecke entlang betrifft, erledigt sich durch eine
Uberlegung von Backlund?).

3. Hs seien die Nullstellen von I7(2), mehrfache
inrichtiger Vielfachheit geschrieben, nachniemalsab-
nehmenden absoluten Betriigen geordnet «ay, ay ag .. ..
Ich setze voraus, daB |,/ >0, d. h. dak der Punkt #=0
keine Nullstelle ist. Dann ist

o= rer(-)(-2) 0-3) -

Die komplexe Zahl ¢ wird in der GauBischen Zahlenebene
durch einen inneren Punkt des Polygons 2 dargestellt, der
als sein Kriimmungsschwerpunkt bezeichnet wird. Unter
, Krimmungsschwerpunkt® eines konvexen Polygons versteht
man den Schwerpunkt einer Gesamtmasse 2z, die auf die ein-
zelnen KEcken des Polygons so verteilt ist, dal eine Kcke mit
dem Innenwinkel « die Masse = — « erhilt?). Zum besseren
Verstindnis des ausgesprochenen Satzes sei noch erwihnt, dal

das Produkt (1 o zr) (1 £ > (1 . ) ... nicht absolut
fll (12 (/.3

konvergent ist.

Zum Beweis nimmt man an, dafi z von siimtlichen Null-
stellen von I'(¢) verschieden ist, und man betrachtet das

1) Backlund, Sur les zéros de la fonction [ (s) de Riemann
(Comptes Rendus, Paris, Bd. 158 (1914) 8. 1979 —1981).

%) Vgl. Steiner, Gesammelte Werke Bd. 2, S. 97 ff., insbesondere
S.129. Die Steinerschen Eigenschaften des Kriimmungsschwerpunktes
ergeben sich leicht aus passenden Integralformeln. Ist p = p () die Stiitz-
funktion (d. h. der Abstand von dem Nullpunkt der Stiitzgeraden, als
Funktion des Polarwinkels ¢ ihrer Normalen) so sind die beiden Koor-
dinaten des ,Kriimmungsschwerpunktes®

27 2.
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