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Uber die Flichen mit einer einzigen Schar zuein-
ander windschiefer Minimalgeraden.

Von Ludwig Berwald.
Vorgelegt von A. Voss in der Sitzung am 1. Februar 1913.

Die zuerst von Monge behandelten nicht-zylindrischen
Flichen, auf denen die beiden Scharen von Kriimmungslinien
in eine einzige zusammenfallen, sind namentlich in letzter Zeit,
nachdem Herr Stiickel die Aufmerksamkeit der Geometer von
neuem auf sie gelenkt hatte, ziemlich hiiufig behandelt worden.
Dennoch scheint eine moglichst rein geometrische Ableitung
threr wichtigsten Eigenschaften bisher noch nicht versucht
worden zu sein. Diese Liicke soll der erste Abschnitt (Nr. 1
bis 6) der vorliegenden Arbeit ausfiillen, der naturgemifs keine
wesentlichen neuen Resultate bringt. Die gewonnene geome-
trische Anschauung fithrt zu einer einfachen Krzeugungsweise
der betrachteten ,Mongeschen® Flichen mit Hilfe einer un-
ebenen ,isotropen“ Fliche (d. h. eines Minimalkegels oder der
Tangentenfiiiche einer krummen Minimallinie); diese Erzeu-
gung, sowie die aus ihr flieBenden analytischen Darstellungen
bilden den Hauptinhalt des zweiten Abschnittes (Nr. 7—12).
Den erwiihnten beiden Moglichkeiten bei der Wahl der ,zu-
gehorigen isotropen FKliche entspricht eine Einteilung in
Mongesche Flichen erster und zweiter Art. Flichen erster
Art und konstanten Kriimmungsmabes gibt es nicht: ihre
Stelle nehmen die Kugeln ein; die Fliche zweiter Art kon-
stanten Kriimmungsmafies sind unter dem Namen Serretsche
Flichen bekannt. Bei der analytischen Darstellung aller dieser
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Flichen stiitzt sich die Arbeit groBenteils auf die von Herrn
Study neuerdings entwickelte Theorie der charakteristischen
Invarianten der krummen Linien auf Minimalkegeln und der
krummen Minimallinien?).

Im Anschluf an die analytische Darstellung werden einige
geometrische Kigenschaften der Mongeschen Flichen erster Art
angegeben (Nr. 8), namentlich aber gelingt die Bestimmung
aller algebraischen Mongeschen Flichen (Nr. 8 und 9). Geo-
metrisch sind diese algebraischen Fliichen dadurch charakteri-
siert, daf ihre Zentrakurve entweder eine algebraisch rekti-
fizierbare krumme, nicht-isotrope Linie oder eine algebraische
krumme Minimallinie ist. Man gelangt zu diesem Satze mit
Hilfe eines Formelsystems, das aus der gegebenen Flichen-
darstellung fiir die Zentrakurve einer Mongeschen Fliche folgt,
und das besonders dadurch bemerkenswert ist, dak es eine
Losung der Gleichung

da? + dy* + dz* = ds?

ohne Anwendung von Integralzeichen darstellt; wie ich nach-
triiglich bemerkte, ist dieses Formelsystem bereits von Herrn
de Montcheuil?) angegeben worden, jedoch ziemlich unbe-
kannt geblieben (Nr. 10). Ein zweites fiir die Zentrakurven
der Mongeschen Flichen auftretendes Gleichungssystem ge-
stattet die Darstellung der charakteristischen Differentialinva-~
rianten einer beliebigen nicht-isotropen krummen Linie, mit
Ausnahme der Kreise, durch die einfachste charakteristische
Invariante einer Minimalevolute und die Ableitungen der Bogen-
linge der gegebenen Kurve nach einem natiirlichen Parameter

1} E. Study, a) Zur Differentialgeometrie der analytischen Curven.
Trans. Amer. Math., Soc. 10 (1909), p. 1—50. (Der Amer. Math. Soc. vor-
gelegt am 10. September 1908.)

b) Die natiirlichen Gleichungen der analytischen Curven im Eucli-
dischen Raume. Trans. Amer. Math. Soe. 11 (1910), p. 249 —279. (Der
Amer. Math. Soe. vorgelegt am 26. Februar 1910.)

a) wird weiterhin als A. C., b) als N. Gl. zitiert.

2) Die Literatur hieriiber siehe Nr, 10, Anm.
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der Minimalevolute!). AnschlieBend werden alle Mongeschen
Flichen bestimmt, die eine gegebene krumme Linie zur Zentra-
Iurve haben, und ihre Verteilung auf die beiden Arten an-
gegeben (Nr.11). Endlich wird noch eine bisher iibersehene,
wenigstens nirgends ausdriicklich ausgesprochene Doppelver-
hilltnis-Bigenschaft abgeleitet (Nr. 12).

Der dritte Abschnitt (Nr. 13—16) bespricht die einfachsten
algebraischen Mongeschen Flichen, namentlich diejenigen dritter
Ordnung. KEs handelt sich dabei um die gegeniiber der Gruppe
der Ahnlichkeitstransformationen invarianten drei Typen solcher
Flichen dritter Ordnung. Nach einer Diskussion von Flichen,
die sie repriisentieren (Nr. 13 und 14), wird der Nachweis
geliefert, daB diese drei Typen die einzigen sind (Nr. 15).
Speziell existiert auch keine Serretsche Fliche dritter Ord-
nung; die einfachste Serretsche Fliche ist von der vierten
Ordnung (Nr. 16).

Der letzte Abschnitt (Nr. 17—20) beschiftigt sich aus-
fithrlicher mit den Mongeschen Fliichen erster Art, nament-
lich mit ihrer Abwickelung aufeinander (Nr. 17) und auf die
Flichen zweiter Art (Nr. 20). Die Eigenschaft aller aufein-
ander abwickelbaren Fliichen erster Art, aus einer beliebigen
unter ihnen durch Bewegung oder Umlegung hervorzugehen,
fiihrt auf eine besondere Klasse dieser Flichen, die mit der
Theorie der automorphen Funktionen in nahem Zusamnien-
hang steht: jede dieser ,automorphen® Mongeschen Flichen
erster Art ist dadurch ausgezeichnet, daf sie durch eine be-
stimmte (,zugehorige*) Gruppe von Rotationen um die Spitze
des zugehorigen Minimalkegels auf sich selbst abgewickelt wird
(Nr. 18). Eine Anwendung dieser Betrachtungen auf gewisse,
in einem besonderen quadratischen R, gelegene, krumme Mi-
nimallinien des I, ist angefiigt (Nr. 19).

Da die mir bekannt gewordene Literatur iiber die Monge-
schen Flichen in den vorhergegangenen Arbeiten nur unvoll-
stiindig angefithrt ist, so mag zum Schlusse noch ein chrono-

1} Wegen der Benennungen vgl. auch E, Study, A. C.

Sitzungsb. d. math.-phys, K1, Jahrg, 1913, 10
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logisches Verzeichnis derselben hier Platz finden, das iibrigens
keinen Anspruch auf Vollstindigkeit erhebt?!):

1. G. Monge, Application de lanalyse & la géométrie {5. éd. par J. Liou-
ville. Paris (1850}, § X1X. De la surface dont les deux rayons
de courbure en chague point sont égaux entre eux et dirigés du
méme coté, p. 196 —211]3). ]

A. Serret, Note sur une équation aux dérivées partielles. Journ.
math. p. appl. (1) 13 (1848), p. 361 —363.

3. 0. Bonnet, Note sur les surfaces dont toutes les lignes de courbure

sont planes. C. R. Ac. sc. Paris 42 (1856), p. 1067—1070.

4. L. Lévy, Sur les systémes triplement orthogonanx olt les surfaces
d’'une méme famille sont égales entre elles. J. math. p. appl. (4) 8
(1892), p. 351—383 [nur p. 372 f.].

5. G. Darboux, Le¢ons sur la théorie générale des surfaces. Paris 1
(1887), p. 84 Anm.; 11 (1894), p. 294 £, 315,

6. 8. Lie, Zur Invariantentheorie der Gruppe der Bewegungen. DBer.
tes. Lpz. (math.-phys.) 48 (1896), p. 466 —4773).

1o
b

1) Die Arbeiten, die in diesem Verzeichnis genannt sind, werden
weiterhin so zitiert, daB z. B. [Einl. 8)] die hier unter 8) genannte Arbeit
hedeutet.

?) Mit der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung dieser
Flichen

L0~ (4 prat) — (1427 — 2 pg s+ (1 P =
hat sich Monge bereits in der Abhandlung: Mémoire sur le calcul inté-
gral des équations aux différences partielles, Hist. Mém. math. phys.
Ac. sc. Paris, année 1784 (1787), p. 118—192 beschiiftigt [p. 145 it.].

3) Bekanntlich hat schon Monge {1)] angegeben, daf eine beliebige
Fliche mit gleichen und gleichgerichteten Kriimmungsradien [variablen
Krismmmungsmafes] Enveloppe einer Schar von Kugeln ist, deren Mittel-
punkt eine willkiirliche [von Monge als reell vorausgesetzte] krumme
Linie beschreibt, und deren Halbmesser gleich der Bogenliinge dieser
krummen Linie ist. Die entsprechende geometrische Erzeugungsweise
der Serretschen Flichen als Enveloppen einer Schar von Kugeln kon-
stanten Halbmessers, deren Mittelpunkt eine beliebige krumme Minimal-
linie beschreibt, diirfte dagegen Lie als erster erkannt und ausgesprochen
haben. Daf Lie die geradlinigen Flichen, die durch Bewegung einer
Minimalgeraden entstehen, schon um 1870 gekannt hat, steht nach einer
Bemerkung des Herrn Stitekel in [7)] fest. iner freundlichen Mittei-
lung des Herrn Engel entnehme ich, dak diese Flichen zwar implizite
unter den Integralfliichen gewisser partieller Differentialgleichungen erster
Ordnnng enthalten sind, die Lie in der Arbeit: Uber Complexe, inshe-
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7. P. Stickel, Beitriige zur Flichentheorie. Ber. Ges. Lpz. (math.-phys.)
48 (1896), p. 478—504. [I. Zur Theorie der Kydmmungslinien; auch:
II. Uber die Fundamentalgrofien der Flichentheorie, Nr. 4.]

8. (. Scheffers, Einfihrung in die Theorie der Flichen. Leipzig
(1902, p. 115--116, (163), 175, 177, 213, 227--229, 240—241, 354.

9. P. Stiickel, Beitriige zur Flichentheorie. Ber. Ges. Lipz. (math.-phys.)
54 (1902), p. 101—120. [VIIL. Uber die Flichen, die nur eine
Schar von Kriimmungslinien besitzen.]

10. M. de Montcheuil, Sur une classe de surfaces. Thése prés. & Ia
fac. sc. Toulouse, No. 23 (juin 1902). Paris, 49, 75 Seiten. [Se-
conde partie: Applications II.720: Surfaces & rayons de courbure
égaux et de méme sens, p. 39--42; ILI. Trois fonctions sont nulles,
p. 42 1]

10a. J. Drach, Sur certaines déformations remarquables. C. R. Ac. sc.
Paris, 136 (1903), p. 996 —993 [auf p. 997].

11. Burke Smith, Certain surfaces admitting of continuous deformation
with preservation of conjugate lines. Bull. Amer. Math. Soc. 12
(1906), p. 164—170. [Einleitende Bemerkung und p. 167 f.]

12. U. Sbrana, Le superficie di Serret negli spazi a curvatura costante.
Atti Ace. Linceil (mat. fis.) (5) 15 (1906), p. b37—542.

13. L. Bianchi, Teoria delle trasformazioni delle superficie applicabili
sulle quadriche rotonde. Mem. mat. fis. Soc. It. (dei XL) (3) 14
(1907), p. 3—74 [§§ 22 —24].

14, U. Shrana, Sulle trasformazioni delle superficie a linee di curvatura
coincidenti. Mem. mat. fis. Soc. It. (dei XT.) (3) 14 (1907), p.275 —289.

15. J. Lipke, On the shortest distance between consecutive straight lines.
Bull. Amer. math. Soe. 13 (1907), p. 489—497 [§ 3. Geometric inter-
pretations. Theorem VII.]

16. I.. Raffy, Sur les surfaces & lignes de courbure confondues. C. R.
Aec. sc. Paris 146 (1908), p. 459 —462.

17. L. Raffy, Applicabilité et modes divers de replesenmtlon des sur-
faces & lignes de courbure confondues. C. R. Ac. se. Paris 146
(1908), p. 618—620.

sondere Linien- und Kugelcomplexe, mit Anwendung auf die Theorie
partieller Differentialgleichungen, Math., Ann. 5 (1872), p. 146—256 [anf
p. 192 f£] bespricht; daB Lie sie aber, aufier in der im Texte genannten
Abhandlung, nirgends ausdriicklich erwithnt. Man wird also annehmen
diirfen, daf auch Lies Kenntnis der erwithnten geometrischen Erzeugung
der Serretschen I'lichen bis etwa 1870 zuriickreicht. Nach Lie findet
sich diese Krzeugung wohl zuerst in: E. Goursat, Legons sur l'inté-
gration des dquations aux ddérivdes partielles du second ordre ete. Paris
(1898), p. 70.

10*
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18. L. Raffy, Sur les résaux conjugués persistants qui comprennent une

famille de lignes minima. C. R. Ac. sc. Paris 146 (1908), p. 740 —742.
Die Noten 16)—18) geben die wichtigsten Resultate von:

19. L. Raffy, Etude sur les surfaces imaginaires de Monge & lignes de
courbure confondues. Bull. Soc. math. France 36 (1908), p. 150—184.

20. . Study, Minimalecurven und Serretsche Flichen. Amer. J. math.
32 (1910), p. 264—278.

21. H. Beck, Die Gruppe der Minimalgeraden. Ber. Ges. Lpz. (math.-
phys.) 64 (1912), p. 35—56 [nur Abschn. 1 auf p. 50].

22. L. Weickmann, Beitriige zur Theorie der Flichen mit einer Schar

von Minimalgeraden. Inaug.-Diss. Minchen (Univ.) 1912, 8% 518.

P. Eisenhart, Ruled surfaces with isotropic generators. Rend.

Circ. mat. Palermo 34 (1912), p. 29—40.

24, P. Franck, Die Flichen mit einer Schar von Minimalgeraden als
kugelgeometrisches Analogon der abwickelbaren Flichen. Mitt.
math. Ges. Hamburg 5 (1913), Heft 2.

Endlich sei auf eine demniichst erscheinende Arbeit:

95. H. Beck, Zur Lehre von den Mongeschen Flichen. Jhrsh. Dtsch.
Math.-Ver. 22 (1913)
hingewiesen, in der eine auBerordentlich einfache explizite Dar-
stellung aller Mongeschen Flichen gegeben wird. Die Auffindung
der Serretschen Flichen wird auf das Problem der Traktrix oder
der Kurven eines Nullsystems zuriickgefiahrt.

Den Hinweis auf die unter 6) bzw. 12) und 14) genannten
Arbeiten verdanke ich der Freundlichkeit der Herren F. B6hm
und Weickmann. Herrn Engel bin ich fiir seine Mitteilungen
iiber das Auftreten der behandelten Flichen bei Lie, und iiber
einen ihm von Liie angegebenen Beweis, den ich in den Text
aufgenommen habe, Herrn Beck fiir die Mitteilungen iiber
seine oben angefithrte, noch nicht erschienene Arbeit zu be-
besonderem Danke verpflichtet.

23. L.

I. Geometrische Ableitung der Eigenschaften der Mongeschen
Flédchen.

1. Wir stellen zuniichst einige Definitionen und Sitze aus
der Geometfrie in einer Minimalebene, die weiterhin benutzt
werden, ohne Beweis auf?).

1) Einige dieser meist ganz elementaren Siitze, die iibrigens alle
bekannt sein diirften, findet man bei L. Raffy, Contribution i la géo-
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(1) (a) Satz: Alle Minimalgeraden®) einer Minimalebene sind
untereinander parallel.
(b) Satz: Alle Geraden, die eine Minimalgerade u senk-
recht schneiden, liegen in der Minimalebene m durch
umgekehrt schneidet jede Minimalgerade p einer Minimal-
ebene m alle Geraden von m senkrecht. g ist mithin eine
Normale von .

Folgesatz: Jede Minimalgerade u steht auf sich selbst und
auf allen parallelen Minimalgeraden senkrecht.

(2) Erklirung: Eine nicht-isotrope?) Gerade y wird orientiert,

métrie des dlements isotropes. Bull. se. math. (2) 32 (1908), p. 264-—278.
Weiteres iiber den Gegenstand in: H. Beck, Zur Geometrie in der Mi-
nimalebene. Stzgsh. Berl. Math. Ges. 12 (1913), p. 14—30.

1) In der vorliegenden Arbeit werden, wo nicht ausdriicklich das
Gegenteil angegeben ist, ausschliefilich eigentliche Punkte, Gerade,
Ebenen betrachtet.

2) Wir stellen hier zur besseren Ubersicht die mittels der Beiworte
.isotrop® und ,nicht-isotrop® gebildeten Termini, mit Angabe ihrer
Bedeutung, zusammen.

isotrope Kurve = (gerade oder | nicht-isotrope Kurve = (gerade oder
krumme) Minimalkurve l krumme) Nicht-Minimalkurve
| [Study]
isotrope Gerade = Minimalgerade | nicht-isotrope Gerade = Euklidische
‘ Gerade [Study] == Nicht- Minimal-
gerade

isotroper Vektor = Vektor, der in | nicht-isotroper Vektor = Vektor, der
einer Minimalgeraden liegt in einer Euklidischen Geraden liegt
isotrope krumme Linie = krumme | nicht-isotrope krumme Linie ==
Minimallinie [Study] krumme Nicht-Minimallinie
isotrope Flichen = Minimalebenen, | nicht-isotrope Fliichen = alle Fli-
Minimalkegel {Study] und Tangen- | chen aufier den isotropen Flichen
tenfliichen einer krummen Minimal-

linie

isotrope Ebene = Minimalebene nicht-isotrope Ebene = Nicht-Mi-
nimalebene == Euklidische Ebene
[Study]

unebene isotrope Fliichen = Mini- = nicht-isotrope Kugel = gewdhnliche

malkegel und Tangentenflichen Kugel = Kugel mit endlichem, von

einer krummen Minimallinie. Null verschiedenem Quadrate des
Halbmessers,
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indem man ihr eines von den beiden moglichen Tripeln
von Richtungskosinus (@, 0, ¢) beilegt, die sich dann als
Koordinaten eines in der Geraden y gelegenen ,zuge-
horigen“ Einheitsvektors auffassen lassen.

Unter einer orientierten Geraden ist im folgenden
stets eine orientierte nicht-isotrope Gerade zu verstehen.

Die orientierte Gerade y mit dem zugehorigen Ein-
heitsvektor (a, b, ¢) soll mit y (a, b, ¢) bezeichnet werden,
so oft es sich um die Hervorhebung ihrer Richtung handelt.

(3) Erklirung: Ein geordnetes Paar 4 - B von Punkten

——
A, B bestimmt eine orientierte Strecke 4 B und einen

Vektor V5§, d. h. eine orientierte Strecke [einen Vektor]
vom Anfangspunkte 4 und vom Endpunkte 3.

Ein Vektor [eine orientierte Strecke| heifit ein nicht-
isotroper bzw. isofroper Vektor [eine nicht-isotrope bzw.
isotrope orientierte Strecke], je nachdem er [sie] in einer
nicht-isotropen oder isotropen Geraden liegt.

(4) Satz: Jeder isotrope Vektor (dessen Anfangs- und End-

punkt eigentliche Punkte sind), hat die Linge Null.

(5) Erklirung: Zwei in einer Minimalebene m gelegene (nicht-

isotrope)t) Einheitsvektoren (o, b, ¢) und (a', ', ¢') heifien
gleichartig oder ungleichartig orientiert, je nach-
dem ihr inneres Produkt (a]a’) den Wert 41 oder — 1 hat.

Zwe1 orientierte, nicht-isotrope Gerade y (a, b, ¢) und
»' (a', b, ¢') [zwel nicht-isotrope Vektoren, zwei orien-
tierte nicht-isotrope Strecken| einer Minimalebene heifien
gleichartig oder ungleichartig orientiert, je nach-
dem die zugehorigen Einheitsvektoren es sind.

Wir sprechen von zwei gleichartig oder ungleichartig
orientierten Geraden | Vektoren, Strecken], einer Minimal-

Im Texte bleiben iiberall, wo aus dem Zusammenhange hervorgeht,

ob es sich um ein isotropes oder nicht-isotropes Gebilde handelt, die
Worte isotrop und nicht-isotrop weg.

1) Dieser Zusatz kann wegbleiben, da wir nur eigentliche Punkte

von m betrachten.
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ebene, und verstehen darunter zwei gleichartig oder un-
gleichartig orientierte nicht-isotrope Geraden [Vek-
toren, Strecken].

(6) Satz: Zwei gleichartig orientierte Gerade einer Minimal-
ebene bilden einen Winkel, dessen Hauptwert Null ist
(kitrzer: den Winkel Null).

(7) Satz: Sind A und B zwel Punkte einer Minimalgeraden u
und C ein Punkt auBerhalb x in der Minimalebene m
durch p, so ist stets:

—— ————y

S —
AC = BC, (A= CB.

(8) Satz: Zieht man durch die Punkte einer Minimalgeraden n
in ihrer Minimalebene m gleichartig orientierte Strecken
von gleicher (endlicher)') Liinge, so liegen die KEnd-
punkte aller dieser Strecken auf einer zweiten Minimal-
geraden .

(9) Satz: Eine krumme ebene singulire Linie (= krumme
Linie in einer Minimalebene) hat auBer den Minimal-
geraden ihrer Ebene keine weiteren Filarevolventen.

2. Enthiilt eine Fliche?) eine Minimalgerade g, so
liegen nach Nr.1(1) alle in den Punkten von u errich-
teten Flichennormalen in der Minimalebene m durch .
Insbesondere ist das auf einer Fliiche, die mindestens eine Schar

1) Dieser Zusatz kann wegbleiben, da wir nur eigentliche Punkte
von m betrachten.

2) Wir verstehen im folgenden unter ,Kurve“, ,Fliche®, ,Kon-
gruenz® stets eine analytische Kurve, analytische Fliche, analytische
Kongruenz; unter ,Punkt einer Xurve hzw. Fliiche” und ,Gerade einer
Kongruenz® stets einen Punkt ,allgemeiner Lage® der Kurve bzw. Fliche,
und eine Gerade ,allgemeiner Lage* der Kongruenz; und wir betrachten
nur solche Bereiche einer Kurve, Fliche bzw. Kongruenz, deren siimtliche
Punkte bzw. Gerade solche allgemeiner Lage sind. Ingleichen verstehen
wir unter einem ,analytischen Gesetz“ im folgenden ausnahmslos ein
im Sinne der Funktionentheorie eindeutiges analytisches (fesetz, unter
Junktion® eine eindeutige analytische Funktion.
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von ool Minimalgeraden?) enthilt (,Fliiche mit einer Schar
von Minimalgeraden® im weiteren Sinn?)), fiir jede dieser
Minimalgeraden ;o der Fall; und wenn man von den isotropen
Flichen absieht, worunter die Minimalebenen, die Mini-
malkegel und die Tangentenflichen einer krummen
Minimallinie verstanden sein sollen?), so fiillt die Flichen-
normale in einem Punkte P einer solchen Fliche nicht mit der
Minimalgeraden s selbst zusammen?).

Liegen zwei benachbarte, einer Schar von orientierten Ge-
raden angehdrige, nicht-isotrope Gerade in einer und derselben
Minimalebene 72, so sind sie notwendigerweise gleichartig
orientiert [Nr. 1 (5)]; dies gilt insbesondere von zwel benach-
barten nicht-isotropen der (in stetiger Weise orientierten)
Normalen einer nicht-isotropen Fliiche. Zieht man demnach
durch einen festen Punkt P gleichsinnig Parallele zu allen, in
stetiger Weise orientierten Normalen einer nicht-isotropen
Fliche lings einer auf ihr liegenden Minimalgeraden x, so

1) Wenn wir von w!-, @2 .Scharen sprechen, so setzen wir als
Definitionsgesetz der Schar ein analytisches (fesetz voraus, und zihlen
komplexe Konstante.

2) Wir folgen diesem Sprachgebrauch; manche Autoren nennen die
Mongeschen Flichen (siehe %)) so.

3) Auch hier ist der Sprachgebrauch wechselnd; die im Texte
gegebene Definition diirfte die zweckmiiBigste sein.

4) Es ist hier vielleicht angebracht, eine Einteilung der nicht-
isotropen Flichen mit einer Schar von Minimalgeraden zu
geben.

1. Flachen mit zwel Scharen

a) von je ®! untereinander parallelen Minimalgeraden: nicht
isotrope oder Euklidische Ebenen,

b) von je ! zueinander windschiefen Minimalgeraden: nicht-
isotrope oder gewdhnliche Kugeln;

2. Flichen mit einer Schar (von ®! krummen Minimallinien und
einer Schar)

a) von 1 parallelen Minimalgeraden: unebene Zylinder
von Minimalgeraden oder unebene Minimalzylinder
[Study],

b) von ! windschiefen Minimalgeraden: die Mongeschen
I'lichen.
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liegen diese Parallelen nach Nr.1(1) in einer isotropen Ebene
und sind gleichartig orientiert. Trigt man von P aus auf
jeder dieser Parallelen im positiven Sinne die Einheitsstrecke
ab, so ist nach Nr.1(8) der Ort der Endpunkte aller dieser
Strecken eine Minimalgerade. Also:

Enthilt eine nicht-1sotrope Fliche eine Minimal-
gerade u, so entspricht dieser in der sphirischen Ab-
bildung der Fliche wieder eine (zu u parallele) Mini-
malgerade pu'.

Da s zu g, ihrem sphiirischen Bilde, zugleich parallel
und senkrecht ist [Nr. 1 (1)], so folgt weiter der Satz:

Eine Minimalgerade, die einer nicht-isotropen
Iliche angehort, ist zugleich Asymptotenlinie und
Kriimmungslinie der Fliche.

Umgekehrt ist auf einer nicht-isotropen Fliche
jede Kurve 2, die zugleich Asymptotenlinie und Kriim-
mungslinie ist, eine Minimalgerade.

Denn 7 ist nach Definition zum sphiirischen Bilde 2’ gleich-
zeitig parallel und senkrecht; die Tangenten von 4 und 4 in
entsprechenden Punkten sind folglich Minimalgerade; 2' ist also
eine sphiirische Minimalkurve, d. h. eine Minimalgerade, und
daher ist auch 7 eine Minimalgerade.

Fiir die nicht-isotropen Flichen mit einer einzigen Schar
von Minimalgeraden folgen inshesondere die Siitze:

(1) Das sphiérische Bild eines unebenen Minimal-
zylinders ist eine zu den Erzeugenden des Zylinders
parallele Minimalgerade.

(2) Der Minimalgeradenschar (1) auf einer Monge-
schen Fliche entspricht bei der sphirischen Abbil-
dung eine Minimalgeradenschar (©) der Kugel.

3. Beijeder nicht-isotropen Fliche mit einer Schar
(1) von Minimalgeraden u schneiden sich die in den
Punkten einer beliebigen dieser Minimalgeraden s
errichteten Flichennormalen » alle in einem (eigent-
lichen oder uneigentlichen) Punkte I
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Fiir die nicht-isotropen Kugeln und Ebenen, deren
stiimtliche Normalen durch einen (eigentlichen bzw. uneigent-
lichen) Punkt gehen, sowie fiir die unebenen Minimal-
zylinder, die abwickelbare Flichen?) sind, ist der Satz evi-
dent. KEr bedarf also nur fiir die Mongeschen Flichen
eines Beweises,

Betrachten wir die Kongruenz ((v)) der Normalen » einer
solchen Fliche. Fiir eine beliebige Normale » ist diejenige
Minimalebene m, die durch sie und die ihren FuBpunkt ent-
haltende Minimalgerade p gelegt ist, die eine ihrer Brenn-
ebenen, weil nach Nr. 2 alle Flichennormalen lings w in m
liegen. Da die Kongruenz ((»)) eine Normalenkongruenz ist,
so miissen die beiden Brennebenen einer beliebig gewiihlten
Normalen » aunfeinander senkrecht stehen. Nun schneiden alle
Ebenen, die zu einer Minimalebene m senkrecht stehen, und
von ihr verschieden sind, m lings einer ihrer Minimalgeraden;
da » keine Minimalgerade ist, so mufi also die zweite Brenn-
ebene der Normalen » mit der ersten Brennebene, der Mini-
malebene m, zusammenfallen.

Die Kongruenz ((»)) der Normalen » besitzt daher blof oo?
Brennebenen, nimlich die Minimalebenen 7 durch die Minimal-
geraden u der Schar (1). Liegen aber die Geraden einer Kon-
gruenz in den Ebenen ¢ einer einfach unendlichen Schar (e), so
fallen ihre Brennebenen dann und nur dann zusammen, wenn
alle diejenigen Geraden der Kongruenz, die in einer und der-
selben Ebene ¢ liegen, durch einen Punkt der Schnittlinie
dieser Ebene mit der benachbarten Ebene der Schar (¢) gehen?).

Damit ist der obige Satz bewiesen.

1) Unter einer abwickelbaren Fliche verstehen wir eine krumme,
in jede (nicht-isotrope) Ebene ohne Dehnung verbiegbare Fliche, mit
anderen Worten jede Enveloppe von w?!, kein Biischel bildenden, nicht-
isotropen Ebenen.

2) Die Definitionen der Brennpunkte und Brennebenen einer Kon-
gruenz von Geraden sind projektivisech und zueinander dual; also ist
dieser Satz, als das duale Gegenstiick eines von Herrn Darboux (Legons
sur la théorie géndrale des surfaces 1T, No. 821, p. 15) bewiesenen Satzes,
richtig.
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4. An den zuletzt bewiesenen Satz schlicfien sich einige
weitere an, die zum Teile unmittelbar aus ihm folgen:

(1) Auf den unebenen Minimalzylindern und auf
den Mongeschen Flichen fallen die beiden Scharen
von Kriimmungslinien in die Schar (¢) von Minimal-
geraden der Fliche zusammen. Diese Eigenschaft
kommt unter allen nicht-isotropen Flichen nur den
genannten Flichen zu.

Der erste Teil dieses Satzes folgt aus Nr. 3. Einer freund-
lichen Mitteilung des Herrn Engel verdanke ich den folgenden
ihm von Lie angegebenen geometrischen Beweis des zweiten
Teiles:

Fallen auf einer (notwendigerweise unebenen) nicht-iso-
tropen Fliche in jedem Punkte die beiden Hauptkriimmungs-
richtungen zusammen, so muf, da die Hauptkriimmungsrich-
tungen eines Flichenpunktes sowohl zu seinen Haupttangen-
tenrichtungen als auch zu seinen Minimalrichtungen konjugiert
sind, notwendig eine Haupttangentenrichtung und eine Mini-
malrichtung mit der einzigen Hauptkriimmungsrichtung zu-
sammenfallen. Die eine (und nur die eine) Schar von Mini-
malkurven der Fliche besteht daher ans Haupttangentenkurven
und infolgedessen aus geraden Linien.

Auf einem ganz ihnlichen Gedankengange beruht der von
Raffyl) gegebene geometrische Beweis desselben Satzes.

(2) In jedem Punkte einer nicht-isotropen Fliache
mit einer Schar von Minimalgeraden sind die beiden
Hauptkrimmungsradien gleich lang und gleich ge-
richtet, d. h. es fallen die beiden Hauptkriimmungs-
mittelpunkte jedes Punktes der Fliche zusammen.
Diese Figenschaft kommt unter allen nicht-isotropen
Flichen nur den genannten Flichen zu.

Der erste Teil des Satzes folgt wieder aus Nr. 3. Der

1) Siehe [Einl. 19)], p. 154 £, wo der Beweis allerdings nur fiir die
Mongeschen Flichen gegeben wird; doch ist er leicht anf die unebenen
Minimalzylinder zu iibertragen,
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zweite Teil, fiir den schon Monge!) einen allerdings nicht
mehr geniigenden, geometrischen Beweis gegeben hatte, lilit
sich folgendermafBen heweisen:

Hat eine nicht-isotrope Gerade, die einer Kongruenz an-
gehort, zwel voneinander verschiedene Brennpunkte, dann hat
sie auch zwel voneinander verschiedene Brennebenen, und um-
gekehrt, Ein Zusammentallen der Brennpunkte zieht also ent-
weder ein Unbestimmtwerden der Brennebenen (so daB jede
Ebene durch die Gerade Brennebene ist), oder ihr Zusammen-
fallen nach sich.

Fiir jede Gerade der Kongruenz tritt Unbestimmtheit der
Brennebenen nur bei den eigentlichen und uneigentlichen Ge-
radenbiindeln ein. Fallen dagegen fiir jede Gerade einer Kon-
gruenz beide Brennebenen zusammen, so besteht die Kongruenz
entweder:

1) aus der einen Schar von Haupttangenten einer nicht-
abwickelbaren nicht-isotropen Fliche 52), oder

2) aus co? Geraden, die eine eigentliche oder uneigentliche
(gerade oder krumme) Linie 4 schoeiden und so angeordnet
sind, dat alle diejenigen Geraden, die durch einen Punkt I
von 4 gehen, in einer Ebene ¢ durch die Tangente von 4 in
P liegen?).

Sieht man von dem in 2) enthaltenen trivialen Falle aller
in einer Kbene gelegenen Geraden ab, so sind im ersten
Falle die %2 Tangentialebenen der Fliche b, im zweiten die
o ! Ebenen ¢ die Brennebenen der Kongruenzgeraden.

Soll eine Kongruenz, in der die Brennebenen jeder Ge-
raden zusammenfallen, aus den Normalen einer Fliche f be-
stehen?), so ist dazu notwendig und hinreichend, daf die Brenn-
ebenen jeder Kongruenzgeraden auf sich selbst senkrecht stehen,
d. k. Minimalebenen sind. Der Fall 1) ist dann, da b eine

1) Siehe [Einl. 1), p. 208.

%) Vgl. G. Darboux, a. a. O.,, Nr. 3201, p. 18 ff., wo allerdings
der Grenzfall einer nneigentlichen Brennkurve aufier Acht gelassen ist.

3) Hierdurch werden die isotropen Flichen, die nur ! Normalen
haben, von der Betrachtung ausgeschlossen.
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nicht-isotrope Fliche sein muf, offenbar unmiglich. [m
Talle 2) schneiden alle in einer Minimalebene ¢ gelegenen Ge-
raden der Kongruenz eine Fliche f, deren Normalen sie sind,
in einer Minimalgeraden p [Nr. 1(1)], und die beiden Scharen
von Kriimmungslinien auf f fallen in die eine Schar von Mini-
malgeraden (i) zusammen. Die Fliiche f ist also nach (1) ent-
weder ein unebener Minimalzylinder oder eine Mongesche Fliiche.

Bin eigentliches [uneigentliches]| Geradenbiindel ist endlich
stets die Normalenkongruenz einer Schar von parallelen, nicht-
isotropen Kugeln [Ebenen].

Folgesatz: Bedeutet A das (Gaufische) Krimmungs-
mali oder die totale Kriitmmung, H die mittlere Kriim-
mung (= Summe der reziproken Hauptkriimmungs-
radien) einer nicht-isotropen Fliche, so sind die nicht-
isotropen Flichen wit einer Schar von Minimalge-
raden durch

H— 4 K=0
charakterisiert.

(3) Der Ort der Kriimmungsmittelpunkte:

(a) einer nicht-isotropen Kugel [Ebene] reduziert
sich auf einen ecigentlichen [uneigentlichen] Punlkt;

(b) eines unebenen Minimalzylinders ist diejenige
in der uneigentlichen Ebene gelegene Tangente des
absoluten Kegelschnittes, die diesen im uneigent-
lichen Punkte der Minimalgeraden des Zylinders
beriithrt;

(c) einer Mongeschen Fliche ist eine (eigentliche)
krumme Linie auf der Enveloppe der o! Minimal-
ebenen m durch die Minimalgeraden u der Schar (w)
auf der Fliche.

(a) ist evident; (b) folgt leicht aus der Eigenschaft der
abwickelbaren Flichen, lings einer allgemein gelegenen Kr-
zeugenden tberall dieselbe nicht-isotrope Tangentialebene zu
besitzen; (¢) ergibt sich aus Nr. 3.

(4) Ist g eine (isotrope) Erzeugende einer Monge-
schen Fliche, und errichtet man in den Punkten J/
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von u die Schmiegungsebenen der dort schneidenden
krummen') Minimallinien i der Fliche, so umhiillen
diese einen Minimalkegel, dessen Spitze der zu u ge-
hérende Hauptkrimmungsmittelpunkt A der Fliche
ist¥). Die Tangenten der Minimallinien gz in ihren
Schnittpunkten mit « liegen auf derjenigen nicht-
isotropen Kugel vom Mittelpunkte K, welche die
Fliche lings u beriihrt.

Ist s eine Minimalkurve auf einer beliebigen nicht-iso-
tropen Fliche, so ist die Schmiegungsebene in einem Punkte
M von u stets eine der beiden Minimalebenen durch die in M
errichtete Flichennormale. Im vorliegenden Falle ist die Schmie-
gungsebene der krummen Minimallinie ;2 im Schnittpunkte 27
mit der Erzeugenden ;¢ diejenige in M errichtete isotrope Nor-

malebene 7 der Fliche, die nicht durch x geht. (Von dem
hochstens in besonderen Punkten der Fliche einfretenden Fall,
dak die Minimallinien gz und g sich in M berithren, sehen wir
hier ab). Bewegt sich M auf u fort, so geht die in I er-
richtete Normale » der Fliche, also auch die isotrope Normal-
ebene m bestiindig durch den zu p gehorigen Hauptkriim-
mungsmittelpunkt A der Fliche.

Ist 7 die Tangente von @z in M, und P ein beliebiger
Punkt von 7, so ist ferner, nach Nr. 1 (7):

—
KM= KDP,
womit auch der zweite Teil des Satzes bewiesen ist.

1) Es ist moglich, dafi einzelne der Minimallinien /i Minimalgerade
sind. In diesem Full vertritt die Minimalebene der Minimalgeraden g
die Stelle der Schmiegungsebene (im obigen Satze).

) Zum Vergleich geben wir den (bekannten) entsprechenden Satz
fiir eine nicht-isotrope Kugel: Die Minimalebene durch eine Erzeugende i
der einen Minimalgeradenschar (;¢) einer nicht-isotropen Kugel enthiilt auch
die zu p parallele Erzengende @ der zweiten Minimalgeradenschar (7).
Beschreibt o die Schar (1), so beschreibt & die Schar (), und die Mini-
walebene dureh ;o und 7 umhiillt einen Minimalkegel, der den Kugel-
mittelpunkt zum Scheitel hat.
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5. Trigt man auf allen (in stetiger Weise orien-
tierten) Normalen einer nicht-isotropen Fliche f mit
einer Schar(¢) von Minimalgeraden u, von den Punkten
der Fliiche aus, in einem bestimmten der beiden Nor-
malensinne solche endliche Strecken o ab, die liings
jeder Minimalgeraden x konstant sind, hingegen von
einer Minimalgeraden zur anderen nach einem ana-
lytischen Gesetze variieren konunen, so 1st der Ort der
Endpunkte aller dieser Strecken im allgemeinen wie-
derum eine nicht-isotrope Fliiche f; mit einer Schar (x,)
von Minimalgeraden u,. Nur fiir eine einzige be-
stimmte Art des Variierens der Strecken ¢ erhiilt man.
bei den Mongeschen Flichen und den nicht-isotropen
Kugeln, keine IFliche mehr, sondern:

a) bei einer Mongeschen I'liiche f eine krumme
Linie auf der Enveloppe i der w! Minimalehenen m
durch die Minimalgeraden g,

b) bei einer nicht-isotropen Kugel f den Kugel-
mittelpunkt?).

Dafi der Ort der Endpunkte der Strecken o im allge-
meinen eine Iliche f; mit einer Schar (z,) von Minimal-
geraden g, ist, folgt unmittelbar aus den Sidtzen unter Nr. 2.
Es bleibt zu zeigen, daBi f; stets eine nicht-isotrope Fliiche
ist; dabei wird man ganz naturgemil3 auch auf die Ausnahms-
fillle gefiihrt.

Zuniichst kann f, keine Minimalebene sein. Denn in jeder
Minimalebene m durch eine Gerade g der Schar (u) liegt eine
Minimalgerade u, der Schar (x,) von f;. Da durch jede der
Minimalgeraden g, einer Minimalebene f; auler f; selbst keine
zweite Minimalebene gelegt werden kann, so miiliten, wenn f,
Minimalebene wiire, alle Minimalebenen m mit 7] und folglich
miteinander, und mit f, identisch sein, was der Voraussetzung
widerspricht, dal f eine nicht-isotrope Fliche ist.

1 Der wesentliche Inhalt dieses Satzes findel sich anscheinend
zuerst in der Inaug.-Diss. des HHerrn Weickmann [Einl. 22)] p. 24f.
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Dagegen konnte noch, falls f eine Mongesche Fliche oder
eine nicht-isotrope Xugel ist, f, eine unebene isotrope Fliiche i
sein, nidmlich die Enveloppe der Minimalebenen m. Da sich
aber, nach Nr. 3 und Nr. 4 (3), bei einer Kugel und bei
einer Mongeschen Iliiche (mindestens) je oo Fliichennormalen
in einem und demselben Punkte A der isotropen F¥liche ¢
schneiden, so ist auch dieser Fall unmioglich, und an seine
Stelle treten die Ausnahmetille a) und b).

6. Von hier ab beschiftigen wir uns ausschliefilich mit
den Mongeschen Flichen. Zuniichst leiten wir den Zusammen-
hang ab, der zwischen der Kurve der Hauptkriimmungsmittel-
punkte oder der Zentrakurve einer Mongeschen Fliche und
dem Kriimmungsmatie der Fliche besteht.

(1) Wir setzen erstens voraus, daf die Zentrakurve » einer
Mongeschen Fliche f eine krumme Minimallinie sei. Ist
dann K ein Punkt von x, und m die Schmiegungsebene von s
in K, so schneidet [Nr. 3 und Nr. 4 (3)] m die Fliiche f in
einer Minimalgeraden u der auf /° gelegenen Minimalgeraden-
schar (u). Zieht man nun nach einem beliebigen analytischen
Gesetz durch jeden Punkt A von » in der zugehdrigen Schmie-
gungsebene m eine nicht-isotrope gerade Linie, so ist [Nr.1(1)]
% eine orthogonale Trajektorie der Geradenschar (»). Die Ge-
rade » schneidet die Fliche f in einem Punkte I’ von u, und
da » durch K geht und in m liegt, so ist » Normale von f
in I, Beschreibt » die Schar (v), so beschreibt I' demnach
ebenfalls eine orthogonale Trajektorie ¢ der Schar (»).

Da nach einem bekannten Satze zwel orthogonale Trajek-
torien einer Schar von o' nicht-isotropen Geraden, wie sie hier
vorliegt, auf allen Geraden der Schar dieselbe Strecke ab-

schneiden, so bleibt I"K = I konstant, wenn » die Schar (»)
beschreibt. Zieht man noch die Willkiirlichkeit des (») definie-
renden Gesetzes in Betracht und beachtet, da auch fiir zwel
verschiedene Normalen » und »' durch einen und denselben
Puankt K [nach Nr. 3 und Nr. 1 (7)] It konstant bleibt, so folgt

der Satz:
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Diejenigen Mongeschen Flichen, deren Zentra-
kurve eine krumme Minimallinie ist, haben konstantesg
Krimmungsmal.

Umgekehrt haben die Mongeschen Fliichen kon-
stanten KriimmungsmaBes eine krumme Minimallinie
zur Zentrakurve; wie eine entsprechende Umkehrung des
eben verfolgten Gedankenganges zeigt.

In Ubereinstimmung mit anderen Autoren hezeichnen wir
weiterhin die Mongeschen Flichen konstanten Kriimmungs-
malies als die Serretschen Fliichen?).

(2) Zweitens werde vorausgesetzt, daB die Zentrakurve x
der Fliche f eine reguliire Kurve?) sei. Ist wieder K ein Punkt
von i, so liegt nach Nr. 4 (3) die Tangente » von x im Punkte A
in der Minimalebene durch eine erzeugende Minimalgerade «
von [. Da ferner », nach Voraussetzung, keine Minimalgerade
ist, so miissen ;¢ und » sich in einem eigentlichen Punkte I
schneiden, und » ist die Normale von f in I

Die Gesamtheit der Tangenten » von » hat demnach auf /
eine gewisse Kurve ¢ zum FuBpunktsort; und da die Tan-
genten » von x zugleich Flichennormalen von / sind, so ist ¢
eine Filarevolvente von .

Sind nun ganz allgemein: x eine reguliire Kurve, ¢ eine
ithrer Filarevolventen, K der Schnittpunkt von ¢ und », K ein
variabler Punkt von 2, I' der auf der Tangente » von » in A

gelegene Punkt von ¢, J'A = R; wird ferner die krumme
Linie 2 auf eine beliebige der beiden méglichen Welsen orien-
tiert®); und ist endlich, nach Annahme eines (festen) Punktes
Ky auf » als Anfangspunktes der Bogenlinge von z, s, bzw. s

) Nach J. A. Serret, bel dem sie zuerst auftreten [Einl. 2)].

%) In der von Herrn Study (A. C.) eingefithrten Terminologie,
deren wir uns in dieser Arbeit durchwegs bedienen.

3) Die Orientierung einer nicht-isotropen krummen Linie
geschieht bekanntlich dadurch, dafi wman die Schar der Tangenten der
Kurve in stetiger Weise orientiert, und so auf jedem analytischen
Faden (== filo [Segre]) der Kurve eine positive Fortsehreitungsrichtung
bestimmt.

Sitzungsh, d. math-phys. Kl Jahrg, 1913, 11
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der zu A bzw. I gehorige Wert dieser Bogenliinge'), so be-
steht bekanutlich die Beziehung:

R=3s—s,,
oder, wenn man, um die Konstante s, zu eliminieren, differenziert:

(®) o

ds
Im vorliegenden Falle, in welchem » die Zentrakurve von [
ist, bedeutet 12 den Hauptkrtimmungsradius der Fliche / im
Punkte . Sind weiter 1, v, 3 die Koordinaten des Kriimmungs-
mittelpunktes & von f in I, und ¢ ein regulirer Parameter
der Zentrakurve =, so kann man («) in die folgende Form
umschreiben:

dx\*  (dy\? | [d;\? d I\*?
(b) ((/z‘> o ((/t> T (([f) = ((/f) '

Schlieflich sind die beiden Gleichungen (a) und (b), da das
Kriimmungsma von f sich lediglich beim Fortschreiten von A
auf » iindert (nicht aber, wenn IV auf u fortschreitet), fiir
jeden Punkt der Fliche f giiltig.

(8) Ist endlich die Zentrakurve » von f eine krumme ebene

singuliire Linie?), und m ihre (Minimal-) Ebene, so schneidet die
in einem Punkte K von » errichtete Tangente » der Kurve x

1) Wie tiberall, wo in dieser Arbeit von der Bogenliinge die Rede
ist, wird hier vorausgesetzt, daff man nur solche Bereiche der Kurve
betrachtet, die keinen singuliiren Punkt der als Funktion ihrer oberen
Grenze betrachteten Bogenlinge

t = 1. N9 A D - £
o= [V () (3)% ()" a
t
enthalten. )

?) Genau genommen, gilt der unter (2) gegebene Beweis ohne
weiteres auch fiir (3). Da aber in den Lehrbiichern der Fall einer sin-
guliren ebenen krummen Linie meistens stillschweigend ausgeschlossen
wird, so wurde im Texte die Formel (a) fiir diesen Fall eigens ah-
geleitet.
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die Fliiche / in einem Punkte I, und man schlielst ebenso, wie
in (2), da » die Normale von f in J' ist. Folglich ist der
Ort von IY, wenn K die Kurve % beschreibt, eine Filarevol-
vente von %, d. h. eine Minumalgerade [Nr. 1(9)]; mit anderen
Worten die Ebene m der Kurve » schneidet die Fliche f
in einer Minimalgeraden g, die, wie leicht zu erkennen ist,
der Schar (1) der Erzeugenden von [ nicht angehdort?).

Sei nun A ein K hinreichend nahegelegener Punkt von z,
—
K K' = s, » die Tangente von » in X', und I" und I bzw.
die Schnittpunkte von » und »* mit g, so ist
= g e -
FK =R, I"K=FK= R [Nr.1(7)],
und wenn A R die Anderung bezeichnet, die 12 beim Uber-
gange von A zu A erleidet:
e g
IR = R4 AR,

and dabier [Nr. 1 (7}
AR
ds

und diese Beziehung besteht bestindig, wenu sich K’ auf »
in beliebiger Weise stetig gegen A bewegt?), also auch in
der Grenzlage; womit das Bestehen der Relationen (a) und (b)
auch fiir diesen Fall gezeigt ist. —

Infolge der Relationen (a) und (b) und des Satzes Nr. 4(4)
kann man, mit Monge?), jede Mongesche Fliche f nicht kon-
stanten Kriimmungsmagies als einen Mantel der Enveloppe einer
Schar von Nugeln auffassen, deren Mittelpunkt eine krumme
Linie 2 von variabler Bogenliinge beschreibt, und deren Radius
gleich der Bogenlinge von x ist. Ebenso kann man, mit

1) Diese Bemerkung zuerst bei H. Beck [Einl. 21)]. p. 50.
%) D. h. auf welchem analytischen Faden von x auch, der die Punkte
N und K’ enthiilt, sich K’ nach K bewegt (ohne seine Bewegungsrich-
tung zu iindern).
3 Einl. 1)
11*
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Lie'), jede Servetsche Fliiche [ als einen lnveloppenmantel
einer Schar von nicht-isotropen Kugeln konstanten Halbmessers
auffassen, deren Mittelpunkt eine krumme Minimallinie be-
schreibt?).

Il. Von den Parameterdarstellungen der Mongeschen Flichen.

7. Die Ergebnisse von Nr. 3 und 4 fiihren zu einer ein-
fachen geometrischen Krzeugung und analytischen Darstellung
der Mongeschen Flichen. Es gilt niimlich der Satz:

Wihlt man in allen Tangentialebenen m einer un-
ebenen isotropen IFliche i, nach einem analytischen
Gesetze, je eine Minimalgerade x aus, so ist der Ort
dieser Minimalgeraden ;o im allgemeinen eine Monge-
sche Fliche.

Die Ausnahmsfiille sind:

1) Die Minimalgeraden « fallen bestiindig mit den
Erzeugenden yon i zusammen; ihr Ort ist dann die
isotrope Ausgangsfliiche i (Trivialer IFall)

2) Die Ausgangsfliche i ist ein Minimalkegel und
jede Gerade u hat von der zu ihr parallelen Erzeu-
genden ¢ von ¢ eine konstante, von Null verschiedene
orientierte Entfernung R?%. Der Ort der Minimal-
geraden u ist dann die (eine Regelschar (1) der nicht-
isotropen) Kugel vom Radiusquadrate 1% deren Mittel-
punkt der Scheitel S des Minimalkegels i 1st?).

In der Tat: Da die Ebenen m bereits die isotrope Fliiche ¢
umbhiillen, so kann die angegebene Konstruktion nur in dem
ersten der genannten Ausnahmefille auf eine isotrope Fliche

1) Einl. 6).

2) Vgl. anch Stickel und Raffy, a.a. 0, [Einl. 9) bzw. 16) und 19)].

8) Ist M ein Punkt von s, J ein Punkt der zu g parallelen Er-

zeugenden ¢ von 7, so soll die Strecke Jl_1—} die orientierte Entfernung der
Geraden 1 von der Geraden ¢ heifien.

4) Die entsprechende Krzeugung findet sich, fiir den Dbesonderen
Fall der Serretschen Flichen, bereits bei K. Study [Einl. 20)], p. 271.
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fithren. In jedem anderen Falle erhiilt man notwendig eine
nicht-isotrope Fliiche mit (mindestens) einer Schar (x) von
nicht parallelen Minimalgeraden, also [p. 152 Anm.*)] ent-
weder eine Mongesche Fliiche oder eine nicht-isotrope
Kugel. Die zweite dieser Moglichkeiten tritt danun und nur
dann ein, wenn die Zentrakurve der erhaltenen Fliche sich auf
einen eigentlichen Punkt S reduziert, und wenn (folglich) alle
Punkte der Fliche von diesem Punkte ein konstantes, end-
liches, von Null verschiedenes Abstandsquadrat haben; d. h.
wenn die isotrope Fliiche i ein Minimalkegel vom Scheitel S5,
und 7? eine beliebige, von Null verschiedene Konstante ist.
In diesem Falle erhiilt man, je nachdem, mit welchem der
heiden Werte von 1/ R? man die in 2) angegebene Konstruk-
tion ausfiihrt, die eine oder die andere Schar von Minimal-
geraden auf der Kugel vom Mittelpunkt S und vom Radius-
quadrat /%, Denn sei (x) die Schar von Minimalgeraden auf
der Kugel, die man bei Durchfiibrung der in 2) angegebenen
Konstruktion mit dem Werte + J¢ erhiilt, 1 eine Gerade all-
gemeiner Lage der Schar (1), MM ein Punkt von u, J ein Punkt
der zu ¢ parallelen Erzeugenden ¢ von i; dann ist nach Kon-

struktion ./ W = + It. Ist I derjenige Punkt auf der Geraden
—_—

S, fir den JM = It ist, so liegen alle Punkte M, die
den Punkten M von s auf diese Weise entsprechen, auf einer
zu g parallelen Minimalgeraden g [Nr. 1 (8)]. Diese gehort
derselben Kugel an wie u, aber nicht derselben Regelschar (1),
da (x) nur alle zu g windschiefen Krzeugenden der Kugel
enthiilt. —

Die isotrope Ausgangsfliiche ¢ bel unserer Konstruktion
ist offenbar fiir jede der erzeugten Fliichen f die Enveloppe
der Minimalebenen m durch die Minimalgeraden g ihrer Mi-
nimalgeradenschar (z) [bzw., bei der Kugel, einer beliebigen
ihrer beiden Minimalgeradenscharen]. Wir nennen alle durch
die angegebene Konstruktion aus einer bestimmten isotropen
Ausgangsfliiche i erhaltenen Fliichen die zu der isotropen
Fliche i zugehdrigen Flichen. Umgekehrt nennen wir,
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wenn [ eine der zur isotropen Fliche i zugehorigen Fliichen
ist, ¢ die zu f zugehodrige isotrope Fliche.

Im folgenden unterscheiden wir diejenigen Mongeschen
Fliichen, deren zugehiorige isotrope Fliche ein Minimalkegel
ist, als Mongesche Flichen erster Art, von den Monge-
schen Flichen zweiter Art, d. i. denjenigen, deren zuge-
hérige isotrope Fliche die Tangentenfliche einer krummen
Minimallinie ist?).

Unter den Mongeschen Fliichen erster Art kann es nach
dem oben (Gesagten keine Serretschen Flichen geben, da die
Fliichen konstanten KriimmungsmaBes, deren zugehdrige iso-
trope Fliiche ein Minimalkegel ist, mit den nicht-isotropen
Kugeln identisch sind.

8. Die in Nr. 7 dargestellte Erzeugungsweise der Monge-
schen Flichen fithrt zu einer analytischen Darstellung der-
selben, der wir uns nunmehr zuwenden. Wir behandeln zuerst
die Mongeschen Flichen erster Art.

Wir schicken einige Bemerkungen iiber die im folgenden,
im Anschlusse an Herrn Study, angewandte symbolische Be-
zeichnungsweise voraus. Sei eine Kurve durch eine reguliire
Parameterdarstellung

x = z(1), y = y (), & =z(t)
gegeben. Wir deuten die durch Differentiation nach dem Para-
meter ¢ erhaltenen Systeme von Grifien ', ¢!, &5 z*, y", 2'";

;) W 29 gls Koordinaten von Vektoren, und fithren
fiir die einfachsten elementaren Vektorinvarianten derselben oder
die einfachsten ,elementaren differentiellen Semiinvarianten der
Kurve in Bezug auf die Bewegungsgruppe® folgende Bezeich-
nungen ein?):

1) Wo aus dem Zusammenhange deutlich hervorgeht, dafi es sich
um Mongesche Flichen handelt, sprechen wir einfach von Flichen erster
bzw. zweiter Art.

%) Wir schreiben (7)), (ij k), (i'w),... nsw. dann, wenn die Ver-
inderliche ¢, zur Vermeidung von Zweideutig keiten, besonders hervor-
gehoben werden mub.
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(i 5= (Ll])z = (x(“:x(f’) — Wy + yo y(j) J 20 g,
(?'yj: 1,23.. '),
’ 20 () 00 ‘
() = () = (@029 a®) = 0 yhy® | Gk =1,2,3..),
20 g g6 |
(i kD) = (ijIkl) = (202D 20 z0)
= (29 z®) (29| z0) — (2D |2®) (2O 2©), (G4, k1=1,2,3...).
Ist weiter @ ein von dem Parameter ¢ unabhingiger, will-
kiirlicher Vektor, w,, w,, w, seine Koordinaten, so fiihren wir
fiir die einfachsten ,elementaren differentialen Semikovarianten
der Kurve in Bezug auf die Bewegungsgruppe® entsprechend
die folgenden Bezeichnungen ein:
(0 ) = o} + oF + o,
(i )= o)y=(@" o)=29w, +yVw,+:90,, (i=1,2,3..),
x(f') x(j) (’Ol
Gjo) = (jo) =@ aho)= yyoo, , (,j=1,23..)
Z(i) Z(J) w3 ;
(ij ko) =(ij kw) = (@920 |2 w)
= (2 2®) (') ») — (2 2¥) (20 w), G, 5,k=1,2,3..)).

In diesen Symbolen konnen auch zwei oder mehrere der
Indizes i, j, k, | einander gleich sein.

Sei nun &), 1,, {, der Scheitel des Minimalkegels i, der
zu einer analytisch darzustellenden Mongeschen Fliche erster
Art gehdrt.  Seien ferner:

1 14-a® . o
) =i 5 y=—"5" r =i @=-1)
- e

die drei Koordinaten eines Vektors, der einer Krzeugenden .

des Minimalkegels angehort!). Wir bezeichnen die jedesmalige
) Die Koordinaten dieses Vektors konnen als die Ableitungen der

Koordinaten einer durch die (nur unwesentlich abgeiinderten) Weier-

strafischen Formeln dargestellten Minimalkurve 3. Ordnung
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Differentiation dieser Koordinaten nach dem Parameter u, den
wir den Weierstrafischen Parameter nennen wollen, durch Hin-
zufligung eines weiteren Striches zu den schon vorhandenen,
so daB

') = —du, ') = —u, W) =i,

) = — i, ) = —1, ["'(u) =0,
EO () = W (1) == {8y =0 usw.
ist.  Dann ist identisch:
(1'1) =0, (123) = — 1,
@) ’(1"2-)=O, (2 2)=-1, (124) = 0,
1(13)::1, (23)=0 B3)=0, (134)=0,
(1 4) =0 usw.
und
(120)=—(1 o), (130)=—(2 0), 230)=—(3 m),

3 ,
®) | (4 w) =0,

Sind nun [, m, n die Koordinaten des Kinheitsvektors
einer orientierten Geraden y, welche zur Tangentialebene des
Minimalkegels i durch ¢ parallel ist, so muf nach Nr.1 (1):

) (1) =0

sein, und hieraus, sowie aus den ersten zwei Formeln (2) folgt
l = —0v& 4 rg

nebst den entsprechenden Formeln fitr m und n. Wegen ([ () =1

st weiter 2 = — 1, und man kann also

(5) l=—@&Fif"), m=—@y'+iy"), n=— @+

setzenl), worin v eine von u unabhiingige Grofie ist.

y 3 3 y
sw=;@—g)nm=—i@+g):m:jﬁ (=1,

Z

nach dem Parameter w anfeefalit werden. Daran, und nur daran, soll
die Bereichnung .Weierstrafisecher Parameter® fiir w erinnern.
Y Wir bemerken ausdriicklich, daf hier, wie in allen folgenden
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Die Erzeugende u der darzustellenden Mongeschen Fliche f
ist zu derjenigen Erzeugenden ¢ des Minimalkegels i parallel,
die mit ihr in derselben Tangentialebene dieses Kegels liegt.
Jeder Puunkt 3/ von p hat daher von jedem Punkte von ¢
also auch vom Kegelscheitel S einen liings 1 konstanten orien-
tierten Abstand: :

MS = R;
I ist dabei [Nr. 3 und Nr. 1 (7)] der Hauptkriimmungsradius
von [ lings u, und daher im Falle der Flichen erster Art
eine nicht konstante Funktion von # [im Falle der Kugel
konstant|.

Eine jede Mongesche Fliche erster Art [sowie jede Kugel]
liilst sich also durch die Gleichungen

z=~5 -+ Ru) (v& ) + & w) =&+ L(u) <u+ i 1—_211 u).

) Yy =n+ L) vy o+ in" () =y, R(u)(——iu—-lj;i‘; />
g=C,+ R@) w0y +il"w))y=2_,+ Ru) (=14 iuv)

mittels der Parameter u, v darstellen?); bei dieser Darstellung
ist die Kurvenschar # = const. die [eine] Schar von Minimal-
geraden auf der Fliche.

Fiir die Fundamentalgrofien erster bzw. zweiter Art 17,
I, G; D, D', D" der Fliiche erhiilt man, wenn die Differen-
tiation nach u durch Anhiingung von Strichen bezeichnet wird:

IE = — %4 R*® F=il? G =0;

(. ] s
(6) l ]):1]{ (QR?—-RR"—iRRv— R, D'=ilk, D"=0.

Formeln stets i als Repriisentant von } — 1 steht; man kann also in
Jeder Formel das (explizite stehende) i durch —¢ ersetzen, ohne daf sie
aufhort, richtig zu sein.

1) Bemerken wir, dafi durch Vertauschung von I mit — I die
Fliche (I) in eine in Bezng auf den Punkt (5, no. Zo) symmetrische
Fliiche iibergeht, und dafi wegen (10) die beiden Flichen aufeinander
abwickelbar sind.
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Dabei ist fir VEG — F? der Wert
(7 VEG—F:=iF= — R?

gewiihlt, wodurch die Flichennormalen in stetiger Weise orien-
tiert sind. Aus den Ausdriicken (6) ersieht man die (bekannte)
Tatsache, daB auf einer Fliche erster Art die zweite Schar
von Minimallinien, sowie die zweite Schar von Asymptotenlinien
je durch Integration einer Riccatischen Differentialgleichung
gefunden werden.

Fiir die Richtungscosinus «, b, ¢ der Flichennormalen
hat man:

(L=-—(i1:l"_ F+“>+_l—;u- ]117
14 u? : 1 et I
©) 'b:—(— 2-»—’1‘—zu>—}—zf—2 IR
¢ = —(Guv—1)+u ]]',

und fiir die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes:

1—u A .
(9 {g=§o+—q Y R, r)=170+z~~_gu R, s=1(,+ul.

Endlich wird das quadrierte Bogenelement:
(10) ds? = (— R*»* + 'Y du® 4 2i P dudve.

Man verifiziert mittels dieser Formeln fiir die Flichen
erster Art leicht die bisher aufgestellten Siitze.

Schliefilich lit sich jede Fliche erster Art auch durch
eine einzige Gleichung zwischen den Koordinaten x, y, ¢ eines
threr Punkte darstellen. Aus (I) folgt niimlich sukzessive:
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R(u) = V(5 — &) + (y—no)* + (¢ — o),
V= — gx_———_—g");—'—i(y;———nﬁ ——,
I//(J) - 50)2 -+ (?/ o 770)2 + (/7 _Cn)g
(11) . , (w—&)+ily-— 1y ‘ B
Ve =&Y+ —n)+ ¢ —0)F—E—4)
_VE-&f+—nS+ =L+ —E)
@& - &) —ily —n,)

wobei das Wurzelzeichen in allen Formeln auf die gleiche Art
zu bhestimmen ist. Aus (11) ergibt sich die Gleichung der
Mongeschen Fliichen erster Art in jeder der beiden iiqui-
valenten Formen:

Vi —& P -t y=—m) "i_ (o L_())‘)
=R< ’ 7 'En’*'i(.'/—’]ni);%, 7 )
Vio—E P =) 3 e —0) — Byl
(La) 1 oder: »
V(@ — &) + (4 — 5o)? + (2 — L)
— n(’ P Gl F E—LP 4 — =)

x— & —i(y — )

Von den aus (I) und (La) entspringenden Folgesiitzen er-
withnen wir diese:

1) Man erhiilt alle algebraischen Mongeschen Flii-
chen erster Art, indem man in den Gleichungen (I)
fir den Hauptkrimmungsradius 1! der Fliiche irgend
eine algebraische Funktion des Weierstrafischen Para-
meters » withlt. Die geometrische Bedeutung des Argu-
mentes 2 ist dabel aus der dritten Formel (11) ersichtlich.

2) Jede Mongesche Fliiche erster Avt it sich auns
derjenigen Fliiche gleicher Art, deren Hauptkriim-
mungsradius dieselbe Funktion des Weierstrafischen
Parameters u, und deren zugehirige isotrope Fliiche
der Minimalkegel des Anfangspunktes ist, durch blofie
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Verschiebung und Spiegelung am Scheitel des ver-
schobenen zugehérigen Minimalkegels erzeugen.

3) Das KriimmungsmaBl in einem Punkte einer
Mongeschen Fliche erster Art ist gleich dem rezipro-
ken quadrierten Abstande des Punktes vom Scheitel
des zugehdorigen Minimalkegels.

9. Um zu einer Darstellung der Mongeschen Flichen
zweiter Art zu gelangen, die den in Nr. 7 angestellten geo-
metrischen Uberlegungen entspricht, stellen wir die drei Ko-
ordinaten &, 5, { eines Punktes einer krummen Minimallinie 4
in Funktion eines natiirlichen Parameters p dar, d. h. eines
solchen, der dem simultanen System

(A1),=0  @2,=—1  (123),=—

geniigt. Die Tangentenfliche der krummen Minimallinie 7 ist

dann darch

r=5D)+EW 0 v=u@ A+ W -,
=i+ @)1,

gegeben, wo der Strich die Differentiation nach p zu zeigt,

und ¢, eine von p unabhiingige Verinderliche bedeutet.

Es bestehen jetzt die Identitiiten:

(1 1)=0, (123) = —1,

(112)=10, (2 2)=—1, (124) =0,

13)=1, @3)=0, @3)=J, (@134)=1J,

IH=0, @H=—J, B4 =1J' (234) =—1J",

(D

(2)
|

wenn die charakteristische Invaviante (3]3), der Minimallinie
mit J(p) bezeichnet wird. Ferner ist identisch:
| (12oy=—(01 o), (30v)=—_2 w),

3 , .
® l@3m)=J(1 0)—Blo), | (@d o)=10 o)+ J2 o).

Sind I, m, n die Koordinaten des KEinheitsvektors einer

‘

Minimalkurve im Punkte (&, 4, &) parallel ist, so ist wieder:

orientierten Geraden 7, welche zur Schmiegungsebene der
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(1) A =0 (=1,

und man kann wiederum
(5) (= —(q&+i&"), m=—(qn'+ i), n=— (' +4il")

setzen, worin 7 eine von p unabhiingige Grofe ist.
Kine jede Mongesche I'liiche zweiter Art lifit sich dann
durch die Gleichungen

[@‘ = &(p) + R(p) (¢&'(p) + 18" (p),
y=u(p) + L(p) (g’ (p) + in"(p)),
| e =2t + B e + it )

mittels der Parameter p, ¢ darstellen); &, 4, {, I sind darin
analytische Funktionen mit gemeinsamem Existenzbereich. DBei
dieser Darstellung ist die Kurvenschar p = const. die Schar
von Minimalgeraden, und R (p) der Hauptkriimmungsradius
der Iliche.

Fiir die Fundamentalgrofen erster bzw. zweiter Art 17
I Gy D DY, DY der Fliche erhiilt man hier:

(1D

[y

[ E=—R@E+J)+2iR4+ R, F=iR, =0,
) Jl RR?*—RR"+iR—iRRq— R2q*— R*J),
I D'=iR, D"=0;

(6)

dabel ist wieder fir VEG — I'? der Wert

(7) VEG—I? = = — ]2

gewiihlt. Aus den Ausdriicken (6) ersiecht man den (bekannten)

1) Die Vertauschung von R mit — R entspricht einer Umkehrung
der Orientierung der Geraden y bei der Konstruktion in Nr. 7, fithrt also
die Fliche (I) in eine in Bezug auf die Minimalkurve (&, », &) symme-
trische Fliche iiber. Die beiden Flichen sind hier nicht mehr so auf-
einander abwickelbar, dal symmetrisch zur Minimalkurve (£, 3, {) ge-
legene Punkte einander entsprechen. Fiir den Fall der Serretschen
Fliichen (R = const) findet sich die entsprechende Darstellung bereits
bei E. Study [Einl. 20)], p. 270. Ebendort, auf p. 271, eine kurze Bemer-
kung iiber die Darstellung aller algehraischen Serretschen Flichen.
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datz, dali anf einer Fliche zweiter Art die zweite Schar von
Minimallinien, sowie die zweite Schar von Asymptotenlinien je
durch Integration einer Riccatischen Differentialgleichung ge-
funden werden.

Die Richtungskosinus @, b, ¢ der Fliichennormalen werden

. — ‘.
®) == (g &8 — g, S
nebst den entsprechenden Formeln f{iiv 4 und e, TFir die
Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes der Fliche hat man

)i~

9y r=&—iRE y=yp—illy, j=L(—il;
und fir das quadrierte Bogenelement:
(10) ds* = (— 3P+ JJ)+ 2R+ R)dp* 20 P dpdy.

Fiir 2 = const erhiilt man insbesondere eine Serretsche
Fliche. —

Ehe wir dazu tibergehen, alle algebraischen I'liichen wweiter
Art zu bestimmen, leiten wir noch kurz eine der Darstellung (11)
entsprechende Darstellungder MongeschenFlichenerster
Art ab, die wir im dritten Teile dieser Arbeit bendtigen.

Sind, wie bisher, &(p), y(p), {(p) die Koordinaten der
Punkte einer krummen Minimallinie 2 in Funktion eines natiir-
lichen Parameters p, so stellen die Gleichungen

(1D r=2£&(p), y = 13‘(p), 3= C(p),

in denen wieder der Index Differentiation nach p bezeichnet,
eine krumme Linie » auf dem Minimalkegel des Anfangs-
punktes dar; x 1st das sphiirische Bild!) oder ein Bestandteil
des sphiirischen Bildes von 4 und p ist auch natiirlicher Para-
meter der krummen Linie #?). Bezeichnet man die Bogenliinge
von » mit s${p), so kann man

1) Vgl. E. Study, A. C.

2) Unter einem natiirlichen Parameter p einer krummen Linie (1, v, 3)
auf dem Minimalkegel des Anfangspunlktes versteht man einen solchen
Parameter, der dem simultanen Systens



{Ther die Flichen mit einer einzigen Schar ete.

(12) sS=ip

setzen, und daher nach Nr. 6 (a) fiir den Hauptkriimmungs-
radius R(p) einer beliebigen Mongeschen Fliche erster Art f,
welche die Kurve x zuv Zentrakurve hat, den Wert

(13) R =i(p+ «), (a Integrationskonstante),

annehmen.

Als Gleichungen irgend einer Mongeschen Fliche erster
Art, welche die krumme Linte (11) aof dem Minimalkegel des
Anfangspunktes zur Zentrakurve hat, erhilt man so unschwer

lx =&+t ig) — & (p + ),
(1% ly ' (L+ig)y —y"(p+a), (« willk. Konstante)
|z =0+ i) — 0 + o)

darin bedeutet ¢ einen von p unabhiingigen Parameter. —

i

Endlich wollen wir noch alle algebraischen Monge-
schen Fliichen zweiter Art bestimmen; zu diesem Zwecke leiten
wir eine weitere Parameterdarstellung dersclben ab.

Wir denken die Minimalkurve, von der wir ausgingen,
durch die (nur unwesentlich abgeiinderten) Weierstrabschen
Formeln

1—u?

=i 0+ ) = i),

() p= 2L ) w0 — 1,

Co=duf" () — if"(a),

gegeben; darin ist f(u) eine Funktion des ,Weierstraischen
Parameters® u,

Ire

o

(k) ( R '/I:f‘ o 9
1 () = e k=1,2..),

und es mub:

£ () 0

dy dy dy d?y
=0 (°* '1)*— S 1)* %d
dp dp Codp dp?

aeniigt.
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sein). Der Zusammenhang des Welerstrafischen Parameters w
mit einem natiirlichen Parameter p der Minimalkurve wird
durch die Identitit

du) = pwE s W
du? r/)/2>

Man erhilt dann als entsprechende Darstellung einer Monge-
schen Fliiche zweiter Art, wenn R (2) ihren Hauptkriimmungs-
radius 1n Funktion des Weilerstralischen Parameters « darstellt:

dE d*E d“f)
((Zp)"?__ dada® dud

vermittelt.

o= l_ i "“(”) +cuft () — if ()

2
o1 — et ) (
+ I (1{){2 5 “~<v/'”’(u) + ¢ ;“tz:))> + 71}.
asl YT EEI ey 4 g ) — £
N S ol TP Ll C) AR |
+ B(u){ 5 (1/ (20) + f”’(?()) 11(, .

= iuf" () — i f" ()

+ Reofin(ore + 15500~

dabei bedeutet » einen von # unabhiingigen Parameter, und
R, { sind analytische Funktionen mit gemeinsamem Existenz-
bereich.

Die Kurvenschar # = const ist auch hier wieder die Schar
der Minimalgeraden auf der Fliiche.

Y Der Fall £ () =0, f(u) = cyu 42 ¢ u -+ ¢y fiilhrt anf
s=ileg— ¢, n=—(p4e), = —2¢i,

d. h. gerade auf den in Nr. 8 behandelten Fall; dort ist nur insoferne
eine Abiinderung getroffen. als ¢y =1 gewithlt ist, withrend trotzdem
2y, ¢ als beliebige Konstanten angenommen sind.
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Spiiterer Anwendung wegen schreiben wir hier auch die
aus (Ila) folgenden Formeln fiir die Koordinaten des Haupt-
kriimmungsmittelpunktes der Fliche an; sie lauten:

r=i L _) e (" () — i B (o)) 4 dnf' () — if (),

14w } .
= — —*: () — i () o ()) — f(a),
y= iu(f ) — iR e) —if ().
Mit Beriicksichtigung des belkannten Satzes, daf die For-
meln (1a) immer dann, und nur dann, wenn f(u) eine alge-
braische Funktion von u ist, eine algebraische Minimalkurve

(9a)

darstellen, beweist man unschwer folgenden Satz:

Die algebraischen Mongeschen Flichen zweiter Art
sind vollstindig dadurch charakterisiert, dafi ithre zu-
gehdrige isotrope I'liiche Tangentenfliche etner alge-
braischen (krummen) Minimallinie und zugleich ihr
Hauptkrimmungsradius eine algebraische Funktion
des Weierstrafischen Parameters dieser Minimallinie
ist. Insbesondere ist jede Serretsche I'liche, deren
Zentrakurve eine (krumme) algebraische Minimallinie
ist, algebraisch, und umgekehrt hat jede algebraische
Serretsche Fliiche eine (krumme) algebraische Mini-
mallinie zur Zentrakurve.

In der Tat ist zuniichst, wenn in (ITa) f(x) und R(u)
algebraische Funktionen ihres Argumentes sind, die durch (Ila)
dargestellte Fliche zweiter Art algebraisch.

Sei umgekehrt eine algebraische Iliche zweiter Art
gegeben (etwa durch die Gleichung # = A (z, y) zwischen den
cartesischen Koordinaten eines Punktes, wobei A4 eine alge-
braische Funktion bedeutet). Dann ergibt die aus (Il a) abge-
leitete Gleichung

o oy QY

v °ov

Sy
av

Sitzungsb. d, math.-phys. KI. Jahrg. 1913, 12
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fast unmittelbar, dal; « eine algebraische Funktion von z, y ist.
Die linke Seite dieser Formel lifit sich niimlich berechnen, da
sie sich auf eine Ortsveriinderung lings einer Minimalkurve
der Fliiche bezieht; bezeichnen p und ¢ die ersten partiellen
Ableitungen von z nach x und ¥, so bestimmen die Gleichungen
dz = pdz 4 qdy, da? + dy? - d2 =0
zwel verschiedene Wertsysteme
ox, 0y, 0z baw., &'w, 'y, o'z
fiiv dw, dy, dz. Man hat dann entweder
dx 410y

—_— = , oder —u =

0z

0% T 40y

Nz !

wo rechts in jedem Falle eine algebraische Funktion von z
und y steht.?) Anderseits ist nach Voraussetzung auch das

- : 1. .
Kriimmungsmaf3s A der Fliche, also auch VK eine algebraische

Funktion von @, y; da nun aber bei den Mongeschen Fliichen
1 . . .
e eine Funktion = R(x) von wu allein ist, so folgt aus

beiden Bemerkungen, daB auch I (u) eine algebraische Funktion
von u ist.
Aus den Gleichungen (Ila) leitet man ferner die Identitit

R —rt 1+ w? .
P —x‘———z- Yy tiue=1(u)

ab, aus welcher durch genau die gleiche SchluBweise folgt,
dafl; (i) ebenfalls eine algebraische Funktion von u sein muli.

Damit ist der Beweis des obigen Satzes gefiithrt. Zusammen
mit dem Satze [Nr. 8 1)] lost dieser Satz die Aufgabe der
Bestimmung aller algebraischen Mongeschen Flichen
vollstindig. Wir werden weiter unten noch eine fundamentale
geometrische Xigenschaft dieser algebraischen Flichen
kennen lernen.

1) Dieser Schlufi bei G. Darboux, Théorie générale des surfaces I.
Paris (1887), p. 290 f.
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10. Die Formeln Nx. 8 (9) und Nr. 9 (9a) fithren infolge
des Bestehens der Relation Nr. 6 (a) auf ein Verfaliren, die
Gleichung

(1) dao? 4 dy? 4 d2? = ds?, (s & const)

ohne Anwendung von Integralzeichen zu losen. Das Gleichungs-
system

1~t2,. ,1—’(—12,,
Z=&, 5§ @, gty Ly s'(D),

@) -
) i 7 el e ,‘?
o= Co + Z‘rS (i)’ ('b - (Z f)‘

worin &, 1,, C, beliebige Konstante, und s eine heliebige
Funktion des Parameters ¢ ist, liefert niimlich alle Lisungen
der Gleichung (1), die zugleich der Relation

(3) (x — Eo)2 + (y— 7/())2 i (¢ — :0)2 =0

geniigen, d. h. alle nicht-isotropen Kurven auf dem Minimal-
> : b P . . <. 1 .
kegel des beliebig angenommenen Punktes (&,, 14, §,)?). Sieht
man ferner von dem trivialen Losungssysteme

r=us-+ «a, y=ps—+ b, z2==y8 + ¢,
(a, B, vi a, b, ¢ Konstante; a* + p2 4 2 = 1),

das die nicht-isotropen Geraden liefert, ab, so sind alle iibrigen
Lisungen der Gleichung (1) durch die Formeln?)

1) Diese Darstellung der nicht-isotropen Kurven auf einem Minimal-
kegel findet sich (mit &, =1= o =0) in § 6 der Abhandlung: L. P.
Lisenhart, A fundamental parametric representation of space curves.
Annals of Math. (1I) 13 (1911—12}, p. 17—34. Herr de Montchenil
hat schon [Einl. 10)], p. 55 eine Translationsfliche zweier solcher Kurven
mib Benutzung dieser Formeln dargestelit.

?) Dieses Formelsystem zur Auflosung der Gleichung (1) findet sich
bereits (abgesehen von ganz unwesentlichen Veriinderungen) in der Ab-
handlung: M. de Montcheuil, Séparation anvalytigue d'un systéme de
rayons inecidents et réfléchis. Bull, Soe. Math, France 31 (1903), p. 233
bis 2568, 32 (1904), p. 152—185, u. z. Bd. 31, p. 235. Es wird schon in
der Thése des Herrn de Montcheuil gestreift, wenn auch nicht direkt
angeschrieben, [Kinl. 10)], p. 47.

12*
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i

— iSO} + it (O — i),

(s {
1+If i 9’::(;,]“‘—_% usw.)

(ﬂ = “O) — i O + £ — 0, ( ar
o= zﬂt{f”(t) iSOy —if (0,

darstellbar, wo [ und s (analytische) Funktionen des Para-
meters ¢ mit gemeinsamem Existenzbereich sind, von denen s
vollig beliebig bleibt, withrend f der Bedingung

fr0
geniigen muk.

Die Gleichungen (4) bilden eine Verallgemeinerung der
bekannten Weierstrafischen Darstellung der krummen Minimal-
linien. Sie stellen je ,5° Losungen der Gleichung (1) mit Hilfe
einer Losung der Gleichung

(5) da® + dy? - dz2 =0
ar: fiir einen bestimmt angenommenen Wert von [ liefern sie
alle nicht-isotropen krummen Linien auf der Tangentenfliche

derjenigen krummen Minimallinie, welche durch (4) mit s'(¢) = 0
dargestellt ist.

Das System (4) enthiilt, wenn man die Bedingung

flll :i: 0

fallen la8t, was im folgenden stets geschehen soll, das System (2)
als Spezialfall. In der Tat erhiilt man fir f=a#* - 20¢+¢
aus dem System (4) das mit (2) identische System

1—¢ . 144
= 0+ ia—a, y=— T 50— wto,
(2% 5 ==ts'(l) — 2ib;
@, b, ¢ sind dabei willkiirliche Konstante.
Aus den Gleichungen (4) folgt

. ds—dz dz + idy
(6) P = — PP e =

und
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2 2
(7 ]"=i1—-2—Zf x—l—gty—i-itz.

Man erhiilt demnach alle algebraisch rektifizierbaren
(nicht-isotropen) krummen Linien, wenn man in dem
Gleichungssystem (4) fiir fund s beliebige algebraische
Funktionen von ¢ einsetzt.

Es ist hier am Platze, den Zusammenhang des Systems (4)
mit dem gleichfalls von Herrn de Montcheuil®) zuerst an-
gegebenen, von Herrn SalkowskiZ) zur Bestimmung aller
algebraisch rektifizierbaren Raumkurven benutzten Gleichungs-
systeme

fz=0v+ (@ —w), iy=2v— (uw—uw),

r=w' — (uv' —v), s ="+ (uv' —v)

anzugeben. In (8) bedeuten v, w (analytische) Funktionen der
unabhingigen Veriinderlichen « mit gemeinsamem Existenz-
hereich, und die Indizes Differentiation nach .

Ersetzt man némlich in (4) y durch —y und ¢ durch
= —1, so erhillt man:

1) Die ersten drei Gleichungen des Systems (8), sowie eine geome-
trische Deutung derselben finden sich (mit etwas anderer Bezeichnungs-
weise) bereits in der These [Einl. 10] des Herrn de Montcheuil auf
p. 9 baw. 15 f. (1902). Das vollstindige System (8) in: M. de Mont-
cheuil, Rédsolution de 1léquation ds? = da?4-dy?>+4dz2  Bull. Soc.
Math. France 33 (1905), p. 170 —171. Etwa gleichzeitig damit erschien
die kurze, aber inhaltsreiche Note: K. Vessiot, Sur les courbes minima.
C. R. Ae. sc. Paris 140 (19,5), p. 1381 —1384, in der u. a. ein dem
Gleichungssystem (8) sehr fihnliches und mit ihm durch einfache Sub-
stitutionen verkniipftes System angegeben wird.

2) E. Salkowski, Uber algebraisch rektifizierbare Raumkurven.
Math. Ann. 67 (1909), p. 445—453. Aulierdem beschiiftigen sich mit dem
System (8) noch eingehender: die Abhandlung L. Raffy [Einl. 19), (III.
un mode de représentation des courbes gauches. Courbure. Torsion. p. 159
bis 163)] sowic die weiter oben zitierte Abhandlung des Herrn Eisen-
hart. — Die Darstellungen (4), (8) und iihnliche beruhen wesentlich auf
der Verwendung des (von Herrn Eisenhart so genannten) durch (6)
hezw. (6*) definierten Normalparameters.



182 L. Berwald
=, et
l{v:’/*_‘)g(f +is) + iuf —if,

2
e —iu(f" +is) 4 if,

worin der Strich jetzt die Differentiation nach

(4 l‘u _ L (L i8) —uf - f

de —idy  ds — dz

(6%) U = ds + dz T da +idy

bedeutet. Der Zusammenhang zwischen den Gleichungssyste-
men (4%) und (8) wird durch die Beziehungen

_if—s

@ o=, 5
lf=-—i(uv+w), § = w' + (uv' —7)

vermittelt.

Die an das Gleichungssystem (4) gekniipfte Bemerkung
iiber die algebraisch rektifizierbaren (nicht-isotropen) krummen
Linien gestattet nun auch eine Anwendung auf die alge-
braischen Mongeschen Flichen. Hs gilt niimlich der Satz:

Jede algebraische Mongesche Fldche hat zur Zentra-
kurve eine algebraisch rektifizierbare (nicht-isotrope
krumme) Linie oder eine algebraische (krumme) Mini-
mallinie. Umgekehrtistjede Mongesche Fliche, deren
Zentrakurve eine algebraisch rektifizierbare (nicht-
isotropekrumme)Linieodereinealgebraische (krumme)
Minimallinie ist, algebraisch.

Fiir die Serretschen Flichen, also fiir den Fall einer iso-
tropen Zentrakurve, wurde der Satz bereits in Nr. 9 hewiesen;
der Bewels ist also nur noch fiir die Mongeschen Flichen ver-
dnderlichen Kriimmungsmafies zu erbringen.

Sei f eine solche algebraische Fliche erster [zweiter]
Art. Sie lift sich durch Gleichungen der Form Nr. 8 (I),
[N1. 9 (ITa)] darstellen, und in diesen Gleichungen ist I [sind
Lo und f7] algebraische Funktionen des Weierstrafischen Para-

‘]

o if'—s
w=1f —u e
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meters #. Ist nun » die Zentrakurve der Fliche f, und s die
Bogenliinge von #, so ist nach Nr. 6 (a)

dI
ds L
also
() R(u) = s(u) + const,

wobei die Konstante sich durch die Wahl des Anfangspunktes
der Bogenliinge auf der Kurve : bestimmt. Durch geeignete
Wahl dieses Anfangspunktes kann man es stets erreichen, dak

) RGu) = s (u) '

wird. Setzt man diesen Wert von R(u) in die Gleichungen
Nr. 8 (9), [Nr. 9 (9a)] ein, so nehmen diese die Form (2) [(4)]
an. Da hierin s [f und s| algebraische Funktionen des Para-
meters w sind, so ist = in der Tat eine algebraisch rektifizier-
bare Linie.

Sei umgekehrt eine algebraisch rektifizierbare, nicht-iso-
trope krumme Linie » vorgelegt. Dann liBit sie sich durch
Gleichungen der Form (4) darstellen'), in denen f(x) und s(i)
algebraische Funktionen des Parameters # sind. Die krumme
Linie x liegt demnach auf derjenigen unebenen isotropen Fliiche 7,
deren Spitze |bzw. deren Gratlinie] durch (4) mit s'(2) =0
dargestellt wird. Ist ¢ kein Minimalkegel, dann ist ihre Grat-
linie eine algebraische krumme Minimallinie, da f(u) eine
algebraische Funktion des (nunmehr Weierstralischen) Para-
meters o ist.,

Ist nunmehr £ eine Mongesche Fliiche, deren Zentrakurve x,
und deren zugehorige isotrope Fliche ¢ ist, so schlieft man
ebenso wie oben, dak ihr Hauptkrimmungsradius 2 (x) mit
der algebraischen TFunktion s(u) des Welerstraischen Para-

1) Im allgemeinen sogar auf zwei verschiedene Arten; nur fiir die
singuliiren ehenen krummen Linien gibt es blofi eine einzige Art der
Darstellung durch Gleichungen der Form (4). Vgl. dazu Nr. 11. — Na-
tirlich ist jetzt in (4) statt ¢ diberall @ zu schreiben,
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meters v durch die Relation () verkniipft, also eine algebraische
Funktion von w ist. Nach dem Satze Nr. 8 1) [bzw. dem ent-
sprechenden in Nr. 9] ist also f eine algebraische Fliiche;
w. oz, b ow,

11, In anderer Hinsicht sind die drel Gleichungen Nr. 9
(9) fur die Kurventheorie, sowie fiir die Theorie der Monge-
schen Flichen von Interesse. Man kann sie in die Form

n r=~8—is'%, y=n—isy, z=0—1is{

umschreiben; dabel bedeuten &, 4, { die Koordinaten der Punkte
einer krummen Minimallinie 2 in Funktion eines natiirlichen
Parameters p, s eine im tibrigen willkiirliche (analytische) Funk-
tion von p, die mit £ 7, { ein gemeinsames KExistenzbereich
hat; und die Indizes bezeichnen die Differentiation nach p.

Die Formeln (1) stellen, wenn s keine Konstante ist, eine
nicht-isotrope (krumme) Linie x dar, die auf der Tangenten-
fliche ¢ der Minimallinie 2 liegt. Ls fragt sich zuniichst, welche
krummen Linien {iiberhaupt durch die Gleichungen (1) dar-
stellbar sind.

Sei L ein Punkt von 1, K der entsprechende von x; dann
liegt die Tangente » von » in K in der Schmiegungsebene [
von Z in L. Umgekehrt ist die Ebene ! eine der beiden iso-
tropen Ebenen durch die Tangente » von = in K, und die
Tangentenfliiche der Minimalkurve Z erscheint also als die En-
veloppe einer der heiden isotropen Ebenen durch jede Tangente
der Kurve ». Die Tangente ¢ von 4 in L ist eine isotrope
Gerade der Minimalebene [, die auch » enthilt, und steht also
nach Nr. 1 (1) zu » senkrecht. Die Minimalkurve 7 ist dem-
nach eine der heiden Minimalevoluten der krummen Linie »,
und I ist, nach einer von Herrn Study?) eingefiithrten Be-
zeichnung, der Scheitel des Punktes K von x.

Nehmen wir noch den bisher ausgenommenen Fall hinzu,
dafi » mit 2 zusammentfiillt, also eine Minimallinie ist, so folgt:

Y AL C.; die dort gemachten Ausfihrungen bilden die Grundlage
des Folgenden,
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Die Formeln (1) gestatten die Darstellung aller der-
jenigen krummen Linien #, fiir welche mindestens der eine
der beiden Orte der Scheitelpunkte eine nicht degenerierte
krumme Minimallinie ist, d. h. aller krummen Linien mit
Ausnahme der reguliiren und singuliiren Kreise'). Die
Funktion s bedeutet dabei die (bei Minimalkurven konstante)
Bogenliinge der krummen Linie 2.

Ist s veriinderlich und besteht nicht die Bedingung:

(2) 1—4is"— 35" 4 25's"" 4 s2J =0,

in der J die Invariante (3 3), der krummen Minimallinie A
bedeutet, so stellen die Formeln (1) cine regulire Kurve x
dar. Seien

1 (xlx“ ’E’x“ 1 (x’x“x“l
2 = ;Tl 4 3—_- und = 7, W it [T
? (&' 2") 0 ('z" x'2")

hzw. das Quadrat der Kriimmung und die Torsion der Kurve x
im Punkte A, der zum Werte s(p) der Bogenliinge gehort.
Dann gilt der Satz:
. . . 1
Die charakteristischen Invarianten®) @ = -, und
2

1. ; g .
V= 2 jeder reguliiren Kurve, mit Ausnahme der
"

reguliiren Kreise, lassen sich durch die charakteri-
stische Invariante JJ einer krummen Minimallinie und
ithre Ableitung nach einem natiirlichen Parameter
dieser Minimallinie, sowie durch die Ableitungen der
Bogenlinge der Kurve selbst nach diesem natiirlichen
Parameter ausdriicken?®), und zwar folgendermafien:

1) Jeder singulidre Kreis kann definiert werden als der Schuitt eines
Minimalkegels mit einer die Spitze des Minimalkegels nicht enthaltenden
Minimalebene. Vgl auch Nr. 13 Anm. 1), p. 191,

%) E. Study, A. C.

3) Daf sich alle fundamentalen Elemente einer krummen linie aus
denjenigen ableiten lassen, die sich auf ihre zwei Minimalevoluten he-
ziehen, hat hereits Herr Vessiot in der weiter oben zitierten Note aus-
gesprochen. Dic dort angekiindigte Arbeit, in der u. a. dieser Giedanke
weiter ausgefiihrt werden sollte, scheint nicht erschienen zu sein.
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1—4is"—3s5"* 42 s s’“J
STk T o

Y =
(118" (1-2is")(1-3is")+2s's"(2-3is")+is'2s¥)- eS8 (1 -is") S+ Fisd
. ASs : =

D = —

Besteht dagegen die Gleichung (2) identisch fiir jeden Wert
von p, so stellen die Formeln (1) eine krumme ebene sin-
gulire Linie dar. Sei als System von charakteristischen
Iuvarianten fiir eine solche krumme Linie das System der
beiden Grifien

A (@' a2 D 5 )y

o= — . I = -,
(@ x)(xxm) ! (' z)? (@2 2 w)

gewiihl, in denen

A= (@' z'm) —3@'z" 2" ),
LS = (2'2W |z’ w) — (z'z'"
dp
ist. Dann gilt der Satz:

Fiir jede krumme ebene singuliire Linie, mit Aus-
nahme der singuliren Kreise, lassen sich die charak-
teristischen Invarianten 7, 7| durch die Ableitungen
ithrer Bogenlinge nach cinem natiirlichen Parameter
einer krummen Minimallinie folgendermaBen aus-
dritcken:

o1y o 1208
(4) F= g F=""_

)

Dabei ist die Bogenlinge s der krummen ebenen sin-
guldren Linie mit der charakteristischen Invariante ./
der krummen Minimallinie durch die Differential-
gleichung (2) verkniipft. —

Die an die Formeln (1) bzw. Nr. 9 (9) angeschlossenen
geometrischen Betrachtungen gestatten auch die Beantwortung
einer auf die Mongeschen Flichen selbst beziiglichen Frage
(die sich iibrigens auch im Anschlusse an Nr. 10 (4) hiitte
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beantworten lassen). Sel nimlich x eine orientierte nicht-
isotrope krumme Linie, und nach Annahme eines (festen)
Punktes P, auf » als Anfangspunktes der Bogenlinge von x,
I der zu einem variablen Punkt P von x gehorige Wert
der Bogenliinge. Dann lautet die Frage: Wie viele Mongesche

1
RZ
gibt es und wie verteilen sich diese Flichen auf die heiden
von uns unterschiedenen Arten?)?

Sei P ein Punkt der Kurve », v die (orientierte) Tangente
von % in P, und i eine bestimmte der beiden Minimalebenen
durch 7. Zieht man durch P in m alle mit « gleichartig
orientierten Geraden » und triigt auf jeder von I’ aus die mit
v ungleichartig orientierte Strecke von der Linge [P auf,
so liegen die Endpunkte ¢ aller dieser Strecken auf eine
Minimalgeraden . (Ist insbesondere ), der Endpunkt der
auf 7 gelegenen Strecke, so ist der Ort aller Punkte @), die-
jenige Filarevolvente von x, die » im Punkte Pj schneidet.)
Beschreibt der Punkt P die Kurve %, so beschreibt die Minimal-
gerade s die Minimalgeradenschar einer Mongeschen I'liche,
wenn wir den Ausnahmefall, daf die Ebenen m alle unter-
einander identisch sind, vorliufig beiseite lassen. » ist die
Normale von f im Punkte ¢, da 7 nach Kounstruktion die Nor-
male von f im Punkte @, ist {vgl. Nr. 6 (2) und (8)]. P ist

Fliichen von der Zentrakurve » und vom Kriimmungsmaf

der Hauptkriimmungsmittelpunkt und QP = I!' der Haupt-
kriimmungsradius der Fliche f im Punkte ¢, und folglich hat

in der Tat die Fliche /' das Kriimmungsmaf 7 und die

Zentrakurve x?),

1} Der erste Teil dieser YFrage ist aut anderem Wege bereits in
der Abhandlung [Einl. 19)] von Raffy beantwortet worden.

%) Das letzte wiirde nicht mehr der Fall sein, wenn man auf jeder
Geraden » von I’ uus die mit r gleichartig orlentierte Strecke von
der Linge I aufgetragen hiitte, du dann der Ort der Punkte @, keine
Filarevolvente von » mehr sein wiirde, also die Geraden I’ nicht
Normalen der Fiche f wiiren.
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Die Durchfiihrung des gleichen Verfahrens unter Zugrunde-
legung der zweiten isotropen Kbene m durch 7 ergibt, unter
der Voraussetzung, daf die Minimalebenen e nicht siimtlich
zusammenfallen, eine zweite Mongesche Fliche f.  Also:

Alle Mongeschen Flichen, die eine gegebene nicht-
isotrope krumme Linie zur Zentrakurve haben, lassen
sich im allgemeinen in Paare von Flichen gleichen
KriimmungsmafBes anordnen.

Eine Ausnahme von diesem Satze tritt dann und
nur dann ein, wenn die krumme Linle in einer Minimal-
ebene liegt.

Alsdann niimlich fiillt die eine der beiden Minimalebenen
durch die Tangenten 7 von x bestindig mit der Kurvenehene
zusammen. Behalten wir die oben eingefiihrten Bezeichnungen
hel, so ist in diesem Falle nach Nr. 1 (9) der Ort aller Punkte ¢,
diejenige Minimalgerade « von m, die durch P, geht; nach
Nr. 1 (8) liegen dann séimtliche Punkte @ auf s

Die zweite Minimalebene m durch die Tangenten 7 von
umhiillt dagegen wieder eine unebene isotrope Fliche i, zu
welcher nach der oben durchgefithrten Konstruktion lauter
Mongesche Flichen derselben Art gehoren. Also:

Zu einer krummen ebenen singuliren Linie als
Zentrakurve gehort nur eine einzige Mongesche Fliche
von bestimmtem, moglichen Kriimmungsmalie. Alle
Mongeschen Fliichen, die eine gegebene krumme ebene
singuliire Linie als Zentrakurve haben, sind von der
gleichen Art.

Ks bleibt noch die Frage zu beantworten: welcher Art
sind im Falle einer beliebigen nicht-isotropen krummen Linie x
die beiden Flichen des Paares von Mongeschen Flichen [bzw.

S T 1 .
die einzige Fliche], die % zur Zentrakurve und -, zum Kriim-

pat
mungsmal haben? Man hat dazu nur zu untersuchen, wie
sich fiir eine solche gegebene Kurve » die von den Minimal-

ebenen durch die Tangenten 7z von » wnhillten isofropen
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Tliichen, soweit sie keine Minimalebenen sind, auf die beiden
unterschiedenen Gattungen verteilen; mit anderen Worten, man
hat die Bedingungen anzugeben, die eine nicht-isotrope krumme
Linie » erfiillen muf, damit keine, [eine, jede,] der beiden Mini-
malevoluten von x sich auf einen Punkt reduziert. Diese Be-
dingungen hat Herr Study?) vollstindig aufgestellt: sie fiihren

im vorliegenden Falle zu folgenden Resultaten:

Von den beiden Mongeschen Fléichen gleichen
Krimmungsmafies, die eine gegebene regulire Kurve
zur Zentrakurve haben, sind:

1) beide Mongesche I'liichen erster Art, wenn die
Kurve ein (regulirer) Kreis ist;

2) die eine Fliche eine Mongesche Fliiche erster
Art, die andere eine solche zweiter Art, wenn die
Kurve eine doppelt gekriimmte Linie auf einem Mini-
malkegel ist; :

3) beide Mongesche Flichen zweiter Art fiir jede
andere reguliire Kurve.

Alle Mongeschen Flichen, die einen singuliiren
Kreis [bzw. eine andere krumme ebene singuliire Linie]
zur Zentrakurve haben, sind Flichen erster [bzw,
zweiter| Art.

Diesen Resultaten fiigen wir der Vollstindigkeit halber
den nach dem Bisherigen nahezu selbstverstiindlichen Satz an:

Alle Serretschen Flichen, die eine gegebene
krumme Minimallinie zur Zentrakurve haben, lassen
sich in Paare von Flichen gleichen Kriimmungsmates
anordnen. Alle Serretschen I'lichen sind Mongesche
Fliachen zweiter Art.

12. Aus den in Nr. 8 und 9 aufgestellten Formeln folgt
leicht eine bisher iibersehene Kigenschaft der Mongeschen

Fliichen, die wir indes ohne Zuhilfenahme dieser Formeln be-
weisen wollen.

AL C
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Seien wieder ), I, G; D, D', D" beziiglich die Funda-
mentalgrifien erster und zweiter Ordnung einer (nicht-isotropen)
Fliiche. Dann sind die Mongeschen Ilichen dadurch charak-
terisiert, daff die drei quadratischen Differentialformen:

ds* = Ilduw® - 2 Fdudo 4 G dv?,
) [ A=Ddv® +20D dude+ D" do?,
l B (ED — FDydut —(GD—EDYdudy
+ (I'D" — G DYy de?,

die, gleich Null gesetzt, bzw. die Minimallinien, Asymptoten-
linien und Kriimmungslinien der Fliche geben, einen und den-
selben linearen Faktor gemeinsam haben.!) Die Quotienten
ds* A B | . . .

~ "y 73, 7 sind also homogene lineare Funkt ionen in du, dv
AT B ds? s

Die normale Kritmmung

1
e ]zn

und die geodiitische Torsion

% einer reguldren Kurve auf der Fliche sind fiir eine he-
9
liehige, nicht-isotrope Fliche bzw. durch
(2) 1 _ 4 1r___ b I, 4
R, ds¥ T,  ds* R, D

gegeben. Die im Falle der Mongeschen Flichen aus der
ersten dieser Gleichungen entspringende Eigenschaft hat Herr
Scheffers?) angegeben; aus der zweiten folgt:

Die geodiitischen Torsionen von irgend vier durch
einen Punkt P einer Mongeschen Fliche gehenden
reguliiren Flichenkurven in diesem Punkte haben das-
selbe Doppelverhiiltnis wie die zugehdrigen vier Nor-
malschnittebenen, und (folglich), wie die zugehirigen
vier Kriimmungsmittelpunkte auf der in P errichteten
Flichennormalen.

1) Etwas Analoges tritt bei den ,halbisotropen Strahlensystemen®,
die Herr Weickmann {Einl. 20)], p. 83 ff. behandelt hat, ein: hier haben
die beiden Kummerschen quadratischen Grundformen der Kongruenz einen
linearen Faktor gemeinsam.

2) G. Scheffers [Einl. 8)], p. 113 ff.
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ill. Die einfachsten algebraischen Mongeschen Flichen.
13. Alle Mongeschen Flichen (erster Art), deren

Zentrakurve ein singuliirer Kreis?) ist, sind algebraische
Flichen dritter Ordnung.

1) Die wichtigsten metrischen Eigenschaften cines singu-
liiren (oder ,parabolischen) Kreises sind folgende:

Jeder singuliive Kreis x hat deninseiner Minimalebene m
gelegenen Punkt A des absoluten Kegelschnittes zugleich
zum Mittelpunkt und (einzigen) Brennpunkt, und alle Ge-
raden in m dureh 4 zu Achsen. Die uneigentliche Gerade «
der Minimalebene m beriihrt den singuliiren Kreis % im (ab-
soluten) Punkte A.

Wie iiblich, ist in diesen Siitzen, wenn x, einen Kegelschnitt be-
zeichnet, verstanden unter:

Durchmesser von #,: die Dolare eines uneigentlichen Punktes der

Kegelschnittehene in Bezug auf x.;

Achse von #,: ein zur Richtung naeh seinem Pol in Bezng aunf »,
senkrecht stehender Durehmesser von

Mittelpunkt von #y: der Pol der uneigentlichen (teraden der Kegel-
schnittebene in Bezug auf 2y

Brennpunkt von #g: der Mittelpunkt eines solchen Geradenbiischels

(in der Kegelschnittebene) bei dem je zwel in Bezug auf =, kon-

jugierte Gerade zueinander senkrecht stehen.

Weiter findet sich:

Jede antomorphe Bewegung eines singuliren Kreises x,
die keine Identitiit ist, lifit sich auffassen als Kollineation
allgemeiner Art der Minimalebene m des Kreises, deren
siimtliche drei Doppelpunkte in den (absolnten) Punkt 4 und
deren siimtliche drei Doppelgeraden in die uneigentliche
Gerade a der Isbene m fallen; dagegen ist jede Umlegung der
Minimalebenem, die « in sieh selbst transformiert, eine per-
spektive Transformation der IEbene m, deren Zentrum ein
von A verschiedener uneigentlicher Punkt von m, und deren
Achse eine eigentliche Gerade durch 4, also eine Minimal-
gerade von m ist.

Das Gesagte zeigt, daB und inwiefern man einen singuliiven Kreis
als Kreismit uneigentlichem Mittelpunkt und unbestimmtem
Halbmesser auffassen kann. Andererseits kann man einen singuliren
Kreis auch als Parabel auffassen, deren Ebene eine Minimalebene
und deren uneigentlicher Punkt ein Punkt des absoluten
Kegelschnittes ist.
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Wihlt man als Ausgangskurve den singuliren Kreis »:
N i 2 1 9 .
(1) 322(1"—])‘)’ I)=_2(1+1)~)7 F=1p,

d. h. die Schnittkurve des Minimalkegels des Anfangspunktes
mit der zur s-Achse parallelen Minimalebene:

(=) Y+ w4+ 1=0,
so liefern die Formeln Nr.9 ([*) folgende Parameterdarstellung

derjenigen o' Mongeschen Flichen (erster Art), welche die
Kurve (1) zur Zentrakurve haben:

i 9 . 1
z= (1 —}—p-)—i—azp—g(l — )y,

3 1 i A
(u) Yy = — ) (1 — 2)2) +ap— 5 (1 -+ P“) 4y (a willk. Konstante.)
& == —ai—pq.
Elimination von p und ¢ gibt als Gleichung der Flichen (3):
(38) (@ + o+ )y+iet2)+y— vt @ (y+in)+2aiz=0Y)
Die erhaltenen IFlichen sind siimtlich Regelflichen dritter
Ordnung vom allgemeinen Typus.
Von den beiden Leitgeraden der zum Parameterwerte «
gehorigen Fliche der Schar ist die Doppelgerade der Fliche

eine Minimalgerade in der Kbene threr Zentrakurve (1); niim-
lich die Gerade

(4) y+iz+1=0, 2+ ai=0.

Die zweite Leitgerade ist eine zur ersten senkrecht stehende,
also zur Ebene des singuliren Kreises (1) parallele, nicht-iso-
trope Gerade, von den Gleichungen:

5 y+ir+2=0, y—iz+2ai(e 4 ai) =02,

1} Die Enveloppe dieser Flichenschar besteht aus dem Minimalkegel
des Anfangspunktes und der Ebene (2) ihrer gemeinsamen Zentrakurve.

%) Liifit man a variieren, so beschreibt die Leitlinie (4) das uneigent-
liche Biischel der Minimalgeraden der Ebene (2); die Leitlinie (5) nmhiillt
den singuléiren Kreis:



i 5 N . . Lo o
Uber die Flichen mit einer einzigen Schar ete. 193

Die Punkte der Doppelgeraden (4) sind (bekanntlich), bis
auf zwei uniplanare, siimtlich biplanare Punkte der Fliche;
die beiden uniplanaren Punkte auf der Geraden (4) sind ihre
Schuittpunkte mit dem singuliiren Kreise (1): also ikr uneigent-
licher Punkt, in welchem die Ebene (2) des singuliiren Kreises (1)
doppeltziihlende Tangentialebene der Fliche ist, und der Punkt:

1—a? 14 a?

® v=i" =

> , 2= —ia, (oder: p = — a),
=3

~wo die (durch die Doppelgerade (4) gehende) Ebene
(7) (@ —iy)+e2=0
doppeltziihlende Tangentialebene ist.

14. Alle Mougeschen Flichen (zweiter Art), deren
zugehdrige isotrope Fliche die Tangententliche der
algebraischen rationalen gemeinen Minimalschrau-
benlinie (oder Minimalkurve dritter Ordnung)

o L )3 1 )3 p '& 9
Ohset(C R e

ist, und deren Hauptkriimmungsradius sich durch den natiir-
lichen Parameter p dieser Kurve mittels der Formel

(2) R(p) = — z) PP+ a, (¢ willk, Konstante)

ausdriickt, sind algebraische Flichen dritter Ordnung.
Die Formelu [Nr. 9 (II)] liefern, nach einer leichten Ver-
inderung der Bezeichnung, folgende Parameterdarstellung dieser

Fliichen:
y+ie42=0, 22=2(y —ia),

in welchem die Ebene y+ix—+2=0 den Minimalkegel des Anfangs-
punktes schneidet.

Sitzungsh, d. math.-phys, K1, Jahrg, 1913, 13
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i i i g
P (.) + co)p + (1 M.

B 1 1 : 1 ,
(3) y=—y»— (*,) + @ l)]’ — 5 0+,

.3
Z = z;p?—a +ipy;

ihre Gleichung wird demnach:
1)) Sttt —a) e —a) i (e iy = 0.

Die gemeinsame Zentrakurve x dieser I'liichen lilit nach
Nr. 9(9) die Parameterdarstellung
) i . 1 i
5 = Y=L, = P

& 3 Vg J 3 s 3 6 /
zu; sie ist also eine in der Minimalebene
0) z4iy =20
gelegene Parabel, deren (eigentliche) Achse die z-Achse, deren
(eigentlicher) Scheitel und (eigentlicher) Brennpunkt?!) der
Koordinaten-Anfangspunkt, und deren (eigentliche) Direktrix
die Minimalgerade
(M) T+ iy=20, z2=0
ist, welche die Parabel (5) im Koordinaten-Anfangspunkt tan-
glert?).

Die Doppelgerade der zum Parameterwert ¢ gehorigen
Fliche der Schar ist die Minimalgerade:

1) Allgemein gilt der Satz: Besitzt ein Kegelschnitt in einer Mini.
malebene (mindestens) einen (eigentlichen) Brennpunkt B, so liegt dieser
auf dem Kegelschnitt selbst. Die in B tangierende Minimalgerade ist
die zugehorige Direktrix.

%) Der Koordinaten-Anfangspunkt ist zugleich derjenige Punkt,
in dem It = «a ist, d. h. in dem die (zuin Parameterwerte a = 0 gehorige)
Cayleysche Linienfliiche der Schar die Tangente der Minimalkurve (1),
die Minimalgerade (7), zur Erzeugenden hat. Die Minimalebene (6) ist
die Schmiegungsebene der Minimalkurve (1) im Anfangspunkte, und die

Zentrakurve »# der Schnitt dieser Ebene mit der Tangentenfliiche der
Mintmalkurve (1),
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(3) z4+iy=10, z=ua

in der Ebene (6) der Zentrakurve ». Die dem Parameterwert
@ = 0 entsprechende Fliche, deren Doppelgerade in die (eigent-
liche) Direktrix (7) der Zentrakurve x fillt, ist eine Cayleysche
Linienfliiche dritter Ordnung; alle iibrigen Flichen der
Schar sind Regelflichen dritter Ordnung vom allge-
meinen Typus.

Die zweite Leitgerade der zum Parameterwert a (a 1 0)
gehdrenden Fliche der Schar ist eine nicht-isotrope Gerade von
allgemeiner Lage!) gegen die erste Leitgerade (8); ihre Glei-
chungen sind:

9 6at+ Dz—i(6ei—-1Dy=0, z4+a=0.

Die beiden uniplanaren Punkte auf der Doppelgeraden (8) sind
ihre Schnittpunkte mit der Zentrakurve x der Iliche

10) r=t 1 2ai, y=+il%ai, z=ua;
s Y 3

die zugehorigen doppeltzithlenden Tangentialebenen sind beziig-
lich die beiden Ebenen:

(11) c+iyTil/ 6ui(e —a)=0

durch die Doppelgerade.

Die (zum Parameterwerte @« =0 gehorige) Cayleysche
Linienfliiche der Schar wird in jedem Punkte der Doppel-
geraden (7) von der Minimalebene (6) beriihrt; die zweite Tan-
gentialebene der Fliche in einem eigentlichen Punkte z = z,
der Doppelgeraden (7) ist die Ebene

(12a) x4ty —Gizye =0,

und im uneigentlichen Punkte der Doppelgeraden (7) die Ebene
(12h) £ =0.

Der Koordinaten-Anfangspunkt ist der uniplanare Punkt
der Fliche.

1) Eine nicht-isotrope Gerade liegt allgemein gegen eine Mini-
wmalgerade, wenn sie diese weder schneidet noch zu ihr senkrecht steht.

15*
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15. Jede Ahunlichkeitstransformation transformiert bekannt-
lich den absoluten Kegelschnitt automorph, erhiilt also die Ortho-
gonalitiit und fithrt jede nicht-isotrope, bzw. isotrope Gerade
oder Ebene beziiglich wieder in eine solche iiber.

Jede algebraische Mongesche Fliche erster oder zweiter
Art wird durch eine beliebige Ahnlichkeitstransformation in
eine algebraische Mongesche Fliiche derselben Ordnung und
derselben Art iibergefiihrt. Unter den Mongeschen Flichen
einer und derselben Ordnung gibt es aber verschiedene Typen,
die gegenitber der Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen
invariant sind, derart, daf eine Fliche eines hestimmten Typus
durch jede beliehige Ahnlichkeitstranformation immer nur in
eine Fliche desselben Typus transformiert werden kann.

In den letzten beiden Nummern traten Repriisentanten der
folgenden drei” verschiedenen Typen von Mongeschen Flichen
dritter Ordnung auf:

1. Typus [Flichen mit zwei Leitgeraden]: Die Doppel-
gerade ist eine Minimalgerade u, die zweite Leit-
gerade ist eine nicht-isotrope Gerade y von all-
gemeiner Lage gegen .

2. Typus [Flichen mit zwel Leitgeraden]: Die Doppel-
gerade ist eine Minimalgerade u, die zweite Leit-
gerade ist eine u senkrecht kreuzende nicht-
isotrope Gerade y.

3. Typus [Cayleysche Linienfliche]: Die doppeltziih-
lende Leitgerade ist eine Minimalgerade u, lings
deren die Minimalebene von u feste Beriihrungs-
ebene bleibt.

Die Flidchen des 1. und 3. Typus sind Mongesche
Flichen zweiter, die des 2. Typus solche erster Art.

Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen:

Die angefiithrten drei Flichentypen sind die ein-
zigen Typen von (irreduziblen) Mongeschen Flichen
dritter Ordnung, die gegeniiber der Gruppe der Ahn-
lichkeitstransformationen invariant sind.
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Jede solche Mongesche Fliche dritter Ordnung lifit sich
dadurch erzengen, daf man den absoluten Kegelschnitt a auf
eine eigentliche gerade Punktreihe!) y projektiv bezieht und
entsprechende Punkte verbindet; dabei ist, falls « und yp sich
schneiden, vorauszusetzen, dafi der Schnittpunkt nicht ent-
sprechend gemeinsam sei.

Fithrt man einen Augenblick homogene Koordinaten z, v,
2t ein, so daB ¢ =0 die Gleichung der uneigentlichen Ibene
ist, und definiert man den ahsoluten Kegelschnitt « durch die
beiden projektiven Biischel:

g—l(x—iy) =0,

() Gy U e
|z 4+iy+iz=0, J

so folgt fiir die Koordinaten eines Punktes von a:

) i(1—22 1422 .
(2) x:y::-:{f( 2—/—-):—~_;—-/-:z,/., t=0.

0,

H = ] - ~ -
Indem man dem uneigentlichen Punkte (z,, y,, z,, 0) der
geraden Punktreihe y, die auf a projektiv bezogen wird, den

i 1
Punkt (—— 9 g

=0 entspricht, kann man, ohne Beschriinkung der Allge-

0, O) von « zuordnet, der dem Werte

A

nieinheit, die Koordinaten eines Punktes (z, y, 2, t) von y durch
(3) r=ix, Yy=~Ly, s=4Lie, =1,

geben.

Man gelangt so zu der folgenden Parameterdarstellung
der erzeugten Mongeschen Fliche dritter Ordnung in recht-
winkligen Cartesischen Koordinaten:

D =~

Jx =iz, -F (1 —2)u,

] ;.]/1 - i(l + ;“2)4“’7
s =l il

(4)

I

1) Unter einer eigentlichen geraden Punktreibe verstehen wir eine
solche, die nur einen cinzigen uneigentlichen Punkt enthiilt.
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Nach Einfilhrung der Bezeichnungen
(5) iy =a, =z —iy,=0b, & =c

liefert Elimination von 4 und g aus (4) die Flichengleichung
in der Form:

(6) (2 H-yr 2 dele+Hiy) —a)(clw—iy) —bz+ab—c?)
— (bl 4ty 2= 0.

Die Doppelgerade der Fliche ist stets eine Minimalgerade,
niimlich die Gerade:

(1) brdip)+ee=0, c@—iy)—bz4ab+ ¢t =0.
Die zweite Leitgerade hat die Gleichungen:
(8) cle+iy) —ae=0, cl@—iy) —bz=0;

sie steht insbesondere zur ersten Leitgeraden senkrecht, wenn:

9 b=0,
oder wenn:
(10) ab + ¢ =01

ist. Im zweiten Falle, und nur in diesem, ist auch die zweite
Leitgerade eine Minimalgerade und mit der Doppelgeraden
identisch. Die Fliche (6) ist dann eine Cayleysche Linienfliiche,
deren feste Tangentialebene lings der Doppelgeraden die durch
sie gelegte Minimalebene:

(11) B =tz iy +2bee =0
ist.

Man gelangt also in der Tat nur zu den drei obengenannten
Flichentypen. Ihre Invarianz gegeniiber jeder Ahnlichkeits-
transformation erhellt aus dem weiter oben Gesagten.

Die im vorstehenden ausgeschlossene Annahme, daf die
einfache Leitgerade der Fliche dritter Ordnung eine uneigent-
liche Gerade ist, ist offenbar unmoglich, ohne daf die Fliche

b =0, ¢=0 kann nicht g¢leichzeitig ertiillt sein, ohne daf die
Fliehe (6) zerfiillt.
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zerfillt; denn die Minimalgeraden in emner Schar von ®»?! par-
allelen Ebenen, die eine diese Iibenen schneidende eigentliche
Gerade treffen, liegen siimtlich in einer oder zwei Kbenen durch
diese Gerade.

Schliefilich gilt noch der Satz:

Es gibt keine Regelfliche dritter Ordnung kon-
stanten, von Null verschiedenen Kriimmungsmafies.

Binerseits fithrt niimlich eine heliebige Ahnlichkeitstrans-
formation jede Fliiche nicht konstanten Kriimmungsmafies wieder
in eine Fliche der gleichen Eigenschaft iiber, so dafi nach den
Ergebnissen von Nr. 13 und 14 unter den drei angefiihrten
Typen von Mongeschen Flichen dritter Ordnung keine Serretsche
Iliiche enthalten sein kaunn. Andererseits besitzt belkanntlich
eine Regelfliiche mit nicht-isotropen Krzeugenden niemals ein
von Null verschiedenes konstantes Kriimmungsmaf.

16. Die nach den (nicht-isotropen) Kugeln einfachsten
algebraischen Regelfliichen konstanter, von Null verschiedener
Kritmmung sind demnach diejenigen Serretschen Fliichen
(vierter Ordnung), deren Zeutrakurve eine Minimal-
kurve dritter Ordnung ist oder die algebraischen
Schraubenriéhrenfliichen?).

Seien die Koordinaten dieser Zentrakurve in Funktion eines
natiirlichen Parameters p durch

il _1)37 " § St
(1) —'2( 3+[)>7 )——é<«j +1))7 ‘:'—21‘

T

gegeben. Die Kurve (1) bildet — wenn fiir einen Augenblick
wieder homogene Koordinaten z, y, 2, ¢ eingefithrt werden, und
= 0 die Gleichung der uneigentlichen Ebene ist — mit der

uneigentlichen Tangente des absoluten Kegelschnittes:

) x—iy=0, (=0

zusammen den vollstindigen Schnitt der beiden Flichen zweiter
Ordnung:

1) E. Study, [Einl. 20)], p. 278.
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(3) 22 — iy + iz +int=0, @—iy? —2izl =0,

deren zweite ein unebener Minimalzylinder mit dem (uneigent-
lichen) Scheitel:

4) rx—iy=10, zz2=0, ¢t=0

ist. Der Punkt (4) ist der (dreifach ziihlende) uneigentliche
Punkt der Minimalkurve (1), die Gerade (2) ihre Tangente, und
die uneigentliche Ebene ihre Schmiegungsebene im Punkte (4).
Die Wurve (1) ist mithin eine kubische Parabel.

Ist nun a der Hauptkriimmungsradius einer Serretschen
Fliche von der Zentrakurve (1), so ergibt sich, nach leichter
Veriinderung der Bezeichnung, aus Nir. 9 (1) die folgende Para-
meterdarstellung der Fliche:

R BN ;
xr = 61)+<w+2>z)%q2(1 )

, . ] 1
() u:—(15-1)"—t(a—;->2)—q-2(1+p‘~’)

i .
p= PP —a+q-ip,

]

und Elimination von p und ¢ hieraus ergibt als Ilichen-
gleichung:

12(x —iy)2(a® 4+ y* + 2 —a?) — 36 iz (2® 4+ »?)
+9@+iy)?—8i2e—a)(s-ta)=0.
Diese Serretsche Fliche vierter Ordnung ist von Geschlechte
Null, und gehort der ersten Spezies Cremonas?), der zehnten
Cayleys®) an. Ihre Doppelkurve ist die kubische Parabel:
D 20+ a) (@ — i)+ Bl +iy) =0,

(x—iy)?—iz—a) =0,

(6)

3 L. Cremona, Sulle superficie gobbe di gunarto grado. Mem.
Acc. Bologna (2) 8 (1868), p. 235—250.

2) A. Cayley, A third memoir on skew surfaces, otherwise serolls.
Phil. Trans, 159 (1869), p. 111— 126 [vorgelegt 30. Mai, gelesen 18. Juni 1868];
auch Coll. math. papers VI, Cambridge 1893, p. 312—328.
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die dem Werte ¢ = 1/3ai entspricht, und deren uneigent-
licher Punkt (4), deren uneigentliche Tangente die Gerade (2) ist.

Die betrachtete Serretsche Fliche lifit sich auch erzeugen,
indem man die einander entsprechenden Punkte der Parabel

) 2 =2)(.Z, + a>, y =ip (.L, —w>, §= e
. v) [}
und des absoluten Kegelschnittes

i 1 .
9 wiyie= ;0 p)i— (L4 p)iip, E=0)

verbindet.

IV. Von der isometrischen Abbildung der Mongeschen Flichen
erster Art aufeinander und auf die Flichen zweiter Art.

17. Jede Mongesche Fliche erster Art lifit sich, ihrer in
Nr.7 angegehenen Erzeugungsweise nach, als Verallgemeinerung
einer nicht-isotropen Kugel auffassen, in gleicher Weise, wie
sich jede Fliche zweiter Art und variablen KrimmungsmaGes
als Verallgemeinerung einer Serretschen I'liiche ansehen lift,
die (in dem dort definierten Sinne) zu derselben isotropen
Fliche gehort. Dementsprechend enthalten auch die meisten
Higenschaften der Flichen erster Art teils Kigenschaften der
Kugeln als spezielle Fille, teils sind sie mit solchen geradezu
identisch [wie z. B. die in Nr. 8 2)und 3) genannten]. Das
letztere gilt insbesondere auch von der Frage der Abwickelbar-
keit zweier solcher I'lichen aufeinander, der wir uns jetzt zu-
wenden. Ms besteht hier niimlich der Satz:

Alle aufeinander abwickelbaren Mongeschen Fli-
chen erster Art gehen aus einer beliebigen unter ihnen
durch Bewegung oder Umlegung hervor.

Sind niimlich zwei Flichen erster Art f und f, bzw. dar-
gestellt durch

8
l

=&+ L) (0E () 4 i & (w)),
0o F L@ () +in' (),
s= o+ By (ol (w) 4 i & )

M

Q
|
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und
x =&, + Rl (”x) (Ux ) + 5/51’('3‘1))1
(2) Yy =1 + B, () (g9 () - in" (w)),
& = 501 -+ R1 (”1) (Ul ¢’ (ety) + 0 gt (“1))7
wo

l&”(fl): —ia, 7]”((1) =, é'”((l) =1,
ist, so sind zuniichst notwendige Bedingungen dafiir, dal die
beiden Fliichen aufeinander abwickelbar sind, und dafi bei der
Abwicklung dem Punkte (u, ») von [ der Punkt (i, »,) von
i entspricht: 1° dal w, eme Funktion von = allein ist

) wy=I'(w), duy=I1"()du
und 2° dak

(5) Rl (Nl) = g ].“(7(,)’ (£2 —_ + 1)
ist.

Fihrt man diese Beziehungen in die durch die Gleichheit
der entsprechenden Bogenelemente dargestellte notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Abwickelbarkeit der heiden
Flichen

{ — R e? —f—<d(]zigui)>;} du? = 2i R dudo
LEACH)

du,

(6)
= { — B, (u)? 0} + (

ein, so erhilt man die Gleichung

0] @I — ) du + 2idv=2i1"dv;

diese ist identisch mit dem Systeme

)} da + 27 B () du, do,

3 i s U3
[ G (v? — v I,

3 du 2 I
(3) os, 1
sv I

dessen Integrabilititsbedingung fiir », den Wert
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1 ]711
(9) 01=F,-v—zrl2

ergibt. Dieser Wert von v, erfiillt die zweite Gleichung (8)
identisch; i die erste eingesetzt, gibt er schliefilich

]‘7111 3 Fug
(10) (Foup= " — 5 s = 0.
Das allgemeine Integral dieser Schwarzschen Differential-
gleichung ist bekanntlich die gebrochene lineare Funktion von u,
so dafi die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die

Abwickelbarkeit der beiden Flichen

b d
(1) I”‘ Z:id ’”1_:(le+ {(en+d)v+ 2ic},
aun -+ b
‘ R, (czc—{—d)zFR(u)

lautet. Darin ist ¢2= +1 und a, b, ¢, d bedeuten vier im
iibrigen beliebige Konstante derart, dak a«d — be¢ £ 0 ist.

Es handelt sich nur noch um die geometrische Deutung
dieser Bedingung. Wiihlt man in (III) zuniichst ¢ = + 1 und
setzt die Werte (III) von #, und », in (2) ein, so erhiilt man
mit Hilfe von (1) nach leichter Rechnung

1 a2—0?—c?-1-d? i a? +b°— ot —d*
T o ad—be (&~ EO)—*—  ad— ~ =)
cd-——al R
+.(L(.Z——/)C (5 - 50) + So1r
bat—0? +~c~—d" 1 (12+7)°+02+d”
y1=_2 _(l(Z‘—-]IC ' 50)+ ad— (J ']0)
(1) cd 4 ab L
_{ Za(l—bc( _CO)'JI"'iol’
. _{”Z:,”C(x ey /;(Z—i—(lé 7
ATl —pe TR T W)
Cad+be . .
ad—be (~’—L0)+ Sor-
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Die Fliche f, geht also aus der I'liiche f durch eine Bewegung
hervor, derart, daB bei der Abwicklung einander entsprechende
Punkte einander auch durch diese Bewegung entsprechen.

Endlich ist, wie schon in Nr. 8, Anm. ') (auf p. 169) be-
merkt wurde, die Vertauschung von R () mit -— 72(n) mit
einer einfachsten Umlegung [Spiegelung am Scheitel des zur
Fliche gehorigen Minimalkegels| gleichbedeutend.

Damit ist der Beweis des oben ausgesprochenen Satzes
vollstiindig gefithrt.

18. Eine leichte Abiinderung der letzten Betrachtung fithrt
auf eine besondere Gattung von Mongeschen Flichen erster
Art, welche den Kugeln noch niiher stehen als die allgemeinen
Flichen dieser Art.

Ist nimlich der Hauptkrimmungsradius R einer durch
Nr. 17 (1) - ohne Beschriinkung der Allgemeinheit mit &, = 1,
=(,=0 — dargestellten Fliche erster Art f eine auto-
morphe Funktion seines Argumentes u, so daf

Ll
crtt g
ist, so wird die Fliche f durch die (endliche oder unendliche
diskontinuierliche) Gruppe aller Transformationen

(1) R(u;J—-—R( )———Ii’(u), (e — beer £0, k=1,2...)

api - by
Up == e
et -+ die
cptt =y
Vg =

”;2 d/: - blz Cx

(2) (h=1,2..)

{(extt +- diyv + 2ied,

in sich selbst iibergefithrt. Wir wollen die Gruppe (2) von
3 3 . y ])I:
Transformationen als die Gruppe ( ' i
Ciey i

) bezeichnen; sie ist

identisch mit der Gruppe der Rotationen
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| @@ — 0 —ci df i F - —d?
Ly = . - —— = ——— —
‘ 2 2% ([/; — /)k Cr 2 (y ‘ZI: - I'Ic Ck
Cr dl: — [’Ic .
apdy— by cr o
.2 2 2 ]2 2 2 2L
(3) I s ‘Zk 1 @+ by 4 ¢ -+ ‘qu
e Y = — - — - - ————————
Y 2 apdy— by 2 e dy—biop
. Ck dlc + iy blc .
o dy, — by Clc’ !
by die — ayg.cy, e di 4 e y ap di - i e
B = L= b ] P
’ ardy — by e iy — bicr y dy, — by e,

um den Scheitel (0, 0, 0) des zugehorigen Minimalkegels.
Durch eine solche Rotation wird auch die auf der Fliche [
gelegene Minimalgeradenschar in sich selbst transformiert, so
dal die I'liche [ durch jede Rotation (3) auf sich selbst ab-
gewickelt wird.

Wir bezeichnen eine solche Mongesche I'liiche erster Art

ar, e

als eine zur Gruppe ( ) gehOrige automorphe

Cre dk
(Mongesche) Fliche und nennen umgekehrt auch die Gruppe
e bla : : . vt
die zu dieser Fliche gehorige Gruppe.
Ck s dl:

Nach bekannten Sitzen iiber die automorphen Funktionen?)
besteht zwischen den KriimmungsmafBen zweler zu derselben
1 aky bl: . RIEY . .
Gruppe gehérigen auntomorphen Flichen immer eine

Cie (ZI:
algebraische Beziehung, und das Kriimmungsmalf; einer auto-
morphen Fliche lilit sich rational durch die Kriimmungs-
iy, b/;

malBie zweler zu derselben Gruppe (
cl{y dl:

) gehrigen auto-
morphen Flichen ausdriicken.
1) Vgl R. Fricke und F. Klein, Vorlesungen iiber die Theorie

der automorphen Funktionen II. (Die funktionentheoretischen Ausfiih-
rangen und die Anwendungen.) Leipzig und Berlin 1912, p. 19.
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Man sieht, wie die Kugel sich als spezieller Fall dieser
automorphen Fliichen auffassen lifit: ihr (konstanter) Haupt-
kriimmungsradius hat die Eigenschaft (1) in Bezug auf jede
Transformation <a’ b)

_ ¢, d

Als Beispiel einer automorphen Mongeschen Fliiche fithren

wir die Fliche

(F —u4 10 1-—au?
4 = - - (i
®) “ w? (10— 1)2 i i
(P~ 1) —vlffrlg-—z‘r L (P—u41)°
Towt(u—1) 2 T e w— 1)
an, die zur anharmonischen Gruppe von linearen Sub-
stitutionen der Veriinderlichen « gehort, d. h. durch jede der
sechs Transformationen

o () G o0 60 6o

auf sich selbst abgewickelt wird. Diese Transformationen sind
beziiglich mit den Rotationen um den Anfangspunkt

(fvu—1)

1 i
T, =x xy=ux Ty=— & — gY —=
| i 3
YW=Y Yag=——UY .7/.°,:—2x‘—2;1/-{—&.;“i
(5%) 5 =8\ B, = — g | fg=—X 4+ iy + & |

1 i ' 1 ) ‘ 1 2
Z, = — )1,— —J— xa=—2x+ 2’?/'1“3 x(;:—;x’i" 2?/—}‘57

i . i 3 K
y4=2x+2y—w Ys=— 5=t oY — e Y= x—-2J+@~,

2y =L—lYy—z Gy=—x—iyY—2z |z=ztiytz
identisch.
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19. Aus den Entwicklungen der beiden letzten Nummern
liifit sich noch eine Folgerung iiber gewisse Minimalkurven im
I, ziehen.

Wegen der Relation Nr. 6 (b) kann man niimlich die Ko-
ordinaten g, Y, 3 der Hauptkriimmungsmittelpunkte einer belie-
bigen Mongeschen Fliche / und den (um eine beliebige Kon-
stante vermehrten) mit ¢ multiplizierten Hauptkrimmungs-
radius 12 von f als Koordinaten der Punkte einer gewissen
krummen Minimallinie im /2, auffassen?). Ist speziell die
Fliche f eine Fliche erster Art, so ist, nach Nr. 8 (1) und (9),
die entsprechende Minimalkurve im I?,, wenn man von einer
beliebigen Translation absieht, dargestellt durch

AR 1—wt AR 14wt AR
(1) s y-l(lz[' 9 " " du u, t=R(u),

wo I? eine jnicht konstante Funktion von « bedeutet, und liegt
daher im [1¢,

(2) 2ty 22 =0,
der die ¢-Achse enthiilt.

Da im Falle einer durch Nr. 17 (1) (mit & =5, = {, = 0)
dargestellten, zur Gruppe ( (:I/’ ([;:) gehorigen automorphen Flichef
auch die Zentrakurve » von " durch die Gruppe der Rotationen

Nr. 18 (3) um den Scheitel (0,0, 0) des zugehorigen Minimal-
kegels in sich selbst iibergefiihrt wird, so folgt der Satz:

Istinden Gleichungender krummenMinimallinie(1)

R(u) eine zur Gruppe <((]”bk

(‘lcydk
Funktion von u, so wird die Minimalkurve (1) durch
die Gruppe

> gehdrende automorphe

1) Uber die krummen Minimallinien und ,reguliren® Minimalflichen
(Study] im I vgl. namentlich L. P. Eisenhart, Minimal surfaces in
Buclidean four-space. Amer. J. math. 34 (1912), p. 215—236.



Lo
fens]
o]

[.. Berwald

; :l(t-i—b}-:—‘e}'}(?}-’;x i((ﬁ-}-b}f—c?‘—ﬁ/ Clcdlc_aﬁﬁz_*_*
2w dy~bie 2 agd,—brex i i — ey, !
P ai—b el -d? ‘ @b+ dd e d4ad,
G0 Cpdi—bpor Yy e di— by o=y cp o,
o bedi—aper  bpdirage,  aed e,
Tk Y i apdp—biey”  agdy—bre,”
l= #* * + * +¢

von Rotationen des £, um die f{-Axe in sich selbst
ibergetfiihrt.

Diese Rotationen fithren zugleich den R, (2) in sich
selbst tiber.

20. Schliefilich soll noeh die Frage der isometrischen Ab-
bildung emer Mongeschen Fliche erster Art auf eine solche
zweiter Art kurz behandelt werden?).

Die Fliche [ zweiter Art sei durch die Gleichungen

x=&(p)+ B(pm & (p) +i&“(p),
(D y =)+ Bp)(qn'(p)-+in”(p),
=)+ B@@(p)+il" ()

und die Fliche f; erster Art durch die Gleichungen
1 —
zy = &+ B () (o, + i~ 9 Y1)

) u;
Yy = 4y + B, () (—zu] - —7)1)»
& = Lo+ B () (— 1+ iuyv))

gegeben, wo £(p), y(p), {(p) die Koordinaten der Punkte einer
krummen Minimallinie 2 in Funktion eines natiirlichen Para-
meters p von £, die Indizes Differentiation nach p, und &,

1) Uber die isometrische Abbildung der Serretschen Flichen, ins-
besondere der transzendenten Schraubenréhrenfliichen auf die Kugeln
vel. E. Study, [Einl. 20)], p. 276 ff.
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iloys Cop willkiirliche Konstante bedeuten. Ferner werde die
charakteristische Invariante (3 3), der Minimallinie 2 mit J
bezeichnet.

Man hat dann als Bedingungen fiir eine isometrische Al-
bildung der beiden Fliichen aufeinander, bei welcher dem Punlkte
(py @) vou [ der Punkt (u,, »,) von f, enbspricht,

I Nl F(j))s {LISO (Z Z(’l = F’ (2)) dz)’
l]ll(lll)::é[i(p), ‘(gf.’ — 1)

]

(+a)

und

, 1RO\
firin — mra + 70+ (" D4y

(1) +2iR(pydpdg = {-_ NUN S <(ZR1 (-l("))—} di

du,

+ 20 R (u,) duy do,.

Die Bedingungen (4a) sind notwendig, die Bedingung (41h)
ist notwendig und hinrveichend.  Durch iihuliche Rechnungen,
wie sie in Nr. 17 durchgefithrt wurden, erhilt man fir v
den Wert

1 . 1(711
(5) Ul = I;‘ -1 1{,‘2

und fir I selbst die Riccatische Differentialgleichung

it
“\rFr) 1Fe_ i J

(6) dp 2 12 —R2

oder die mit ihr iquivalente Schwarzsche Differentialgleichung

& O L E R
R L 2 2

Die isometrische Abbildung einer Mongeschen
Fliche evster Art auf eine gegebene Mongesche
Fliche zweiter Art und nicht konstanten Kriim-
mungsmafies [und ebenso die isometrische Abbildung
einer Kugel auf eine gegebene Serretsche Fliche]
hiingt also, aulier von der Forderung der Gleichheit

Sitzungsb. d. math.-phys. KI. Jahrg. 1913, 14
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der KriimmungsmaBe in entsprechenden Punkten, nur
von der Integration einer Riccatischen oder einer
mit dieser iiquivalenten Schwarzschen Differential-
gleichung ab.

Kennt man ein partikulives Integral 17, von (6%), so ist
das allgemeine Integral durch
aly, +b
oI, -+ d’

bestimmt, was mit dem Resultate von Nr. 17 in vollkommenem
Einklange stelit.

(7 = (¢, b, ¢, d Konstante, «d —be¢ - 0)

Lin einfaches Beispiel bietet die isometrische Abbildung
der Einheitskugel umn den Koordinatenanfang auf die in Nr. 16
besprochene Serretsche Fliche vierter Ordnung, vom Wriim-
mungsmalke 1. Wihlt man fiir den Hauptkriimmungsradius
beider Flichen den Wert — 1, so ist die Serretsche Ifliiche —
in einfachster Lage — durch

i i i i
r=—pt <1+§>1) g (=),

, 1. . A 1 .
®  a=—gr—i(t= ) r—r L 4,

Lo .
= _p*—1-+q-ip
2 =

gegeben, die charakteristische Invariante o ihrer Zentrakurve
ist Null. Die Kugel ist durch

R T} 1 .
¢ Ly =AUV 5T o, Y=y 9 AT
(,p) Z s

2, = tvu, —1

dargestellt. Die Schwarzsche Differentialgleichung, von der
das Problem abhiingt, lautet in diesem Fall

(10) oy =i,

und ein partikuldres Integral derselben ist

(11) u, = Fy(p) = e?V?
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Aus (5) ergibt sich ferner fiir v, der Wert

(12) v, =—¢" LA (V% q -+ z)

Bemerkt man noch, daf durch die Transformation

24
(13) U =y, v =, + -
?)1
die Gleichungen (9) der Einheitskugel in die hiufig gebrauchten
l—uw 4w B -+ v
) 2 = w—v BTV T

iibergehen, so folgt:
Die Einheitskugel (14) wird dureh die Substitution

e VB2

(15) w= "V v = =
qV 2+ 2i

auf die Serretsche Fliche (8) isometrisch abgebildet.

14%*



