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Uber die Diskriminante ternirer Formen.
Von K. Petri in Landau.

Vorgelegt in der Sitzung vom 2. November 1935.

In einer friheren Arbeit! habe ich gezeigt, dafl es fir die all-
gemeine ternédre Form z-ter Ordnung f cine Kontravariante 7 der
Klasse 372 — 6 und des Grades 32(2 — 2) in den Kocffizienten
von f gibt, deren identisches Verschwinden die notwendige und
hinreichende Bedingung daftr ist, dall dic Kurve f = o cine
hohere Singularitdt hat als cinen einfachen Doppelpunkt, und
welche im FFall eines Doppelpunktes, gleich Null gesetzt, die
(37 — 6,te Potenz dieses Punktes darstellt. Der Zusammenhang
mit der Diskriminante 2 von f ist der, dal3 bis auf cinen kon-
stanten Faktor:

__ AN —E§
D=A}

sein mubl, wenn A die zu f gehorende Hessesche Form ist.

Im folgenden wird die Form = allgemein ohne tberfliissigen
Falitor dargestellt, und zwar auf 2 verschiedence Weisen, ent-
sprechend den 2 verschiedenen Diskriminantenformen. Die Dar-
stellung der Diskriminante ohne dberflissigen Faktor hat P.
Gordan gegeben.? Aber auch die zweite, fur 2 = 3 und 2 = 4
bekannte, Sylvestersche Form it sich fur beliebiges 2 ohne
iiberfliissigen Faktor darstellen.

Einc besondere Rolle spielt hier eine zuerst beim Problem der
Doppeltangenten  aufgetretene  Kovariante Q,% deren Eigen-
schaften der erste Abschnitt gewidmet ist. Dabei ergibt sich eine
weitere Kovariante /22, die zur Svlvesterschen Form in derselben
Bezichung steht wie @ zur Gordanschen Form.

i Uber eine kovariante Kurve, Sitzungsber. d. Bayer. Ak. d. Wiss. Minchen
1933 5. 4959

2 Uber die Bildung der Diskriminante einer terniren Form, Sitzungsber.
d. Baver. Ak. d. Wiss. Miinchen 1887,

3 0. Dersch, Doppeltangenten einer Kurve z-ter Ordnung, Math. Ann. 7
1874, S. 497—-511.
Minchen Ak, Sb. 1935, ITI 30
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Die Scheidung von Formen mit singuliaren Punkten kann nach
Zahl und Grad der Identititen von der Form:

Ay fy - Ay fo+ Asfa=0

vorgenommen werden. Wie man dann in den cinzelnen Fillen
invariante Kriterien erhilt, wird am Beispiel der C* gezeigt.

1. Die Kovarianten P und &.

Ich benutze die in der Theorie der Doppeltangenten und bei
der invarianten Normierung des Integrals 3. Gattung auftretende
Kovariante Q = Q(x, ) von der Form:4

Im— 4 __2 2 v % o
(1) Qv =0""q; L N (abe)aybyey,

7 (77——1> WAt pe=n—2

wo der konstante Faktor so gewiahlt sci, daB3 Q (v, x) = A wird.
Fiir Q besteht dic Identitit:

(2) Q(x, 9 aya ' —Q (9, ) a,al !

7

-2 n
SRl (@b P (y,x)—a,- P(x,),
wo die Form 2 = P(x, ) gegeben ist durch:

() Py =P gy N (@bepagsie

(71_1) (7}"_2> ¢+l =n—3

Auch bei 2 sei der konstante Faktor so gewiihlt, dafl P(x, x) = A
wird, Fur 2 = 3 hat man die bekannte Salmonsche Tdentitit:

0 =(aliy)® =alA}—a)Al+ 3 (AIA -a.a;,—AA - aja,).
Fir » = 4 hat dic Identitit (2 die TForm:

s 1 ; ;
Q (x,y) aya,— O (v, %) a,a, =— " (al- M)A —al- ALA ),

4 Weitere Literatur zur Form @ bei G. Pick, Zur Theorie der Abelschen
T'unktionen, Math. Ann. 29. I'. Klein, Zur Theorie der Abelschen IFunk-
tionen, Math. Ann, 36, 1892, S. 1—83. Die oben angegebene Identitiit findet
sich n diesen Arbeiten nicht explizit, kann aber unmittelbar aus den Int-
wicklungen von Dersch (aaO. Ann. 7) abgelesen werden.
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Fur einen Punkt x der Kurve f = o gibt Q(x,y) eine C"*(y),
welche in den #—2 weiteren Schnittpunkten der Tangente in x
verschwindet, umgekehrt geht die C*™ () durch diesn (7—1)—2
Berithrungspunkte der Tangenten, die man vom Kurvenpunkt y
an dic Kurve f = o ziehen kann. Da diese Punkte zusammen
mit dem doppelt gezihlten Berihrungspunkt der Tangente in y
den vollen Schnitt von f mit der Polaren @, a} " bilden, kann
man rein geometrisch auf das Bestchen einer Identitit der Art
(2) schlieBen, den Wert von Z kann man allerdings nur durch
symbolische Rechnung finden. Die Formen 2 und Q verschwin-
den unabhingig von y in den singuliren Punkten der Kurve, und
zwar mit der gleichen Schnittmultiplizitit wie das System der
ersten Polaren.

Aus der Identitit (2) folgt dies zundchst fiir ¢ = o, also fiir
Punkte y der Kurve. Nun 148t sich, besondere Kurven mit mehr-
facher Uberdeckung ausgenommen, durch ZGLZ_—I) willkiirlich zu
wiihlende Punkte y der Kurve keine C" % legen, woraus folgt,
daB jede K™% 2] sich in der Form darstellen 1aB3t:

wy = Tl T —%—u’;n_(i_i)’

5

wo die y willklrlich gewihlte Punkte der Kurve sind. Es ver-
schwindet daher auch Q2" 'g}~* fiir beliebiges 4 in den singu-
liren Punkten und deshall auch 2.

Auf diese Eigenschaft der Formen Q hat Gordan aaQ. die Auf-
stellung der Diskriminante gegriindet. Es muf3 aber noch gezeigt
werden, dafl die Formen @ wie £ im allgemeinen linear unab-
hiangig sind. Dies gelingt leicht mit Hilfe der Form =, welche
der Bedingung gentigt:

art =o,
wobei der unbestimmte Zahlenfaktor so festgelegt sei, dal3:
A0 = D st

Ersetzt man in der Formel (2) die Variabeln y durch Symbole =,
so erhilt man:
3h *
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L N—2
Qg e, = TR i )
1n—2
oder: :fi(ﬁiQ:}n_é_'jz PInT 0 x) =o.
1

Die Faktoren der /; sind hier in & vom Grade 2 — 2. Da aber
im allgemeinen sicher keine derartige Identitit besteht, wo die
Faktoren von niedrigerem Grade sind als 2z — 1, folgt:

n—d, T2 pon—3 5
Q.n' vn_ﬁ>77Pﬂ .Ux..)
. \7 ach
Durch wicderholte Anwendung des Prozesses ) - er-
>
— Qx;0u;
halt man hieraus:
2n — 4 N—2 op—4
Qﬂ : — Q]T ! qﬂiéx
7
In—4 =3 ~on—14 2
_ ..
Q:r gn 3 —1 QJI gﬂ X
und schlicBlich:
()‘271—4 n— 2 n-—2 __ 2 O'ln——/; n—2, n-—2
= %JT gx - ( P4 gn Z{’x )
7 (12—1)
dd . An— 4 71——'2__A'.
und da: Qf gnT T =A st
(4> Qin—f;%n—;‘gn-—iz - 2 D,%n—i
7 7 * n(n—n1) =
und chenso:
(5) P?n—-.’i%n—f)‘ n—.‘i: 2 DH71—3
# ! = (r—1)(2—2)"" ¥

Bestiinde nun eine Identitit von der Form:
In—4  n—=2 AN _
Qx Ga T 41— az’fi =0

oder: PINTERpR T4 Nalf =o,
13

P . ] ) m— 8 2m —
8 P77 9 kann nicht identisch verschwinden, da 23077 g7 P ABnTY
JT T
=/ ist.
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wo ¢, B Formen des Grades » — 2 und # — 3 sind, so wire auch:
An—4 n—=92 37n—., n—3
Q" T gs T =05 1 Py =0

n—2I __ n——3

2
77(72—1)Du“ (7;—1)(%—2)

oder:

’

also 2 = o. Demnach sind die Formen @ und 2 fiir nichtver-
schwindendes D linear unabhingig.

Aus der Formel (4) folgt zugleich, daB fiir nicht verschwinden-
des D die Polaren von = bis zur (z -— 2)ten einschlieBlich linear
unabhingig sind. Fir die (n — 1)ten bestehen ja sicher die 3 Re-

lationen: @} ' a;, = o.
Bestiinde namlich eine Relation: 22 = o0, p < n -—2, wo

. . ; =
£% eine Form pten Grades sei, so wire auch: £2 Q7" 7% = o,
woraus wieder D) = o folgt.

2. Die Sylvestersche Diskriminante.

Zum leichteren Verstindnis werden im folgenden die Uber-
legungen zumeist fir den Fall 2z = 4 gefiihrt. Sie gelten aber
durchweg fur beliebiges 2. Wie bereits nachgewiesen, besteht
fiir D = o keine Relation der Form: 22"7# p7 % 4 XN q, f, =o.

Man hat also [#— 3] + 3 [1z— 2] = |22 — 3] linear unab-
hingige Formen des Gmdes 2n — 3, wobel unter [£] der Aus-
(1) (k- "
druck ) 2) verstanden werden moge.

2

Da samtliche C*" 77 obiger Art in einem Doppelpunkt ver-
schwinden, so mufl beim Auftreten eines Doppelpunktes eine
lineare Relation bestehen, was nach Elimination der Konstanten
zu ciner Determinante der Ordnung [222 — 3] fiithrt, welche ver-
schwinden mul}. Da diese Determinante in den Koeffizienten
von f vom Grade 3 [#—2] -+ 3 [iw— 3] = 3 (#— 1) ist, stellt
sie die Diskriminante rein dar und werde als Svlvestersche Form
bezeichnet. Fur # = 3 und # = 4 gehen ndmlich die 7 in A bzw.
die Abgeleiteten von A {iber.

Ersetzt man nun in dieser Determinante die Symbole 2 durch
s0 er-

die Potenzprodukte terniver Variabeln aeg, 2050 o020,y

hiillt man cine Form (i), deren identischesVerschwinden aus-
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sagt, dafl mindestens cine Identitit bestcht der Form: X 4, f; =o,
wo die 4; vom Grade (2 — 2) in & sind.

Zu der gleichen Form kommt man aber durch die Aufgabe,
eine 7" % zu bestimmen, welche zu simtlichen ersten Abgelei-
teten von f apolar ist. Daraus folgt:

Verschwindet die Form 7 nicht identisch in den 7, so stellt sie
in ciner dieser Variabeln, die iibrigen als Paramecter aufgefaf3t,
das System der apolaren K™% dar.

Fir 22 == 4 hat man 3 lincar unabhingige A in der Form
F (a1, 124, 2g). Scien Ay, = Ay; = Ay; die ersten Abgeleiteten von A,
so hat man fir 2 dic Form: D = F (A, Dy, Ay) Ay Ayy Ayg

:-é F (A, Ay, Ay (Ay Ay Ag). Die letzte Form entsteht, wenn man

in £ die Symbole A vertauscht und die so entstehenden Formen
mit geindertem Vorzeichen addiert. Nun sind die 3 lincar un-
abhingigen K5 bei nichtverschwindendem D auch gegeben durch
die ersten Polaren von =. Daraus folgt, dall bis auf cine Potenz
der Diskriminante sein muf3:

2 i 5 5 .5
D F (1q, tty, tg) = ¢. (T0yTqT3) 1] 5 U3, U3

wo ¢ eine numerische Konstante bedeutet. Durch Abzihlen der
Grade in den Koeffizienten rechts und links folgt & —= 2.

Den Wert von ¢ findet man, indem man fir dic 2 wicder Sym-
bole A eintrigt:

D2F (Ay, Dg, Ag) (D1 D5 Ag) = ¢ (772 73) (B1454y) Ai'n,A;'

)
Avﬁ 7Ty

ELES
was nach Ausmultiplizicren der beiden Determinanten unter

Berticksichtigung von (5): A% = ; Du,

3 2
ergibt: 60D =¢ D,
9
woraus dann folgt: c=27.
Ersetzt man in der Formel:
D2F (le, g, %3> =27 (7?171'2 7_".3) “;1—’ 7Ty ”gﬂ._, 7‘;},’13

nur z, und 2y durch Symbole A, so erhilt man:
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D2F (1, My, Ng) (D Ag) = 27 (mymamy) (0B Ag) 267, A, A

3y

woraus folgt:
F (u, N, Ag) (uDyAgy =6,

Dice Uberlegungen lassen sich unmittelbar fiir den Fall 2 ver-
allgemeinern (fir 2 = 3 kann man sic leicht bestitigen). Fir D
hat man den Ausdruck:

©) D=F(P,... P,_q) J 2 VR Yo S

1 —_—D
= [n_§]|F (PL s P[n—3]> (pl . 'p{n—-B})n .

Fiir = folgt dann:

1 N—3
) == [z — 3]! LGty Poy oo Proy) Upa oo Pru—zy)” ™

3. Die Gordansche Diskriminante.

Da, wie bewicsen, fiir nichtverschwindendes D keine Relation
der Form besteht:

n—4 o n—2 0w —
Q% G 'T'Ai’—Aifi_‘oi

so crhilt man dic Diskriminante auch in Gestalt einer Deter-
minante der Ordnung [22 — 4], welche ich die Gordansche Dis-
kriminante nenne. Sie enthalt die Koeffizienten von f zur Ord-
nung

9
3[e—2]+3[n—3]=3n—1)3
enthilt also ebenfalls keinen tberflissigen Faktor. Sie unter-
scheidet sich also von der Sylvesterschen Diskriminante nur um
cinen Zahlenfaktor, den man mit ciner besonderen Form, z. B.
der Form:
n n i
xy + oy +ay
bestimmen kann. Far 2 = 4 findet man:

\lt' Svlvestersche Diskr.

Gordansche Diskr. = ( >
\48
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Ersetzt man auch hier wieder die Symbole @ durch Potenz-
produkte #, so erhidlt man cinc FForm:

G (utq, 29, . 2 o)),

deren identisches Verschwinden besagt, dafl cine Identitit der
Form besteht:

—‘.“ ‘4'ifi =0,
1

wo die Faktoren 4 vom Grade 2 — 3 sind. Ahnlich wie in (2)
kommt man aber auch zur Form &, wenn man die zum System
der ersten Abgeleiteten von f apolaren K"~ sucht. Diese ganze
Schar apolarer Kurven ist aber fiir nichtverschwindendes 2 auch
gegeben durch das System der (72 — 2)ten Polaren von =,

Far 7 = 4 hat man eine Form G (2y, u,, . . . 2g). Scien Q; all-
gemein Symbole fur @, so ist:

_ 1 .
D=GCG(0y...06) qi1- 953 =6 G(O1...Q¢) (g1 g6)°
Flir & folgt:
D3G (g, .. gy =c (mymg. . wg) 00} 00l o0t

wo ¢ ein Zahlenfaktor ist, den man durch nachtrigliches Eintragen
der Symbole @ wieder bestimmen kann.

Man findet so:
N o ) 5 4 A %
6' DGZC-‘: :i:ﬁn,ﬁnz- . 'QG:'G Qin,Q-ﬁn:' . Qéﬂg‘
Die Determinante hat 720 Glieder, jedes hat den Faktor DS;
da nun nach (4)

) , I T e
Qi:rﬁgi:r,:D‘ Ql:r, Q‘.’m?in._.?;‘n, ::GD

ist, ust., hingt der Zahlenfaktor des Gliedes ab von den Zvklen,
in die man die zugehérige Permutation auflosen kann. So liefert
z. B. cine Permutaiion, die sich in cinen Drelerzyklus und eine
Transposition auflosen 1ilt, den Beitrag:

U psct pel s
Lol

S
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und es gibt 120 solcher; auf diese Weise erhilt man:

6163
: 2,6
o (Ty Ty o )20y Wy gt

DG =
Ersetzt man dagegen nur 3 der GréBen « durch Symbole Q, so
hebt sich der Faktor D% gerade weg, und man erhilt:

G(”y QZy”- Q6> <%g2g6>2:6'7-;

Diese zweite Form von = unterscheidet sich also von der in (2)

¢ \3
cgegebenen nur durch den Faktor ( 38 )
) 4

Diese Resultate sind wieder der Verallgemeinerung fihig; es
findet sich:

8) GGt oo Cpo) ga g o))" P =[n—2]!%.

4, Singulire Fille.

Verschwindet D nicht, so gibt es nur eine zum System der
ersten Polaren von f apolare A" % niimlich =, und ihre Polaren
geben das ganze System apolarer Formen des betr. Grades. Die
Bestimmung ciner apolaren A7 hingt ab von der Erfillung der
Gleichungen:

n—1 r~n—+—l[Z

RN x— 9

identisch in a und #. Fir die [7] homogenen Konstanten von X

hat man demnach 3 {7 -——# -- 1] — jlineare Bedingungen, wenn
3 [ J > o s

7 die Zahl der hinear unabhiingigen Identitdten von der Form:

A fy+ Ao fo+ Asfa=0

bedeutet, wo die A4 vom Grade » — 7 — 1 sind. Da ich aaQ. be-
wiesen habe, dal} fur nicht verschwindendes 2 und auch im Falle
eines einfachen Doppelpunktes das ganze Svstem derartiger
Identititen gegeben ist durch:

Py fofs— st Po(fafi— 1S3 + Ps(Iife—Ffofi =0,

wo dic /2 allgemeine Formen des Grades #» — 252 == 2 sind, so be-
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tragt die Zahl der linear unabhingigen K7 fiir Kurven f ohne
singuliren Punkt oder mit héchstens einem Doppelpunkt:

firr Z2n—2:[r]—3[r—n+1]+3[r—2n-+2]=[372—6-—/]
furr<2zn-—2, aber Z2n—1:[r] —3[r —=n -+ 1].

Fir »=2n—3 und » = 22 — 4 stimmen beide Ausdricke
tiberein. Fir nichtverschwindendes 2 bilden:

A A f, i=1, 2 3

zusammen [3 22— 6] linear unabhingige C*" ¢, weil sonst A¥*6
gleich Null sein miilte. Fir den Fall eines Doppelpunktes da-
gegen ist:

A :Alfl + Azfz + A3f3~

AulBlerdem sind im letzten Falle die Polaren von = nicht mehr
linear unabhingig.

Auch im Fallebeliebiger Singularititen istdas System der zu den
f, apolaren K*"~% yor allen anderen apolaren K" bevorzugt.

Zur Vereinfachung des Beweises setze ich voraus, daf3 die in
Abschnitt (2) definierte Form #(2y, 2, . . . 2y, __4) nicht identisch
verschwinde. Damit sind alle zerfallenden Formen f ausgeschlos-
sen. Denn durch den Ansatz: / = g - /4 sicht man leicht, dal} fur
eine zerfallende Form f immer cine Identitit besteht:

Ay fr -+ Agfo+ Ay f3 =0,

wo die A vom Grade z — 2 sind.

Das Netz der ersten Polaren schneidet auf der Kurve f Punkt-
systeme aus, welche cinen festen Bestandteil enthalten. Dieser
entspricht dem Doppelpunktsdivisor @ und dem grofiten gemein-
samen Teiler der Verzweigungsdivisoren der Schar.®

Dic C*" 7% Q" T i T+ a fi + asfy + ay f dagegen,
welche die gleichen festen Bestandteile in threm Schnittsystem
haben, schneiden, weil sic alle adjungierten Kurven des gleichen

8 Vgl fur die Sprechweise: Theorie der algebraischen Funktionen einer
Variabeln von Dr. K. Hensel und Dr. G. Landsberg, Leipzig 1902, 235. Vor-
lesung.
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Grades mit diesem festen Bestandteil sind, eine nichtspeziale
Vollschar aus. Es gibt demnachnachdem Riemann-Rochschen
Satze modulo f genau:

(en—gq)yn—2d—v—p-+i1=[n—2]+3[n—3]—[n—a]l—4

linear unabhingige, wenn p == [z — 2] — & das Geschlecht der
Kurve f und £ dic Zah! der lincar unabhingigen Relationen be-
zcichnet von der Form:

In— b n—
;n "7 2+“1f1+“2f2+a3f320'

Ebenso schneiden die Kurven C*" 70 4y fi - A, fo + As fy flar
verschwindendes D ecine nichtspeziale Vollschar aus, und es gibt
somit lincar unabhingige:

(3n-—6)n—2d—v—p-+1+[22—6]=[31n—06]—4
Weiter folgt aus der Formel fur das Geschlecht p:
E=d-+uv

Da es fiir nichtverschwindendes 2 [37z — 6] -— 1 linear unab-
hingige Formen C*" 7% der Art:

A1f1+A2f2+A3f3

gibt, bestchen also als Aquivalent der singuldaren Punkte 2 — 1
[dentititten dieser Art.

Es gibt 2 Formen K" " swelche zur Schar dieser C?" % apolar
sind. Diese Formen sind aber wegen der Willkirlichkeit der For-
men A gleichzeitig zu den Formen f; apolar. Da umgekehrt zu
den f;apolare K"~ %auch zur Schar der apolar sind, decken
sich beide Scharen von Formen X vollstindig.

Sn-—06

Weiter zeigt man durch das gleiche Schluflverfahren wie in
Abschnitt (1), dal3:

a

Qn—4h 2n—3 __
N =0, P} =0,

AN
wenn A eine apolare £°" % ist.
Denn wie dort liefert die Identitit (2):

r 71

In—14 —2[)‘371——-3,_
oy Vg = P N Ux+
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Entweder ist hier P;"7® gleich Null, dann ist die Behaup-
tung er\mesen, oder man kann weiterschlieBen, bis entweder
P]"_J " gleich Null wird, oder schliefllich:

Qn—4 2 3n—6_mn—2
IN = IN Uy -

Aber A"~ muf3 verschwinden, wenn auch nur eine Relation
der Form:

in—[‘ﬁ_g + a1 fitasfo + asfs =0

besteht, wie man sicht, wenn man an Stelle der x Symbole X setzt.

Far Formen K7, wo 7 kleiner als 3 7 — 6 ist, bestehen diese Be-
zichungen im allgemeinen nicht mehr. Sie gelten nur fiir die-
jenigen Formen A7, welche lineare Kombinationen von Polaren
der Formen K*" " %sind. Da es aber gerade £ apolare K**~%und
genau £ Relationen der Form:

Q" g T et asfa b asfy =0

Sn—

gibt, so ist das System der A b dadurch ausgezeichnet, daf3 die
# Formen K zusammen genau £ linecar unabhingige Polaren,
bis zur {7z — 2)ten eingeschlossen, haben.

73"=% haben in vielen Fillen leicht angebbare

Die Formen
Gestalt. Sie verteilen sich auf die einzelnen singuliaren Punkte.
Einem £-fachen Punkt £ mit getrennten Tangenten (4 = [£ — 2],

= 0) entsprechen die [£— 2] Formen:

%:_71—1—h h—2
wo 7 beliebig gewidhlt werden kann. Einer einfachen Spitze (d = 1,
v = 1) die beiden Formen:

wenn £ der Rickkehrpunkt und a die Riackkehrtangente bedeu-
tet. [ch gehe nicht niher hierauf cin und will nur zeigen, dal} den
Formen /7 und G cine cinfache Bedeutung zukommt. Der Kirze
halber werde der Fall der €* mit 2 getrennten Doppelpunkten

G

. . 5
genannt. Hier sind die apolaren K% gegeben durch: 2, e, wo
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¢ die Koordinaten der Doppelpunkte seien, die A3 dagegen

durch: #2, #%, K, und es kann nicht A} gleich Null sein, weil

sonst K eine lincare Kombination der beiden ersten Formen wire.
Dann ist aber:

Fu, v, w) = X ful vl wy;

denn Fist ja diejenige Kombination der 3 &%, welche fiir 2 gleich
v und # gleich w verschwindet. Ersetzt man jetzt v und @ beide
durch Formen P, so mul} die Determinante verschwinden, ersetzt
man aber nur w durch £, so erhilt man

Fluy0,8) Ay = N [0l 02—l o

Die Form F(u,v,A) stellt also die Fundamentalkombinante der
beiden Doppelpunkte dar. Fiir eine Spitze hitte man erhalten:

Fu, v, ) = A (. v-—uw-vs] w'iol.

02y 6%y

Der Prozefy Q = ‘( vy, auf die letzte Form

Duy 0wy, Oy vy
zweimal angewendet, gibt Null; dies gilt dagegen nicht fur die
erste.

Far cine Spitze lassen sich fiir # = 3 weltere Invarianten an-
geben, die neben D verschwinden miussen, wie ich fir 2 = 4
zeigen will.

Da namlich die Hessesche Kurve in einer Spitze einen drei-
fachen Punkt hat, verschwinden die zweiten Abgeleiteten in der
Spitze, und es 1st:

I =G Ay . Ay (A A2 =0

Diese Invariante entsteht, wenn man in der Gordanschen Form
von D die Formen Q. 71/ durch A;; ersetzt.

Sie verschwindet nicht identisch, da sie fiir die Kleinsche (3,
fiir welche 2 nicht verschwindet, in D tbergeht.?

Weiter verschwinden in der Spitze die C*"

O =(abual ™ 61"

7

/

Fo= P oy ey -k ety Formensystem bel PoGordan, Math, Ann. 17,
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identisch 1n #z; denn dies ist die Bedingung, dal3 der Polarkegel-
schnitt zur Doppelgeraden wird. Man hat also:

IV =G (0,,...00 (9... %) =o.

Auch diese Invariante verschwindet nicht identisch, weil sie
mit der fir die Kleinsche Kurve nicht verschwindenden In-
variante 6. Ordnung 4 von der symbolischen Schreibweise:

A=1(ayay ... a)% (ayay ... ag?

multipliziert, fir die Kleinsche Kurve in D tbergeht. Fir die all-
gemeine C* hat aber /%7 die Invariante /2! nicht einmal modulo
D zum Faktor.

Die in der Diskriminantenmannigfaltigkeit enthaltenen, sin-
guliaren Bildungen entsprechenden Mannigfaltigkeiten lassen
sich im allgemeinen nicht als Vollschnitt von Mannigfaltigkeiten
der gleichen Dimension darstellen. Dies scheint fiirsz > 3 schon
fir eine Spitze zu gelten.



