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Uber ebene Bogen und Kurven vom Maximalindex
im weiteren Sinne.

Von Otto Haupt in Erlangen.
Mit 4 Figuren.

Vorgelegt von H. Tietze in der Sitzung vom 2. Februar 1933

Einleitung.

0,1. In der Theorie der reellen Bogen und Kurven ergibt sich
bei niherem Zuschen die Moglichkeit verschiedener Definitionen
z. B. des Index; insbesondere einer solchen, welche gegeniiber
der zumeist iiblichen insofern etwas crweitert ist, als bei thr nicht
mehr @l/e Geraden der Ebene herangezogen werden, vielmehr
von einer gewissen, nirgends dichten Teilmenge von Geraden
abgesehen wird. Eine genauere Untersuchung der Bogen und
Kurven unter Zugrundelegung der erweiterten Definition ist
z. B. dadurch gerechtfertigt, da man hierbei neben den
Kurven vom Maximalindex im iblichen Sinne andere, neue
Kurven vom Maximalindex im weiteren Sinne erhilt.

Die vorlicgende Arbeit beschiftigt sich mit Untersuchungen
in der cben angedcuteten Richtung, wobei auch insofern ein
etwas allgemeinerer Standpunkt als tiblich eingenommen wird,
als nicht nur Kurven sondern auch Bogen! zur Betrachtung her-
angezogen werden.

0, 2. Im cinzelnen handelt es sich um folgendes: Es werden zu-
nichst (§ 1) Bemerkungen allgemeinerer Natur zusammengestellt,

* Mit Ausnahme zweier Arbeiten von Herrn Rosenthal (Uber Gebilde
mit cinzigem Ordnungsindex, Sitz.-Ber. d. bayer. Akad. d. Wiss., Math.-phys.
Klasse, 1922, S. 221 ff. und: Uber die Nichtexistenz von Kontinuen in gewis-
sen Mengen mit einziger Ordnungszahl, Sitz.-Ber. d. Heildelberger Akad. d.
Wiss., Math.-naturw. Klasse, Jahrg. 1934, 13. Abh.) wurden unseres Wissens
Gebilde vom Maximalindex oder allgemein von vorgegebenem Index bis jetzt
nur fiir den Fall von Kwrven, nicht aber von Bogen (vgl. indes S. 135/136 der
in FuBnote 20 genannten Arbeit) oder von allgemeineren Punktmengen
betrachtet. —— Daf} hierbei schon die Bogen in gewissem Sinne grundsatzlich
Neues liefern kinnen gegeniiber den Kurven, erhellt z. B. aus der Tatsache,
dafi es Bogen von der (beliebig vorgeschriebenen) Ordnung 7 gibt, welche
nicht Teilbogen von Kurven der gleichen Ordnung sind.

Miinchen Ak.Sb. 1935, 1 4



38 Otto Haupt

die sich beim Ubergang zum Ordnungs- und Indexbegriff im
welteren Sinne ergeben. Sodann wird (§ 2) gezeigt, dall der Index
eines beliebigen ebenen Bogens der Ordnung 7 (,,Ordnung‘‘ und
,Index'* auch im erweiterten Sinne verstanden) nicht groler sein
kann als ( — 2). Daran anschlicBend werden (§ 3) Bogen (bzw.
Kurven) konstruiert, welche die Ordnung # und den Index j
besitzen, wobei 7 und ; beliebig und wnabhingie voneinander
vorgeschrieben sind, wobei aber j < 22-—2 (bzw.noch j =0 (%)).
SchlieBlich folgt (§ 4) die Kennzeichnung der stiickweise kon-
vexen Bogen vom Maximalindex im erweiterten Sinne durch eine
Forderung, welche als die natiirliche Verallgemeinerung der im
Falle des Maximalindex im engeren Sinne iblichen Forderung
anzuschen ist, daf3 eine Kurve vom Maximalindex keine mehr-
fache Tangente besitzen soll. Fiur den Fall » = 4 sind die ein-
teiligen Kurven vom Maximalindex im erweiterten Sinne bereits
von Herrn Juel betrachtet und vollstindig klassifiziert worden.?
Hingegen scheint iber die mehrteiligen Kurven 4. Ordnung vom
Maximalindex im weiteren Sinne bisher nichts bekannt zu sein;
wir zeigen hier (§ 5), daB diese Kurven stiickweise konvex sind,
d. h.dall die Umgebung einer jeden ihrer Stellen als Summe end-
lich vieler konvexer Bogen darstellbar ist.

§ 1. Ordnung und Index im engeren und im weiteren Sinne.

1, 1. Operationsbereich ist dic projebtive Fbeie Ry, welche wir,
was bekannterweise moglich ist, als kompakten Raum auffassen
werden. Unter Bogen bzw. Kurven verstechen wir im folgenden
cindeutige, stetige kezne Teilstrecke enthaltende Streckenbilder
bzw. Kreisbilder in der projektiven Ebene Ry Soweit nichts an-
deres ausdriicklich bemerkt wird, gelten die iiber Bogen gemach-
tere Ausfiiirungen gleichzeitig auch fir Kurvern. Eine Gerade s
hei3t Sekante von B, wenn alle auf s gelegenen Stellen von %

2 Juel, C., Om ikke-analytiske Kurver, D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk.
Skrifter, 7. R., naturvidensk. og mathem. Afd. I (1906), Nr. 6, S. 301 ff. Der
Begriff des Maximalindex (im erweiterten Sinne) wird a.a. O. von Herrn Juel
noch nicht verwendet. Herr Rosenthal, welchem ich den Hinweis auf diese
Juelsche Arbeit verdanke, hat unabhingig von Herrn Juel und auf anderem
Wege die Juelschen einschligigen Ergebnisse wicdergefunden.
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Schnittstellend sind. Dic Michtigkeit der Menge dieser Schnitt-
stellen heilit Ordnung der Sekante (beziuglich 8). Dic Ordnung
bzw. der [ndex im weiteren Sinne (abgekiirzt: 7. w. S.) von B
sind dann gleich der maximalen bzw. minimalen Ordnung aller
moglichen Sekanten. Es wird also bei der Definition von Ordnung
und Index von B nicht dic Menge aller Geraden der Ebene R,
zum Vergleich herangezogen, sondern nur eine Teilmenge, ndm-
lich die der Sekanten von . Hat ® endliche Ordnung, so ist
dicse Teilmenge dicht im Raume aller Geraden, wihrend die
Menge der Nicht-Sckanten dort nirgends dicht liegt;* dabei wird
im Falle endlicher oder auch beschrinkier Ordnung nock gefor-
dert, daff auch jede Nicht-Sekante nur endlich vicle Stellen it B
gemeinsam hat.

Eine viclfach tibliche Definition von Ordnung und Index, die
wir, im Gegensatz zur obigen, als die 7m engeren Sinne (ab-
gekiirzt 7. e. S.) bezeichnen wollen, zicht auch die Nichtsckanten
heran. Um das an einem cinfachen Beispiel zu erlautern: Es
handle sich etwa um einen einfachen stiickweise konvexen ein-
mal stetig differenzierbaren® Bogen 8 und um cine Gerade g,

3 Ein auf dem Bogen B gelegener Punkt 22 der Ebene kann dabel mehreren
Punkten der Urbildstrecke entsprechen. 2, aufgefal3t als Bild eines destimmniten
seiner Urbilder, heiit Stelle von B. Als Vielfackheit des Punktes P auf B
bezeichnet man die Michugkeit der in 2 vereinigt liegenden Stellen. Man be-
achte fiir das Folgende auch, dal die Urbilder eines jeden Punktes £ nirgends
dicht auf den Urbildstrecken liegen sollen. — Beziiglich der Begriffe Schnitt-
und Stiitzstelle vel, z. B, Uber die Struktur reeller Kurven, Crelles Journal,
104 (1931), S. 53. Der Begritf der Sekante ist dort anders definiert.

4 Das folgt aus bekannten Siitzen, vgl.Fulnote 3, a.a. O., Nr.1,2; Zusatz 3.—
Im Falle cines Bogens beschriinkter Ordnung lieBen sich {ibrigens bei der
Definition der Ordnung auch die Nichtsckanten einbezichen gemill des ,,Re-
duktionssatzes*, demzufolge in beliebiger Nachbarschaft einer jeden Geradeng,
welche mit 9 iiberhaupt Stellen, etwa s, gemeinsam hat, Sekanten liegen,
welche mindestens 2 Schniitstellen tragen; dabel wiirden dann z. B. Stiitz-
stellen auf g nur einfach zu zihlen scin.

Dieser Riickgriff auf den Reduktionssatz ist an sich nicht notig, sobald man
den Ordnungsbegriff, wic wir es hier tun, allgemein faBt, d. h. die Vernach-
lissigung bestiminter, nirgends dichter Geradenmengen bei der Bestininng
der Orduung gestattet. Dieser Standpunkt empfichlt sich unter Umstiinden
bei komplizierteren Fragen, z. B. in Riumen von héherer Dimension.

% Lin Bogen B (oder eine Kurve) heiBt n-mal stetig differenzierbar, wenn
fir dic Umgebung jeder seiner Stellen eine Darstellung x = o (), y = vy (¢)
L%
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welche im Punkte 2 Wendetangente und im Punkte Q gewdéhn-
liche Tangente (Stittzgerade) an % ist. Dann pflegt man zur Be-
stimmung der Ordnung von B den Punkt P fiir 3 und den Punkt
@ fur 2 Punkte gezdhlt in Anschlag zu bringen. Demzufolge

P

g ¥

besitzt dic in Figur 1 abgebildete Kurve die Ordnung 5 im en-
geren Sinne, hingegen die Ordnung 3 im weiteren Sinne. -— All-
gemein wird zur Definition von Ordnung bzw. Index eines Bo-
gens bzw. etner Kurve 7. ¢. S. verabredet, dafl jede auf einer Ge-
raden g gelegene Stelle 2 von B cinzeln fiir so viele Stellen zu
zdhlen ist, als die maximale Machtigkeit des Durchschnittes der
Umgebung von P auf B mit allen zu g hinrcichend benachbarten
Sckanten betrigt.®

1, 2. Das in Figur 1 (Nr. 1, 1) angegcbene Beispicel beweist,
dal die Ordnung im engeren Sinne von der Ordnung im weiteren
Sinne verschieden sein kann; Entsprechendes gilt dann auch fur
den Index.

Dieses Beispiel bietet aber auch noch in anderer Richtung
Interesse, ndmlich als Kurve vom Maximalindex. Ein Bogen B
(oder eine Kurve) von z-ter Ordnung heilt dabei vom Maximal-
index, wenn sein Index (s —- 2) betrigt.” Die Bezeichnung ,,Ma-

mit 7zz-mal stetig differenzierbaren ¢ und ¢ existiert. Ein Bogen (oder eine
Kurve) heilt stickweise konvex, wenn eine einseitige Umgebung jeder sciner
Stellen ein Konvexbogen ist.

8 Vgl Juel, C., Uber Flichen vom Maximalindex, D. Kgl. Danske Vidensk.
Selsk. Math.-fys. Meddel. VI, 5, 1924, S. 5/6. — Es handelt sich also um die
Lokalisation des Ordnungsbegriffes beziiglickh ciner Stelle und beziiglich einer
durch diese Stelle gehenden Geraden. (Betr. den Begriff der Nachbarschaft
einer Geraden, vgl. auch Fufinote 27.)

7 Juel, C., Die gewundenen Kurven vom Maximalindex auf ciner Kegel-
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ximalindex“ ist dadurch begrindet, da3 — wic wir noch zeigen
werden (§ 2) — der Index cines jeden Bogens der Ordnung 7
(i. e. oder) i. w. S. nicht groBer ist als (7 — 2) und daf (vgl. § 3)
der Index (n -— 2) fiir jedes 2 von geeigneten Bogen auch wirk-
lich erreicht wird. Die Theorie der ebenen Gebilde von gegebenem
Index ist bislang fast ausschlieBlich? fiir Kurven entwickelt wor-
den 82 bund zwar nur fiir den Fall des Maximalindex und fiir so-
genannte |, Elementarkurven'’, d.h. fir Kurven mit folgenden
drei Eigenschaften: Erstens ist auf der Kurve iiberall eine stetige
Tangente vorhanden, zweitens besitzt dic Kurve nur endlich viele
Doppelpunkte und drittens ist dic Kurve stiickweise konvex, mit-
hin darstellbar als Summe von endlichen viclen Bogen zweiter
Ordnung.? Dariiber hinaus wurde viertens der Ordnungs- und
Indexbegriff im engeren Sinne (vgl. Nr. 1, 1) zugrunde gelegt,
Wir wollen hier auch Bogen zulassen und einen diesen vier Forde-
rungengeniigenden Bogenvom Maximalindexals,, Elementarbogen
vom Maximalindex im engeren Sinne'' bezeichnen. Aus Viertens
folgt insbesondere, dall keine mekrfache Tangents vorhanden sein
darf, d. h. keine Gerade, welche in mehr als ciner Stelle Tangente
an B ist. Und daraus folgt schon die Forderung Drittens (stiick-
weise Konvexitit), und zwar auch dann, wenn dic Forderungen
Erstensund Zweitens nicht erfiillt sind ;1911 wie denn diese letzteren

fiiche zweiter Ordnung, D. Kgl. Danske Vidensk, Selsk. Skrifter, naturv. og
mathem. Afd., 8. R., II, 5 (1917) 5. 279 ff.

8 Vgl die in der Arbeit Zur Theorie der Ordnung reeller Kurven usw.,
Monatshefte f. Mathem. u. Phys. g0 (1933), FuBnote 1 und 2 angegebenen
cinschligigen Arbeiten der Herren Juel, Mohrmann und Nagy.

8 Allgemeinere als Elementarkurven nur in meiner Arbeit: Zur Juelschen
Theorie der reellen ebenen Kurven vierter Ordnung, Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad.
d. Wiss., Math.-phys. Klasse, Jahrg. 1925, S. 1 ff. Auch hier handelt es sich
aber nur um den Ordnungs- bzw. Indexbegrifi im engeren Sinne. Vgl die
Berichtigung in FuBnote 10 vorliegender Arbeit.

? Der Benennung ,,Elementarkurve® enstprechend werden wir jeden Bogen,
welcher diesen drei (ersten) im Texte angegebenen Forderungen geniigt, als
Llementarbogen bezeichnen. — Man beachte, daf} die dritte Forderung 4eiie
Folge der ersten und zweiten ist, wic einfache Beispiele zeigen.

¥ Vgl Fulinote ®. Die dort zugrunde gelegte Definition von Ordnung
und Index ist die im engeren Sinne. Die Definition (vgl. a.a. O., S. 2 oben)
ist aber seinerzeit nicht vollstindig angegeben worden und im Sinne der oben
im Texte Nr. 1, 1 getroffenen Verabredung zu ergiinzen, da man andernfalls
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beiden Forderungen fiir die Theorie unwesentlich sind und leicht
beseitigt werden konnen.

1, 3. Im folgenden soll nun, was nach dem Gesagten nahe-
liegt, dic Untersuchung auch auf Bogen vom Maximalindex
ausgedehnt und dabei eznerseits auf die Forderungen Erstens bis
Drittens (Nr. 1, 2) verzichtet werden, es sollen also Ecken, Spitzen
und Doppelpunkte in unbegrenzter Anzahl zugelassen sein,
ferner Bogen, die nicht stiickweise konvex sind; andrerseits aber,
und vor allem, soll der (Ordnungs- und) Indexbegriff ¢ wei-
teren Sinwne (Nr.1,1) verwendet werden. Die so erhaltenen
Bogen (und Kurven) seien als vom Maximalindex i weiteren
Sinne bezeichnet.

Bei den Bogen (und Kurven) vom Maximalindex im weiteren
Sinne kénnein nin mehrfache Tangenten auftreten. Ein Beispicl
hierfar bictetdic bereitsin Figur 1(Nr. 1,1) angefithrte Kurvedritter
Ordnung, welche vom Maximalindex i. w. S. ist und bei welcher
die Wendctangente aufler dem Wendepunkt noch einen zweiten

/

Berithrpunkt trigt. Ein zweites Beispiel ist in Z7gur 2 an-
gegeben; cs ist das eine Kurve vierter Ordnung vom Maximal-
index i. w. S, und mit dreifacher Tangente.1?

nicht (vgl. auch die Untersuchungen oben im Text § 4) auf das Fehlen von
Doppelstiitzgeraden bel Bogen belicbiger Ordnung vom Maximalindex
schlieBen konnte.

11 Man beachte, daB die Forderung des Fehlens mehrfacher Tangenten nur
eine hinreichende, keincswegs aber cine notwendige Bedingung fiir stiick-
weise Konvexitiit darstellt.

12 Vgl Fullnote 2, Juel, a.a. 0., S, 502,
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Zwischen den beiden socben erwihnten Beispielen besteht in-
des ein grundlegender Unterschied: Die Kurve der Figur 1 kann
durch Dbeliebig kleine Abdnderung in cine Kurve tbergefiihrt
werden, welche Aeznze mehrfache Tangente mehr besitzt, aber
trotzdem noch von dritter Ordnung und gleichzeitig vom Maxi-
malindex bleibt. Wird hingegen die, etwa mit €4 zu bezeichnende,
Kurve der Figur 2 beliebig wenig so abgedndert, daB3 keine drei-
fache (sondern nur hochstens zweifache) Tangenten vorhanden
sind, so wird sich -— wic auch die Abinderung im iibrigen vor-
genommen ist —— entweder die Kurvenordnung auf sechs erhéhen
oder es wird sich der Index auf Null erniedrigen. M. a. W.: In
belichiger ,,Umgebung** unserer €, kommen 7z» solche Kurven
o/me dreifache Tangenten vor, die entweder héhere Ordnung
oder niedrigeren Index besitzen. Unsere €, ist also insbesondere
auf keine Weise darstellbar als Limes von z. B. Kurven vierter
Ordnung und vom Maximalindex im engeren Sinne. Man er-
kennt allgemein, dal} eine Kurve € vom Maximalindex im wei-
teren Sinne, welche Tangenten mit mehreren Stiitzstellen besitzt,
nicht darstellbar ist als Limes von Kurven gleicher Ordnung wie
¢ und vom Maximalindex im engeren Sinne.

Dafl die €, unserer Figur 2 etwas grundsatzlich Neues liefert
gegeniiber den Maximalindexkurven von vierter Ordnung im
engeren Sinne kann man tibrigens auch daraus entnehmen, da@3
diese €, keinen Doppelpunkt besitzt. s mull nimlich jede Kurve
vonr Maximalindex im engeren Sinne und hoherer als dritier
Ordnung Doppelpunkie besitzen’® Dieser Satz verliert also beim
Ubergang zum Ordnungs- bzw. Indexbegriffe im weiteren Sinne
seine Giiltigkeit, was librigens auch beil der Analyse seines Be-
weises plausibel wird.

Durch Ubergang zum Ordnungs- und Indexbegriff im wei-
teren Sinne gelangt man also zu ,,wesentlich nenen' Maximal-
indexkurven, welche sogar in groflen von denjenigen int engeren
Sinne sich wunterscheiden (und welche iibrigens sogar die drei
ersten Forderungen dev Nr.1, 2 befriedigen).

1, 4. Wir hatten in Nr. 1, 2 geschen, daf3 im Falle cines Bogens
vom Maximalindex die Forderung Drittens (stiickweise Kon-

13 Tufinote 6, Juel, a.a. O., S. 7.
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vexitit) bereits eine Folge der Indexdefinition im engeren Sinne
ist. Legen wir nun, wie in Nr. 1, 3, den /ndexbegriff im weiteren
Sinne zugrunde, so erhebt sich die Frage, 0b auch jetst noch jeder
Bogen vom Maximalindex notwendig stiickweise konvex st.

Die Antwort — und zwar im bejahenden Sinne — ist bis jetzt
im Falle der Bogen vierter Ordnung i.w. S. bekannt. Fir be-
liebiges 72 2> 5 kennt man aber wenigstens (§ 4) cine notwendige
und zugleich hinreichende Bedingung fur stiickweise Konvexitat
der Bogen vom Maximalindex 1. w. S., cine Bedingung, welche
als die natiirliche Verallgemeinerung der Forderung des Fehlens
von mehrfachen Tangenten bei Bogen vom Maximalindex i. ¢. S.
(vgl. Nr. 1, 2) aufzufassen ist.

§ 2. (n—2) als grofiter Index eines ebenen Bogens n-ter Ordnung.

2, 1. Wir wollen nun zeigen, dal3 der gréBtmogliche Index
i.w.S. fur ebene Bogen und Kurven der Ordnung z gleich
(n — 2) ist, d. h. daB der Index j eines jeder Bogens und ciner
jeden Kurve n-ter Ordnung nicht groBer scin kann als (n — 2),
Ordnung und Index i.w.S.verstanden. Dic Behauptung j < n—2
erscheint als ziemlich selbstverstandlich bei Kwurven, vor allem,
wenn sie noch besonderen Glattheitsbedingungen gentigen, etwa
wenn es sich um Ordnung und Index i. e. S. handelt. Weniger
selbstverstdandlich ist, dafl die Behauptung gleichzeitig auch
fiir Bogen gilt, zumal wenn man, wie hier, allgemcin eindeutige
stetige Strecken- bzw. Kreisbilder im Sinne von Nr. 1, 1 zugrunde
legt und wenn man den Ordnungs- und Indexbegriff im weiteren
Sinne nimmt.'® In der Tat erscheinen zum Beweise der behaup-
teten Ungleichung 7 < #-—2 in dieser Allgemeinheit ectwas
weitergehende Uberlegungen nétig. Offenbar gentigt cs, folgen-
des zu zcigen:

Satz: Zu jeder Kurve © und zu jedem Bogen & won n-ter

4 Vgl. oben im Text, Nr. o, 1.

15 Wir erinnern in diesem Zusammenhange an die zunichst paradox klin-
genden Beispiele von Punktmengen, welche Kontinua enthalten und deren
,,Ordnung* gleich ihrem ,,Index‘ ist. Vgl. Fuflnote 1, Rosenthal, a.a. O.
— Die I'rage nach dem Maximalindex ist unseres Wissens bisher nur fiir
Kurven, nicht fiir Bogen, aufgeworfen worden.
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Ordnung . w. S. lassen sich Sekanten angeben, deren Ordnung
(beziiglich ) nicht grifier ist als (n— 2).

Zusatz: Das gleiche gilt unter anderem auch fir mekrteilige
Kurven, d. h. fiir Summen aus cindeutigen stetigen Kreisbildern.

Beweis: Wir brauchen lediglich zwei Sckanten von € zu kon-
struicren, deren Ordnungen sich um mindestens zwei unter-
scheiden; da namlich die Ordnung einer jeden Sckante héchstens
gleich 7 ist, gibt es dann sicher Sckanten, deren Ordnung nicht
groBer als (2 —— 2) ist, wie behauptet. Zur Konstruktion zweicr
solcher Sekanten beachten wir, daB auf € die konvexen Teilbogen
iiberall dicht liegen, weil nimlich € von beschriankter Ordnung
ist.’ Es sci & ein solcher konvexcer Teilbogen; diesen kénnenund
wollen wir von vornherein so wihlen, dall keine seiner Stiitz-
geraden einen der etwa vorhandenen Endpunkte von € enthalt.
Dartiber hinaus 1aBt sich folgendes behaupten:

2,2, Wir konnen & so wihlen, da3 & nwur solche mehrfachen
Puntkte von € enthdlt, fiir welche die Unigebungen der zugehirigen
Stellen anf C ganz awf K licgen.

Andernfallsldgen ndmlich auf jedem S mehrfache Punkte tiberall
dicht, deren Umgebungen auf € nicht ganz zu § gehéren. Dies
ist aber mit der Annahme endlicher Ordnung von € unvereinbar,
wic man durch folgende, bekannte SchlufBweise einsicht: Es seien
/7 und /H zwei innere Punkte von &, und insbesondere sci / ein
mehrfacher Punkt der zuletzt genannten Art. Die Verbindungs-
gerade ¢ von & und A kann wegen der vorausgesetzten Kon-
vexitdt von §t keine Punkte auBler / und A mit & gemeinsam
haben. /77 ist also insbesondere Schnittpunkt von g mit &. Liegt
nun dic Umgebung ciner der zu A gehdrigen Stellen von € nicht
ganz auf &, so ist /7 Endpunkt cines Teilbogens von €, welcher
in belicbiger Nahe von A/ Teilbogen ¥, aufweist, die fremd sind
zu &. Es gibt somit durch # gehende, zu g beliebig benachbarte
Geraden gq, welche mit € sowohl einen auf § gelegenen mehr-
fachen Punkt #; der genannten Art als auch cine nicht auf &
gelegene Schnittstelle mit einem solchen Teilbogen T, gemeinsam
haben. Setzt man jetzt //; und g an Stelle von A und g und wie-
derholt dic eben angestellten chrlcgungcn, so erhilt man eine

1S Vgl FuBnote 3, a.a. O., S. 6o.
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Gerade g,, welche mit € mindestens drei verschiedene Stellen
gemeinsam hat, darunter einen, auf & gelegenen mehrfachen
Punkt, dessen Umgebung nicht ganz auf & liegt. Die Fortsetzung
dieser Schlisse fithrt zu Geraden, welche mit € unbegrenzt viele
Stellen gemeinsam haben, was nicht méglich ist.

2, 3. Es sei & gemid Nr. 2, 2 gewihlt. Wir betrachten irgend-
einen Punkt 2 von 8.

Besitzt 8 Ecken und ist 2 cine solche Ecke (#all a), so sci ¢
die Trigergerade ciner der Halbtangenten an & in 2. Dann gibt
es zu belicbig vorgeschriebener Nachbarschaft® von# Sektoren S,
welche von lauter Stiitzgeraden s an & in 2 gebildet werden und
folgende Eigenschaft besitzen: Alle Geraden s von S gehéren
der vorgeschriebenen Nachbarschaft von ¢ an; keine der Geraden
s tragt cine Sthtzstelle mit €, die nicht nach 2 fillt (# braucht
nicht zu S zu gehéren). Andernfalls lagen ndmlich Stiitzgerade
an R in P, welche nicht zu & gchérige Stiitzstellen mit € be-
sitzen, diberall dicht in der Umgebung von #17; das wiirde aber zu
Widerspriichen fithren, wenn man den Satz von der Auflésung
einer Stiitzstelle in mindestens zwei Schnittstellen heranzieht
und das in Nr.2, 2 bereits verwendete SchluBverfahren beniitzt.?®

Besitzt dagegen §t keine Ecken, also stetige Tangenten in allen
Punkten (Fall b), so folgt durch dhnliche Schliisse: §t besitzt
cinen Teilbogen, dessen simtliche Tangenten nur in § licgende
Stutzstellen mit € tragen.

In den beiden Fillen a)und b) sind also die aunf der jeweils be-
trachteten Stiitzgeraden gelegenen Stiitzstellen it & in einem
einzigen Punkte von S vereinigt,; und es gibt invmer einen Sektor
bzeo. ein Kontinuwm von solchen Stiitzgeraden.

2, 4. Wir konnen also von jetzt ab annchmen, dal} cine Stelle
von €, welche auf irgendeiner der in Nr. 2, 3 Falla) bzw. b) be-
trachteten Stltzgeraden s an & liegt, enfweder Schnittstelle auf s

17 Wir nennen eine Menge von Stiitzgeraden an §t ,,zberall dickt, wenn die
Menge der zugehorigen Stitzpunkte auf §t {iberall dicht liegt oder nur aus
cinem Punkte besteht, und wenn iberdies unter den Stitzgeraden der Menge
mit gleichen oder doch beliebig benachbarten Stiitzpunkten solche vorhanden
sind, deren Richtungen beliebig wenig voneinander abweichen.
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ist und alsdann nicht in Punkte von & fallt oder Stiitzstelle auf s ist
und daB diese Stiitzstellen sdmtlich in den gleichen Punkt
von § fallen und ganz auf & gelegene Umgcebungen besitzen.
Nunmchr lassen sich unter den genannten Stiitzgeraden solche
finden, fur welche die genannten Schnittstellen sdmtlich Stellen
zweiter Ordnung auf € sind. Da namlich auf € die konvexen
Teilbogen {iiberall dicht liegen,® so gibt cs in belichiger Nihe
einer jeden Stiitzgeraden s anderc Stiitzgeraden an §, deren
(nicht in Punkte von & fallende) Schnittstellen mit € samtlich
im Innern konvexer Teilbogen von € licgen, also Stellen zweiter
Ordnung sind.

2, 5. Aus den Feststellungen in Nr. 2, 2—-2, 4 folgt dic Existenz
cines konvexen Teilbogens & und einer Stiitzgeraden s an §t, so
daf} cinerseits s mit € hachstens solche Schnittstellen gemeinsam
hat, welche von zweiter Ordnung auf € sind und welche samtlich
in zu & fremde Punkte fallen und daB andererseits nur solche
Stitzstellen auf s vorhanden sind, welche in cinem ecinzigen
Punkte P von & vereinigt liegen und deren Umgebungen auf €
ganz zu & gehoren. Man sicht nun, dall (etwa durch Parallel-
verschiebung von s nach der cinen oder der anderen Seite hin)
Sckanten von € sich ergeben, fiir welche die Anzahl der Schnitt-
stellen um mindestens zwei verschiceden ist.

Zusatz: Aus dem Beweise geht Uberdies hervor: Punkte 2
bzw. Stiitzgeraden s der in Rede stehenden Beschaffenheit finden
sich in belicbiger Nihe ciner jeden Stelle von € bzw. in be-
liecbiger Nachbarschaft ciner der zur Stelle gehorigen Halb-
tangenten an €.

2, 6. Der hiermit fur Bogen und Kurven in der Ebene bewie-
sene Satz dibertragt sich auf den Fall der Bogen und Kurven be-
schrinkter Ordnung im dreidimensionalen Raun; dabei sollen
die betrachteten Bogen und Kurven keine Teilbogen enthalten,
welche einer Ebene angchoren.

In der Tat: Es sci € ein Bogen bzw. cine Kurve z-ter Ordnung
im R4 Wir projizicren € von cinem Punkt Z des R, aus, welcher
nicht zu € gehort und nicht auf der Verbindungsgeraden der,
ctwa vorhandenen, Endpunkte von € licgt, auf cine zu Z fremde
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Ebene 3. Bei geeigneter Festsetzung der Vielfachheit der Punkte
des Projektionsbildes von € erhalten wir einen Bogen (bzw. cine
Kurve) €' in 3 ohne Teilstrecken, welcher ein - eindeutiges Bild
von € ist und hochstens die Ordnung 7 besitzt. Da fur € der be-
hauptete Satz bereits bewiesen ist, gibt es also Geraden ¢’ in 38,
welche mit € nur Schnittstellen und deren héchstens (72 — 2)
gemeinsam haben. Die durch Z und g’ bestimmte Ebene hat
dann mit € héchstens (72 — 2) Stellen gemeinsam, die sdmtlich
Schnittstellen sein miissen, w. z. z. w.!8

§ 3. Konstruktion von Bogen belichiger Ordnung
und von beliebigem Index.

3, 1. Wir zeigen jetzt, dall es Bogen einer jeden Ordnung i und
eines jeden Index j (mitj < n — 2) wirklich gibt; und zwar wollen
wir im Falle n=7 (2) diesc Bogen gleic/ so konstruieren,*® daff sie
Teilbogen von Kurven der Ordnung n sind, welche keine Teil-
strecken enthalten und welche selbst vom Index j tnt engeren Sinne
sind.® Insbesondere werden wir (Kurven und) Bogen von: Maxi-
malindex sowohl im engeren als awch im weiterein Sinne angeben.

Dic im folgenden konstruierten Kurven und Bogen werden
stilckweise konvex und stetig differenzierbar scin, aber zunichst
noch Ecken enthalten, also der Bedingung Erstens in Nr. 1, 2
noch nicht gentigen. Dicse Ecken kénnen aber jewecils durch
‘21 beseitigt werden, ohne daf sich der Index oder
die Ordnung dndern. Wir werden dicjenigen Ecken, in welchen

,,Abrundung

die Abrundung vorgenommen werden soll, bei der Konstruktion
gelegentlich bezeichnen, ohne aber auf Einzelheiten ndher cin-
zugehen.

18 Entsprechend erkennt man natirlich, dafl der Index j cines Bogens #n-ter
Ordnung im &}, hochstens (7 — 2) ist (4 = 4). Doch wird man fir £ = 4 cine

weltergehende Aussage zu erwarten haben, nimlich die, dall — wenigstens
im allgemeinen — der Index j hochstens gleich (1 — £) ist.

19 Flr eine Kurve mull immer 2 =7 (2) sein,

2 Vgl FuBnote 15 der Arbeit: Uber ordnungsfeste Erweitcrung von ebenen
Bogen und Kurven, Math. Zeitschr. 39 (1934), S. 135.

2t Juel, C., Einleitung in der Theorie der ebenen Elementarkurven 3. und
4. Ordnung, D. Kgl. Danske Vidensk. Sclsk. Skrifter, Naturv. og mathem.
Afd., 7. R, XI, 2 (1914), S. 123 und 129.
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3, 2. Wir beginnen mit Kurven und Bogen vom Maximal-
index im engeren Sinne. Vorbild fiir die zu konstruierenden Kur-
ven ist cine Kurve dritter Ordnung €4 mit einem Doppelpunkt D
(und cinem Wendepunkt). Nimmt man von €, den die uncigent-
liche Gerade treffenden, von D ausgehenden und in 2 miinden-
den Teil weg, so bleibt eine (beschrinkte) Kurve €, von zweiter
Ordnung {ibrig (welche als Teiloval in der €; enthalten ist).
Jede Sekante s der €, ist Maximalsekante der 8y, d. h. s hat mit
©, drei Schnittstellen gemeinsam. Nimmt man daher aus der €,
cinen offenen Teilbogen ¥ heraus, dessen abgeschlossene Hiille
fremd ist zu D, so ist das Komplement B3 = (€3 - T von der
Ordnung drei und vom Index Eins; denn jede Sekante der €, hat
mit dem B, mindestens eine Stelle gemeinsam und ebenso jede
Sckante der €, welche nicht zugleich Sekante der €, ist.

3, 3. Fiir cine beliebig vorgegebene Ordnung 7 fuhrt folgende
Konstruktion zu Kurven wvom Maximalindex: Falls n = o (2),
beginnen wir mit 2 = 4, da 2 = 2 trivial ist. Und zwar betrachten
wir in bekannter Weise die Summe aus ciner Ellipse €@ mit
ciner Hyperbel H®. Um uns im folgenden kiirzer ausdriicken zu
konnen, bezeichnen wir als |, fnneres'” H; ciner Hyperbel $ den
offenen Kern der Menge derjenigen eigentlichen Punkte, durch
welche keine zu § fremde Geraden gehen. /; zerfillt in zwel
fremde Gebiete, die beiden ,,Komponenten' von ;. Mit anderen
Worten: /7; ist diec Menge aller cigentlichen Punkte, durch deren
jeden nur Sekanten von 9 gehen, und zwar Sckanten von genau
zweiter Ordnung beztiglich $. Entsprechend wird das Innere £,
ciner Ellipse € definiert.

3,4. Wir gehen also aus von der Summe &, = G - H®
ciner Ellipse €% und einer Hyperbel §®. Und zwar withlen wir @,
so, daB der Durchschnitt £& ~ A sich darstellen 148t als
Summe zweier, nicht leerer, fremder Gebiete G® und GY),
welche zu verschiedenen Komponenten von % gehéren. Durch
jeden Punkt von G&) gehen an 4 nur Sekanten und diese sind
samtlick von vierter Ordnung beziiglich ©,. Jede andere Sekante
von &, ist von mindestens zweiter Ordnung. Daher ist €, von
vierter Ordnung und vom Maximalindex zwei. Es wird auch
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leicht bestitigt, daB ©, als cindeutiges, stetiges Kreisbild dar-
stellbar, also auch wirklich eine Kurve ist. Eine solche Darstel-
lung kann so gewihlt werden, dafl die hierbei auftretenden Ecken
der Kurve zur Begrenzung von G gehéren; in diesen Ecken
kann dann die nétige Abrundung vorgenommen werden.

3, 5. Nun bilden wir mit einer neuen Hyperbel H2 dic Summe
G = €, - HP. Dabei soll H® so gewihlt werden, daB in
GOHY =GP G die 9, P fremde, nicht leere Ge-
bicte sind, welche zu verschiedenen Komponenten von 7 ¢
gehdren. Aus spiter ersichtlichen Griinden (vgl. Nr. 3, 9) soll §®
tiberdies so angenommen werden (was moglich ist), daf3 jedes
der beiden Gebiete GB, G auf seiner Begrenzung cinen Teil-
bogen von G enthilt. Durch jeden Punkt von G gehen an
S raer Sckanten und diese sind samtlich von sechster Ordnung
beziiglich S, so dall ©g selbst von sechster Ordnung ist. Durch
jeden Punkt von G gehen an &, nur Sekanten und diese sind
also, soweit sie zugleich Sckanten an &g sind, von mindestens
vierter Ordnung beziiglich g Da nun jede Sekante nullter Ord-
nung beziiglich 9 Punkte mit G gemeinsam hat, so besitzt
sie, soweit sie Sekante auch an &g ist, mindestens die Ordnung
vier bezliglich ;. Schlieflich ist jede Sckante zweiter Ordnung
beziiglich §® auch von mindestens zweiter Ordnung beziiglich
&y, werl @, den Index zwei besitzi. Mithin ist €¢ vom Maximal-
index vier. Die Abrundung werde in einer auf der Begrenzung
von G liegenden Ecke vorgenommen.

3, 6. Man sicht, wie die Konstruktion von &, . . . schrittweise
erfolgt und dal} sich dabei alle Schliisse unverindert wiederholen;
dic Konstruktion kann iibrigens so ecingerichtet werden, daB
weder G mit irgendeiner H, noch daf3 irgend zwei H unter-
einander gemeinsame Tangenten besitzen (v = 1,2, .. . .

3,7. Will man Kurven einer beliebig wvorgegebenen geraden
Ordnung n = 27 und eines beliebig vorgegebenen geraden Index
J = 25 (» > s, crhalten, so konstruicre man durch passende Zu-
sammenfiigung von (» —s) Ellipsen (der Durchschnitt ihrer
Inncrn soll nicht leer sein) zunichst eine Kurve von der Ordnung
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2 (r —s) und vom Index Null. Durch passende Hinzufligung
von s Hyperbeln (vgl. Nr. 3, 3-3,6) erhidlt man dann die ge-
wiinschte Kurve.

3,8. Um entsprechend Kurven ungerader Ordnung n =27 41
vom Maximalindex bzw. von beliebig vorgegebenem wungeradesn
Index j = 25 + 1 zu erhalten, ersetzen wir in @, = " 4 H®
dic Ellipse € durch eine Kurve €5 von dritter Ordnung mit
einem Doppelpunkt, indem wir an Stelle von Z{" das Innere
des in Nr.3,2 definierten Teilovals €, der €4 treten lassen. Alle
iibrigen Schlisse bleiben im wesentlichen unverdndert.

3,9. Um nun schlieBlich zu den gewiinschten Bogen vor-
gegebener Ordnung n und — zunichst — vom Maxiinalindex im
engeren Sinne zu gelangen, nchmen wir aus G bzw. €, cinen
offenen Teilbogen ¥ weg, welcher zur Begrenzung von G,
gehort und dessen abgeschlossene Hille keinesfalls den Doppel-
punkt D der €; enthilt. Die Ordnung von &, wird durch Weg-
nahme cines hinrcichend kleinen & sicher nicht erniedrigt. Aber
auch der Index bleibt erhalten. Denn jede Sekante s von ¥ ent-
hilt Punkte von G, hat also mit der &, genau 7z Punkte ge-
meinsam. Da tiberdies T von zweiter Ordnung ist, so gchen durch
Wegnahme von T hochstens zwei Schnittpunkte von s mit &,
verloren, so dall s bezaglich (€, - ) mindestens die Ordnung
(n — 2) besitzt.

Allgemeiner crhalten wir in der gleichen Weise Bogen einer
belicbigen Ordnung 1 und eines beliebigen Index j it j = n (2),
welche in einer Kurve von gleicher Ordnung und gleichem Index
enthalten sind. \Wir brauchen nur cine zu 7 und 7 gehérige, gemil
Nr. 3, 7 bzw. Nr. 3, § konstruierte Kurve zu betrachten und wie-
der aus der zu G gehérigen Begrenzung ecinen hinreichend
kleinen offenen Teilbogen T gecignet herauszunchmen.

3, 10. Es sind jetzt noch Boger von beliebig vorgegebener
Ordnung 2 und beliebig vorgegebenem I[ndex j zu konstruieren.
Da der Fall 2 = (2) bereits crledigt ist, kann 7z == j (2) ange-

nommen werden, also (wegen z—7 > 2)auchn > 3,72-— ;7 >3.

Zunichst sei die vorgeschrichene Ordynung n ungerade. Wir
setzen dann 2 = 2¢ -4 3, 7 = 25, £ > 5. Grundlage der Kon-
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struktion bildet ein Bogen %84 der Ordnung drei mit Doppelpunkt
und vom Index Null, welcher durch Wegnahme eines geeigneten,
nicht zum Teiloval &, (vgl. Nr. 3,2) gehérigen offenen Teilbogens
gewonnen wird. Wenn s = ¢ ist, fligen wir zu B, in geeigncter
Weise # Hyperbeln hinzu (vgl. die Konstruktion in Nr. 3,3-3,6
sowic 3,8), wodurch der gewtinschte Bogen entsteht, Ist # > s,
so fligen wir zunichst (¢ —s) Ellipsen zu B3 hinzu derart, daf
der Durchschnitt der Innern aller Ellipsen nicht leer ist und ganz
im Innern von €, liegt. Alsdann werden noch s Hyperbeln in der
oben angedcuteten Weise hinzugefiigt.

Ist schlieBllich die vorgeschriebene Ordnung 1 gerade, so setzen
wir 7 =274 4, j = 25 + 1. Grundlage der Konstruktion ist
dann ein Bogen der Ordnung vier und des Index Eins; dieser
kann aus der in Nr. 3, 4 konstruicrten Kurve gewonnen werden,
indem man cinen geeigneten, auBerhalb G gelegenen offenen
Hyperbelbogen wegnimmt. Der weitere Verlauf der Konstruk-
tion ist der gleiche wie im Falle 2 = 1 (2).

3, 11, Um ferner Kurven und Bogen vom Maximalindex im
werteren Sinne zu erhalten, kénnen wir so vorgehen. An Stelle
der in Nr. 3, 5 als Ausgangspunkt gewihlten @, = €0 i p®

legen wir der Konstruktion die in F7gur 3 angegebene Kurve €,
vierter Ordnung vom Maximalindex i.w. S. zugrunde.?? Und
zwar lassen wir bei den Konstruktionen die Rolle von GY% (vgl.
Nr. 3,4) durch das von drei Konvexbogen begrenzte offene
»Dreieck D = abe¢ tUbernchmen. Durch jeden Punkt von D

22 Vgl. Fufnote 2, Juel, a.a. O, S. 302.
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gehen nimlich an €, nur Sekanten und diese sind sdmtlich von
vierter Ordnung. Entfernt man daher z. B. aus dem Bogen ;5
von €, cinen kleinen offenen Teilbogen, so entsteht aus der Kurve
€, cin Bogen vierter Ordnung vom Maximalindex i. w. S.; ent-
sprechend erfolgt die Konstruktion von Kurven und Bogen be-
liebig hoher gerader Ordnung und vom Maximalindex i. w. 5.
durch Hinzuftigung passender Hyperbeln wie in Nr. 3,5 und 3,6.
Um endlich zu Kurven (und Bogen) beliebig hoher ungerader
Ordnung und vom Maximalindex i.w.S. zu gelangen, kon-
struieren wir uns zunichst eine solche Kurve von fiinfter Ord-
nung aus der eben gebrauchten €,. Dies geschieht durch ,,Ein-
hingen‘ eines Bogens dritter Ordnung, welcher mit jeder Ge-
raden mindestens cinen Punkt gemeinsam hat und insbesondere

N A /
N \ /

,‘\\

K\

Fig 4

mit jeder Maximalsckante der €, genawu cinen (vgl. Figur 4).
Wieder gehen jetzt durch jeden inneren Punktdes,,Dreiecks aé¢
nur Sckanten, und zwar nur solche von fiinfter Ordnung. Die
weitere Konstruktion verlduft entsprechend wie in den Féllen
gerader Ordnung

3, 12, Wir erginzen den Nachweis der Existenz von Bogen
vom Maximalindex noch durch die Feststellung, dal3 es Kwuroven
vom Maximalindex gibt, in welchen kerne Teilbogen vom Maxi-
malindex enthalten sind. Es ist dies sozusagen ein Gegenstiick zu
der frither® nachgewiesenen Existenz von Bogen vom Maximal-

* Vgl FuBnote 20, a, a. O., Nr. 5.
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index, welche in keiner Kurve der gleichen Orvdnung (ohne Teil-
Strecken) enthalten sind.

Ein Beispiel bieten die Kurven 3. Ordnung ohne Doppelpunkt
und ohne Teilstrecken. In der Tat: Einerseits ist jede solche Kurve
vom Index Eins, also vom Maximalindex. Und andererseits ist
jeder echte Teilbogen einer solchen Kurve vom Index Null; oder
etwas schirfer:

Jeder Bogen von dritter Orduung vom Maximalindex i.w.S.,
welcher nicht-trivial® ordnungsfest zu einer Kurve erweiterbar
ist, muf} einen Doppelpunkt besitzen.®

Der Beweis kann ohne Heranzichung feinerer Eigenschaften
der Bogen dritter Ordnung etwa so gefithrt werden: Angenom-
men, es sei B vom Index Eins. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit kann man annchmen, dal3 ¥ nur einen uneigentlichen
Punkt besitzt und daf dieser nicht auf der Verbindungsgcraden g
der beiden Endpunkte 4 und B von @ liegt. 4 und B sind dann
beide eigentliche Punkte. Nun muf3 auf ¢ noch ¢in von 4 und B
verschiedener, innerer Punkt € von ¥ liegen, weil andernfalls B
vom Index Null wire; € ist cbenfalls cigentlicher Punkt. Einer
der Bogen AC, CB mubB beschriinkt sein; cs sei dies der Bogen
AC. Erster Fall: Es werde g in C von B geschnitten. Dann tritt B
erst nach Durchgang durch den uneigentlichen Punkt wieder
auf die urspriingliche ,,Seite'* von g tber, auf welcher auch AC
liegt. Somit mufl B aullerhalb der beschrinkten Strecke 4 C
liegen, falls ®0 keinen Doppelpunkt besitzt. Da der beschrankte
Bogen AC auBer 4 und C keinen Punkt mit g gemeinsam hat,
kann man eine Gerade s durch B konstruicren, welche den Bogen
AC in cinem inneren Punkte D stiitzt. Die Stiitzgerade s kann
auller D und B keinen Punkt mit B gemeinsam haben. Da tber-
dies £ Endpunkt von ¥ ist, gibt e¢s zu s benachbarte Gerade,
welche mit B keinen Punkt gemeinsam haben. Daher wire der
Bogen B, falls er keinen Doppelpunkt besitzt, doch vom Index
Null. — Zweiter Fall: Es werde 8 in € von g gestiitzt. Alsdann
tritt B erst nach Durchgang durchs Uncigentliche auf die andere
Seite von g Gber, auf welcher Seite B dann bis B verbleibt und

2 Vgl. FuBnote 20, a. a. O., Nr. 2, Anfang.
% Haben wir also cine € sz Doppelpunkt und withlen wir auf ihr irgend-
cinen doppelpunktfreien Teilbogen, so hat dicser den Index Null.
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auf welcher der Bogen AC nicht liecgt. Nun kann A nicht aufler-
halb der beschrinkten Strecke A € liegen; denn sonst wire B
vom Index Null, was man dhnlich wie oben ecinsicht. Liegt aber
B im Innern der beschrinkten Strecke A C, so ist 6 nur in tri-
vialer Weise zu ciner Kurve dritter Ordnung erweiterbar,

§ 4. Stiickweise konvexe Bogen vom Maximalindex
im weiteren Sinne.

4, 1. Wic in Nr. o, 2 bereits bemerkt, soll im folgenden ecine
notwendige und zugleich hinreichende Bedingung angegeben
werden dafiir, daf3 ein Bogen {cine Kurve) vom Maximalindex im
weiteren Sinne stiickweise konvex?® ist. Von cinem solchen Bogen
ist es ja durchaus nicht von vornhercin zu erwarten, dall er
stilckweise konvex sei, und zwar wegen der Méglichkeit des Auf-
tretens mehrfacher Tangenten (vgl. Nr. 1, 3). Die nédhere Unter-
suchung der bei solchen mehrfachen Tangenten auftretenden
Moglichkeiten wird daher der natirliche Ausgangspunkt zur
Gewinnung der oben erwihnten Bedingungen sein. Dabei muf3
der Begriff der mchrfachen Tangente passend verallgemeinert
werden fiir den hier zugelassenen FFall von Bogen, die nicht not-
wendig Elementarbogen sind, also insbesondere nicht notwendig
in jedem Punkte cine Tangente besitzen. Eine solche Verall-
gemetnerung crhalten wir im Begriffe der |,mehrfachen Stiitz-
geraden®, zu deren Definition wir folgendes bemerken: Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit kann bei Betrachtung irgend-
ciner vorgelegten Geraden # angenommen werden, dafl # mit un-
screm Bogen € lediglich ezgentliche Punkte gemeinsam hat; man
braucht nur cine von ¢ verschiedene Gerade als uneigentlich aus-
zuzeichnen, welche mit # cinen nicht auf € gelegenen Punkt ge-
meinsam hat. Nun denken wiruns # irgendwic |, orientiers, d. h.
mit cinem Durchlaufungssinne verschen, und bezichen, nach
Wegnahme der uneigentlichen Geraden aus der Ebene, auf diese
Orienticrung in  bekannter Weise eine Festsetzung, welche
»Seite' von tals | positive' und welche als ,,negative’ bezeichnet
werden soll; ebenso eine Festsetzung dariiber, welcher von zwei
Pu\nktcn auf 7 als ,,00erkalb' bzw. junteriald'' des anderen ge-
legen zu bezeichnen ist. Nach Wahl der uncigentlichen Geraden,

B
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nach vorgenommener Orientierung von £ usw. heille 2, ,normiers'’.
Eine, im (cigentlichen) Punkte 2 der normierten Geraden g ge-
legene S#itzstelle 11 von € heiBle ,,positiv'* (,,von positivem Vor-
zeichen') oder ,,nzegativ'’, je nachdem die Umgebung & =
& (I1; €) ganz auf der positiven oder ganz auf der negativen Seite
von ¢ liegt. Beziiglich der Zdhlung von Stiitzstellen, welche in
den gleichen Punkt der betrachteten Geraden zusammenfallen,
soll fur die Nr. 4, 1 —4, 6 folgendes verabredez werden: Liegen in
einem Punkte £ von ¢ im ganzen pp positive und 7, negative
Stutzstellen von € auf # vereinigt, so werden diese Stellen zu-
sammen fir Null oder fur (p, — np) positive oder fiir (12, — pp)
negative, verschiedene Stiitzstellen gezihlt, je nachdem (pp—i2p)
Null oder positiv oder negativ ist; Beispiel: Ist pp—np =1,
so werden die zu P gchérigen Stiitzstellen insgesamt als nur
eine, und zwar positive in Anschlag gebracht. Dem Punkte P
selber schreiben wir dann cine entsprechende (Stitz-) Vielfach-
heit im positiven oder negativen Sinne zu, nennen also z. B. P
einen (pp— np)-facken positiven Stiitzpunkt, falls pp— np >0
ist. Eine normierte Gerade ¢ soll nun melrfache Stiitzgerade
heifen, wenn die Summe der absoluten Betridge der Vielfach-
heiten der auf ihr liegenden Stiitzpunkte grofier als Eins ist. Man
beachte noch, daB -— der getroffenen Verabredung zufolge —
positive und negative Stiitzpunkte auf jeder mehrfachen Stiitz-
geraden getrennt liegen. Die bei dieser Art der Zahlung nicht
beriicksichtigten Stiitzstellen lassen sich zu Paaren, im gleichen
Punkte vereinigt liegender, Stiitzstellen entgegengesetzten Vor-
zeichens zusammenfassen. Bei passender Abianderung der Durch-
laufung derjenigen Teilbogen von €, welche in diesen Stiitz-
stellen zusammenstoBen, erhidlt man (statt besagter Stiitz-
stellen) 2 6 Schnittstellen, wenn ¢ Paarc der erwihnten Art vor-
handen sind.?® Wir verabreden daher weiter, dall die in Rede
stehenden, wnicht beriicksichtigten o Stiitzstellenpaare als 2 G
Schnitestellen von t mit € zu zéhlen sind.

4, 2. Da unser Bogen € von der beschrinkten Ordnung /% sein
soll, so liegen in beliebiger Nachbarschaft?” ciner jeden mchr-

gl. Fubnote 8a, a. a. O., S. 18/19.
. - . . *
nter einer (vorgegebenen) ,,Nachbarschaft® einer Geraden g verstchen

26 7
27 U

7
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fachen Stiitzgeraden # stets andere Geraden, welche mit € nur
Schnittstellen gemeinsam haben®; und zwar ist als Anzahl dieser
Schnittstellen nur 4, (4 —- 1) oder (% -— 2) moglich, wenn € vom
Maximalindex i. w. S. sein soll. Um cinen Uberblick zu gewin-
nen, nchmen wir zunichst € spezicll als Elementarbogen an,
d. h. als stetig differenzierbare Summe von endlich vielen
Konvexbogen mit nur endlich vielen mehrfachen Punkten. Liegen
dann auf ¢ weder Wendestellen noch Spitzen, so haben die be-
sagten Nachbargeraden mit der (konvexen) Umgebung einer
Stiitzstelle hochstens zwei, mit der (konvexen) Umgebung einer
Schnittstelle genau cine Stelle gemeinsam. Liegen iiberdies keine
der beiden Endstellen von € auf ¢, und ist € vom Maximalindex
i. w. S., so miissen (wie sich weiter unten zeigen wird) alle Stiitz-
punkte auf ¢ nur einfache sein, es mussen sich die Stitzpunkte
verschiedenen Vorzeichens auf der orientierten Geraden ¢ gegen-
seitig trennen und die Anzahlen der positiven und der negativen
Stiitzpunkte miissen sich um Eins unterscheiden. Liegen aber
Spitzen oder Wendestellen von € auf #, so gibt es unter Umstén-
den in beliebiger Nachbarschaft® von # noch Gerade, welche mit
beliebig vorgegebenen Umgebungen ciner solchen Stelle mehr
als zwei Stellen gemeinsam haben. Der eben beschriebene Sach-
verhalt bleibt nun — mit entsprechender Modifikation — auch
fur den Fall bestehen, daB3 € kein Elementarbogen ist. In der Tat
haben wir den

Hilfssatz: Vor.: 1. Es sei t eine (normierie) mehrfache Stiitz-
gerade des Bogens (oder der Kurve) €, anf welcher hochstens eine
Endstelle von € licgt (falls € ein Bogen ist). Ferner soll § von der
Ordnung I sein. 2. Jede zu t benachbarte Sekante soll nur h oder
(1) oder (f— 2) Schuitistellen tragen.

Beh.: I. Entweder sind dann die auf t gelegenen Stiitzpunkte
alle nur einfachund die ,, positiven' und | negativen'* Stiitzpunkte
trennen sich gegenseitig, iiberdies unterscheiden sich die Anzakl
der positiven und die Anzall der negativen Stiitzpunkte wm genau
Lis voneinander.

1. Oder die Behauptung I gilt nicht. Dann hat jede belicbig

wir hier ctwa die Menge aller Geraden, welche fremd sind zu einer vorgege-

benen Hyperbel mit der Nebenachse g.
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kleine Umgebung mindestens einer dev auf t gelegenen Stellen von
C it geeignet gewdhiten Geraden aus einer belicbigen Nachbar-
schaft von t mehr als zwei Stellen bzw. mehr als etne Stelle ge-
meinsam, je nachdem die fragliche Stelle eine tnnere oder eine
Endstelle anf Cist. Die Aussage ist unabhingig von der Willkiir,
it welcher die Norntierung von t noch behaftet ist.

Beweis: A) Auf der, im Sinne von Nr. 4, 1 normierten, mchr-
fachen Stiitzgeraden 7 seien Py, . . ., £, die positiven, ferner Vy,
.., IV, die negativen Stiitzpunkte, cin jeder so oft angeschricben,
als es seiner Vielfachheit im Sinne von Nr. 4, 1 entspricht; dabei
seien die 7y, ..., P,
entsprechend der Orientierung von ¢ aufeinanderfolgen. Jeder
der Punkte Py, ... P, ist verschieden von jedem der Punkte
Ny oo N

n°

sowie die Vy, ..., V, so gceordnet, wie sic

B) Zum Bewcise des Hilfssatzes verfolgen wir zunichst in
thren Konsequenzen die nachstchende, der Kiirze wegen als Ax-
nahme A bezeichnete, Hypothese: Es sollen gewisse, im folgenden
jeweils noch nidher angegebene und in hinreichender, cbenfalls
anzugebender, Nachbarschaft von # gelegene Gerade die Eigen-
schaft I£ besitzen, d. h. besagte Gerade sollen mit der Umgebung
einer jeden auf 7 gelegenen Stiitz- bzw. Schnitt- bzw. Endstelle auf
€ hochstens zwei Stellen bzw. genau eine bzw. héchstens ecine
Stelle gemeinsam haben. Ist etwa p = 2 und kommt den zu ¢
hinreichend benachbarten Parallelern die Eigenschaft /2 zu, so
kann zunichst behauptet werden, dall 2 - 1 = p. Denn andern-
falls wiirde eine, auf der positiven Seite von # gezogene, zu 7 hin-
reichend benachbarte und passend gewihlte Parallele ¢* von ¢
mindestens drei Schnittstellen auf € mehr besitzen, als cine pas-
sende Parallele #7 auf der negativen Seite von 7 In der Tat
liefern die p positiven Stiitzstellen auf #¥ genau 2p gemecinsame
Stellen von € mit #7, die z negativen Stiitzstellen hingegen
keine, wihrend die (einzige) etwa auf ¢ gelegene Endstelle zu
héchstens einer gemeinsamen Stelle Anlafl gibt; bezeichnet noch
s die Anzahl der Schnittstellen® von # mit €, so wird (falls £ die
Eigenschaft 7 besitzt) die Anzahl p* der auf #* gclegenen
Stellen von € nicht kleiner sein als (2p + 5). Entsprechend er-
gibt sich die Anzahl p = der auf # 7 gelegenen Stellen von €

28 Vgl. die Verabredung in Nr. 4, 1.
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als hochstens gleich (2 # -+ s 4- 1); dabei bezeichnet £~ cine ge-
eignete, auf der negativen Seite von ¢ verlaufende, Parallele von 2.
Aus p > n -1, also p = n + 2, folgt aber: p* > 2p + 5 >
27 + 4 -+ s und wegen 27 + s + 1 = p7 schlieBlich: p* — p™~
= 3. Wihlen wir also die Parallelen t* und £ als zu # hin-
reichend benachbarte Sekanter von €, was immer moglich ist,®
so kommen wir unter der Annahme p > » -+ 1 zu cinem Wider-
spruch mit der Voraussetzung 2.

O. B. d. A. kénnen und werden wir daher — unter Festhalten
an der Annahme 4 — von jetzt ab #z < p < » - 1 voraussetzen.
Wir werden im folgenden sogar schen, dafl dann p =72 + 1 ist.
Zuvor zeigen wir aber, dal} alle Stiitzpunkte genau einfach sein
miissen und dal3 Stiitzpunkte gleichen Vorzeichens, welche auf #
benachbart sind, auf ¢ getrennt werden von genau einem Stiitz-
punkt des entgegengesetzten Vorzeichens. In der Tat: Es seien
auf #im Sinne der Zihlung geméf3 Nr. 4, 1 etwa A positive Stiitz-
stellen vorhanden ( > 2), deren zugehérige Punkte 25, .. ., P;
unter Umstinden auch samtlich oder zum Teil zusammenfallen
konnen, jedenfalls aber durch keinen negativen Statzpunkt ge-
trennt werden sollen. Wir bezeichnen dann mit p,, p, bzw. 5, 7,
die Anzahl der positiven bzw. negativen Stitzstellen, deren zu-
gehorige Punkte auf 7 (im Sinne der Festsctzung in Nr. 4, 1)

oberhalb oder unterhalb der 25, . . ., P} licgen. Essein + p = m,

also

(a) Do+ P, oy, 2, k=, mit A > 2.
Ist etwa

<1> po+711L;Zplc+7lo’

so folgt aus (a), dal3

(2> 2 (])u Jl_ 72‘0) é " — A

und weiter

(3) 2 (py oy N >

Nun sei wieder s die Anzahl aller Schnittstellen von € auf #. Fer-
ner sei ein, nicht zu € gehériger, Punkt Q von # unterhalb von 2}
derart gewithlt, daB} auf # zwischen 2] und Q keine Punkte von €
licgen. Man drefe alsdans ¢ hinrcichend wenig um Q, so dall P}

* Vgl FuBnote 3, a.a. 0., z. B. S. 55, 3. Zusatz.
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in einen Punkt auf der ,,negativen‘‘ Seite der gedrehten Geraden
tibergeht. Gilt nun die Eigenschaft £ fiir die zu # hinreichend
benachbarten Geraden des Biischels mit dem Zentrum @, so hat
dic um Q gedrehte Gerade ¢ mit € genau (2(p, + 1,) + 21 + )
Stellen gemeinsam, oder um Eins mehr, falls ndmlich eine auf #
gelegene Endstelle in eine Schnittstelle auf #* {ibergeht, also
wegen (3) nicht weniger als (2 + A 4 ) Stellen. Dreht man
aber # um @ hinreichend wenig im entgegengesetzten Sinne, so
hat die so entstehende Gerade #~ genau 2 (p, + #,) -+ s Stellen
mit € gemeinsam oder um Eins mehr, falls nimlich durch eine auf
¢ gelegene Endstelle noch eine Schnittstelle auf 7~ geliefert wird,
also wegen (2) nicht mehr als (m — A 4 1 4+ s). Mithin unter-
scheiden sich die Anzahlen der Stellen, welche #7 und #~ mit
¢ gemeinsam haben, um mindestens 2 A — 1 > 3. Dies wider-
spricht der im Hilfssatze gemachten Voraussetzung.

Die in (1) gemachte Voraussetzung erkennt man als fiir den
Beweis unwesentlich.

C) Ist also fiir alle, zu ¢ hinreichend benachbarten Parallelen
und um @ gedrehten Geraden die in B) eingangs gemachte An-
nahme A erfiillt, so miissen alle Statzpunkte einfach sein und
benachbarte Stutzpunkte gleichen Vorzeichens missen durch
einen Stiitzpunkt von dazu entgegengesetztem Vorzeichen ge-
trennt werden. Andererseits ziecht aber das Nichtbestchen der
Eigenschaft £ fiir dic soeben genannten Geradenkategorien nach
sich, entweder dall auf # eine Stitzstelle I1 von € oder daBl auf #
eine Scinittstelle Tvon € oder dall auf ¢ cine Endstelle E existiert
von folgender Beschaffenheit: Es gibt gewisse Geradenbiischel B,
deren Zentra auf t liegen, aber nicht in den gleichen Punkt wie
I1 oder T oder B fallen wund welche zu t belichig benachbarie Ge-
raden t' enthalten, die mit einer belicbig kleinen Umgebung von 11
oder von T awf € melr als zwei Stellen gemeinsam haben oder mit
einer Umgebung von B auf € mindestens zwei Stellen. Dazu ist
noch folgendes zu bemerken: Fiir den Fall einer Schnittstelle T
folgt aus dem Nichtbestehen der Eigenschaft £ zwar zunichst
nur, daf} die Nachbargeraden # mit der Umgebung von T min-
destens zwes Stellen gemeinsam haben. Da aber T Schwnittstelle
sein sollte, so liegen alsdann auf geeignet gewihlten ' sogar min-
destens drei Stellen von €; denn jede zu # hinreichend benach-
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barte Gerade hat mit der Umgebung einer auf ¢ gelegenen
Schnittstelle eine ungerade Anzahl von Schnittstellen gemeinsam
(abgeschen von etwa noch vorhandenen Stiitzstellen).

Damit ist die Beh. II sowie ein Teil der Beh. I des Hilfssatzes
bewiesen.

D) Zum vollen Beweise unseres Hilfssatzes ist nur noch zu
zeigen, daBl — unter der in B) gemachten Annahme 4 —— die
Anzahlen der positiven und negativen (einfachen) Stiitzpunkte
sich um genau Eins unterscheiden. In der Tat: Es seien Py, . . .,
P, die positiven Stiitzpunkte und Ny, ..., N, die negativen.
O. B.d. A, kann p = » angenommen werden. Die Anzahl der
auf 7 gelegenen Schnittstellen mit € sei s, auBerdem liegt — zu-
folge der im Hilfssatze gemachten Voraussetzung — hochstens
eine Endstelle auf 7. Zufolge B) ist entweder p = # -~ 1 oder
p = n. Im letzteren Falle liegen alle Stiitzpunkte zwischen 2,
und V, oder zwischen V; und P; es genligt den ersteren Fall
zu betrachten. 2, und A sind unmittelbar benachbart auf £
Wir wihlen auf # cinen Punkt R zwischen 2, und NV, und drefen
tum K so, dal} die gedrehte Gerade # keine Punkte mit der Um-
gebung von &V, auf € gemeinsam hat. Dann trifft #/ keine Um-
gebung eines der Py, ..., P, dagegen die Umgebungen der
Ny, .. NV, _ 4 (falls p =1, entfillt diese letzte Aussage). Ist
nun die Eigenschaft £ fur ¢ erfillt, so liegen auf # genau
2(p—1) + s Stellen von € oder 2 (p —1) + 5 + 1, letzteres,
wenn die etwa auf £ gelegene Endstelle eine Stelle auf ¢ bei-
stcuert. Dreht man andererseits £ um R so, da} die gedrehte Ge-
rade #/ Punkte mit der Umgebung von N, gemeinsam hat, so
werden von ¢/ auch die Umgebungen aller Py, . . ., P, getroffen,
aber nicht die Umgebungen der Ny, ..., NV, ;. Mithin trigt
¢, falls ihr die Eigenschaft £ zukommt, mindestens 2(p -+ 1) 4+
Stellen von €. Wihlen wir, was moglich ist, #/' und # als Se-
kanten, so trigt die eine mindestens 7' = 2p + s 4+ 2 und die
andere hochstens 7' = 2p + s -— 1 Schnittstellen mit €. Daher
wire 7' — #' > 3, was der im Hilfssatz gemachten Vorausset-

zung widerstreitet.

4,3. Aus dem cben bewiesenen Hilfssatz folgt jetzt die ge-
wiinschte Kennzeichnung der stiickweise konvexen Bogen vom
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Maximalindex 1. w. S. Um dieses Kriterium bequem formulieren
zu koénnen, bezeichnen wir jede (im Sinne der Nr. 4, 1) me/r-
Fache Stiitzgerade an § als reguldr, wenn sie die in Behauptung I
des Hilfssatzes (Nr. 4, 2) genannten Eigenschaften besitzt; alle
anderen mehrfachen Stiitzgeraden sollen zrreguldr genannt wer-
den. Ubrigens kénnen und werden wir uns von jetzt ab stets auf
den Fall beschrinken, dal3 die jeweils betrachteten Stiitzgeraden
keine Endstelle von € enthalten. Zufolge Behauptung IT liegt
dann auf jeder irreguliren mehrfachen Stitzgeraden # des
Hilfssatzes mindestens cine innere Stelle II von €, deren Um-
gebung 11 = W(II; €) auf € sicher nicht konvex ist. Es kann aber
1 nicht einmal stiickweise konvex sein. Andernfalls wiire namlich
1l darstellbar als Summe zweier Konvexbogen &, &,, welche in
dem zu Il gehoérigen Punkte 2 zusammenstofien und wobei §ty
und £, mit 2 nur den Punkt £ gemeinsam haben. Und nun mifite
(wie aus den Uberlegungen in Nr. 4, 2, C) hervorgeht) auf der
durch P gehenden Geraden # cin von P verschiedener Punkt Q
existieren von folgender Eigenschaft: Es gibt zu ¢ belicbig be-
nachbarte Geraden ¢, welche dem Biischel mit dem Zentrum Q
angehoren und welche mit 1 mehr als zwei Stellen gemeinsam
haben. Das ist aber nicht méglich. Weil ndmlich §t; und &,
konvex sind und mit ¢ je nur den Endpunkt gemeinsam haben,
werden sie von jeder zu ¢ hinrcichend benachbarten, durch Q
gehenden Geraden # je in héchstens ecinem Punkte getroffen.
Folglich hat # mit 1 hochstens zwei Punkte gemeinsam. Wir
haben damit bewiesen:

1. Satz: Auf jeder irreguliren, mehrfachen Stiitzgeraden t
liegt mindestens eine Stelle von §, deren Umgebung nicht stiick-
weise konvex ist. Dabei soll C den Voraussetzungen des Hilfs-
satzes dev Nr. 4, 2 gentigen, ferner sollen auf t keine Endstellen
licgen.

Fiir Bogen vom Maximalindex i. w. S. gilt aber, weil frir solche
Bogen die Voraussetzung 2 des Hilfssatzes (Nr. 4, 2) erfiillt ist,
auch das Umgekehrte:

2. Satz: Ist © ein Bogen oder cine Kurve vom Maximalindex
i.w. S. und ist © nicht stiickweise konvex, so miissen mehvfache
irreguldre Stitzgeraden vorhanden sern.
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Beweis: Es sei Il eine Stelle von €, deren cinseitige Um-
gebung W auf € nicht (stiickweise) konvex ist. Nach frither Be-
wiesenem® existieren dann an diese Umgebung 1l unendlich viele
(verschiedenc) mchrfache Stiitzgeraden 74, 45, .. ., die zugleich
Stiitzgeraden an die konvexe abgeschlossene Hille /7 von U
sind. Die #, konnen so gewahlt werden, daB ihre Stiitzpunkte
mit 11 fiir v = 0o gegen 1l konvergicren und dal} die 7, selber
mit v > co gegen dic Trigergerade der Halbtangente an 11 in I1
konvergicren. Nur auf endlich vielen ¢, liegen Endstellen von €;
wir nchmen daher im folgenden stets an, dal3 £, von solchen End-
stellen frei ist. Der Beweis unseres Satzes ergibt sich nun so:

A) Es wird gezeigt (Nr. 4, 4):

Vor.: Es sei ¢, eine mehrfache Stiitzgerade an \l und sugleich
Stritzgerade an die konvexe abgeschlossene Hiille I von . Ferner
sei t, regulire mehrfache Stiitzgerade an '€ oder es sei t, iiberhaupt
keine mehrfache Stiitzgerade an ' C (1nt Sinne von Nr. 4, 1).

Bel.: Auf t, existiert ein Randpunkt Q von H, welcher im
Innerie eines Teilbogens X, von § liegt und wober — von Q ab-
gesehen — X ganz auf der zu H fremden Seite von t, verlduft.
X, ist also, abgesehen hichstens von Q, fremd ziu 11.

B) Es wird gezeigt (Nr. 4, 5):

Gilt fiir unendlich viele t, (vgl. oben) die Behauptung von A),
so gibt es (niindestens) einen nicht stiickweise konvexen, von 1
verschiedenen Tetlbogen Wy von &, dessen eine FEndstelle Tl in
den gleichen Punkt P fillt wie die Endstelle 11 von Wund welcher
in Iy die gleiche Halbtangente®' I besitzt wie W. Uberdies ver-

30 Vgl FubBnote 8b, a.a. 0., S. 3 und 5.6, Zeile 1 von oben ff. Dort ist aller-
dings der angezogene Hilfssatz nur fir den Fall eines eznfacken Bogens be-
auch fir den Fall
des Auftretens beliebig vieler mehrfacher Punkte. — Die Usmgebung 1, auf
welche der in Rede stehende Hilfssatz jeweils angewendet wird, ist immer als
hinreichend klein und so anzunehmen, dafB3 die Anfangs- und die Endstelle
von U beide auf der Begrenzung der konvexen Hiille von 11 liegen.

wiesen; er gilt indes — mit entsprechender Modifikation

3L Die einseitigen Tangenten existieren (eindeutig) in jedem Punkte eines
Bogens endlicher Ordnung. Folglich fallen die einseitigen Tangenten in 2
an lLund § zusammen. Und die in Rede stehenden Stiitzgeraden konvergieren
gegen die Tangente in 22 an .
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lauft Uy nicht ganz innerhalb der konvexen Hiille von N, aber
auf der gleichen Seite der Trdgergeraden von /v wie 1.

C) Jetzt kann der Beweis von Satz 2 indirekt so beendet wer-
den: Es sei die Bchauptung von Satz 2 falsch, so dall, weil
Nr. 4, 2 anwendbar ist, alle (ctwa vorhandenen) mchrfachen Stiitz-
geraden von € regulir sind. Dann gilt die (Voraussetzung und)
Behauptung von A) fur alle 7, von U. Daher existiert der in B) ge-
nannte Teilbogen W,. Fir 1, gilt aber wieder A). Daher 1iBt sich
B) wieder auf 11; anwenden usw. Man erhilt so cine Folge un-
endlich vieler Teilbogen 11, von €, deren jeder nicht ganz in der
konvexen Hiille des vorhergehenden liegt, welche alle den Punkt
P als gemeinsamen Endpunkt und welche in 2 eine gemeinsame
Halbtangente / besitzen. Da iiberdies die 11, alle auf der gleichen
Seite der Trigergeraden von % verlaufen, so miissen alle U, ver-
schieden sein. Dann kénnte aber € nicht von endlicher Ordnung
sein. Damit ist Satz 2 bewiesen.

4,4. Um dic Behauptung A) der Nr. 4, 3 zu beweisen, be-
merken wir: Es sei # = #, so normiert, daB 11 auf der negativen
Seite von ¢ liegt. Beziiglich der Punkte R, in welchen U von #
gestiitzt wird, sind dann nur folgende Fille moglich:

a) entweder fallen in mindestens einen der Punkte &, ctwa in
den Punkt R;, noch positive Stiitzstellen von # mit € - 1. Da
R; Randpunkt von /7 sein muf, ist in diesem Falle die Behaup-
tung A) richtig.

b) oder: Fall a) liegt nicit vor. Dann sind die R simtlich
Stlitzpunkte auf £ sogar an €, und zwar von negativem Vorzeichen.
Gibe es nur efizern solchen Stutzpunkt R, so mitfte R ein Punkt
von I sein, dessen Vielfachheit beziiglich 11 mindestens gleich 2
ist. Daher wire ¢ mehrfache Stiitzgerade an €. Diese Stiitzgerade
miiBte aber nach der Voraussetzung in A) regulir sein, kdénnte also
insbesondere nur einfacke Stiitzpunkte tragen, womit wir ecinen
Widerspruch haben. Es mul3 also mindestens zwei verschiedene
negative Stiitzpunkte & geben. Dann ist aber # mehrfache Stiitz-
gerade (im Sinne von Nr. 4, 1), und zwar nach Voraussetzung
wieder cine reguldre. Die Punkte R sind daher lauter einfache
negative Stiitzpunkte und zwischen je zwei auf ¢ benachbarten
liegt ein einfacher positiver Stitzpunkt Q. Nun gehort aber Q
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dem Rande von A an und zugleich einem Teilbogen T von €,
welcher zu 11 fremd ist und — abgeschen von Q — ganz auf der
positiven Seite von ¢ verlduft, also zugleich auBlerhalb von /.
Es ist also Q cin Punkt von der in der Behauptung von A) ge-
nannten Art.

4,5, Zum Beweis der Behauptung B) von Nr. 4, 3 bemerken
wir: Aus den, nach Annahme existierenden unendlich vielen ¢,
kann ecine Folge (#,) hecrausgegriffen werden, deren ¢, gegen die
Trigergerade der Halbtangente an 11 in 2 konvergieren.3! Es sei
(¢,) cine solche Folge von Stiitzgeraden an /7, deren jede also
cinen Stiitzpunkt Q mit € tragt, welcher innerer Punkt eines —
abgeschen hochstens von @ — zu 1 fremden, auBerhalb /7 ge-
legenen Teilbogens T von € ist. Es sei Q, ein solcher Punkt
auf 7. Mit v - oo konvergicren dic Q, gegen 2. Nach An-
nahme gehort @, einem Teilbogen T, von € an; I, ist fremd
zu £ und so klein wihlbar, da3 T, keine Ste/len mit u gemein-
sam hat und daB fur fast alle v simtliche Punkte von &, beliebig
nahe bei 2 liegen. Es seien nun I, 11, . . II, die simtlichen,
in P vereinigt liegenden Stellen von €; ferner seien W, Uy, . . .,
I, gegebene volle Umgebungen von II, Iy, . . ., II, auf G,
deren abgeschlossene Hillen stellenfremd sind. Dann miissen in
mindestens ciner der W, ..., W, unendlich vicle der T, enthalten
scin. Andernfalls wiirden ndmlich fast alle T, mit einem zu
Wi, +...+ W, fremden abgeschlossencen Teilbogen T*
von € Stellen gemeinsam haben; und da die T, sich gegen P
hiaufen, so miifite auch cine mit 2 vereinigt liegende Stelle zu
Z* gehoren, was mit der getroffenen Wahl der 1V, .., I, unver-
einbar ist. Es gibt also mindestens einen (nicht ganz zu / ge-
horigen) Teilbogen 1 von €, dessen cine Endstelle II; nach 2
fallt und welcher unendlich viele der ¥, enthilt, Da jeder I,
Punkte mit dem Rand von /7 gemeinsam hat, aber auf der an-
deren Scite von ¢, wie /7 verliuft, so kénnen nicht unendlich viele
der T, auf einem oder auch nur auf endlich vieclen konvexen
Bogen liegen. Mithin ist jede beliebig kleine Umgebung von 11,
nicht stiickweise konvex. 11 hat {iberdies in 1, die gleiche Halb-
tangentc® /2 wice 1lin IT und verlduft dibrigens in der Nihe von IT,
auf der gleichen Seite der Trigergeraden von /% wie 1. In der Tat
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sind bei jeder Kurve endlicher Ordnung an jeder Stelle die ein-
seitigen Halbtangenten vorhanden, also insbesondere die Halb-
tangenten in II an U und in I[I; an 1T;. Da aber in beliebiger Nihe
von II; noch Punkte von U; auf der konvexen Hille von 1 liegen,
so fallt die Halbtangente an 11; in II; zusammen mit der Halb-
tangente in £ an den zugehoérigen Begrenzungsbogen von A
und folglich auch mit der Halbtangente in II an 1. Dal} die ein-
seitige Umgebung U einer Stelle II auf € ganz auf der einen Scite
der Trigergeraden der Halbtangente an diese Umgebung in I1
verlauft, folgt aus der Annahme, dall € endliche Ordnung be-
sitzen soll. Da nun zu 2 beliebig benachbarte Punkte von 1 so-
wohl als von N auf der gleichen Seite der Tragergeraden von %
licgen, so verlaufen 11 und U, beide ganz auf der gleichen Seite
von /4. Damit ist auch die Behauptung B) bewiesen.

4, 6. Fassen wir den 1. und 2. Satz der Nr. 4, 3 zusammen, so
ergibt sich schliefSlich das gewiinschte Kriterium:

Ein Bogen oder eine Kurve von der Ordnung n und vom Maxi-
nialindex ist dann und nur dann stiickweise konvex, wenn alle
etwa vorhandenen mehrfachen Stiitzgerade rveguldr sind.

Zusatz 1. Aus dem Beweise des Satzes 2 der Nr. 4, 3 folgt noch:
Ist eime mechrfache irregulire Stlitzgerade vorhanden, so un-
endlich viele.

Zusatz 2. Das Kriterium gilt guc/ fiir Swinninen vomn Maximal-
index aus endlich vielen Kurven oder Bogen.

§ 5. Stiickweise Konvexitit der (mehrteiligen) Kurven vierter
Ordnung vom Maximalindex im weiteren Sinne.

5, 1. Wir behandeln zum Schlusse noch den Spezialfall der
Kurven wierter Ordnung vom Maximalindex 1. w.S. Fiir dic
einteiligen Kurven (und Bogen) 148t sich sehr cinfach3? erkennen,

32 Ich hatte urspriinglich diese stiickweise Konvexitit® durch dhnliche Uber-
legungen bewiesen, wie sie in § 4 angestellt sind. Nach Einsichtnahme in mein
Manuskript bemerkte aber Herr Rosenthal, daf sich der Bewels unmittelbar
(weil hochstens eine mehrfache Stiitzgerade moglich ist) ergibt und klassi-
fizierte 1im Anschlufl daran simtliche einteilige Kurven vierter Ordnung vom
Maximalindex 1. w. S. (vgl. Fulnote 2).
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daB sie stiickweise konvex sind. Fir die mehrteiligen® Kurven
M, kann man die stiickweise Konvexitit ctwa folgendermaBen
erkennen.

Eine mehrteilige Kurve ist erklirt als Summe von (verschicde-
nen) eindeutigen stetigen Kreisbildern; diese cinzelnen Sum-
manden heilen die Zweige der Kurve. Eine M, kann nicht mchr
als vier Zweige besitzen, deren keiner zu einer beschrinkten
Kurve projektiv dquivalent ist. Im {ibrigen besitzt dic 9, hoch-
stens abzihlbar viele Zweige. Man entnimmt dies der allgemeinen
Feststellung: Edne ebene Kurve € von hichstens abzihlbarer (also
insbesondere endlicher oder beschrankter) Ordnung besitzt hich-
stens abzéhlbar viele Zweige. Dabei sei die Ordnung beziiglich
der Sekanten definiert, auBerdem sei wieder gefordert, dafl auch
jede Nicht-Sekante héchstens abzihlbar viele (bzw. endlich viele)
Stellen mit € gemeinsam hat. — Zum Beweise bemerkt man,
dal im projektiven R, die abzihlbar vielen Geraden g, deren drei
Koordinaten (beziglich eines festen Koordinatensystems) in
rationalem Verhiltnisse zueinander stchen, tberall dicht liegen.
Jeder Zweig von € hat also mit (mindestens) eciner dieser Geraden
g Stellen gemeinsam. BesdBe nun € tberabzihlbar viele Zweige,
so hitte mindestens cine der Geraden g, ctwa g,, mit iiberabzihl-
bar viclen Zweigen Stellen gemeinsam. Daher mG8ten auf g
tiberabzihlbar viele Stellen von € liegen, was nicht méoglich ist.

SchlicBlich beachte man, dall Zockstens ein Punkt einer iy
die Vielfackheit drei besitzen und dafi, falls ein solcher Punkt
vorhanden ist, itberhaupt kein anderer melvfacher Punkt auf der
Wiy awuftreten kann.

3, 2. Den Beweis fiir die stiickweise Konvexitit der 9, fihren
wir indirekt. Wir machen also diec Annahme, es existiere auf
cinemn der Zweige, ctwa auf 3y, cine Stelle TI, deren einseitige
Umgcebung 1l nicht konvex sei; wir nchmen U als fremd zur
uncigentlichen Geraden an. Da héchstens ei72 dreifacher Punkt
auftritt, kann und soll 1l so klein gewihlt werden, daf3 11 in seinem
Innern keinen dreifachen Punkt der I, enthilt. Es sei / die

8 Beziiglich der mehrteiligen Kurven vierter Ordnung vom Maximalindex
m engeren Sinne vgl. insbesondere FubBnote 0, Juel, a. a. O., 5. 7—10.
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konvexe Hiille von N und es sei s eine Stiitzgerade an #, welche
zugleich mehrfache Stiitzgerade an U ist.3

Kein Stiitzpunkt .S von s mit 1l kann zu zwei oder mchr Stiitz-
stellen des gleichen Vorzeichens (beziiglich s) von s mit M, ge-
héren. Wiren ndmlich in S zwei solche Stiitzstellen vereinigt,
so wiirden wegen des Fehlens dreifacher Punkte auf U keine
weiteren Stellen von IR, nach .S fallen; ferner kénnte s keine von
S verschiedenen Punkte @ mit M, gemeinsam haben, da sonst
durch Q gewisse Nachbargerade von s liefen, welche mit der 9,
mindestens fiinf Punkte gemeinsam hitten. Wiirden also nach S
mehrere Stiitzstellen mit M, vom gleichen Vorzeichen fallen, so
enthielte s keine weiteren Stellen von 9, und folglich wiirde es
Nachbargeraden von s geben, welche fremd sind zu 3M,. Dann
aber wire M, nicht vom Maximalindex. Es fillt also nach S nur
eine Stelle insbesondere von 11, namlich die Stiitzstelle mit 11. Da
s eine mehrfache Stiitzgerade an U sein sollte, so liegen auf s
mindestens zwei verschiedene Stiitzpunkte mit 1. Und weil 1T
von (héchstens) vierter Ordnung sein muf3, so kann es auch nicht
mehr als zwei solche Stiitzpunkte geben. Auf s liegen also genan
swel verschiedene Stiitzpunkte S,, S, mit 1.

Auf s kann ferner keine Schnittstelle mit M, liegen, weil cs
sonst Nachbargeraden von s geben wiirde, die mit IR, mindestens
finf Stellen gemeinsam hétten. Aus dem gleichen Grunde liegt
keine Stelle von M, auf s auBerhalb der beschrinkten, abgeschlos-
senen, von Sy und S, begrenzten Strecke s;,. Andrerseits muf3
aber auf s;, noch eine Stelle von M, liegen, da M, vorm Maximal-
index sein soll; und da besagte Stelle keine Schnittstelle sein
kann, muB sie Stittzstelle sein, und zwar vom entgegengesetzten
Vorzeichen wie die in Sy und S, gelegenen Stellen von 1. Man
erkennt weiter, daB auch nicht mehr als cine derartige Stiitz-
stelle vorhanden scin kann. Zusammengefalit: duf s liegt aufer
den beiden, in verschiedene Punkte fallenden, das gleiche Vor-
seichen besitzenden Stiitzstellen Sy, Ss mit W noch genan eine
weitere nicht zu L gehirige Stelle Sy von My. Dabei liegt Sy anf
Sy und ist Stiitzstelle von s mit M, vom entgegengesetzten Vor-
zeichen auf s wie Sy und So. Die Moglichkeit, daf) z. B. S, und

31 Solcher Stiitzgeraden gibt es unendlich viele. Jede hat mindestens zwel
Stiitzstellen mit dem Innern von U gemeinsam. Vgl. Fublnote 30.
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S in den gleichen Punkt fallen, ist zugelassen. Die Punkte, in
welche Sy, S,, S; fallen, bezeichnen wir im folgenden der Kiirze
wegen cbenfalls mit Sy, Sy, Ss.

5,3. Da U als nicht-stiickweisckonvex angenommen wurde
(Nr. 5, 2), so gibt es unendlich viele mehrfache Stiitzgeraden s
von U, welche zugleich Stiitzgeraden an /7 sind;* aus diesen kann
und soll eine gegen die Trigergerade der Halbtangente & in 11 an
W konvergierende Teilfolge (s,) so ausgewihlt werden, dal3 erstens
keine zwei dieser Stiitzgeraden auf U gelegene Stiitzpunkte S,
oder S, gemeinsam haben und dal} zweifens dic Verbindungs-
gerade irgend zweler, zu verschiedenen Stiitzgeraden gehériger,
auf 11 gelegener Stiitzpunkte S;, S, nicmals Stiitzgerade an
1 ist.

Wir zeigen jetzt: Im Rahmen der bereits aufgezihlten Forde-
rungen 148t sich (s,) iiberdies so wihlen, daB alle S, dem gleichen
Zweige *3 vonn WMy angehdren; dabei kann *3 von 34 verschieden
sein oder *3 kann mit 3, tibereinstimmen. In der Tat: Es seien s
und s’ zwei Stiitzgeraden aus (s,) und Sy, Sy, S5 bzw. S, S5, S5
ihre Stutzpunkte, Die Verbindungsgerade v von S; und $'; hat
dann mit M,, auber S, und S} noch mindestens zwei unterein-
ander, und von Sy, S} verschiedene (zu N gehoérige) Stellen ge-
meinsam; denn zufolge der zweiten, an (s,) gestellten Forderung
wird U von v geschnitten und tiberdies liegen Anfangs- und End-
stelle von W auf der gleichen Seite von v. Es gehére nun S; zum
Zweige 3g, ferner S) zum Zweige 85, Sind jetzt 34, 85 und
B4 alle untercinander verschieden, so kann weder B4 noch 3}
zu einer beschriankten Kurve projektiv dquivalent scin. In der
Tat mibte andernfalls » mit 33 oder mit 3§ mindestens eine
Stiitzstelle oder zwei Schnittstellen gemeinsam haben, die simt-
lich weder auf 3; noch auf 3} bzw. 3, licgen. Dann hitte aber
cine zu v hinreichend benachbarte, passend gewihlte Gerade
mindestens fiinf Stellen mit My gemeinsam gegen die Voraus-
setzung. Es muf} somit, falls nicht 35 und B} identisch sind,
mindestens ciner der Zweige 84, 35 entweder mit 8; oder mit
cinem derjenigen Zweige identisch scin, die sich wzckt ganz ins
Endliche projizieren lassen. Da es nicht mehr als vier Zweige der
letzteren Art gibt, so ist, falls 34 und 3} verschieden sind, min-
6
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destens ciner der Zweige B, 85 identisch mit einem unter 4
festen Zweige (£<C6). Man kann also jedenfalls aus (s,) eine Teil-
folge herausheben, fiir welche alle Sy zum gleickhen Zweige *3
gehéren; da jede Auswahlfolge aus (s,) die oben gestellten beiden
Forderungen Erstens und Zweitens ebenfalls erfiillt, ist die Be-
hauptung vollstindig bewiesen.

Man erkennt nun wie in Nr. 4, 5, daB 8 einen (nicht-stitckweise
konvexen) Teilbogen 11, enthilt, dessen Endstelle in den gleichen
Punkt £ falltwie IT usw. Damit haben wir aber im wesentlichen die
gleiche Sachlage (wie bei einer einteiligen Kurve® oder auch) wie
in Nr. 4, 5 bzw. in Nr. 4, 3; ). Wir kommen also mit unserer
Annahme zu einem Widerspruch. Daher mu3 M, stiickweise
konvex sein. Folglich gilt der

Satz: [ede ein- oder mehrteilige Kurve WM, von vierter Ord-
nung und vom Maximalindex tm weiteren Sinne ist stiickweise
konvex, d. h. die Umgebung einer jeden Stelle von WM, ist als
Summe hochstens zweier Konvexbogen darstellbar.

3 Da namlich 3; und *8 jedenfalls den Punkt 2 gemeinsam haben, kann
man beide zu einem einzigen Zweige 8* vereinigen, falls nicht schon 3; und
*3 identisch sind. 8* hitte aber mehrere Stiitzgeraden der in Rede stehenden
Art. Vgl. die Beweisandeutung in Fufinote 32.



