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Einleitung.

1. Der Begriff ,,Mittel“. Bei der Aufstellung eines zweckmiBig
allgemeinen Begriffs des ,,Mittelwertes** von 7 reellen Zahlen
(n = 2) wird man wohl stets das arithmetische Mittel von #

Zahlen zum Vorbild nehmen. Von den vielen Eigenschaften die-
Miinchen Ak. Sh, 1934, I



46 Georg Aumann

ses Mittels wird man einige auswihlen, die einerseits typisch ge-
nug sind, um das zu beschreiben, was der geldufigen Vorstellung
von einem ,,Mittelwert'" entspricht, die aber andererseits den
Kreis der Betrachtung so wenig einschrianken, dal3 der durch
diese Eigenschaften abgesteckte Mittelwertbegriff invariant ist
gegeniiber einer hinreichend allgemeinen Klasse von Abbildun-
gen. Diesen Weg habe ich in meiner ersten Arbeit iber Mittel-
werte beschritten und dabei folgende Definition eingefuhrt:1

Sei ein beliebiges reelles Intervall / der x-Geraden vorgegeben.
Die reellwertige Funktion M (xq, . . ., x,) (# 2 2) heilltein (reel-
les) Mittel in /, wenn folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

(I) Variieren x4, ..., x, in J, dann ist 3/ ecine eindcutige,
stetige und symmetrische Funktion seiner Argumente.
(II) Zu jedem beschrinkten abgeschlossenen Teilintervall 4

von / gibt es eine positive Konstante g, sodall
Tye TP (x*—x*) S M (xy, .., §X* P (3* — Xy)

wobel 2* und x, das Maximum und das Minimum der
in A beliebig variierenden x4, . . ., x, bedeuten.

(III) Fire>oist M (xy + &, 29, . . ., &) = M (xq, 29, ..., X,).
Dicse Definition besitzt auler anderen wichtigen Eigenschaften
die, daB sie invariant ist hinsichtlich der Gruppe aller jener topo-
logischen Abbildungen von reellen Intervallen aufeinander, bei
welchen der absolute Betrag des Differenzenquotienten der zu-
gehorigen Abbildungsfunktion eine positive untere und obere
Schranke besitzt. Damit ist folgendes gemeint: Ist & = ¢ (x)
eine solche Funktion, die das Intervall / der x-Geraden auf das
Intervall /7 der &-Geraden abbildet, und x == f (£) ihre Umkeh-
rung, dann ist die transformierte Funktion von M,

NG o By =0 (M (FE, .. . FED))

im obigen Sinn wieder ein Mittel im Intervall /.
Bei den Versuchen, eine entsprechende Theorie im reellen £-
dimensionalen Vektorraum r = (x1; . . .; 2*) aufzubauen, ist man

1 Diese Definition unterscheidet sich nur ganz unwesentlich von der in
meiner Arbeit ,,Aufbau von Mittelwerten mehrerer Argumente, 1Y, Math.

Ann. 109 (1933), S. 235.
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gezwungen, andersartige Definitionseigenschaften heranzuzichen,
sofern man nicht verzichtet, nur jene Fille zu betrachten, bei
welchen der ,,Mittelpunkt % (x4, . . ., L) in cinem ,,rdumlichen
Intervall definiert wird, wobei die x-te Koordinate von It ein
reelles Mittel der »-ten Koordinaten der z Punkte ist, und als
Abbildungen nur solche zugelassen werden, welche, kurz gesagt,
riumliche Intervalle wieder in solche transformierten, d. h. Ab-
bildungen, fir dic jede Koordinate des Bildraumes IFunktion
einer einzigen Koordinate des Urbildraumes ist. Die Schwierig-
keit, dic hier bei Definitionsversuchen entgegentritt, licgt vor
allem darin, daf3 die lineare Ordnung, wie sie uns auf der Zah-
lengeraden zur Verfugung steht, und die es erméglicht durch
Ungleichungen zu definieren, in héheren Dimensionen wegfillt.
Um cine allgemeine Mitteltheoric fiir héhere Dimensionen zu
begriinden, miissen wir uns um andere Definitionseigenschaften
umschen; natiirlich werden wir sie wieder vom arithmetischen
Mittel abschauen,

2. Eine brauchbare Definition des Punktmittels. Um die be-
reits erwihnte Abbildungsinvarianz herbeizufithren, steckt man
den Abbildungsbegriff gleich vom Anfang an in die Definition.
Folgende Definition ist naheliegend:

Sei G ein Gebiet des £-dimensionalen Raumes § == (21; .. .; 2.
Die Punktfunktion

m =M@y, ..., L) =0 ...;m",

wobei allgemein die Koordinate " eine reelle Funktion aller

nk Koordinaten der 2 Punkte gy, . .., 1, ist, heiBBt ein Punkt-

mittel im Gebiet G, wenn folgende drei Eigenschaften erfiillt

sind :

(@) M (xy, . .., 1, ist eine eindeutige, stetige und symmetrische
Punktfunktion der in G frei veridnderlichen Punkte 1y, ..., Z,;

(b) der Punkt M licgt stets in G, insbesondere ist M (x, ..., 1) = 1;

(¢) hilt man 3y, ..., 1, fest, dann licfert die Punktfunktion

=M (x;, ..., L,_y, &, als Funktion von g, allein ecine to-
pologische Abbildung von G.2

® Fiir k=1 umfaBt iibrigen von den beiden durch (1), (IT), (IHI) bzw. durch
(a), (b), (c) definierten Mittelbegriffen keiner den anderen.
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Es ist klar, dal diese Definition invariant ist gegeniiber jeder
topologischen Abbildung von (. Die Frage, ob sich auf diese
Definition, oder auf eine eingeschrinkte Form derselben, indem
man von den durch M gemal (¢) verursachten topologischen
Abbildungen noch weitere Regularititseigenschaften fordert, eine
brauchbare und interessante Theorie aufbauen 1a3t, beantwortet
nur ein Versuch. Allgemeine Untersuchungen habe ich hieriiber
noch nicht angestellt, Fiir den Fall £ = 2 jedoch ergibt sich in
Verbindung mit der Theorie der analytischen Funktionen von
mehreren Verdnderlichen eine duBlerst interessante Theorie.

3. Analytische Mittelwerte. Die Betrachtungen sind verlegt in
die anschauliche komplexe z-Ebene. Dem Punktesatz zy, .

Ce Zp
wird als ,,Mittelpunkt’* zugeordnet der Punkt

g =Mz, ... 2.
M (2, ..., 5, ist cine analytische Funktion der # komplexen
Veridnderlichen 24, . . ., z,. Gerade die Forderung (b) erweist sich

als ungemein wirksam fir analytische Mittelwerte. Is ist itber-
raschend, welche starken Aussagen bereits auf Grund der doch
recht harmlos anmutenden Forderungen (a) und (b) gemacht
werden kénnen. Z. B. wird sich zeigen, dal} das Definitionsgebiet
eines analytischen Mittels immer einfach zusammenhingend ist.
Andererseits ist fiir ein analytisches Mittel jeder gentigend kleine
Kreis als Definitionsgebiet verwendbar. Ahnlich wie man mit

Hilfe des arithmetischen Mittels IR
72

die im gewdhn-

lichen Sinn konvexen abgeschlossenen Punktmengen des 4-di-
mensionalen Raumes definieren kann, indem sie namlich iden-
tisch sind mit den abgeschlossenen Punktmengen, welche mit
|

e T

7

jedem Punktesatz 1y, . . ., I, auch den Schwerpunkt b

enthalten, so 1iBt sich jedem analytischen Mittel M (2, . . ., 2,)
eine M-Konvexitit zuordnen. Dem Studium dieser Konvexitit
sind das zweite und dritte Kapitel dieser Arbeit gewidmet. Im
dritten Kapitel wird das Strukturproblem aufgeworfen und in
Angriff genommen, das Problem, aus der Struktur der Kon-
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vexitit auf die Eigenschaften des erzeugenden analytischen Mit-
tels riickzuschlieBen. Fir die quasiarithmetischen Mittel, d. h.
+ ...+ =z

n

- Z .
die aus dem arithmetischen Mittel ~* " durch einc kon-

forme Abbildung entstchenden analytischen Mittel, werden wir
dieses Problem in befriedigender Weise 16sen kénnen. Es wird
uns eine rein topologische Charakterisicrung der quasiarithmeti-
schen Mittel gelingen, und zwar werden wir zeigen, dal3 es fur
cin solches Mittel charakteristisch ist, daf3 die ,, #/-konvexe Hiille*
cines Punktepaares héchstens cindimensional ist; de facto ist
diese M-konvexe Hiille fir ein quasiarithmetisches Mittel ein
analytischer Kurvenbogen, was fir das arithmetische Mittel, wo
die konvexe Hille eines Punktepaars die Verbindungsstrecke der
beiden Punkte ist, gentigend bekannt ist. Die Tatsache, dal3 fir
alle nicht quasiarithmetischen Mittel die konvexe Hiille eines
Punktepaars, als ebene Punktmenge aufgefaBt, im allgemeinen
inncre Punkte enthilt, ist recht merkwiirdig und diirfte noch zu
schr interessanten Untersuchungen Anlall geben.

Dic genauere Einteilung der Arbeit ist dem an den Anfang
gestellten ausfihrlichen Inhaltsverzeichnis zu entnehmen.

Erstes Kapitel:

Allgemeines iiber analytische Mittel.

4. Definition des analytischen Mittels. Ich nenne die Funktion
M(zy,...,5,) (2 2 2) im schlichten Gebiet & der z-Ebene
cin analytisches Mittel (abgekiirzt: a. M.), wenn

(A) M (zq, ..., 2, im Polyzylinder
:,,\’ G v=1,...,n)
cine cindeutige, reguldr analytische, in allen ihren Ar-

gumenten symmetrische Funktion ist;

(B) M (zy,..., 2z) nur Werte aus G annimmt, insbesondere
M (z,..., 2) =sist.
Erfiillt das analytische Mittel 37 (gy, . . ., 2,) auBerdem noch die

folgende Eigenschaft:
4
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(C) Die Funktion &’ =f(2) =M (2, .. ., 2, _4, 2) vermittelt fiar
jedes System von Werten 2,y G,v =1, ..,7—1 cine
schlichte Abbildung von G,

so nennen wir M ein schlichtes analytisches Mittel.

Folgende Beispiele zeigen, daB3 es schlichte a. M. gibt:

1. M = Sl '—~—i, G (wegen (B)) irgendein konvexes

Gebiet der Ebene; speziell darf G auch die ganze Ebene sein.?

22 b s g2
2. M = V,?,{,,T*_,:l "2 T 72 G st das durch — o < ¢ << g,
3
o< r <L R, 5= re? gekennzeichnete Gebiet. Damit diese Funk-
tion ein schlichtes a. M. darstellt, mull wegen (B) und (C) der

Winkel o durch o <Za < L eingeschrinkt werden.
3

Ein analytisches, nicht schlichtes Mittel haben wir in

P
M (24, 25) = 71—;“2 + 2 (21— 5,)*
vor uns, wenn G die ganze Ebene ist.?

Die Loslosung der Eigenschaft (C) von (A) und (B), entgegen
dem Vorschlag in der Einleitung, wird sich noch als recht zweck-
maBig herausstellen. Wir werden ndmlich in der Folge noch er-
fahren, dal} die Eigenschaften (A) und (B) zusammen bereits das
Typische des ,,Mittelwerts' hinreichend charakterisieren, wih-
rend (C) nur cine Forderung aber das Verhalten im Grofien
zum Ausdruck bringt.

5. Das Bildmittel. Durch dic analytische Funktion w = ¢ ()
mit der Umkehrung 2 = /% (w) werde das Gebiet G umkehrbar
cindeutig auf das schlichte Gebiet A der w-Iibene abgebildet.
Es folgt dann unmittelbar, dall die Funktion

(5,1) N (wy, ..., w,) =g (8 (h(wy), ..., k& (w,))

3 Fir die in dieser Arbeit zu betrachtenden Gebicte gehdrt der Punkt
z = oc niemals zum Gebiet.
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ein analytisches bzw. schlichtes analytisches Mittel im Gebiet A
vorstellt (im Sinne von 4), je nachdem A/ cin analytisches bzw.
schlichtes analytisches Mittel in G ist. NV (w;,, ..., w,) hei3t
das Bildmittel des Mittels M (z, ..., 2,) vermdge der
Abbildung w = g (2).

Das Bildmittel

P (/z (ze'l) + ... + Y/ (w,?))

7

(5,2)

des arithmetischen Mittels nennen wir quasiarithmetisch; als
Grundgebiet eines quasiarithmetischen Mittels ist das schlichte
Bild cines konvexen Gebietes der z-Ebene vermdége der Abbil-
dung 2 = g (z) zu nehmen. Wir werden noch sehen, welche aus-
gezeichnete Stellung die quasiarithmetischen Mittel in der gan-
zen Theorie einnehmen. Von ganz wenigen Mitteln abgesehen,
sind dic meisten bekannten Mittel quasiarithmetisch; so z. B. das
geometrische Mittel, das harmonische Mittel, das quadratische
Mittel

Bl

2 N
]/ L (B 2D, usw.
Offensichtlich gelten die Sitze:

Jedes quasiarithmetische Mittel ist cin schlichtes
analytisches Mittel. Das Bildmitteleines quasiarith-
mectischen Mittels ist wicder ein solches.

Dafl aber nicht jedes schlichte a. M. quasiarithmetisch ist, er-
kennt man an dem in 4 als zwecites Beispiel angefithrten Mittel.
Angenommen, dieses Mittel wire quasiarithmetisch; dann gibt
es cine nicht identisch konstante analytische Funktion / () mit

b () Tt g o ) = A
/3 17T W W T Wy 2
Aus dem identischen Verschwinden der zweiten gemischten
partiellen Ableitung der linken Seite dieser Identitit folgt un-
mittelbar, daB3 / (e¢) konstant ist, im Widerspruch mit der oben
gemachten Annahme,
o
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6. Taylorsche Entwicklung. Wir entwickeln 47 (zy, ..., 2,) an
der Stelle 2, = ... =3, = 2. Wegen der Symmetrie folgt:

M<[Z+E_»1) ~~-:[l+zan>:y‘0+“1 (al—{- +£71)+P2 (Ely Cey E.n/\
Py Gy B

wobei Py (&g, ..., £, (=2, 3, ...) cin symmetrisches homo-
genes Polynom £-ten Grades ist. Fiir §;=... =§,=E£ crgibt sich
nach (B):

at+E=yuyfpu E+FP, & LB P E LB
also py=a, g, = :1 und

(611> Pk(i»---:z):0<é:2:3>'

Die Entwicklung lautet dann:

. . E ...+ &, . .
6,2) Mla+E,..,atiy=at T T SLGE L),

n
worin zur Abkiirzung Py (&, ..., E) A+ Py &y, o, B+ ...
= P (&, ..., §,) gesetzt wurde. Insbesondere folgt aus (6,2):
6.3) [8 M’J 1

2 O & dg=...=z,=0a #
7. Um tber B (&, ..., £,) Genaueres aussagen zu konnen,

brauchen wir cinen Hilfssatz aus der Algebra:

Hilfssatz: Essei P (xy, ..., x,)cinsymmetrisches Poly-
nom, fiir welches das Polynom P (x, ..., x) identisch
verschwindet. Dann gilt die Darstellung:

Plxy, .., x)=

3 . 2 . " - - -
Eand (x/'. x‘u) Q(\x},)x‘uaxl)"~)ﬂ’).—~1)x}. ~E—1)"'Y‘;L/t~])‘1/r<f-1!""'1)1/’
< n

A

wobei @ (¥, ¥s; 21, --+, 2,_2) €in Polynom bedcutet,
das in 3y, ¥ und in 2, ..., z,_, symmetrisch ist.

Beweis. Es gentigt den Satz fir den Fall zu beweisen, daf
P homogen vom Grad £ ist. Nun ist ¢in homogenes Polynom
eine Linearkombination von Potenzproduktsummen des betref-
fenden Grades:
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P =u S;'l e iy + B ‘Y'ul ity + ey
H 2 29
wobel iy a, = FL e Xy 4+
. f'n
X."1'~~/'11—x1 R + .0

(71 M A = == A

Bezeichnet man mit o; , die Anzahl der Glieder von

Siy .. i, >4 hoden Wert, den s, fura;=...=x,=1an-

nimmt, so gilt nach der Voraussetzung tber £ (xq, ..., x,):

o G/‘.l g +lec,ul --~“’n+ -e. = 0.
Daher ist mit s, o =% - ...+ 28 0 o = n:
”P:’f-(_cno...ole coiiy T 0 iy 5110...0)
_}_B(GILO...O‘Y/:I...,HH_‘G/ll.../rnsh(}...O) _{_

Hieraus erschen wir, dall wir unseren Satz allgemein bewiesen
haben werden, wenn er fur

p (xl) St xn) =7 *Y/'.l s iy - R (xh _{_ .‘L’

bewiesen ist. Um dies zu bewerkstelligen, zeigen wir zunéchst,

dal

(7>2> p (xli e xn) = ‘}-‘ (x;'—-le P}, i (xly ey xn)

i<

gesetzt werden darf, wo die p;, gewisse Polynome sind. Es ist
namlich:

p=lnait. ol Gl ]+

wo dic letzten Punkte jene Ausdricke andeuten sollen, die man

erhilt, wenn man auf den in eckigen Klammern gesetzten Aus-

druck jene Permutationen anwendet, welche iy ... ausxil.xg ‘n
e i

erzeugen. Weiter ist nach (7,1)

Pl el e

" A N A — .
—%“.”L”” (_1’11 X ,'L“”>411 — byt “n I)] +



54 Georg Aumann

demnach wird die Gleichung (7,2) bewiesen sein, wenn eine
Gleichung der Form

(7,3) 2w T
= (=) 2 (¥, - ) oo () gu ey, - 2y)
nachgewiesen ist. Fir den Fall » = 2 hat man

(7,4) w2 — i = (xy—xy) (@27 L AT,

Allgemein gilt:

’ T S )
252 — n
ia i ;. Joe A N S )
= (e i)l i a2 (),

woraus sich mit Hilfe von (7,4) die Giltigkeit von (7,3) durch
vollstindige Induktion ergibt.

Von (7,2) aus gelangt man aber unter Verwendung der Sym-
metrie leicht zu einer Darstellung, wie sie im Hilfssatz behaup-
tet wird. Unterwirft man die Gleichung (7,2) siamtlichen Per-
mutationen, so bleibt die linke Scite unverdndert wegen der
Symmetrie von p. Die entstechenden #! Gleichungen summicrt
man und dividiert durch »!. Es folgt:

(712*) P (Xl' c ,’Cn) = X (x/'._—x'u) p:‘n (xlv s xn)‘

A<

Hier ist z. B.

(75) 1 = (2])‘ (f[/.) oy S (lp))

il 2, il U TP B i PR PPN P ¥ &
wobei das zweite Summenzeichen die Summation tiiber die-
jenigen p; . angibt, die man aus p,, (¥, ... x,) erhdlt, wenn
man darin die xy, ..., x, auf allen mdglichen Arten so per-
mutiert, daB an der A-ten Argumentstelle x{, an der p-ten x5 zu

stchen kommt. Ahnliches gilt fiir das dritte Summenzeichen.
Deshalb ist

* * N
Dro (1, g, gy o, ) = Py o (Xg, Xy, Xy, .- ., ¥,), also

ﬁ1; (g, gy - ooy #y) = (X — %) g1 (Fy, Ay oy 2y)
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und allgemein
p}.:l = (x}._x/r,) 7/‘.,/, (xl’ ] xn)'

Weiter folgt aus (7,5), daB ¢;, in x;, x, und in 2y, ..., %, _y,
Xygtr oo Xy o1y Xy - X, Symmetrisch ist, und dall es ein
Polynom @ (¥4, ¥s; 215 - - -» Zn—2) gibt, das in vy, ¥5 und 2y, ...,
z,_» symmetrisch ist, sodal3

-
Grw =@ (X0 2,500 X X Ky Xy o )

gilt. Damit ist unser Hilfssatz bewiesen.?

Wenden wir jetzt diesen Hilfssatz auf die Polynome 2,
in 6 an, so erhalten wir fir die in der Potenzreihenentwicklung
(6,2) auftretende mit B abgekirzte Potenzreihe:

(7:6> §’B E-l! ct Y En) =

vy NS /Y oL E z 4
= (C_v'.»—ﬁ/J o (C-?.? C:;:r SRRy E.r/‘.+ IS Qlu—l) E‘u B EAL] En>;
i<
wobei ) (aq, #y; v1, ..., U, o) cine reguldre Potenzreihe be-
deutet, welche in 2y, 2, fiir sich und in 2y, ..., v,,__, unter sich
symmetrisch ist.

8. Beziehung zu den reellen Mitteln. Es gilt

Satz 1. Enthilt das Gebict G das reeclle Intervall /
und nimmt fir alle mdéglichen Werte von 2, ..., 2,
aus /dasin G schlichte analytische Mittel 4 (z,...,2,
nur reelle Werte an, dann ist 4/ ein reeclles Mittel
auf / {im Sinne von 1)

Beweis. Sei 4 ein beschrinktes abgeschlossenes Teilintervall
von /. Ich betrachte dort den Differenzenquotienten

B ’
[ﬂj (Sly Foy ey 571) ’—jl[(zly Zoy o ey 371) oL
J : : ﬁ = — — far gy == 24,
/= “L et
l ¢ M . ,
- fiir 2y = 21
l 0z

fir alle 1, zq, 25, . . ., 2, aus 4. Da 4 beschrinkt und abgeschlos-
sen ist, so wird

* Vielleicht J40t sich unter Verwendung des Hilbertschen Nullstellensatzes
ein kiirzerer Beweis unscres Hilfssatzes gewinnen.
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unt. Gr. |F|
()3 4

irgendwo auf 4 angenommen und mull wegen der Schlichtheit
von M (zq, . . ., z,) bezlglich z; dann positiv scin. Da # reell ist,
so hat es auf 4 also stets dasselbe Vorzeichen; aus (6, 3) folgt
nun, daf3 # auf A4 positiv ist, genauer, dal

(8,1) F>c>o.

Damit ist bereits die Eigenschaft (I1I) (s. 1) nachgewiesen. Aus
(8,1) kann man nun ganz leicht das Bestehen von (IT) nachwei-
sen. Wir setzen 57 <z, <. .. <oz, 2 << 2, Mit 2} = 2, wird
aus (8,1) unmittelbar

M (zq, 20y o -y 2q) XM (2, 29, - - -, 29) — 6 (5, — 21).

Weiter besagt (8, 1) zusammen mit der Symmetrie, dal3 die
Funktion M (#, . . ., %,) hinsichtlich jedes ihrer Argumente mo-
noton wachsend ist; daher gilt mit Benutzung von (B):

M (2, 25, - - 5 23) _S_ M (2 2y ooy 2n) = 2
Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt
M (Zli e Zn) g p— O (“’n - 31)!

womit das Bestehen der einen Ungleichung von (II) gezeigt ist,
und zwar mit p = ¢. Analog beweist man die andere Unglei-
chung. Schliefilich erkennt man die Eigenschaft (I) als direkte
Folge von (A), womit der Beweis von Satz 1 zu Ende ist.

9. Der einfache Gebietszusammenhang. Aus den Beispielen
von 4 und den Uberlegungen von 5 geht hervor, daB in jedem
einfach zusammenhingenden Gebiet schlichte a. M. existicren.
Jedes solche Gebiet 148t sich nidmlich schlicht und konform auf
ein konvexes Gebiet abbilden, und in einem konvexen Gebiet
gibt es ja mindestens ein schlichtes a. M., ndmlich das arithme-
tische Mittel. Es drangt sich hier die Frage auf, ob denen nicht
die zundchst als Bedingungen fiir 47 erscheinenden Forderungen
(A), (B) und (C) implizit auch Bedingungen fiir G enthalten,
und welches dann ctwa notwendige und hinreichende Bedingun-
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gen dafiir sind, da3 in einem Gebiet G analytische und sogar
schlichte a. M. existieren. Auf diese Frage gibt cine vollstindige
Antwort der

Satz 2. Das schlichte Gebiet &G der z-Ebene ist dann
und nurdann Grundgebict cines analytischen Mittels
Mz, ...,2,), wennescinfachen Zusammenhang besitzt.

Beweis. Dal} die Bedingung hinreicht und dal} es, falls &
einfach zusammenhingend ist, auch in G schlichte a. M. gibt,
ist bereits durch obige Bemerkungen klargestellt. Die Notwen-
digkeit dieser Bedingung werden wir daran crkennen, daf3 cs
kein a. M. gibt, dessen Grundgcbict mehrfach zusammenhin-
gend wire.

Zunichst iiberzeugen wir uns davon in dem einfachsten Fall,
wo G das Gebicet |z| > o ist. Angenommen, M (zq, . . ., z,) ist cin
a. M. in G; nach (B) ist dann dort |47 (zy, . . ., 2,)| > o. Die uni-
verselle Uberlagerungsfliche von G wird durch z = ¢* umkehr-
bar eindeutig auf die ganze z-Ebene abgebildet. Daher ist
M (e, ..., ") eine in der ganzen u-Ebene cindeutige regulare
Funktion, welche nirgends verschwindet. Die Funktion

(9,1) H (oy,y oo 1) = log M (M, ..., e"n)

mit der Iestsetzung A (0, ..., 0) = o ist fir jedes cinzelne Ar-
gument z, nach jedem Punkt der z-Ebene hin analytisch fort-
setzbar. Nach dem Monodromiesatz ist sie also bei Festhaltung
von 72 — 1 ihrer Argumente fur das n-te Argument eine ganze
Funktion; dann ist sie aber nach einem bekannten Satz von
Hartogs® cine ganze Funktion aller ihrer Argumente. Insbe-
sondere ist nach (9, 1)

(9,2) H(u, ..., 0)=u.

Weiter folgt aus (9,1)

H (g + 27d, 009, i) =H (0q, ..., 0)) - 2k,

® I'. Hartogs, Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unab-
hiangigen Verinderlichen, insbesondere tiber die Darstellung derselben durch
Reihen, welche nach Potenzen von einer Verdinderlichen fortschreiten, Math.
Ann. 62 (1900), S. 1, siche Satz auf S. 19,
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wobel £ cine feste ganze Zahl bedeutet. Auf Grund der Sym-
metrie erhilt man dann

H @y +2wd, .. u, +2ni) =H (uy, ..., n,) + 2knwt

und hieraus fiir 2, =#, = ... =, = unter DBenutzung
von (9,2)

1w+ 2mi =u-f 2knTi,
also

1 = £u,

was wegen 2 2~ 2 einen Widerspruch darstellt.

Unsere Annahme, dall A7 (24, .. ., z,) cin Mittel in & ist, hat
sich damit als falsch herausgestellt, d. h. es gilt: Im Gebiet |z| >o0
gibt es kein a. M.

Sei jetzt G ein mehrfach zusammenhingendes Gebiet mit min-
destens zwei endlichen Randpunkten. Den Nachweis, dal3 auch
in einem solchen Gebiet kein a. M. existieren kann, erbringe ich
mit Hilfe des zuerst von C. Carathéodory bewiesenen Starr-
heitssatzes.® Er lautet:

Es sei G cin schlichtes mehrfach zusammenhingen-
des Gebietder s-Ebene, das den Punkt 2z = o0 in scinem
Innern enthilt und mindestens zwei endliche Punkte
zu Randpunkten hat. Die Funktion f () sei reguliir und
eindeutiginGj;aullerdemsei f(0) =oundeswerdedurch
z' =f(z)das Gebiet Gaufeine Punktmengcabgebildet,
die in G enthalten ist. Dann gibt es einc positive Zahl
Q <1, sodaBjede Funktion f (2), die die angegebenen
Eigenschaften besitzt, eine topologische Selbstabbil-
dung von G liefert, sobald

/(o)) >
ist.
2511
Esgiltdannsogar f'(0)=e¢ P, wobecip, ¢tecilerfremde,
positive ganze Zahlen bedeuten, und nur wenn z =o0
ein Symmetriecpunkt von G ist, kann p > 1 und dic er-

¢ Siehe G. Aumann und C. Carathéodory, Ein Satz iiber die konforme Ab-
bildung mehrfach zusammenhiingender ebener Gebicte, Math. Ann. (1934).



Grundlegung der Theorie der analytischen Mittelwerte 50

wihnte topologische Selbstabbildung von der identi-
schen Abbildung verschieden sein.

Nun zum Beweis unserer Behauptung. Sei 2, irgendein innerer
Punktvon G. Wirnehmen an, dal} die Funktion 47 (24, ..., z,) in
G cin a. M. darstelle. Dann bilden wir die Funktionenfolge

Mz, 20) = M (2,2, ... 2 2,

allgemein M), (z, z0) = M), (2, My (2, 2)) (£ =2,3,...).
Offenbar ist M), (24, 2o) == 2, und

d at—1
0  e=|g M| 5
dies folgt ja unmittelbar aus den Entwicklungen von 6. AuBer-
dem nimmt die Funktion A7, (2, z5) nur Werte aus G an. Zum
Punkt z, von G gibt es nach dem Starrheitssatz eine Konstante
Qy < 1; wihlt man nun £ so grol3, dal}

!

n

(R 1 Q
i S

7l 0

ist, so mufl nach dem Starrheitssatz |z| = 1 sein, was aber wegen

ﬂh_

1 . - _ .
<< 1 mit (9,3) in Widerspruch steht. Damit ist die An-
7
nahme, es gibt in & cin Mittel, hinfillig; der Satz 2 ist somit

restlos bewiesen.

10. Einteilung der analytischen Mittel. Auf Grund von Satz 2
haben wir unsere Betrachtungen auf einfach zusammenhingende
Gebiete zu beschrinken. Ein einfach zusammenhingendes Ge-
biet ist entweder identisch mit der ganzen Ebenc, oder konform
aquivalent mit dem Innern des Einheitskreises. Ein Mittel ist
daher entweder cin ,,ganzes Mittel”, d. h. sein Grundgebiet
G ist die ganze endliche Ebene, oder es ist das konforme Bild
cines , Kreismittels®, so wollen wir ein Mittel nennen, dessen
Grundgebiet der Einheitskreis ist. Die Theorie der a. M. zerfallt
damit in zwei Teile:

1. Theorie der ganzen Mittel,

2. Theorie der Kreismittel.
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Man lkann die allgemeine Form eines ganzen Mittels sofort
anschreiben; nach (6,2) und (7,6) gilt:

2y + ... +2p
(10,1) Mz, .y zp) ="t
7
Loy 232 . o
T (“/‘._—""’u) Q (Z;_, Zuy B By Firn o i Bk e Zn)»
<

wobel Q (2y, 24; v1, . . ., U,_5) eine beliebige in 7, #, und in
oy, - .., Uy_o symmetrische ganze Funktion von 2 Verinder-

lichen ist.

Soll das Mittel (10,1) fiir jede einzelne Verdnderliche in der
ganzen Ebene schlicht sein, dann mul} sie in jeder ecinzelnen
Veridnderlichen linear sein, d. h. es mufl @ = o sein. Es gilt
also der

Satz. Das arithmetische Mittel ist das einzige ganzec
Mittel, das zugleich schlicht ist.

Dic Bearbeitung der fundamentalen Probleme iiber Kreis-
mittel, wie z. B. des Koeffizientenproblems, des Schlichtheits-
problems usw., sei einer bald folgenden Arbeit vorbehalten; die
noch folgenden beiden Kapitel dieser Arbeit sind den rein geo-
metrischen Fragen gewidmet, zu denen die grundlegenden
Definitionseigenschaften (A) und (B) von 4 Anlaf3 geben.

Zweites Kapitel:

Die zu einem analytischen Mittel gehorige Konvexitiit.

11. Die M-konvexen Mengen. Wenn man sich der einfachen
geometrisch-anschaulichen Eigenschaften erinnert, die das Hand-
haben des arithmetischen Mittels so bequem machen, so kommt
man dazu, auch bei der Behandlung der allgemeinen a. M. geo-
metrische Betrachtungsweisen einzufiihren. Der Begriff, um den
sich die dabei ergebende ,,Geometrie der Mittel” gruppiert, ist
die durch ecin a. M. erzeugte Konvexitit; diese 47-Kon-
vexitit definieren wir folgendermalen:

Sci Mz, ..., 2z,) cin a. M. in G; dic Teilmenge 4 von G
heilt J7-konvex, wenn mit dem Satz 2y, .. ., 2, von Punkten
von A auch der Punkt 2 = M (g, . . ., £,) zu A gehort.



Grundlegung der Theorie der analytischen Mittelwerte 61

Es gibt M-konvexe Mengen; jede aus cinem einzigen Punkt
bestchende Menge ist eine solche. Die Menge G ist selbst M-
konvex nach (B). Wir werden uns aber gleich davon tiberzeugen,
dal} es bei vorgegebenem M auBer den eben erwidhnten Beispie-
len von M-konvexen Punktmengen, die ja doch als ausgeartete
Fille zu betrachten sind, stets noch andere A/-konvexe Punkt-
mengen gibt. Die Bezeichnung ,,konvex* wird dadurch gerecht-
fertigt, daB3 cine abgeschlossene at n —+——Zn-konvexe Punkt-
menge nichts anderes ist als eine abgeschlossene, im elementar-
geometrischen Sinn konvexe Punktmenge. Bezeichnet man die
leecre Menge auch als A/-konvex, so gilt offenbar der Satz:

Der Durchschnitt von beliebig vielen #/-konvexen
Mengen ist wieder M-konvex.

Aus der Taylorschen Entwicklung (6,2) ist zu erschen, dal}
sich cina. M. im Kleinen ungefahr verhalt wie das arithmetische
Mittel. Daher ist zu erwarten, dafl die Beschaffenheit der Kon-
vexitit eines a. M. im Kleinen Ahnlichkeiten aufweist mit der
des arithmetischen Mittels. Wenn auch prinzipielle Unterschiede
vorhanden scin konnen (und bei nicht quasiarithmetischen Mit-
teln tatsichlich auch vorhanden sind, worliber wir uns noch im
dritten Kapitel dicser Abhandlung zu unterhalten haben), so be-
stchen doch gewisse gemeinsame Eigenschaften. Die Wichtigste
davon ist ausgedriickt im

Satz 3. Ist M (z,....2z,) cinin G analytisches Mittel,
so gibt es um jeden inneren Punkt @ von ¢ als Mittel-
punktcinenin & gelegenen Kreis mitder Eigenschaft,
dal jede dem Innern dieses Kreises angehérige Kreis-
scheibe M -konvex ist. -

Beweis. Wir haben dic folgende Abschitzung des arithme-
tischen Mittels zu benutzen:

Ist |z, <7 fiirv=1,2,..., % dann gilt
L e ) A \I c - AE— ] 2
3 Y . Max | 2, — 2,
(11,1) 1T T <n T ) %
7 = 4 nr

In der Tat, clementare Schwerpunktsbetrachtungen zeigen,
daB fir |z, | <7 und Max |2, — 2,| = 279 > o die Funktion
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A= act- j_il! thr Maximum erreicht fir dasWertesystem
! 7 |

2

¥

5y =G+ i, sy =0—1in, z3=...=23,=7,

= ’!,/”;2“: “/Ié )

Dies ergibt den Maximalbetrag

2l 2 2
Ar_2to—2)r 2w
” nr+{= nr
womit die obige Abschitzung bewiesen ist.
Sei nun ¢ = o. Dann gilt nach (6,2) und (7,6):
= s
(11,2) Mz, ..., 20) = a1t 7 vt
¢
4 X () Q (a, s
A<

Wird Max 2 (z1s 20 - = D (R) gesetzt, dann ist,

<R

lim D (R) = ‘Q (0, 0; 0, ...) und fiir 7, < R crgibt sich

R0
aus (11,2)

31-{’— x _(—Zil

(11,3) M(zy ..y 50) — =

< (Z) D (R) Max z,—z, 2

. . 1 .
Da D (R) mit B> o monoton abnimmt, » monoton zunimmt, so

kann man ein R; > o derart wihlen, dal3

(11,9) (’2’) D (R)) Inl =

Stellt nun |z — & | <C » irgendeine Kreisscheibe im Innern von
|z] <7 R, dar, so ist » = R, also nach (11,1), (11,3) und (11,94
innerhalb diescr Kreisscheibe
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F- A SR S| Max ' z,—z. 2
1 n :
Mz, oz — 2 < e T ——
7 4nr
Lz ...tz | Max | 2, — 2,0 |2
LSk o/ S PR | v 2
| 7 4nr

woraus folgt
| M (zy, ..., z)— b | <7

Diese Ungleichung besagt, daB die Kreisscheibe [z — 6| < # cine
M-konvexe Menge ist. Der Satz 3 ist damit bewiesen.

Es ist sicher, dal3 ganz allgemein bei beliebigen Ovalscheiben
mit ciner Begrenzungskurve, deren positiv gemessene Krim-
mung cine positive untere Schranke hat, entsprechende Sitze
im Kleinen Geltung haben; cs liegt nicht in meiner Absicht, niher
darauf einzugehen.

12. Das Schwarzsche Lemma. Fir Kreismittel 1a0t sich das
Ergebnis von Satz 3 noch auf ganz andere Weise ableiten und
dabei sogar noch verschirfen. Wir beweisen ndmlich den

Satz 4. Ist M (s, ..., 2, cin analytisches Mittel in
|z| <71, dann ist jede in diesem Kreis enthaltene Kreis-
scheibe M-konvex.

Beweis. Sind A4 und B zwei Punkte in dem durch
|z, <1 (v=1,... 2 charakterisierten komplex 7-dimensio-
nalen Gebict &, so werde die Distanz der zu & gehérigen Cara-
théodoryschen Metrik? durch Dy (A4, B) bezeichnet. Sind @,

cooa,und by, ., 6, die Koordinaten der beiden Punkte, dann ist

(12,1) Dy (4, B)= Max X (a, b,),

p=1, ..., n

wobei /7 (a, 4) dic nichteuklidische Entfernung der Punkte 7 = «
und z = 6 in der Kreisscheibe |z] < 1 bedeutet. Fiir das Gebiet
® lautet dann das Schwarzsche Lemma:

Ist f(Z) = f(z, ..., 2, eine in & analytische Funktion und
ist fiir jeden Punkt Z der absolute Betrag von f (Z) kleiner als 1,
so gilt fir jedes Punktepaar A, B aus &:

(12, 2) ZA(f (1), [ (B) <Dg(4, B).

7 C. Carathéodory, Uber das Schwarzsche Lemma bet analytischen Funk-
tionen von zwei komplexen Verinderlichen, Math. Ann. 97 (1927), S.76—¢8.
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Wir wenden nun das an auf die Funktion M (2, ... z,)
= M(Z). Fir A4 wihlen wir den Punkt (o, ..., 0), fiir B den
Punkt (64, . . ., 6,),indem | M (zy, ..., 2,) | fiir [z, =7, 0 < <1,
das Maximum annimmt. Dann ist nach (12,1), (12,2)

Efo, M(B))=E (0o, M (B)) < Dy (4, B)
= Max £({(o,4,)= K (o, ),
¥y=1,..,n

also

I‘;‘{(Zl! e Zn)l —g I‘A{(bl? o &n)( é ”

fur alle z, mit [z, < 7.

Damit ist zunichst die M-Konvexitit fiir jede Kreisscheibe
mit dem Mittelpunkt z = o nachgewiesen. Fiir jede andere Kreis-
scheibe folgt es aber dann durch Anwendung ciner konformen
Selbstabbildung von |z | <1, durch die M (s, ..., 2,) wieder in
ein Kreismittel und der fragliche exzentrische Kreis in einen zu
| 2] = 1 konzentrischen itbergefithrt werden. Damit ist Satz 4 be-
wiesen. Man kann ihn, wiec man ohne weiteres cinsicht, noch in
etwas andercr Weise ausdriicken:

Satz 4a. Jede ineiner M/-konvexen Kreisscheibe ent-
haltene Kreisscheibe ist ebenfalls #/-konvex.

Hier ist fiir Kreismittel noch cine interessante geometrische
Tatsache zu erwihnen; sic folgt unmittelbar aus Satz 4:

Seien in |z|<C 1 die Punkte z, ..., vorgegeben. Man be-
trachte dic Gesamtheit aller in |2 | < 1 gelegenen Kreisscheiben

|z - 6| < g, welche die Punkte z,, . . ., 2, enthalten. Der Durch-
schnitt aller dieser Kreisscheiben ist ein im gewdéhnlichen Sinn
konvexes Kreispolygon K (2, ..., 2,) cinschlicBlich sciner
inneren Punkte (s. Figur 1, wo # = 3). Die nur von 2, ..., 2,
abhidngige Punktmenge K (2, ..., 2,) enthilt dic Punkte z,

., 2, und ist fir jedes Kreismittel 4/ eine #/-konvexe Menge.
Daher liegt der Mittelwert M (z, . . ., z,) eines jeden Kreismittels
stets auf der Punktmenge X (z, .. ., 2,).

13. Die M-konvexe Hiille. Um mit A7-konvexen Mengen besser
operieren zu koénnen, fithren wir einen neuen Begriff ein, die
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M-konvexe Hiille einer Punktmenge; wieder sei M (2, .. ., 2,)
ein a. M. in G. Wir definieren:

Unter der M-konvexen Hulle 4, der in G abgeschlosse-
nen Teilmenge 4 von G verstehen wir die kleinste, A enthal-
tende, in G abgeschlossene, M/-konvexe Teilmenge von G.

Sie existiert und 148t sich folgendermaBen herstellen. Wir bil-
den die Mengen A = 4 und fir A >0

(13,1) ACFD = X /R

2y ..atp 4 A@)

d. h. die Vereinigungsmenge aller einpunktigen Mengen
|M(zy, . .., 2,)}, wobei zy, . . ., z, die Punktmenge 4 durchlau-
fen. Offenbar ist 49 { AW { 4®{ ... | G und daher

(13,2) G-lim AW =18
L= 00

vorhanden. Ich behaupte nun, da 4, = L. In der Tat, zunichst
folgt unmittelbar, daB Z in G abgeschlossen ist. Weiter ist L

8 G -lim A4G) ist der Durchschnitt von G mit dem gewdhnlichen abge-
schlossenen Limes der Mengenfolge 4(0), 4Q1), ... (siehe F. Hausdorff, Men-
genlehre [1927], S. 1406).

9
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eine M-konvexe Menge; sind ndmlich #, . . ., 5, Punkte von Z,
dann gibt es nach (13,2) zu jedem A =0 je n Punkte 4, . £
aus 4™, so daB firv =1, ..., %

z,= lim E¥.
100

Daher ist wegen der Stetigkeit von M (24, . . ., 2,)

Mz, ...y 2,) = lim EPD = EX,
1= 00
wobei M (Y, .., EH) =E® einen Punkt aus A“FY bedeutet.
Somit ist £* nach (13,2) ein Punkt von Z. SchlieBlich ergibt
sich aus der Konstruktion der 4%, daB 4 ,, den Ungleichungen

AW { AM
zu gentigen hat. Nach all dem Vorausgehenden ist also
AM{ L { A

das ist aber gerade die Behauptung von oben.

Durch die Mengenfunktion 4 ,; wird die von 4 erzeugte Kon-
vexitdt zur Geniige beschrieben; es wird daher vor allem darauf
ankommen, die Eigenschaften der Funktion 4, zu studieren.

Aus dem Satz 4 ergibt sich fur die M-konvexe Hiille eine be-
deutsame Folgerung:

Satz 5. Ist M (2, ..., 2,) ein Kreismittel, so ist die M-
konvexe Hiille jeder absolut-kompakten Menge wie-
der absolut-kompakt.

Ist nimlich A4 eine absolut-kompakte Menge von |z} < 1, d. h.
beschrankt und (in bezug auf die Ebene!) abgeschlossen, dann
ist sie enthalten in einer Kreisscheibe |z] < ¢ < 1. Nach Satz 4
ist auch die Menge A4 in dieser Kreisscheibe enthalten, als eine
in |z] < 1 abgeschlossene Menge dann absolut-kompakt, w.z. z. w.

Die Aussage von Satz 5 gilt natiirlich auch fiir jedes Bildmittel
eines Kreismittels; dies ergibt mit Bezug auf Satz 2 den

Satz 5a. Besitzt das Grundgebict G des analytischen
Mittels M (zy, ..., 2,) cinen endlichen Randpunkt, dann
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ist die M-konvexe Hiille A, jeder absolut-kompakten
Teilmenge A4 von G wieder absolut-kompakt.

Die Bedeutung dieses Satzes wird einem erst dann klar, wenn
man sich davon iiberzeugt, daB3 fiir ganze Mittel (s. 10) die Ver-
hiltnisse andere sind; dies zeigt das folgende Beispiel:

21+ 2

2

Fiir das ganze Mittel 47 (2, 25) = -+ 3 (29 — 25)% ist
2

die M-konvexe Hiille 4, der aus den Punkten # = o, & = 1 be-

stchenden Punktmenge A die nicht absolut-kompakte Menge

der Punkte

Z2=20, 1, 2, ..., W, ....

In der Tat, es ist M (m, m + 1) = m + 2, und

12y - o - 3 (492 — #19)2
M (mq, my) = T T _~_3<>1,f, y?,),
2

eine ganze, nicht negative Zahl fiir ebensolche 24, 1,.

Drittes Kapitel:

Uber die Struktur der M-konvexen Mengen.

14. Das Strukturproblem. Es ist nahelicgend zu versuchen,
aus der topologischen Struktur der A/-konvexen Mengen Riick-
schliisse zu zichen auf das erzeugende a. M. M (2, .. ., 2,). Man
kann ruhig behaupten, daf} dieses Problem in seiner ganzen All-
gemeinheit zu den schwierigsten Problemen der Theorie der a. M.
gehort. Dieses Hauptproblem der ,,Geometrie der a. M.* kénnte
man ctwa so formulieren: Vorgegeben ist im einfach zusammen-
hingenden Gebiet G der z-Ebene eine Mengenfunktion ¢(A4),
A eine beliebige in G abgeschlossene Teilmenge von G. Welches
sind notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, dal
¢ (A) identisch ist mit der Funktion Ay, eines in G a. M. M?
Wir sind noch weit von einer Antwort auf diese Frage entfernt.
Es drfte zweifellos richtig sein, daB3 durch die Funktion A4 ,, das
a. M. A7 cindeutig bestimmt ist; aber auch hicrfiir fehlt ein Be-
weis. Was allerdings die quasiarithmetischen Mittel anlangt, so

5*
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bin ich in der Lage, fiir sie eine Losung des Strukturproblems
zu geben. Das wird die Hauptaufgabe dieses Kapitels sein.

15. Eine Hilfskonstruktion. Wir wollen zunichst einen all-
gemeinen Satz Uiber die M-konvexen Mengen eines Kreismittels
herleiten. Dabei werden wir von einer Hilfskonstruktion Ge-
brauch zu machen haben. Sei M(z, . .., 2z,) in |z] <1 ein a. M.,
ein Kreismittel; ¢ und é seien zwei Punkte in |z| < 1. Dann bil-
den wir die Punktmenge & (a, ) auf folgende Weise:

f (a, &) ist der abgeschlossene Limes der Mengenfolge
91, @2, @3, ey

§t, besteht aus endlich vielen Punkten. Um das Gesetz libersicht-
lich zu formulieren, werde ich die Punkte von §, in einer be-
stimmten Reihenfolge anfithren:

n‘ll )\
(15:1) o= ;.:\;0 {él (;Z‘“)}'

Sind #, v irgend zwei Punkte aus |z[ < 1, dann bezeichne ich
mit R (x, v) die Punktreihe

n:\:f M (.o 0, . D),
»—mal
Dann ist
Ko = {a} -+ {5}»
%= la} + R @ ) + 8] = X {a O,

®, ., entsteht aus &, durch Erweiterung, indem man zwischen
je zwei aufeinanderfolgenden Punkten #, v der Reihe von &, die
Reihe R (#, v) einschiebt; dabei ist dann, wie man sich leicht

iiberzeugt:
Y Anh
Flom] = FA T )

womit die Bezeichnungsweise gerechtfertigt erscheint. Weiter ist
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@1 0101
und

lim 8, = & (a, 4).

=0 !
Die Punktmenge &, und auch (e, 6) liegen nach den Bemer-
kungen am Ende von 12 auf der Kreiszweiecksfliche X (a, &),
dessen Rand gebildet wird von den beiden Kreisen, die durch
a und é gehen und den Kreis | z| = 1 beriihren.
Nun behaupte ich, dall & (g, 6) ein Kontinuum ist. Zu-
niachst weisen wir nach, dal3 der Maximalabstand

DY A—1
du = Max al - )—al |
’ Iz ; 7' ne |

=1,

zwischen zwei aufeinanderfolgenden Punkten von §, fiir p > oo
gegen Null konvergiert. Zu diesem Zweck betrachten wir den
Ausdruck

v—mal
e N,
M (uy, ..., u, v,...,0) —
(13,2) 6= unt. Gr. Max ( ’ et 77’)777‘
vy K(ag,)\r=1,..,n—1 UV — U |

Angenommen, ¢ = 0. Dann gibt es drei Folgen

<15a3> {%/‘.}y {Z})_}’ {V/‘.} (7\: 1, 2, .. )
mit %, -~ v;, sodal}
i
e e,
(15’4) lim {l{(7‘/y .. ”,u;", 7{/‘.) cey 2/‘.)!'— u,, = 0.
js OO U,

Da die 7, und v, in K (a, 6) liegen und die v, ganze Zahlen sind,
so kann man eine Indizesfolge ausfindig machen, fiir welche die
zugehdrigen Teilfolgen der Folgen (15,3) konvergieren. Der Ein-
fachheit nehmen wir gleich an, daB es bereits die Folgen (13,3)
selbst tun. Insbesondere kénnen wir v, ==v; > 1 setzen. Nun
behaupte ich, daf

v* =limo, -F lim «, = u*
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ist. Wire namlich v* = «*, so wirde dies nach (15,4) hecilen:

0
(15,5) [% M (e, ..., 2, v, .., v)] =0
——— Ju=v=u

Andererseits folgt aus der Taylorschen Entwicklung (6,2) mit
(7,6), daB

0
[a—jl/f(u,..., u, v, ... v)] = 1>
ov ——————— 1= =t -
”
ist, was mit (15, 5) in Widerspruch steht. Daher ist o* -= 2%,
also nach (13, 4)

M (u*, .. u¥ 0¥, L v%) = a¥.
—
)’y
Das ist aber auch unméglich; denn man kann durch z = #*
cinen Kreis C legen, der 2 = ¢* im Innern enthilt und ganz im
Innern von |z | <1 liegt. Variieren vy, .. ., v,, auf der zu C
gehorigen Kreisscheibe, dann miussen die Werte der Funktion
M (u*, ..., u* vy, ..., v, ) cine ganze Umgebung von »* tber-
decken.® Das steht aber damit in Widerspruch, dafl nach Satz 4
die abgeschlossene Kreisscheibe von € eine A/-konvexe Menge

ist. Damit ist die Annahme, ¢ = o, widerlegt; es ist ¢ > 0.
Wegen (6,3) ist aber ¢ < 712 < 1.

Nun ergibt sich fiir &, . sofort eine Abschitzung durch 4.

Ist nidmlich mit
MN—1 A
a//:a 31 é”"—‘-[l' 1
g+ 1 it 1
d//—‘,—l :[(ZN éu:t,

so gehodrt wenigstens einer der Punkte @', 4" einer Punktreihe

. ho— A . .
R (@, ") an, wobei o' =a (*On“ f) - (n(-’)‘) gesetzt ist. Da die

Punkte &', &' dem Kreiszweieck X (a/, 4'), dessen Offnungs-

8 M (u*, ..., u*, vy, ..., vyy) kann nimlich nicht identisch konstant gleich
2% sein.
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winkel nicht gréBer ist als der von X (g, 4) [die Punkte 2', &' liegen
jaauch in X (a, é)] angehéren, so ist nach Definition von ¢ und

N (u, v)

(15,6) d/,+1=|a”——é”|§w[a’——é’;gwdﬂ.
Die Grofie o ergibt sich dabei auf folgende Weise (s. Figur 2):
Man zeichnet zu X (a, 4) ein dhnliches Kreiszweieck X’ mit den
Ecken z = o0 und z = 1. Um den Punkt o schligt man einen

Fig. 2.

Kreis mit dem Radius a; dieser Kreis scheidet den Rand von K7
in den Punkten 4, und B,; dann ist der Abstand des Punktes
Ay vom Punkt & =1 gleich ». Offenbar ist

o < 1.
Aus (15,6) folgt 4, = " d, und hieraus

(15)7) llm a’,.u:_‘—o'
> 00

Die abgeschlossene und beschrinkte Punktmenge & (e, §) ent-
hilt also die &,-Kette1® & ,; wegen (13,7) ist daher 1 & (¢, ) zu-

sammenhingend, also ein Kontinuum, w. z. b. w.

16. Wir zeigen nun, daB § (e, ) bei festem @ stetig mit &6
variiert, d. h., da3 fir lim 6,= 4
X =00

lim & (a, 6,) = & (a, b).
bu">b

In der Tat, sei 1. z ein Punkt von § (e, ). Dann ist zu zeigen,
daB in jede beliebige Umgebung von z fast alle & (a,6,)

10 ¥. Hausdorff, Mengenlehre (1927), S. 158, 159, Satz XIV.
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Punkte schicken. Nach Definition gibt es zu jedem € >> 0 ein
to, 50 dall der Punkt & (pg) von g, py == % gesetzt, um weniger
alsZ— von z entfernt ist: a (pg) = P4 (4). [1)Zie Funktion @y, (4) ist
als eine Funktion, welche durch py-malige Ineinanderschachte-

lung von A/ entsteht, stetig, d. h. [P, (8") — Dy (8) | < ° fiir
2
|6" — 6] << 7. Sobald %> %, ist, gilt aber |4, — 4| <4, und

dann ist

|Z—(D00 <éy)!<€;

dabei ist O¢y (6,) ein Punkt von & (4, 6,), w. z. z. w.

Sei jetzt 2. z ein Punkt von lim & (a, 4,); wir haben zu zeigen,

x> oo
daB dann z auch Punkt von & (g, &) ist. Es gibt eine Punktfolge
21, Za - .., (2, ist Punkt von & (g, 4,)) mit lim z, = z. Man

K—> OO
kann s, ersetzen durch einen Punkt , der Kette &9, die zu

1y,

K (@, 6,) gehort, und dabei immer annchmen, dal3
. 1
IZH_ Sy l < ; und E‘L»:+1 g Ly

ist. Dann gilt lim £, = z. In der Kette & habe &, die Num-
2—> 00 nE

A,
mer &, d.h. £, = a,(p,) mit p, = - . Dann ist 0 < g, < 1.
7'

Man kann eine Teilfolge ausgreifen, fiir welche die Folge der
zugehorigen p konvergiert. Der Einfachheit halber nehmen wir
an, daB} bereits die Folge

P P2» Qas - -
konvergiert und lim p, = & ist. Nun lassen sich zwei nicht nega-

: & £
tive Zahlen 6; = -, 6, = ° i
72

—— = 1 derart bestimmen, daf
=

6y < g < gy ist. 1!

1'Wenn ¢ =0 ist, dann ist ¢; = o und statt der obigen Umgleichung
0 < 6 { o, zu setzen, Entsprechendes gilt fiir 6 = 1.
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Fir die Punkte
a, (Gl) = (I)Gl (bu>)
@y <G2) = (D62 (67:>

von ®) uw = s, ist dann

lim a, (5) = @, (8),
= co
hm a, (62> = q)(jg <&>;
=20

auerdem ist der Punkt &, = ¢, (p,) =¥, (4,) in der Punkt-
menge K (a,(o1), a,c,)) enthalten, sobald p, zwischen 6; und
6, liegt. Nun ist wegen der Stetigkeit der Punktmenge X (a, 6)
in e und é:

lim & (a, (o), a, (o)) = K (D, (8), D, (5)).

K-> OO
Der Punkt 2 liegt also in X ((Dﬁ1 ®), o, (6)). Da der Durchmes-

ser dieser Punktmenge nicht gréer ist als &,,, so folgt
2= (6) <dn< ol a—b,12

d. h. der Abstand des Punktes z von der beschriankten abgeschlos-
senen Menge & (@, 4) ist kleiner als o' |a—6|. Fir 2 = oo folgt
hicraus, dal3 z den Abstand o davon hat, d. h. Punkt von & (e, 4)
ist. Damit ist die Stetigkeit von & (a, ) vollstindig nachgewiesen.

17. Ein Hilfssatz aus der Topologie. Wir brauchen den

Satz. Sei Yeine Jordankurve in der Ebene, und 4 ein
Punkt derselben. Weiter sei K (£) cin stetig mit P va-
riierendes beschrinktes Kontinuum, das diec Punkte A4
und P verbindet; der Durchmesser von XK (P) gehe mit
dem Abstand 4P gegen Null. Beschreibt dann 2 die
Jordankurve Y, so wird von K (#) das Innere von YVganz
tiberstrichen.

Beweis. Die Stetigkeit der Punktmenge X (P) in P besagt:
Zu jedem e > 0 gibt es ein § > o von der Art, daf} fiir jeden

a . . - - . .
1* Ist 22 gentigend groB, so unterscheidet sich o, um beliebig wenig von
dem in 15 betrachteten w.
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Punkt P’ mit P'P <8 zu jedem Punkt Q von X (P) ein Punkt Q'
von K (P} existiert mit Q'Q < ¢, und aullerdem jeder Punkt @,
von K (') von der Menge K (P) einen Abstand kleiner als €
hat. Auf Y fihren wir den positiven Umlaufsinn ein; P ==

ein Punkt von ¥, dann bezeichne ¥, den Teilbogen von Y,

den man erhilt, wenn man Y von £ aus nach 4 hin positiv
durchliuft.

Nun betrachten wir die Punktmenge
CP)=K(P)+ Ypyu;

sie ist offenbar in 2 stetig. Sei nun B ecin Punkt im Innern
von Y. Liduft der Punkt 2 von A aus in positiver Richtung
auf ¥ weiter, so umschliet zu Beginn flir geniigend nahe an
A gelegene Punkte P die Punktmenge € (P) den Punkt B; am
Ende, wenn 2 nach A zurlickkehrt, wird fiir gentigend nahe
bei A gelegene Punkte 2 der Punkt B von € () nicht mehr um-
schlossen, d. h. vom Unendlichen getrennt. Durchlduft daher £
von A aus in positiver Richtung die ganze Kurve ¥, dann gibt
es einen ersten Punkt 7 derart, dal (1) fiir jeden Punkt 2 im
Innern des Bogens YApl die Menge C () den Punkt B um-

schlieBt und aullerdem entweder (2a) 8 Punkt von € (£,) ist,
oder (zb) C (P,) der Punkt B nicht enthilt und nicht umschlief3t.
Angenommen, (2b) wiirde stattfinden, dann gibe es wegen der
Abgeschlossenheit von € (#;) und der Stetigkeit von € (7) in
P, eine ganze Umgebung von P; auf ¥, so daB fur jeden Punkt
P dieser Umgebung das Kontinuum C (P) den Punkt B nicht
enthilt und nicht umschlie8t im Widerspruch mit (1). Es gilt
also (2a), womit der Satz bewiesen ist.

18. Der einfache Zusammenhang. Jetzt kénnen wir sehr rasch
den folgenden wichtigen Satz tber die 4/-konvexen Hillen be-
weisen:

Satz 6. Es sei M (z, ..., 2z,) ein analytisches Mittel
im Gebiet G der z-Ebene mit wenigstens cinem Rand-
punkt im Endlichen. Fir jede abgeschlossene Teil-
menge 4 von G ist dann die M-konvexe Hiille 4, cin-
fach und im Kleinen zusammenhingend.
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Beweis. Es gentigt, den Satz fiir ein Kreismittel zu beweisen.
Sci A4 eine abgeschlossene Teilmenge von |z | <C 1, und M ein in
| 2| <1 a.M. Sind @ und & irgend zwei Punkte von A4 ,;, dann ist
offenbar

K (a, 6) 3 A,y

d. h. die Punkte @ und 4 sind durch das Kontinuum $ (g, 4)
innerhalb 4 ,; verbunden: 4 ist zusammenhingend. Da & (a, 6)
aber in dem Kireis enthalten ist, der die Verbindungsstrecke der
Punkte @, 6 zum Durchmesser hat, so ist 4,; im Kleinen zusam-
menhingend.

Kann man eine Jordankurve V angeben, welche ganz in 4,
enthalten ist, und sind 2 und 4 zweci Punkte von Y, so ist §t (g, 6)
Teilmenge von A ;. Hilt man « fest und 146t 4 die Kurve ¥ durch-
laufen, dann iiberstreicht & (e, 4) nach dem Hilfssatz von 17 das
Innere von Y; dieses gehért also dann auch zu 4, die Menge
A,y ist einfach zusammenhidngend. Der Satz 6 ist bewiesen.

Die Behauptung von Satz 6 trifft fiir ganze Mittel nicht zu;
das crkennt man sofort am Beispiel in 13.

19. Die quasiarithmetischen Mittel.

Wir gehen jetzt daran, die quasiarithmetischen Mittel, d. h. die
vermoge ciner konformen Abbildung aus dem arithmetischen Mit-
tel entstechenden a. M. zu charakterisieren durch die Struktur der
vonihnenerzeugten Konvexititen. Wir werden dabei als einfachste
Bausteine der A47-Konvexitit eines a. M. A/ die Punktmengen
{21, 25}3; verwenden, d. s. die M-konvexen Hitllen der Punkte-
paare z;, z,. Fiir das arithmetische Mitte] ergibt sich sofort, daf3
die Punktmengen {zy, 25}y, cinfach die Verbindungsstrecke der
Punkte 2, z, ist; demgemil ist die Punktmenge {z;, 2}, fir
ein quasiarithmetisches Mittel das konforme Bild einer Strecke;
{Zl, Z2}M 1st also ecin analytischer Kurvenbogen. Wir wollen diese
Aussage abschwichen und sagen, daf3 die Punktmenge {z;, 2o}y
fiir ein quasiarithmetisches Mittel 47 jedenfalls héchstens ein-
dimensional ist, d. h. als ebene Punktmenge keine inneren
Punkte besitzt. Diesen einfachen topologischen Sachverhalt fiir die
quasiarithmetischen Mittel als charakteristisch nachzuweisen, ist
das Ziel der folgenden Untersuchungen. Wir beweisen also den



76 Georg Aumann

Satz 7. Das analytische Mittel M (z, ..., z,) ist dann
und nur dann quasiarithmetisch, wenn die Punktmen-
gen {z;, 25}y héchstens eindimensional sind.

Dal die Bedingung des Satzes 7 notwendig ist, haben wir oben
schon dargetan.

20. Es ist zu zeigen, dal3 die Bedingung von Satz 7 hinreicht.
Sei M (zy, ..., z,) ein im Gebiet G a. M., fiir welches jede der
Punktmengen {2y, z5};; hochstens eindimensional ist. Wir diir-
fen annehmen, daB der Punkt # == 0 im Innern von G liegt. Dann
betrachten wir die Funktion

(20,1) g =f(z=Mf,...o0,

2o,
I
T

in einer gewissen Umgebung von z = o. Es gibt eine Schréder-
sche Transformation 13

(20,2) z=5(@), s =S,
s =38() =1t 0,22+ ..., mitder in einer gewissen Umgebung
von ¢ = o vorhandenen eindeutigen Umkehrung ¢ = 7 (s)
=5+ 752 + ... von der Art, daf3 aus (20,1)

’ s t
(20,3) r=TE)=T(/(SW)=

. . . .. . 1
wird; eine solche Transformation 148t sich wegen o<C <1
7

immer bestimmen. Nun transformieren wir 4/ (z;, . . ., 2,) mittels
der Abbildung (20, 2) und erhalten

(20,4) Nty o0t =T (M (S, ..., SE)).

In einer gewissen Umgcbung von ¢ =o0 ist N (¢, ... ¢,) cine
symmetrische, regulire analytische Funktion mit V{7, .. ., £) = ¢;

13 Siehe H. Cremer, Uber die Schrédersche Funktionalgleichung und das
Schwarzsche Eckenabbildungsproblem, Ber. math. phys. Kl. Sichs. Ak. 84
(1932), S. 291, wo auch &ltere Literatur genannt ist.
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daher stellt nach dem Beweis von Satz 3% die Funktion  in
einem gewissen Kreis

(20,5) l£] <o

ein a. M. dar. Das Mittel &V hat hinsichtlich der Struktur seiner
Konvexitit ebenfalls die Eigenschaft, dal die Punktmengen
{1, 2} hochstens eindimensional sind. Nach (20,3), (20,4) ist
weiter

¢

(20,6) N(o,...0,¢) == e

Wir betrachten nun einen Punkt # == o von (20, 5) und dazu
die Punktmenge

A - {O, tl}N'

Ich behaupte, dafl diese Punktmenge ganz auf der Verbindungs-
strecke & der Punkte o und # liegen mufl; da sie o und 4 ver-
bindet (Satz 6), so muf sie dann mit & identisch sein. Zunichst
folgt aus Satz 4, dall 4 im Innern oder auf dem Kreis liegt, fiir
den @ Durchmesser ist. Angenommen, #, wire ein Punkt von A4,
der nicht auf © liegt. Wegen (20, 6) sind dann die Punkte

4 2y
A | =)
T
allgemeiner
Z Z
1 — 2 .
T = b, = o m=1,2,.,.)

ebenfalls Punkte von 4. Da die Dreiecke A, mit den Ecken o,
@, b,, untereinander dhnlich sind, so kann man . so grof3 wih-
len, daB3 die Punktmengen

(2OJ 7) K (O) [lm), K (O’ bnl)’ K ([Z?n’ bm)

1 Wir haben ndmlich in 11 viel mehr bewiesen, als in Satz 3 ausgesagt
wird. Es gilt der

Satz 3a. Ist die symmetrische Funktion A7 (zy, ..., zn) in einer ge-
wissen Umgebung der Stelle z; = ... = 2z == 0 regulir analytisch und gilt
darin 4/ (z, ..., z) = z, dann gibt es einen Kreis [ z! < g, indem M (2, ..., zn)
ein a. M. darstelit.
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paarweise nur einen einzigen Punkt, nimlich die gemeinsame
Ecke gemein haben (s. Figur 3). Nachdem wir 7 so grof3 gewihlt
haben, schen wir uns die V-konvexe Hiille B = {o, &,,, &}y der
aus den drei Punkten o, a,,, 4,, bestchenden Punktmenge an; sie
enthilt die Mengen

m?

(20’8) {O: am}NJ {Or ém};\') {am! bmli\'r

welche in den entsprechenden Mengen von (20, 7) enthalten sind
und die Punkte o, ,,, 4,, paarweise verbinden. Die Vereinigungs-

menge der Mengen (20,8) umschlie3t daher das von den Mengen
(20,7) umschlossene Kreisdreieck (in Figur 3 schraffiert). Nach
Satz 6 ist aber B einfach zusammenhingend, enthilt also dieses
Kreisdreieck als Teilmenge, und ist somit eine zweidimensionale
Punktmenge. Das steht aber damit in Widerspruch, dall B ja
Teilmenge der nach Voraussetzung hochstens eindimensionalen
Punktmenge 4 ist. Obige Annahme ist also falsch; 4 ist iden-
tisch mit der Verbindungsstrecke © der Punkte o und #.

21, Nach dem Vorausgehenden gilt fiir o < p, < p

N (Pl eiﬂ’ <o P gi ﬂ) =L (Pl, e P 19) Ei”:
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wobei L eine analytische Funktion ist, welche fiir reelle & zwi-
schen o und p liegt:

N (o &i%, ..., pn ei?)
L (Pl) y o P 1(}) —= L \W1F oo pne’)

Angenommen, Z hingt von & ab; dann kann man & = 3, + 77
(9, 7 reell) derart wihlen, daB3 L (py, . . ., py, 9) imagindr wird.
Mit ¢7F =7, np, < g, ergibt sich

Mot % o onte®) L (oxths - o )
L ey P )= _pL,)~7] éiil')o;@ ! ) = & Rt S

b

was aber in Widerspruch mit der obigen Feststellung reell ist.
Also ist Z von 9 unabhingig:

N(ppet? ..., pnet?
'H’Pﬁl‘*‘*k&‘d) =N <Pls RS Pn)'

eiO

(21,1)

Da dies fiir jedes reelle & und fur alle p, mit o < p, < p gilt, so
besteht (21,1) auch fiir komplexe Werte von & und p,, sofern nur
[, €| und |, | klciner als g sind. Es gilt somit

Nty .o tt) =t Ny, .. 1)

Die einzigen im Punkt (o, . . ., 0) analytischen Funktionen, wel-
che diese Funktionalgleichung ecrfiillen, sind die homogenen li-
nearen ganzen Funktionen. Daher ist

O R N
Nt oo z‘.,l)zl—dk—*—+ g

b

und nach (20,4)

(21,2) M. 2)= S (Uiﬁ.i-: -,tTfZ_n))_

n

Zunichst wissen wir nur, da3 (21,2) in einer gewissen Umgebung
von £z = o gilt, aber noch nicht, ob die Abbildung # = 7" (2) im
ganzen Gebiet G analytisch und eindeutig umkehrbar ist. Um
dariiber Klarheit zu bekommen, betrachten wir die Menge G*
aller jener Punkte von G, nach welchen 7" () von £ = 0 aus ana-
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Iytisch fortsetzbar ist. G* ist offenbar ein Gebiet, enthilt eine
ganze Umgebung von z = o, und braucht nicht schlicht tiber &
ausgebreitet zu sein. Angenommen, G* ist nicht #/-konvex. Dann
gibt es Punkte 2, ..., £, aus G*, sodaBl zy = M (s}, ..., 2))
zwar in G aber auBerhalb G* liegt. Man setzt 2, =g, (1),v = 1,
.o, und z, = ¢, () mito <« < 1 und ¢, (0) = o, wihlt wei-
ter die Funktionen ¢, () so, daB} sich, wenn # von 1 nach o wan-
dert, die 2, stetig innerhalb G* auf z = 0 zusammenzichen.
SchlieBlich werde M (zy (), . . ., 2, (1)) = D (2) gesetzt. Wegen
D (0) = 0 gibt es ein #z* mit o << «* <1, sodall z* = O(u*)
Randpunkt von G* und fiir jedes # mit o < z < #* der Punkt
@ (2) innerer Punkt von G* ist. Wandert nun 2z von o nach #*,
dann besteht zunichst, solange z, (#) und ® () in ciner gewissen
Umgebung von z = o liegen, die Funktionalgleichung

(21,3) wT (M. .,2))=T()+ ...+ T(z).

Diese gilt auch bei weiterer Fortsetzung innerhalb G*. Da die
Punkte z, = 2, (#*) im Innern von G¥* liegen, stcht nimlich
auf der rechten Seite von (21,3) eine bis in die Stelle (2], ..., 23)
hinein fortsetzbare Funktion. Das gilt dann auch fir die linke
Seite. Da aber M eindeutig regulidr ist, so mull 7 (z) in den
Punkt * hinein fortsetzbar sein, d. h. #* gehdrt zu G*, im Wider-
spruch mit der obigen Erklirung von z*. Die obige Annahme
ist falsch; G* ist ein M-konvexes Gebiet, deshalb einfach zu-
sammenhingend und schlicht. Nach dem Monodromiesatz ist
dann 7 () in G* eindeutig. Ich zeige noch, dal G* = G ist, in-
dem ich die Annahme, es gibt im Innern von G einen Randpunkt
z* von G*, auf einen Widerspruch fiihre: Ich betrachte den Punkt

2= M(z*0,...0).
Drei Falle sind denkbar:

1. 2" liegt im Innern von G*; aus (21,3) folgt dann sofort, daB3
7" (2) in z* hinein fortsetzbar ist (Widerspruch!);

2. 2’ liegt auf dem Rand von G*. Die Funktion M (¢%,&, ..., &)
=/ (£) ist nicht identisch konstant; variiert £ in einer Um-
gebung ven £ = o, dann fullen die Punkte % (&) eine ganze Um-
gebung von z* aus. Es gibt also ein £* im Innern von G*, sodal3
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auch M (2%, &%, ..., %) im Innern von G* ist; man schlieft wie
im Fall 1 weiter (Widerspruch!);

3. 2" liegt im Aufern von G*, dann gibt es einen Punkt &'
nahe an z* im Innern von G*, soda3 M (¢, o, . . ., 0) im Auflern
von G* liegt, wihrend doch G* eine A/-konvexe Menge ist (Wi-
dersprucht).

7 (z) ist eindeutig in G* = G. Aus (21,2) folgt dann wegen der
Eindeutigkeit von 4/ auch die der Funktion S (#). Damit ist der
Satz 7 restlos bewiesen.

22. SchluBbemerkung. Als merkwiirdige Tatsache folgt aus
Satz 7, dal fir jedes nicht-quasiarithmetische Mittel M sich
unter den M-konvexen Hiillen {2, 2,} stets zweidimensionale
Punktmengen befinden. Diese ausgeprigte Sonderstellung der
nicht-quasiarithmetischen Mittel findet sich wieder bei einem
ganz anderen Problem iiber a. M., beim Problem der Ober-
mittel.¥® Wihrend sich das Obermittel des quasiarithmetischen
Mittels

M= (’Z@Di_ TR <wu>)

n
in der einfachen Gestalt

K awy) 4 (o tg)

Ml:f
‘é( 7+ 1

darstellen 1af3t, steht das Obermittel M’ eines nicht-quasi-
arithmetischen Mittels A/ zum Mittel A/ in einem wesentlich
transzendenten Verhiltnis. Den engen Zusammenhang der Kon-
vextheorie der a. M. mit der Theorie der Obermittel klar zu legen,
wird unsere nichste Aufgabe sein.

Miinchen, den 15. Januar 1934.

%% Vgl. meine Arbeit ,,Aufbau von Mittelwerten mehrerer Argumente, I**
Math. Anm. 109 (1933), S. 243.



